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Musterlosung zu Blatt 5
Aufgabe 4. Sei R € k"*"™ eine reduzierte Zeilenstufenmatrix. Fir 1 <t¢ < nsei Uy := {(x1,...,2,) €

k" | x; = 0 fiir alle j < t}.
(i) Zeige, dak Uy N Z(R) = (Rje | s(7) > t) ist.

(i) Zeige, dah fiir reduzierte Zeilenstufenmatrizen R, R’ € k™*" aus Z(R) = Z(R') bereits R = R’
folgt.

Erinnere: Eine Matrix R € k™*™ heillt reduzierte Zeilenstufenmatrix, wenn es einen Indexr < m
und eine Funktion s: {1,...,7} — {1,...,n} (eine sog. Stufenfunktion) mit folgenden Eigenschaften
gibt:

(0) s ist eine strikt monoton wachsende Funktion.

(2) Firallel <i<rundalle 1 <j<s(i)ist Rj; =0.
(3) Firaller <i<mmundallel <j <nist Rj; =0.
(4) Fiir jedes 1 <14 <7 ist Ry = 1.

(5) Fiir alle 1 <4 <7 und alle 1 <4’ < gilt Ryy;) = 0.

In der Vorlesung wurde bereits gezeigt, dalt die Zeilen Ry,, ..., R,e linear unabhingig sind. Ferner
sieht man sofort, dafs fiir 1 < i < r die s(i)-te Spalte von R mit dem i-ten Einheitsvektor in k™

iibereinstimmt. Es gilt also
Risiy = 0w 4 (A)

fiir jedes 1 <14’ < m.

Losung. Seien R und R’ zwei (m x n)-Matrizen in reduzierter Zeilenstufenform mit Stufenfunktionen
s:{1l,...,r} = {1,...,n} fir Rund ¢ : {1,...,7"} = {1,...,n} fir R



(1)

(i)

Zeige die Inklusion von rechts nach links: Es sei s(i) > ¢. Nach (2) gilt fiir alle j < ¢ schon
R;j = 0. Damit ist R;e € U; und natiirlich ist auch R;e € Z(R).

Fiir die umgekehrte Teilmengen-Beziehung sei z € Uy N Z(R). Wegen x € Z(R) finden sich
Aoy Am € Emit 2 = > 7" X\iRje. Wegen der Eigenschaft (3) ist Rje = 0 fiir ¢ > 7, also ist

=1

Nun sei 1 <i <7, so daf s(i) <t ist. Dann gilt z,; = 0, denn z liegt in U;. Also haben wir

Z i Ry ’s(1) )‘ st(z) = A\

Somit liegt x im Spann der R;e mit s(i) >

1. Variante. Es gelte Z(R) = Z(R'). Wir zeigen, daf daraus R = R’ folgt.

Zunéchst ist r = 1/, denn es gilt Z(R ) (Riey-..,Rre) und Ry,,..., R.e linear unabhingig,
also folgt r = dim Z(R) = dim Z(R’)

Nun zeigen wir, daf die Funktionen nd s' iibereinstimmen. Es sei 1 < ¢ < r fest und wir
definieren t := s(i). Dann ist

O (RY, | 8() > t = s(i)).
Da die linke Seite offensichtlich R;e enthélt, gibt es Ay € k mit

Rie= > MR, (B)

i:8" (i) >5(3)

U,NZ(R)=U,nZ(R)

Aus der Identitit (B) folgt nun, daf 37, 150 )\Z’,Rg’s(i) = R;y(;) = 1ist. Jedoch ist R;,s(i) =0,
falls s(i) < /(i) ist. Damit erhalten wir

— /
1= Z Air Ri’s(i)
18! (i")=s(4)

und es folgt, dak zu jedem 1 < i < rein 1 < ¢ < r mit §'(i) = s(i) existiert. Da beide
Abbildungen aber streng monoton von {1,...,7} nach {1,...,n} abbilden, miissen sie dann
schon iibereinstimmen (klar?!).

Schlieflich beweisen wir nun die eigentliche Behauptung. Dazu sei 1 < ¢ < r wieder fixiert.
Setzen wir in (B) nun ein, daf s = ¢ ist, so ergibt sich

Rio= > Mﬂ“:imﬂﬁ
i":s(1")>s(1) i'=1

Nun betrachten wir ein ¢’ > 7. Dann ist

6i,i/: zsz)_ZA”R" i) _)‘

i =i

und damit ist R;e = R,.



2. Variante. Es gelte Z(R) = Z(R'). Dann folgt sofort » = dim Z(R) = dim Z(R') = r'. Wir
zeigen nun per absteigender endlicher Induktion nach 4, dass s(i) = §'(i) und R;e = R}, fiir
alle ¢ gilt. Diese Variante des Induktionsbeweises ist manchmal niitzlich.

Der Induktionsanfang ist nun ¢ = r. Angenommen, s(r) # §'(r), also etwa s(r) < §/(r). Dann
folgt mit Teil (i) angewendet auf ¢ = s(r) der Widerspruch

<R7"> = Z(R) N Us(r) = Z(RI) N Us(r) = {0}

Alsoist s(r) = s'(r) und (Rre) = Z(R)NUs(ry = Z(R')NUs(y = (R,,). Daraus folgt R.e = AR/,.
In der Spalte mit Index s(r) steht 1 = X - 1, d.h. es ist R, = R.,.

Der Induktionsschritt geht von i nach ¢ — 1. Fiir alle j mit r > j > i sei also s(j) = §/(j) und
Rje = R, richtig. Wie eben fiihrt die Annahme s(i — 1) < s'(i — 1) zu

(R(i—1)e;, Rie;-- - Rre) = Z(R) N U1y = Z(R) N Ugi—1y = (Ris, ... Rp4),

also durch Dimensionsvergleich zum Widerspruch r —i = r —i+1. Somit ist s(i —1) = s'(i — 1)
und <R(i71)07 Ri., ‘e Rr,«.> = Z(R) N Us(ifl) = Z(R,) N Us(ifl) = <R,( R, PN R;..) Also ist

i—1)e’ ~Vie)

/(i—l)o = )‘i—lR(i—l). + )\szo 4+ ... )\TRT.

mit geeigneten Skalaren \;. Vergleicht man nacheinander die Spalten mit den Indizes s(r) =
s(r),s(r—1) =58 —-1),...,8(i—1) = (i = 1), 80 folgt 0 = A\, = A1 = ... = \; und

1 = )\7;_1 . ].7 dh R(i—l)o == R,(i—l)o'



