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Lineare Algebra I

Beispiel 3

Erinnere: Sei f : V → W eine k-lineare Abbildung. Sei ϕ = (v1, . . . , vn) ein Koordinatensystem von

V und sei ψ = (w1, . . . , wm) ein Koordinatensystem von W . Die Darstellungsmatrix Mϕ,ψ(f) ist die
eindeutig bestimmte Matrix A = (aij) ∈ km×n, so daÿ für alle 1 ≤ j ≤ n

f(vj) =

m∑
i=1

aijwi (A)

gilt.

Aufgabe. Bestimme die Darstellungsmatrix Mϕ,ψ(f) für die lineare Abbildung f : R3 → R2, die

durch f(x, y, z) = (4x+ y − 2z,−y + z) de�niert ist bezüglich der Koordinatensysteme

ϕ =

1
0
1

 ,

 0
−1
0

 ,

2
1
0

 und ψ =

((
1
1

)
,

(
1
−1

))

von R3 bzw. R3.

Lösung. Wir sehen sofort, daÿ ϕ und ψ Basen von R3 bzw. R2 sind. Es gilt die Koe�zienten aij der
Darstellungsmatrix zu bestimmen. Nennen wir ϕ = (v1, v2, v3) und ψ = (w1, w2) und betrachten die

Gleichung (A) für j = 1, 2, 3.
j = 1. Es gilt f(v1) = f(1, 0, 1) = (2, 1). Andererseits ist

2∑
i=1

ai1wi = a11

(
1
1

)
+ a21

(
1
−1

)
=

(
1 1
1 −1

)
·
(
a11
a21

)
und somit müssen wir das Gleichungssystem(

1 1
1 −1

)
·A•1 =

(
2
1

)



lösen. Tun wir das, so erhalten wir a11 =
3
2 und a21 =

1
2 .

j = 2. Es ist f(v2) = f(0,−1, 0) = (−1, 1), also müssen wir, mit dem gleichen Argument wie oben,

das lineare Gleichungssystem (
1 1
1 −1

)
·A•2 =

(
−1
1

)
lösen. Ersichtlich ist A•2 = −e2 die Lösung dieses Gleichungssystems, also muÿ a12 = 0 und a22 = −1
sein.

j = 3. Wir erhalten f(v3) = f(2, 1, 0) = (9,−1), also löse(
1 1
1 −1

)
·A•3 =

(
9
−1

)
.

Wir erhalten die Lösung a13 = 4 und a23 = 5. Die Darstellungsmatrix von f bezüglich ϕ und ψ ist

also

Mϕ,ψ(f) =
1

2

(
3 0 8
1 −2 10

)
.

Nun fällt uns auf, daÿ die drei zu lösenden Gleichungssysteme immer dieselbe Matrix involvieren.

Tatsächlich ist das auch allgemein so, denn ersichtlich ist das Erfülltsein von (A) für alle j äquivalent
zur Gleichung

(f(v1) | . . . | f(vn)) = (w1 | . . . | wm) ·A (B)

wobei die Schreibweise (w1 | . . . | wm) bedeutet, daÿ wir die Spaltenvektoren w1, . . . , wm in dieser

Reihenfolge in eine Matrix schreiben. Genauso sei (f(v1) | . . . | f(vn)) de�niert. Wir können also diese

n linearen Gleichungssysteme, die in (B) enthalten sind, gleichzeitig lösen. Anders ausgedrückt ist A
gegeben als die Matrix

A = (w1 | . . . | wm)−1 · (f(v1) | . . . | f(vn))

In unserem Beispiel müssten wir also das Produkt

A =

(
1 1
1 −1

)−1

·
(
2 −1 9
1 1 −1

)
berechnen.


