BEWEIS EINIGER AUSGEZEICHNETER EIGENSCHAFTEN,
WELCHEN VON EBENEN SEITENFLACHEN EINGESCHLOSSENE
KORPER UNTERWORFEN SIND!

So wie die geradlinigen Figuren, deren natiirliche Beschaffenheit in der Geo-
metrie untersucht zu werden pflegt, gewisse allgemeine und sehr bekannte Ei-
genschaften haben, zum Beispiel dass die Zahl der Winkel gleich ist der Zahl
der Kanten und dass die Summe der Winkel gleich ist zweimal so vielen rechten
Winkeln, wie es Kanten gibt, weniger vier, so habe ich neulich die Grundla-
gen der Stereometrie angedeutet, in welchen dhnliche Eigenschaften von ebenen
Seitenflichen eingeschlossener Korper enthalten sind. Da ndmlich in der Stereo-
metrie diejenigen Korper, welche ringsum nur von ebenen Seitenflichen begrenzt
werden, den ersten Platz ebenso verdient einnehmen wie die geradlinigen Figu-
ren in der Planimetrie oder dem, was eigentlich als Geometrie bezeichnet wird,
so kommt es in den Sinn, &hnliche Grundsétze der Stereometrie zu sichern,
aus welchen die Bildung der Korper folgen wiirde und deren vorziigliche Eigen-
schaften bewiesen werden kénnten. Bei dieser Beschiftigung erscheint es h6chst
verwunderlich, dass, da die Stereometrie schon seit ebenso vielen Jahrhunder-
ten vervollkommnet wird wie die Geometrie, dennoch ihre Anfangsgriinde bisher
unbekannt waren und sich auch niemand in diesem so langen Zeitraum gefunden
hat, der sie zu erforschen und auch in eine Ordnung zu bringen versucht hétte.
Als ich jedoch diese Miihe unternommen habe, habe ich viele ausgezeichnete
Eigenschaften entdeckt, die allen in ebenen Seitenflichen enthaltenen Kérpern
gemein sind, und die denen vollig &hnlich scheinen, welche zu den Grundlagen
der Lehre von den ebenen geradlinigen Figuren gerechnet zu werden pflegen;
nicht ohne hochste Bewunderung habe ich festgestellt, dass die vorziiglichen
unter ihnen in solchem Masse verborgen sind, dass ich damals alle Miihe, ihren
Beweis herauszufinden, vergebens aufgewandt habe. Und auch von Freunden,
welchen ich jene Figenschaften mitgeteilt hatte, und ansonsten in diesen Din-
gen hochst bewandert, ist mir keinerlei Licht angeziindet worden, woraus ich
diese erwiinschten Beweise hétte entnehmen kénnen. Durch Betrachtung meh-
rerer Arten von Korpern nédmlich war ich dazu verfiihrt, einzusehen, dass die
Eigenschaften, die ich bei jenen aufgedeckt hatte, sich iiberhaupt auf alle Kérper
erstrecken, auch wenn mir nicht erlaubt war, dies durch einen strengen Beweis
zu zeigen; und so schétzte ich, dass diese Eigenschaften zur Klasse der Wahrhei-
ten zu zéhlen sind, welche uns durchaus zu erkennen, nicht jedoch zu beweisen
zustiinde.

Ll“Demonstratio nonnullarum insignium proprietatum quibus solida hedris planis inclu-
sa sunt preedita” (Enestrom 231), Novi commentarii academice scientiarum Petropolitance 4
(1752/3), 1758, pp.14-17, 140-160.



Die allgemeinen Eigenschaften der Korper jedoch, welche bisher des Bewei-
ses ermangeln, hdngen von einer ab, so dass, wenn es erlaubt wére, diese zu
beweisen, alle Grundlagen der Stereometrie, die ich herausgestellt habe, ebenso
gefestigt wiren wie die Grundlagen der Geometrie. Diese noch unbewiesene Ei-
genschaft allerdings, welche viele andere in sich einschlieft, ist in dieser Aussage
enthalten:

Bei jedem von ebenen Seitenflichen eingeschlossenen Kérper tbersteigt die
Zahl der Raumwinkel zusammen mit der Zahl der Seitenflichen die Zahl der
Grate um zwei.

Hieraus habe ich eine andere nicht weniger ausgezeichnete, allen derartigen
Korpern gemeine Eigenschaft abgeleitet, welche wie folgt lautet:

Bei jedem von ebenen Seitenflichen eingeschlossenen Korper ist die Summe
aller ebenen Winkel, aus welchen die Raumwinkel bestehen, gleich viermal so
vielen rechten Winkeln, wie es Raumwinkel gibt, weniger acht.

Und diese Aussage hingt so mit der vorangegangenen zusammen, dass, wenn
die eine bewiesen werden kénnte, sogleich ein Beweis der anderen erhalten wiir-
de; weshalb der Mangel der Grundlagen der Stereometrie, den ich herausgestellt
habe, behoben wiirde, wenn ein Beweis fiir irgendeine dieser beiden Aussagen
gefunden wiirde.

Als ich jedoch dieses Argument von neuem gepriift habe, habe ich endlich
die erwiinschten Beweise dieser Aussagen errungen, und zwar habe ich diese
fast in dhnlicher Weise erreicht, auf welche in der Geometrie die analoge Aussa-
ge iliber die Summe der Winkel jeder beliebigen geradlinigen Figur bewiesen zu
werden pflegt. Wie nédmlich in der Geometrie jedwede geradlinige Figur durch
fortgesetztes Entfernen von Winkeln endlich auf ein Dreieck zuriickgefiihrt wird,
so habe ich festgestellt, dass, gegeben irgendein von ebenen Seitenflachen einge-
schlossener Korper, von dort fortgesetzt Raumwinkel entfernt werden kénnen, so
dass endlich eine dreieckige Pyramide iibrighleibt; da diese unter den Kérpern
die einfachste Figur ist, habe ich erkannt, dass man, sind ihre Eigenschaften
bekannt, auf diese Weise wiederum zu den Eigenschaften aller Kérper hinauf-
steigen kann. Bei der dreieckigen Pyramide ist ndmlich die Zahl der Raumwinkel
= 4, die Zahl der Seitenflichen = 4 und die Zahl der Grate = 6, das Doppelte
wovon 12 die Zahl der ebenen Winkel ergibt, deren Summe 8 rechten Winkeln
gleich ist.

Es werde nun irgendein Punkt innerhalb des Koérpers angenommen; wenn
von dort zu den einzelnen Raumwinkeln gezogene gerade Linien angenommen
wiirden, wiirde der Korper auf diese Weise in ebenso viele Pyramiden geteilt, wie
es Seitenflachen gibt, welche ja die einzelnen Basen der Pyramiden darstellen,
wahrend ihre Spitzen in jenem Punkt vereint sind. Und ferner werden diese Py-
ramiden, wenn sie nicht dreieckig sind, leicht in dreieckige aufgeschnitten. Es ist
wahr, dass diese Art, beliebige Korper in dreieckige Pyramiden aufzulésen, fiir
das gegenwértige Vorhaben wenig niitzt; also stelle ich hier eine andere Art vor,
auf welche jeder beliebige Korper durch fortgesetztes Entfernen seiner Raumwin-
kel endlich auf die dreieckige Pyramide zuriickgefiihrt wird, woraus anschlieffend
der Beweis der denkwiirdigen Aussagen leicht zusammengefiigt wird.



Diese Operation ist aber derjenigen
dhnlich, durch welche jede beliebige gerad-
linige Figur, wenn nur ihre Winkel nach-
einander entfernt werden, endlich auf das
Dreieck zuriickgefiihrt zu werden pflegt.
Wenn némlich (Fig. 1) eine ebene Figur
ABCDEFGA gegeben ist mit irgend einer
Anzahl von Kanten, wenn von ihr durch
die Gerade? CE das Dreieck CDE ent-
fernt wird, wird die Figur

ABCEFGA

iibrigbleiben, deren Winkelzahl um eins kleiner ist. Wenn nun von neuem durch
die Gerade C'F' das Dreieck CFE entfernt wird, so wird die Figur ABCFGA
ibrigbleiben; weswegen, wenn ferner das Dreieck BCF, sodann das Dreieck
BGF entfernt wird, wird endlich das Dreieck ABG {ibriggelassen.

Aus dieser Auflésung werden leicht die beiden vorziiglichen Eigenschaften
der ebenen Figuren bewiesen: Sei niimlich die Zahl der Kanten der Figur3
ABCDEFG = L und die Zahl der Winkel = A; und wenn durch das Zie-
hen der Geraden CE der Winkel D entfernt wird, wird die Zahl der Winkel
der ibriggebliebenen Figur = A — 1 sein; die Zahl der Kanten jedoch, weil zwei
Kanten, ndmlich C'D und DE, weggenommen wurden, an ihre Stelle jedoch eine
neue Kante, ndmlich CFE, getreten ist, wird = L — 1 sein. Daraus geht hervor,
dass, wenn von neuem ein Winkel entfernt wird, die Zahl der Winkel = A — 2
und die Zahl der Kanten = L — 2 sein wird; und wenn nun auf diese Weise n
Winkel entfernt worden sind, wird die Zahl der Winkel der iibriggebliebenen
Figur = A —n sein und die Zahl der Kanten = L — n. Sei nun diese {ibriggeblie-
bene Figur ein Dreieck, dann wird A —n = 3 sein und L — n = 3; woraus folgt,
dass L = A ist, oder anders gesagt, dass in jeder beliebigen geradlinigen Figur
die Zahl der Kanten gleich der Zahl der Winkel ist.

Sei ferner R die Zahl der rechten Winkel, welchen alle Winkel der gegebenen
Figur ABCDEFG zusammengenommen gleich sind; wenn aber der Winkel D
beziehungsweise das Dreieck CDE entfernt worden ist, werden von den Win-
keln der Figur die drei Winkel des Dreiecks C DE weggenommen, und da diese
gleich zwei Rechten sind, wird die Summe der Winkel der iibriggebliebenen Fi-
gur ABCEFG gleich R — 2 rechten Winkeln sein, bei einer Zahl von nun A —1
Winkeln. Wenn erneut ein Winkel entfernt wird, so dass die Zahl der Winkel
= A — 2 ist, wird ihre Summe = R — 4 Rechte sein; und wenn wir nun n Winkel
abtrennten, so dass die Zahl der Winkel der {ibriggebliebenen Figur = A —n
ware, so wiirde ihre Summe gleich R — 2n rechten Winkeln sein. Sei nun diese
iibriggebliebene Figur ein Dreieck, beziehungsweise A —n = 3; da die Summe
der Winkel = 2 Rechte ist, ist R —2n = 2; allerdings ist dann auch 24 — 2n = 6;
wenn von dieser jene Gleichung abgezogen wird, hat man 24 — R = 4 oder

2rectam. Inhaltlich wire eher “Strecke” zu iibersetzen.
3Gemeint ist ABCDEFGA nach der bisherigen Bezeichnungsweise.



R =2A—4=2L—4; und so steht fest, dass bei jedem beliebigen Vieleck die
Summe aller Winkel gleich ist zweimal so vielen Rechten, wie es Kanten gibt,
weniger vier.

Eine Untersuchung also in einer Weise dhnlich der, auf welche ich aus einem
solchen Zerschneiden der geradlinigen Figuren zwei hervorragende Eigenschaf-
ten derartiger Figuren hervorgelockt habe, habe ich mir fiir die Kérper vor-
genommen, bis dass ich alle von ebenen Seitenflichen eingeschlossenen Korper
durch fortgesetztes Entfernen der Raumwinkel endlich auf die dreieckigen Py-
ramiden zuriickgefiihrt hétte; denn wenn ich dies erreicht hitte, wiren die Zahl
der Raumwinkel, die Zahl der Seitenflachen, die Zahl der Grate und die Summe
der ebenen Winkel allesamt bekannt. Damit dies klarer werden moge, will ich
die ganze Sache in den folgenden Aussagen zusammenfassen.

PROPOSITION 1. PROBLEM

1. Gegeben irgendeinen von ebenen Seitenflichen eingeschlossenen Korper,
einen gegebenen Raumuwinkel so entfernen, dass bei dem tbrigbleibenden Korper
die Zahl der Raumwinkel um eins kleiner ist.

LOsuNG

Sei O (Fig. 2) der auszumerzende
Raumwinkel, in welchem die Grate AO,
BO, CO, DO, EO, FO zusammenlaufen,
so dass er gebildet wird aus den ebenen o
Winkeln AOB, BOC, COD, DOE, EOF, 4
FOA, und die Punkte A, B, C, D, E, F
mogen die benachbarten Raumwinkel des
Korpers darstellen, die mit dem Winkel O
zusammenhéngen durch die Geraden AO,
BO, CO, DO, EO, FO. Da nun auf solche
Weise ein Teil von dem Korper abgetrennt
werden muss, dass der Winkel O ganz und
gar entfernt wird, die restlichen jedoch al-
lesamt iibrigbleiben, und dennoch kein neuer Raumwinkel ausgebildet werde,
werde ein erster Schnitt vorgenommen durch irgendeinen benachbarten Winkel
B, entlang der Ebene ABC, bis dass er sich zu den Winkeln A und C erstreckt;
dann werde aus O der Schnitt AOC durchgefiihrt; durch diese Verabredung
wird von dem Kérper die dreieckige Pyramide OABC abgeschnitten. Dann, das
Messer bei AC angesetzt, werde ein Schnitt gefithrt zum Winkel F' entlang der
Ebene AFC, und aus O ein weiterer Schnitt FOC, so dass die dreieckige Py-
ramide OADF abgetrennt wird. Ferner werde der Korper entlang der Ebene
CDF aufgeschnitten, und es werde aus O ein weiterer Schnitt bis zu DF' vor-
genommen, so dass auf diese Weise die dreieckige Pyramide OCDF' entfernt
wird. Endlich wird ein Schnitt entlang DEF die dreieckige Pyramide ODEF




wegschneiden, und so wird der Raumwinkel O génzlich ausgemerzt, und weil
die restlichen Raumwinkel verbleiben und kein neuer durch die vorgenommenen
Schnitte gebildet worden ist, wird die Zahl der Raumwinkel des iibriggebliebe-
nen Koérpers um eins verringert sein. W. z. b. w.

KOROLLAR 1

2. Wenn der Korper selbst eine dreieckige Pyramide gewesen wére, wére er
durch einen derartigen Schnitt ganz entfernt worden, so dass nichts {ibrigblie-
be. Weil wir allerdings diesen Schnitt deswegen einfiihren, dass wir den Korper
endlich auf die dreieckige Pyramide zuriickfithrten, wire der Schnitt, wenn der
Korper schon in dieser Weise eine Pyramide ware, liberhaupt nicht der Miihe
wert.

KOROLLAR 2

3. Wenn der Raumwinkel O, der vom Kérper abgeschnitten werden soll, nur
von drei ebenen Winkeln gebildet wiirde beziehungsweise wenn nur drei Grate
in ihm zusammenliefen, dann wiirde er durch einen einzigen Schnitt vom Kor-
per abgetrennt, und es wiirde auf diese Weise eine einzige dreieckige Pyramide
entfernt.

B

KOROLLAR 3

4. Wenn der Raumwinkel O von vier
ebenen Winkeln gebildet wiirde und eben-
so viel Grate in ihm zusammenliefen, dann
miissten, um ihn auszumerzen, zwei drei-
eckige Pyramiden entfernt werden. Dies
kann jedoch auf zweierlei Art geschehen
(Fig. 3); denn die zwei wegzuschneiden-
den Pyramiden sind entweder OABC und
OACD oder OABD und OBCD. Und
wenn die Punkte A, B, C, D nicht in der-
selben Ebene liegen, wiirde der iibrigge-
bliebene Koérper ein jeweils verschiedenes
Aussehen annehmen.




KOROLLAR 4

5. Wenn der Raumwinkel von fiinf ebenen Winkeln gebildet wiirde und die in
ihm zusammenlaufenden Geraden sich zu fiinf anderen Raumwinkeln erstreck-
ten, dann wiirde der Winkel O durch das Abtrennen von drei dreieckigen Py-
ramiden weggeschnitten, und dies konnte auf fiinf verschiedene Weisen gesche-
hen, die durchaus verschiedenes iibrigliessen, es sei denn, die fiinf benachbarten
Raumwinkel wiren in derselben Ebene gelegen.

KOROLLAR 5

6. Da also dieses Wegschneiden eines Raumwinkels bei jedem beliebigen
Raumwinkel des gegebenen Korpers verrichtet werden kann und, wenn nicht nur
drei ebene Winkel zur Bildung des Raumwinkels zusammenlaufen, auf verschie-
dene Weise vorgenommen werden kann, ist offensichtlich, dass jeder beliebige
Korper, wenn er nicht schon eine dreieckige Pyramide ist, auf mehrere Weisen
um einen Raumwinkel vermindert werden kann.

KOROLLAR 6

7. Wie viele Raumwinkel also ein gegebener Koérper auch haben moge, wird
deren Zahl auf diese Weise stetig um eins verringert, bis er endlich, wenn nur
noch vier Raumwinkel {ibriggeblieben sind, auf die dreieckige Pyramide zuriick-
gefiihrt sein wird, und weil ja die abgeschnittenen Teile einzig dreieckige Py-
ramiden sind, wird auf diese Weise der ganze Korper in dreieckige Pyramiden
aufgeschnitten.

SCHOLION

8. Wenn die Zahl der Raumwinkel des ge-
gebenen Korpers = S ist, wird, nachdem ei-
ner von ihnen auf die angegebene Weise weg-
geschnitten worden ist, die Zahl der Raum-
winkel des libriggebliebenen Korpers =5 — 1
sein. Damit die Giiltigkeit der Proposition in
dieser Verminderung fortgesetzt wird, scheint
diese die Ausnahme mehrerer Félle zu ver-
langen; wenn némlich der gegebene Ko&rper
die dreieckige Pyramide wire (Fig. 4), wiirde,
ein Winkel weggeschnitten, sogleich die ganze
Pyramide entfernt, so dass nichts tibrigbleibt.
Wenn namlich ein Schnitt entlang der Ebene
ABC vorgenommen wird, welche die Basis der Pyramide OABC' bildet, wird
sogleich die ganze Pyramide weggeschnitten. Allerdings kann in diesem Fall die




Sache so aufgefasst werden, als wenn die Basis ABC iibrigbliebe, welche, auch
wenn sie eine ebene mit keinerlei Dicke ausgestattete Figur ist, dennoch als ein
aus nur drei Winkeln bestehender Korper angesehen werden kann, welcher als
zwei Seitenflichen und drei Grate habend zu denken ist; es werde hier ndmlich
auf ein dreieckiges Prisma von verschwindender Hohe verwiesen, bei welchem
die seitlichen Seitenflichen* in nichts aufgehen und die obere Basis mit ihren
Winkeln in die untere Basis eingeht. Auf diese Weise jedoch bleiben die beiden
oben erwadhnten Eigenschaften der Korper erhalten; weil ndmlich die Zahl der
Raumwinkel in diesem Fall S = 3 ist, die Zahl der Seitenflichen H = 2 und
die Zahl der Grate A = 3, ist offenbar S + H = A + 2. Dann allerdings ist die
Summe der in beiden Seitenflichen enthaltenen ebenen Winkel gleich 4 rechten
Winkeln, welche Zahl = 45 — 8 ist. Dasselbe kommt bei allen Pyramiden heraus;
wenn der Spitzenwinkel® O von dort abgetrennt wird, wo die ganze Pyramide
zugleich entfernt wird, dann ist allerdings einzig die Basis als iibriggeblieben
aufzufassen, welche, wenn sie ein Vieleck mit n Kanten ist, wird aufgefasst wer-
den konnen als ein Koérper, bei dem die Zahl der Raumwinkel S = n sei, die
Zahl der Seitenflichen H = 2 und die Zahl der Grate A = n, so dass von neuem
S+ H = A+ 2 ist. Ferner, da beide Seitenflichen Vielecke mit n Kanten sind,
werden alle Winkel, die in beiden enthalten sind, gleich sein 4n — 8 = 45 — 8
rechten Winkeln, wie es der zweite Satz verlangt. Und wenn auch diese Fél-
le der Wahrheit nicht entgegenstehen, ist es dennoch bei dem gegenwéartigen
Unternehmen nicht notwendig, die Aufmerksamkeit auf sie zu richten; da wir
uns namlich vorgenommen haben, alle Kérper auf die dreieckigen Pyramiden
zuriickzufiihren, kénnen wir uns, wenn der Korper schon eine derartige Pyra-
mide sein sollte, das Abschneiden irgendeines Winkels vollig ersparen;® wenn
er aber eine Pyramide mit mehrseitiger Basis wére, dann ziemte es sich, nicht
den senkrechten Winkel, sondern irgendeinen der auf der Basis gelegenen Win-
kel von dort abzuschneiden, der nur aus drei ebenen Winkeln gebildet ist; auf
diese Weise wird nach dem Abschneiden immer eine Pyramide iibrigbleiben, de-
ren Zahl der Raumwinkel um eins kleiner ist als zuvor. Und welcher Koérper im
allgemeinen auch gegeben sei, so ziemte es sich immer, dass das Abschneiden
begonnen werde mit dem Raumwinkel, der aus moglichst wenigen ebenen Win-
keln gebildet ist, so dass immer ein gewisser Teil des Korpers verbleiben wird,
bis dass man zur dreieckigen Pyramide gelange. Inzwischen héngt jedoch die
Giiltigkeit der folgenden Beweise nicht von dieser Einschrankung ab, welche ich
freilich nur zu dem Zweck angefiigt habe, dass der Schaden, dass etwas als nicht
wahr erscheint, vermieden werde.

4hedre laterales. Eine Schwiche der Ubersetzung hedra = Seitenfliche. Hier wird der Man-
tel eines Prismas seiner oberen und unteren Basis gegeniibergestellt.

5 angulus verticalis. Gemeint ist der der Basis gegeniiberliegende Raumwinkel, die Spitze
der Pyramide.

6Dies scheint gemeint zu sein, wenngleich der Casus bei resectione nicht zu supersedendum
passt.



PROPOSITION 2. PROBLEM

9. Wenn von einem gegebenen Korper ein beliebiger Raumwinkel auf die zu-
vor beschriebene Weise entfernt wird und so die Zahl der Raumwinkel um eins
verringert wird, im tubriggelassenen Kérper sowohl die Zahl der Seitenflichen als
auch die Zahl der Grate, und ebenso die Summe aller ebenen Winkel bestimmen.

LOsSUNG

Sei fiir den gegebenen Korper die Zahl der Raumwinkel = S, die Zahl der
Seitenflichen = H, die Zahl der Grate = A, und sei die Summe aller ebenen
Winkel gleich R rechten Winkeln. Sei nun O (Fig. 2) der wegzuschneidende
Raumwinkel, so, dass, wenn er weggeschnitten ist, die kiinftige Zahl der Raum-
winkel bei dem {ibriggebliebenen Korper = S — 1 sei; dass wir aber die iibrigen
Beschaffenheiten des verbleibenden Koérpers kennenlernten, mégen wir zunéchst
die Summe der ebenen Winkel betrachten, welche wir bei dem ganzen Korper
= R rechten Winkeln setzen. Zunachst aber verlassen durch das Wegschnei-
den des Winkels O alle in den Dreiecken AOB, BOC, COD, DOE, EOF und
FOA enthaltenen Winkel die Aufrechnung der ebenen Winkel, da ja diese Drei-
ecke von der Oberfliche des Korpers abgetrennt werden. Sei n die Zahl dieser
Dreiecke beziehungsweise der benachbarten Winkel A, B, C, D etc.; dann ist
die Summe der weggenommenen Winkel = 2n rechten Winkeln. Sind aber die-
se Dreiecke weggenommen, so wird an deren Stelle die Oberfliche des Korpers
schon von den Dreiecken ABC', ACF, CFD und DEF begrenzt werden, deren
Zahl um zwei kleiner ist als jene” und deswegen = n — 2. Da nun die Winkel
dieser Dreiecke hinzukommen und ihre Summe = 2n — 4 rechten Winkeln ist,
steht fest, dass durch das Wegschneiden des Raumwinkels O die Summe der
ebenen Winkel R zuerst um 2n rechte Winkel verringert, dann aber wiederum
um 2n — 4 rechte Winkel erhoht wird, woraus sich eine Verringerung um 4 rech-
te Winkel ergibt. Daher wird bei dem iibrigbleibenden Koérper die Summe aller
ebenen Winkel gleich R — 4 Rechten sein, und so wird durch das Wegschneiden
jedwedes Raumwinkels die Summe aller ebenen Winkel um vier rechte Winkel
verringert.

Wenn alle in O zusammenlaufenden Seitenflichen Dreiecke wéren, wiirden
all diese Seitenflichen durch das Wegschneiden des Winkels O entfernt; wenn
deren Zahl n genannt wiirde, wiirde sich daher die Zahl der Seitenflichen H um
die Zahl n verringern; aber anstelle dieser Seitenflichen werden neu aus dem
Schnitt entstandene dreieckige Seitenflichen auf der Oberfliche des Korpers
erscheinen, ndmlich ABC, ACF, CFD, DFE, deren Zahl = n — 2 ist; daher
wird die Zahl der Seitenflichen, die vorher H war, nun

H-n+n-2)=H-2

sein. Wenn sich allerdings herausstellte, dass zwei oder mehr dieser Dreiecke in
derselben Ebene gelegen wiren, wie wenn die Dreiecke ABC und ACF in der-
selben Ebene gebildet sind, dann sind jene als nicht zwei, sondern eine einzige

"Dies ist im allgemeinen Fall beweisbediirftig; Euler geht im Scholion des §15 darauf ein.



viereckige Seitenflache vorstellend einzuschétzen, so dass die kiinftige Zahl der
Seitenflaichen = H —3 wére; und wenn es u Male auftritt, dass zwei Seitenflachen
derart in dieselbe Ebene fallen, wire die Zahl der Seitenflichen = H — 2 — p.
Wenn aber nicht alle der in O zusammenlaufenden Seitenflichen Dreiecke wé-
ren, sondern eine, etwa AOFQP, mehr als drei Kanten hétte, steht fest, dass
durch das Wegschneiden des Dreiecks AOF' nicht die gesamte Seitenfliche ent-
fernt wird, sondern der verbliebene Teil AFQP nun auch in die Z&hlung der
Seitenflachen eingeht; so ware die Zahl der Seitenflichen = H — 2 — u + 1; und
wenn unter den in O zusammenlaufenden Seitenflichen v nicht dreieckige Sei-
tenflichen gefunden wiirden, wére die Zahl der {ibriggebliebenen Seitenflichen
= H —2— p+v. Zur Ermittelung der Zahl der Grate, die nach dem Wegschnei-
den des Winkels O iibrigbleiben werden, setzen wir zuerst, wie zuvor, dass alle
in O zusammenlaufenden Seitenfléchen Dreiecke sind; dann aber fallen aus der
Zahl der Grate zunéchst gewiss die Grate OA, OB, OC, OD etc. weg, deren
Zahl = n ist, an ihrer Stelle allerdings kommen neu hinzu die Grate AC, C'F,
FD, deren Zahl = n — 3 ist, so dass die Zahl der Grate

=A-n+(n-3)=A-3

sein wird, wenn némlich die neuen Seitenflichen ABC, AC'F etc. gegeneinander
geneigt wiren. Wenn aber ihrer zwei, ABC und ACF, in derselben Ebene gele-
gen wéren, so dass sie als eine einzige Seitenfléche bildend einzuschétzen sind,
verschwéinde der Grat AC, und die Zahl der Grate wire A — 3 — 1; und wenn
es i Male auftritt, dass zwei Seitenflachen derart in dieselbe Ebene fallen, wie
wir zuvor gesetzt haben, so wire die Zahl der Grate = A — 3 — . Wenn ferner
irgendeine der den Winkel O bildenden Seitenflachen nicht dreieckig wére, nam-
lich die Seitenfliche AOFQP, dann geht aus dem Wegschneiden des Dreiecks
AOF ein neuer Grat AF hervor, welcher zuvor nicht vorhanden war, weswegen
in diesem Fall die Zahl der Grate um eins erhéht werden wird. Und wenn, wie
wir zuvor gesetzt haben, unter den in O zusammenlaufenden Seitenflichen v
nicht dreieckige Seitenflichen gefunden wiirden, wire die Zahl der Grate bei
dem gegebenen Korper nach Wegschneiden des Winkels O gleich A —3 — p+ v,
wahrend sie vorher = A war. W. z. f. w.

KOROLLAR 1

10. Wenn nun also ein von ebenen Seitenflichen eingeschlossener Korper
um einen Raumwinkel gestutzt wiirde, so dass die Zahl der Raumwinkel dann
= S — 1 wire, wiahrend sie zuvor = S war, wiirde die Summe aller ebenen Win-
kel um vier rechte Winkel vermindert, beziehungsweise, wéhrend sie zuvor = R
rechten Winkeln war, wére sie nun = R — 4 rechten Winkeln.

KOROLLAR 2

11. Da die Zahl der Seitenflachen, die zuvor = H war, nun nach dem Weg-
hauen des Winkels O gleich H — 2 — pu + v ist, ist es offensichtlich, dass es



geschehen kann, dass eine grofere Zahl von Seitenflachen hervorgeht, was ge-
schieht, wenn v > 2 + p ist, wo g und v diejenigen Werte erhalten, welche in
der Losung angegeben sind.

KOROLLAR 3

12. Dasselbe kann offensichtlich bei der Zahl der Grate vorkommen, welche,
wéhrend sie vor der Stutzung des Winkels O gleich A war, nun = A—3—u+v
gefunden wird; welche Zahl grofer ist als jene, wenn v > 3 + p; in diesem Fall
wird also erst recht die Zahl der Seitenflichen erhoht.

KOROLLAR 4

13. Da in den Ausdriicken H — 2 — y+ v und A — 3 — u + v die Buchstaben
1 und v jeweils dasselbe bezeichnen, ist offensichtlich die Abnahme der Zahl
der Grate A um eins grofer als die Abnahme der Zahl der Seitenflichen.® Wenn
also die Zahl der Seitenflaichen nach dem Weghauen eines Raumwinkels = H — «
ware, so wére die Zahl der Grate = A — o — 1.

KOROLLAR 5

14. Daher ist also die Differenz der Zahl der Seitenflichen und der Zahl der
Grate, welche anfangs = A — H war?, nun nach der Entfernung eines Raumwin-
kels = A — H — 1. Diese Differenz wird immer um eins kleiner sein, wie auch
immer der Korper betreffend das Verhéltnis der Buchstaben p und v beschaffen
sei.

SCHOLION

15. Hieraus ist es nun auf das leichteste moglich, Beweise der oben angegebe-
nen Sitze herzurichten, die in keinerlei Hinsicht den in der Geometrie iiblichen
Beweisen unterlegen sind, aufser dass hier wegen der Naturbeschaffenheit der
Korper mehr dem Vorstellungsvermoégen zu schulden ist, weil ja die Korper auf
die Ebene abgebildet werden; aber wenn auf diese Weise rdumliche Figuren her-
gestellt wiirden, wiirde alles ebenso klar werden.!? Ferner steht, was ich bei der

8Hierbei kann es sich durchaus, wie in den beiden vorangehenden Korollaren dargelegt, um
negative ,Abnahmen“ handeln, wo dann die erste um eins kleiner als die zweite ist.

9Euler hat im Korollar 2 zu Proposition 2 von E230 gezeigt, dass stets A > H ist; daher
ist A — H der korrekte Ausdruck fiir die besagte Differenz.

10Man beachte, dass es hier keineswegs etwa darum geht, durch die Verwendung von Fi-
guren und den Appell an das rdumliche Vorstellungsvermégen wiirden geometrische Beweise
grundsétzlich eines Teils ihrer Strenge beraubt; vielmehr spricht Euler lediglich davon, dass
rdumliche Verhéltnisse in ebener Darstellung immer nur unvollkommen wiedergegeben wer-
den kdnnen, und ersinnt sogar eine Abhilfe, ndmlich die Konstruktion raumlicher Figuren oder
Modelle, die dann vollgiiltig die Rolle der ebenen Figuren in der ebenen Geometrie (die Euler
diesen nicht streitig macht) spielen kénnten.

10



Losung dieses Problems als giiltig angenommen habe, aus sich heraus fest; wenn
namlich ein Vieleck ABCDEF gegeben wire, von n Kanten begrenzt, so wird
dem, der ein wenig seine Aufmerksamkeit darauf richtet, bald offenbar sein,
dass, wenn die Figur durch das Ziehen von Diagonalen in Dreiecke aufgeschnit-
ten wiirde, die Zahl dieser Dreiecke = n — 2 wére und die Zahl der auf diese
Weise gezogenen Diagonalen = n — 3; ein Viereck wird nédmlich von einer Diago-
nalen in zwei Dreiecke, ein Fiinfeck durch zwei Diagonalen in drei Dreiecke und
ein Sechseck durch drei Diagonalen in vier Dreiecke geschnitten und so weiter.

PROPOSITION 3. SATZ

16. Bei jedem von ebenen Seitenflichen eingeschlossenen Kérper ist die Sum-
me aller ebenen Winkel, die auf seinen Seitenflichen vorhanden sind, gleich
viermal so vielen rechten Winkeln, wie es Raumwinkel gibt, weniger acht; be-
ziehungsweise wenn die Zahl der Raumwinkel = S ist, so ist die Summe aller
ebenen Winkel gleich 4S — 8 rechten Winkeln.

BEWEIS

Sei bei einem beliebigen Korper die Zahl der Raumwinkel = S| die Summe
aller ebenen Winkel jedoch sei gleich R rechten Winkeln, so dass zu zeigen
ist, dass R = 45 — 8 ist. Es werde nun auf die zuvor beschriebene Weise von
dem Korper ein Raumwinkel abgeschnitten, so dass die Zahl der Raumwinkel,
welche er behalten wird, = S —1 ist, und die Summe der ebenen Winkel = R—4
rechten Winkeln ist. Wenn von neuem ein Raumwinkel abgeschnitten wiirde, so
dass die Zahl der restlichen = S — 2 wére, wire die Summe der ebenen Winkel
= R — 8, und so fortfahrend wird offenbar sein, dass fiir jedwede Zahl von
Raumwinkeln sich die Summe aller ebenen Winkel verhélt wie in der folgenden
Tabelle angegeben.

Zahl der Summe aller
Raumwinkel | ebenen Winkel
S R rechte Winkel
S—1 R— 4
S—2 R— 8
S -3 R—-12
S—n R —4n

Da wir also durch dieses fortgesetzte Stutzen zu S —n Raumwinkeln gelangen
werden, wird die Summe aller ebenen Winkel = R — 4n rechten Winkeln sein.
Aber auf diese Weise kommen wir schlieflich auf 4 Raumwinkel, in welchem Fall
der Korper in der dreieckigen Pyramide aufgehen wird, bei welcher feststeht,
dass die Summe aller ebenen Winkel gleich 8 rechten Winkeln ist: das heisst,

11



wenn S —n = 4 ist, so auch R — 4n = 8 oder R = 4n + 8. Aber daher ist auch
n =5 — 4, und wenn man diesen Wert hier einsetzt, so ist

R=4S—16+8 =45 —8,

so dass bei jedwedem Korper die Summe der ebenen Winkel gleich ist viermal
so vielen rechten Winkeln, wie es Raumwinkel gibt, weniger acht. W. z. b. w.

SCHOLION

17. Obwohl der zweite Satz so von diesem abhéngt, dass, wenn dieser be-
wiesen worden ist, zugleich die Wahrheit jenes unumstoflich dargetan ist, kann
dennoch auch der Beweis des zweiten Satzes aus dem vorausgeschickten Pro-
blem auf folgende Weise hergestellt werden.

PROPOSITION 4. SATZ

18. Bei jedem von ebenen Seitenflichen eingeschlossenen Kérper tibersteigt
die Zahl der Seitenflichen zusammen mit der Zahl der Raumwinkel die Zahl der
Grate um zwei.

BEWEIS

Sei bei einem beliebig gegebenen Korper:

die Zahl der Raumwinkel = S
die Zahl der Seitenflichen = H |
die Zahl der Grate =A;

aber wie wir zuvor gesehen haben, wenn die Zahl S durch Entfernen eines Raum-
winkels um eins vermindert wird, so dass sie S — 1 sei, dann wird die Differenz
der Zahl der Grate und der Zahl der Seitenflichen kiinftig = A — H — 1 sein.
Wird dieses Stutzen also fortgesetzt, so gilt:

Wenn die Zahl der | so wird die Zahl der Grate
Raumwinkel ist die Zahl der Seitenflachen
iuberschreiten um
S A—H

S—1 A—H-1

S —2 A—H -2

S—3 A—H-3

S—n A—H—n

12



Wenn man also auf diese Weise bis zur dreieckigen Pyramide gelangen wiirde,
bei welcher die Zahl der Raumwinkel = 4 ist, die Zahl der Seitenflaichen = 4 und
die Zahl der Grate = 6, so dass die Zahl der Grate die Zahl der Seitenflaichen
kiinftig um 2 iiberschreiten wiirde, ist es offensichtlich, dass, wenn S —n = 4
ist, A— H —n = 2 ist. Daher ist also sowohl n = S — 4 als allerdings auch
n=A— H — 2; und so erhalten wir

S—4=A—H—2 beziechungsweise H+S=A+42;

weswegen feststeht, dass bei jedem von ebenen Seitenflichen eingeschlossenen
Korper die Zahl der Seitenflichen zusammen mit der Zahl der Raumwinkel die
Zahl der Grate um zwei iibersteigt. W. z. b. w.

SCHOLION

19. Diese Siatze also bewiesen, sind die Grundlagen der Stereometrie, wel-
che ich vor einiger Zeit erklart habe, mit zuverldssigsten Beweisen versehen,
so dass sie den Grundlagen der Geometrie in iiberhaupt nichts nachstehen. Ich
gebe allerdings zu, auf diese Weise nur die ersten Grundlagen der Stereometrie
bekannt gemacht zu haben, auf welche diese noch héher zu vervollkommnende
Wissenschaft aufgebaut werden miisste, welche ja eine grofe Zahl glanzender Be-
schaffenheiten der Kérper beinhaltet, welche uns bislang v6llig unbekannt sind.
Da jedoch der Rauminhalt!! irgendeines gegebenen Koérpers gesucht zu werden
pflegt, liefere ich als Schlussschnérkel, wie der Rauminhalt einer jedweden drei-
eckigen Pyramide zu finden ist; da namlich, irgend ein Punkt im Inneren eines
von ebenen Seitenflachen eingeschlossenen Korpers angenommen, ein Korper in
ebenso viele Pyramiden aufgelost wird, wie er Seitenflichen hat, wobei eine be-
liebige Seitenfliche die Basis einer Pyramide bildet, jedwede Pyramide jedoch,
deren Basis nicht dreieckig ist, leicht in dreieckige Pyramiden aufgelost werden
kann, geniigt es, den Rauminhalt einer dreieckigen Pyramide zu finden. Da die-
ser erhalten wird, wenn die Basis mit dem dritten Teil der Héhe multipliziert
wird, will ich er6ffnen, auf welche Weise, wenn die Kanten der Pyramide gege-
ben wiren, aus diesen der Rauminhalt bestimmt werden konnte, gleich wie die
Fléche eines Dreiecks aus den drei gegebenen Kanten bestimmt zu werden pflegt.

PROPOSITION 5. PROBLEM

20. Gegeben sechs Kanten oder die Grate einer dreieckigen Pyramide, deren
Rauminhalt bestimmen.

Wsoliditas.
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LOSUNG

Sei (Fig. 5) ABCD eine dreieckige Py-
ramide, deren Basis das Dreieck ABC und
deren Spitze D; und mogen ihre Kanten
AB=a,AC=b,BC =¢,AD =d,BD =
e, CD = f gesetzt werden. Nun moégen auf
den Seitenflichen ADB und ADC von D
aus zu den gegeniiberliegenden Basen'? die
Senkrechten DP und D@ abgetragen wer-
den, und auf der Basis ABC mogen aus
den Punkten P und @ zu den Kanten AB
und AC die Normalen PO und QO ge-
zogen werden; diese schneiden sich in O,
und die Gerade DO aus der Spitze D wird
senkrecht auf der Basis ABC stehen'?;
deswegen ist der Rauminhalt der Pyramide = %DO x die Flache von ABC
aber wenn AO gezogen ist, ist

DO =+\/AD? — AO% = \/AD? — AP? — PO?2.

Nun steht aus den Grundlagen der Geometrie fest, dass

AP — aa + dd — ee md  AQ = bb—i—dd—ff.
2a 2b
Wird daher QO bis S gezogen, so ist, wenn der Winkel BAC « genannt wird,
QRS =AQtana und AS = AQ ,
cos
daher A
PS = @ _ AP.
cos o
Da aber QS : AQ : AS = PS : PO : OS ist, ist
PO — AQ - PS _ PS _ AQ B AP . baw. PO = AQ—'APcosa;
QS tana sina tana sin a
dann allerdings
AS - PS PS AQ AP
08 = =2 - S
QS sina sinacosa sina
und deswegen
Q0 = 0S — 08 = AQtana — — 29, AP AP - AQcosar
sinacosa  sina sin «v

2n8mlich der Dreiecke.

13Dies scheint beweisbediirftig.
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Daher ist

AP? + AQ? — 2AP - AQ cos

. ’
SlIl2 (]

AO? = AP? + PO? =

und deswegen

AD?sin? a — AP? — AQ? 4+ 2AP - AQ cos o

sin? o

DO? =

Allerdings ist die Flache des Dreiecks ABC = %ab sin ar, weshalb der Rauminhalt
der Pyramide

1
Eab\/AD2 sin? e — AP?2 — AQ? + 2AP - AQ cos «

1 \/( aabbdd sin® o — $bb(aa + dd — ee)? — Laa(bb + dd — f f)? )
- :

6 +2ab(aa + dd — ee)(bb + dd — f f) cosax
Ferner ist aus dem Dreieck ABC

aa + bb — cc .9
cosa = ———— und deswegen sin

2ab

a=1-—

L 2.
Taabh (aa + bb — cc)*;

werden diese Werte eingesetzt, so wird als Rauminhalt der Pyramide hervorge-
hen:

1 4aabbdd — dd(aa + bb — cc)? — bb(aa + dd — ee)? — aa(bb + dd — ff)?
12 +(aa + bb — cc)(aa + dd — ee)(bb+dd — f f) ’

was durch Entwickeln der Terme in die folgende Form iibergeht:

aaccdd +aabbee + aabbf f + aaddf f + bbcedd + bbddee
1 aaccff Haaeef f + bbccee 4+ bbeef f + ceddee + ceddf f
12 —aabbee — aaddee — bbddf f — cceef f ’
—a*ff —aaf* — blee — bbe* — c*dd — ced?

was anscheinend noch bequemer so ausgedriickt werden kann:

+aaff(bb+ cc+dd+ee) —aaff(aa+ ff) —aabbee
P +bbee(aa + cc+dd+ ff) —bbee(bb+ ee) —aaddee
+cedd(aa +bb+ee+ ff) —cedd(cc+dd)  —bbddf f — cceef f
Und so wird aus den sechs gegebenen Kanten a,b, c,d, e, f der dreieckigen Py-
ramide ihr Rauminhalt bestimmt. W. z. f. w.

15



SCHOLION 1

21. Damit das Verhéltnis, nach welchem in diesem Ausdruck die Kanten
a, b, c,d, e, f untereinander zusammengestellt werden, klarer durchschaut wegen
moge, ist festzuhalten, dass aus ihnen vier Dreiecke gebildet werden, und zwar
besteht

AABC  aus den Kanten a,b,c,
AABD aus den Kanten a,d,e,
ANACD  aus den Kanten b,d, f,
ABCD aus den Kanten ¢e, f,

weshalb klar ist, dass die Kante a mit jeder einzelnen der {ibrigen zusammen-
lduft, um Dreiecke zu bilden, ausgenommen mit der Kante f, und deshalb werde
ich diese Kanten a und f unverbunden'* nennen, weil sie untereinander nicht
verbunden sind; auf &hnliche Weise sind die Kanten b und e disjunkt und ebenso
die Kanten ¢ und d.

Es treten also nach dem Wurzelzeichen zuerst Terme auf, die aus disjunkten
Kanten gebildet sind, aa f f, bbee, ccdd, welche multipliziert werden mit der Sum-
me der Quadrate der iibrigen, weiter werden dieselben Terme negativ genommen
multipliziert mit der Summe ihrer Quadrate'®, und davon werden endlich die
Produkte aus den Quadraten der Kanten eines jeden Dreiecks abgezogen.

SCHOLION 2

22. Es kann durchaus eine etwas einfachere Formel fiir den Rauminhalt der
Pyramide gefunden werden, wenn nur drei Kanten gegeben sind, die in einem
Raumwinkel zusammenlaufen, zusammen mit den ebenen Winkeln, welche die-
sen bilden.

Seien namlich die drei im Raumwinkel A zusammenlaufenden Kanten

AB=a, AC=0b, AD =d,
ferner die ebenen Winkel:
BAC =p, BAD=q, CAD=r.

Dann ist aber der Rauminhalt der Pyramide

1
Eabd\/l —cos2p —cos2q—cos2r+2cosp-cosq-cosr,

welches auf die folgende Form zuriickzufiihren ist:

1 . ptgtr . ptq—r . ptr—q . g+r—p
—abdy [sin sin sin sin ;
3 2 2 2 2

14 disiuncta. Inhaltlich wiirde man heute eher von “windschief” als von “disjunkt” sprechen.
15nsmlich der Kanten.
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woraus ersichtlich ist, dass, damit ein reeller Inhalt'® herauskommt, jeweils zwei
der drei in einem beliebigen Raumwinkel zusammenlaufenden ebenen Winkel p,
q und r zusammengenommen grofier sein miissen als der dritte.

16 area . . . realis (statt area wire eher soliditas zu erwarten gewesen); aus dem Kontext geht

hervor, dass Euler hier in der Tat an die Unterscheidung reell /imaginér denkt.
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