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r✉♥❞ ✷✵✵ ❇❡✐trä❣❡ ③✉ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣❡♥✳ ❯♠ ❛✉❝❤ ✇❡♥✐❣❡r ✇✐❝❤t✐❣❡♥ ❱♦rträ❣❡♥ ❣❡r❡❝❤t
✇❡r❞❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥ ✉♥❞ ✉♠ ♠ö❣❧✐❝❤st ✈✐❡❧ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ③✉ ❞❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❱♦rträ❣❡♥
✈❡r♠✐tt❡❧♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ✇✉r❞❡ ③✉❡rst ❡✐♥ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐s❝❤❡r ❉✉r❝❤❣❛♥❣✱ ❜❡❣✐♥♥❡♥❞ ♠✐t
❞❡r ●rü♥❞✉♥❣ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ✶✽✹✸ ✉♥❞ ❡♥❞❡♥❞ ♠✐t ❙❝❤❛✛✉♥❣ ❞❡r ❉❡✉ts❝❤❡♥ ▼❛t❤❡✲
♠❛t✐❦❡r✈❡r❡✐♥✐❣✉♥❣ ✶✽✾✵✱ ❣❡✇ä❤❧t✳ ❩✉ ❞✐❡s❡♠ ❩✇❡❝❦❡ ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ✐♥ ❞❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥
❊✐♥❢ü❤r✉♥❣ ❜❡r❡✐ts ❣❡♥❛♥♥t❡ ❡rst❡ P❡r✐♦❞❡ ✭✈♦♥ ❞❡r ●rü♥❞✉♥❣ ❜✐s ▼✐tt❡ ❞❡r ✻✵❡r
❏❛❤r❡✮ ✇❡✐t❡r ✉♥t❡rt❡✐❧t✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❞✐❡ ❞r✐tt❡ ❞♦rt ❣❡♥❛♥♥t❡ P❡r✐♦❞❡ ❤✐❡r ❦❡✐♥❡ ❇❡rü❝❦✲
s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ♠❡❤r ✜♥❞❡t✳ ■♠ ③✇❡✐t❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✇❡r❞❡♥ ❞❛♥♥ ❡✐♥✐❣❡ ❍✐♥✇❡✐s❡ ③✉ ❞❡♥
❛✉s ❞❡r ❙✐❝❤t ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❛❦t✐✈st❡♥ ❚❡✐❧♥❡❤♠❡r♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ❣❡❣❡❜❡♥✱
✇ä❤r❡♥❞ ❡✐♥ ❞r✐tt❡r ❆❜s❝❤♥✐tt ③✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥❞❡ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ ❣❡♠❛❝❤✲
t❡♥ ❆✉s❢ü❤r✉♥❣❡♥ ❡♥t❤ä❧t✳ ❉✐❡s❡r ❞r✐tt❡ ❆❜s❝❤♥✐tt s❡✐ ✈♦r ❛❧❧❡♠ ❞❡♠❥❡♥✐❣❡♥ ▲❡s❡r
❡♠♣❢♦❤❧❡♥✱ ❞❡r ❛♥ ❡✐♥❡r ❡rst❡♥ ❖r✐❡♥t✐❡r✉♥❣ ③✉♠ ❚❤❡♠❛ r❡✐♥❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r
❙❡❦t✐♦♥ ✐♥t❡r❡ss✐❡rt ✐st✳ ◆ä❤❡r❡ ❆✉s❢ü❤r✉♥❣❡♥ ③✉ ❞❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❱♦rträ❣❡♥ ❦❛♥♥ ❡r
❞❛♥♥ ✐♠ ❡rst❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ❞♦rt ✜♥❞❡♥✱ ✇♦ ❞✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ❜❡s♣r♦✲
❝❤❡♥ ✇✐r❞✳ ❍✐❡r ✇✐r❞ ❡r ❛✉❝❤ ❍✐♥✇❡✐s❡ ❛✉❢ ✇❡✐t❡r❢ü❤r❡♥❞❡ ▲✐t❡r❛t✉r ✉♥❞ ❞❡r❣❧❡✐❝❤❡♥
✜♥❞❡♥✱ ❞✐❡ ✐♠ ❞r✐tt❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ③✉❣✉♥st❡♥ ❞❡r ❦♥❛♣♣❡♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥✉r s♣är❧✐❝❤
❣❡❣❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳
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✭❛❜❣❡❦ür③t✿ ❚❇✮ ❞❡r ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ♦❞❡r ✐♠ ❆♠t❧✐❝❤❡♥ ❇❡r✐❝❤t ✭❆❇✮ ❞♦❦✉♠❡♥t✐❡rt✳
▼❡✐st❡♥s ❧❛❣❡♥ ❞✐❡s❡♥ ▼✐tt❡✐❧✉♥❣❡♥ ❞✐❡ ▼✐ts❝❤r✐❢t❡♥ ❞❡r ❙❝❤r✐❢t❢ü❤r❡r ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥
③✉❣r✉♥❞❡✱ ❞✐❡ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❡✐♥❡r r❡❝❤t ❦✉r③❡♥ ❋r✐st ❞❡♠ ❘❡❞❛❦t✐♦♥s❦♦♠✐t❡❡ ❛❜③✉❧✐❡❢❡r♥
✇❛r❡♥✳ ❉✐❡s❡s ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❡r❦❧ärt ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈ ❣r♦ÿ❡ ❆♥③❛❤❧ ✈♦♥ ❋❡❤❧❡r♥ ✉♥❞ ✈♦♥ ♠✐ss✲
❜✐s ✉♥✈❡rstä♥❞❧✐❝❤❡♥ P❛ss❛❣❡♥✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ✐♥ ❞❡♥ ❱❡rö✛❡♥t❧✐❝❤✉♥❣❡♥ ✜♥❞❡t✳ ❊s ✐st ❦❧❛r✱
❞❛ss ❞❛s ❛✉❢ ❞✐❡s❡ ❆rt ✉♥❞ ❲❡✐s❡ ③✉st❛♥❞❡ ❣❡❦♦♠♠❡♥❡ ▼❛t❡r✐❛❧ ♥✐❝❤t ❞❡♥ ❤♦❤❡♥ ❆♥✲
s♣rü❝❤❡♥ ❣❡♥ü❣❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ❛♥ r❡❢❡r✐❡rt❡ ❱❡rö✛❡♥t❧✐❝❤✉♥❣❡♥ ③✉ st❡❧❧❡♥ ❣❡✇♦❤♥t
✐st✳ ❍✐♥③✉ ❦♦♠♠t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❡❤❡r ❦♥❛♣♣ ❜❡♠❡ss❡♥❡ ❩❡✐t ❢ür ❡✐♥❡♥ ❱♦rtr❛❣ ✭✐♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧
✸✵ ▼✐♥✉t❡♥✱ ❣❡❧❡❣❡♥t❧✐❝❤ ❛✉❝❤ ✷✵✮ ❡✐♥❡ s②st❡♠❛t✐s❝❤❡ ✉♥❞ ❞❡t❛✐❧❧✐❡rt❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣
❡✐♥❡s ●❡❣❡♥st❛♥❞❡s ♥✉r ❜❡s❝❤rä♥❦t ③✉❧✐❡ÿ✳ ❲✐r ♠üss❡♥ ❛❧s♦ ❞✐❡ ❡r❤❛❧t❡♥❡♥ ❇❡r✐❝❤t❡
ü❜❡r✇✐❡❣❡♥❞ ❛❧s ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐s❝❤❡ ❊r❦❧är✉♥❣❡♥ ✐♥t❡r♣r❡✲
t✐❡r❡♥ ✭✬st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt✬✱ ✇✐❡ ♠❛♥ ❣❡r♥❡ s❛❣t✮✳ ❇❡✐ ❡✐♥✐❣❡♥ ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣❡♥ ✇✉r❞❡♥
❛✉❝❤ ❑✉r③r❡❢❡r❛t❡ ❛✉s ❞❡r ❋❡❞❡r ❞❡r ❱♦rtr❛❣❡♥❞❡♥ s❡❧❜st ❛❜❣❡❞r✉❝❦t ✭♠❡✐st ✶✵ ❜✐s
✶✺ ❩❡✐❧❡♥ ❧❛♥❣✮ ♦❞❡r ❣❛♥③❡ ❆❜❤❛♥❞❧✉♥❣❡♥✱ ❞✐❡ ❞❛♥♥ ❡✐♥❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❯♠❢❛♥❣
❡rr❡✐❝❤❡♥ ❦♦♥♥t❡♥ ✉♥❞ ♦❢t ❛✉❝❤ ♥♦❝❤ s❡♣❡r❛t ❡rs❝❤✐❡♥❡♥ ✭t②♣✐s❝❤❡s ❇❡✐s♣✐❡❧ ❤✐❡r❢ür
s✐♥❞ ❞✐❡ ❇❡✐trä❣❡ ✈♦♥ ❍❡r♠❛♥♥ ❙❝❤❛♣✐r❛✮✳ ■♠ ●r♦ÿ❡♥ ✉♥❞ ●❛♥③❡♥ ❜✐❧❞❡♥ ❞✐❡s❡ ❛❜❡r

✸



✶ ❱♦r❜❡♠❡r❦✉♥❣❡♥

❞✐❡ ❆✉s♥❛❤♠❡✳
◆✐❝❤t s❡❧t❡♥ ❦♦♠♠t ❡s ❛✉❝❤ ✈♦r✱ ❞❛ss ✇✐r ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❇❡✐tr❛❣ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❛❧s s❡✐♥❡♥

❚✐t❡❧ ❡r❢❛❤r❡♥✳ ❉❛♥♥ ✇✉r❞❡ ❣❡❧❡❣❡♥t❧✐❝❤ ✈❡rs✉❝❤t✱ ❞❡ss❡♥ ■♥❤❛❧t ü❜❡r ❛♥❞❡r❡ ◗✉❡❧❧❡♥
③✉ r❡❦♦♥str✉✐❡r❡♥✱ ③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ✇❡♥♥ s✐❝❤ ❡✐♥❡ ä❤♥❧✐❝❤ ❧❛✉t❡♥❞❡ ❱❡rö✛❡♥t❧✐❝❤✉♥❣ ✈♦♠
❣❧❡✐❝❤❡♥ ❆✉t♦r ❡r♠✐tt❡❧♥ ❧✐❡ÿ✳

✹



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥

▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

❉✐❡ r❡✐♥❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ st❛♥❞ ❛♥❢ä♥❣❧✐❝❤ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ✉♥❞ ✐♠ ●❡s❛♠t ❞❡r ❱❡rs❛♠♠✲
❧✉♥❣ ✉♥t❡r ❡✐♥❡♠ ❣❡✇✐ss❡♥ ❘❡❝❤t❢❡rt✐❣✉♥❣s❞r✉❝❦✳ ❍✐❡r✈♦♥ ③❡✉❣❡♥ ❘❡❢❡r❛t❡ ✇✐❡ ❞❛s✲
❥❡♥✐❣❡ ✈♦♥ ❏✉❧✐✉s ❩❡❝❤ ✭✶✽✹✹✮ ü❜❡r ❞❛s ❱❡r❤ä❧t♥✐s ✈♦♥ r❡✐♥❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✉♥❞ ◆❛✲
t✉r❢♦rs❝❤✉♥❣✱ ✇♦r✐♥ ❞✐❡s❡r ③✉ ③❡✐❣❡♥ ✈❡rs✉❝❤t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❛❧s ❡✐♥ ❚❡✐❧ ❞❡r
◆❛t✉r❢♦rs❝❤✉♥❣ ❛♥③✉s❡❤❡♥ s❡✐✱ ✉♥❞ ❞❡s❤❛❧❜ ✲ s♦ ❞ür❢❡♥ ✇✐r ❡r❣ä♥③❡♥ ✲ ✐❤r❡♥ P❧❛t③
s❡❤r ✇♦❤❧ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❡✐♥❡r ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ❞❡r ◆❛t✉r❢♦rs❝❤❡r ✉♥❞ ➘r③t❡ ❤❛❜❡✳ ❙❡✐♥❡
❆r❣✉♠❡♥t❡ ❤✐❡r❢ür ❧❡s❡♥ s✐❝❤ s♦✿

✒❊r ✭❏✳ ❩❡❝❤✮ ✇✐❡s ③✉❡rst ❞✐❡ ➘❤♥❧✐❝❤❦❡✐t ❞❡r ◆❛t✉r❢♦rs❝❤✉♥❣ ✉♥❞ ▼❛t❤❡✲
♠❛t✐❦ s❝❤♦♥ ❞❛r✐♥ ♥❛❝❤✱ ❞❛ss ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❧❡t③t❡r❡ ✈♦♠ ●❡❣❡❜❡♥❡♥ ❛✉s❣❡❤❡
✇✐❡ ❞✐❡ ◆❛t✉r❢♦rs❝❤✉♥❣✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ✈♦♥ ❞❡♥ ●r✉♥❞❜❡❣r✐✛❡♥ ❩❛❤❧✱ ●röÿ❡✱
❑r❛❢t✳ ❊❜❡♥s♦ ❢ä♥❞❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❋♦r♠❡❧♥ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r ✐♥ ❞❡r ◆❛t✉r
❜❡stät✐❣t❀ ❞❛s ❛♣r✐♦r✐s❝❤❡ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❦ö♥♥❡ ♠❛♥ ❞❛r✉♠ ✐♥ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦
❡✐♥s❝❤❧❛❣❡♥✱ ✇❡✐❧ s✐❡ s✐❝❤ ③✉ ❞❡♥ ◆❛t✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✇✐❡ ❞❛s ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡
③✉♠ ❇❡s♦♥❞❡r❡♥ ✈❡r❤❛❧t❡✑ ✭❆❇✱ ✶✷✮✳

❉✐❡ r❡✐♥❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❦♦♥♥t❡ s✐❝❤ ♥✉r ③ö❣❡r❧✐❝❤ ❛❧s ●❡❣❡♥st❛♥❞ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ❞✉r❝❤✲
s❡t③❡♥✳ ❊rst ❛✉❢ ❞❡r ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ✶✽✹✺ ③✉ ◆ür♥❜❡r❣ ✜♥❞❡♥ ✇✐r ❱♦rträ❣❡ ü❜❡r ❚❤❡✲
♠❡♥ ❛✉s ✐❤r❡♠ ❇❡r❡✐❝❤ ✭❖❤♠ ✶✽✹✺❀ ❯❧❧❤❡rr ✶✽✹✺✮✱ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ✈♦r❛♥❣❡❤❡♥❞❡♥ ❱❡r✲
s❛♠♠❧✉♥❣❡♥ ✇❡✐s❡♥ ♥✉r ❇❡✐trä❣❡ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ♠❡❤r ♦❞❡r ♠✐♥❞❡r ❞✐r❡❦t❡♥ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣s✲
❜❡③✉❣ ❛✉❢ ✭❲✐♥❦❧❡r ✶✽✹✸❀ ❇❡s❦✐❜❛ ✶✽✹✸❀ ▲❡❤♠❛♥♥ ✶✽✹✹✮✱ s✐❡❤t ♠❛♥ ❡✐♥♠❛❧ ✈♦♥ ❞❡♠
❡❤❡r ✇✐ss❡♥s❝❤❛❢tst❤❡♦r❡t✐s❝❤ ③✉ ♥❡♥♥❡♥❞❡♥ ❘❡❢❡r❛t ✈♦♥ ❏✳ ❩❡❝❤ ❛❜✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ♠✉ss
♠❛♥ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ●r❡♥③③✐❡❤✉♥❣ r❡✐♥❡✴❛♥❣❡✇❛♥❞t❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❞❛♠❛❧s
❡t✇❛s ❛♥❞❡rs ✈♦r❣❡♥♦♠♠❡♥ ✇✉r❞❡ ❛❧s ❤❡✉t❡✳ ■♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❣✐❧t ❞❛s ❢ür ❞✐❡ ●❡♦❞äs✐❡✱
ü❜❡r ❞✐❡ ●❡♦r❣ ❏♦❤❛♥♥ ❲✐♥❦❧❡r ❊❞❧❡r ✈♦♥ ❇rü❝❦❡♥❜r❛♥❞t ✶✽✹✸ s♣r❛❝❤✱ ❞✐❡ ♥❛❝❤ ❞❡♠
❱❡rstä♥❞♥✐s ❥❡♥❡r ❩❡✐t ❞✉r❝❤❛✉s ③✉r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ r❡❝❤♥❡t❡✳ ■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ✇✐r❞
❞❛s ♠♦❞❡r♥❡ ❱❡rstä♥❞♥✐s ❞✐❡s❡r ❯♥t❡rs❝❤❡✐❞✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧ ③✉❣r✉♥❞❡ ❣❡❧❡❣t✳
■♥ ❞❡r ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❞r❡✐ P❤❛s❡♥ ✉♥t❡r✲

s❝❤❡✐❞❡♥✿ ✶✳ ❉✐❡ P❤❛s❡ ❞❡r ❊t❛❜❧✐❡r✉♥❣ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❛❧s ❡✐❣❡♥stä♥❞✐❣❡r ●❡❣❡♥✲
st❛♥❞ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ✭✶✽✹✸ ❜✐s ✶✽✺✹✮❀ ✷✳ ❞✐❡ P❤❛s❡ ❞❡r ❑♦♥s♦❧✐❞✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❡rr❡✐❝❤t❡♥
❙t❡❧❧✉♥❣ ✭✶✽✺✻✲✶✽✻✺✮ ✈❡r❜✉♥❞❡♥ ♠✐t ✲ ✇✐❡ ✇✐r s♣ät❡r s❡❤❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✲ ❞❡r ❍❡r❛✉s✲
❜✐❧❞✉♥❣ ❡✐♥❡s ✬❤❛rt❡♥ ❑❡r♥s✬ ✈♦♥ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧❡r♥✱ ❞✐❡ ❞✐❡ ❙❡❦t✐♦♥ ♥❛❝❤❤❛❧t✐❣ ♠✐t✲
❣❡st❛❧t❡t❡♥❀ s♦✇✐❡ ✸✳ ❞✐❡ P❤❛s❡ ❞❡r ❊①♣❛♥s✐♦♥✱ ❞✐❡ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ✐♥ ❞✐❡ ●rü♥❞✉♥❣ ❞❡r
❉❡✉ts❝❤❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r✲❱❡r❡✐♥✐❣✉♥❣ ♠ü♥❞❡t❡ ✭✶✽✻✻✲✶✽✾✵✮ ✉♥❞ ✐♥ ❞❡r ❞✐❡ ▼❛t❤❡✲
♠❛t✐❦ ③✉♠ ❞♦♠✐♥❛♥t❡♥ ❚❤❡♠❛ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ✇✉r❞❡✳ ❉✐❡ r❡✐♥❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡
s✐❝❤ ✐♥ ❡t✇❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥✱ ✇♦❜❡✐ s✐❡ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ✐♥ ❞❡♥ P❤❛s❡ ③✇❡✐
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✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

✉♥❞ ❞r❡✐ ü❜❡r♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉♥❛❤♠✱ s♦ ❞❛ss s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❞✐❡ ❇❡✐trä❣❡ ③✉♠ ❇❡r❡✐❝❤ r❡✐✲
♥❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ s❡❤r st❛r❦ ✈♦r❤❡rrs❝❤t❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❛♥❣❡✇❛♥❞t❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ♥✉r ♥♦❝❤
❡✐♥❡ ✉♥t❡r❣❡♦r❞♥❡t❡ ❘♦❧❧❡ s♣✐❡❧t❡✳ ■♥ ❞❡r ❡rst❡♥ P❤❛s❡ ❡rr❡✐❝❤t ❞✐❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r
❘❡❣❡❧ ❦❡✐♥❡ ✺✵✪ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥s✈♦rträ❣❡✱ ✐♥ ❞❡r ③✇❡✐t❡♥ ❧✐❡❣t s✐❡ ♠❡✐st ✭❆✉s♥❛❤♠❡♥✿
❑❛r❧s❜❛❞ ✭✶✽✻✷✮✱ ❙t❡tt✐♥ ✭✶✽✻✸✮ ✉♥❞ ❍❛♥♥♦✈❡r ✭✶✽✻✺✮✮ ✉♠ ✺✵✪ ♦❞❡r ❞❛rü❜❡r✱ ✉♠ ✐♥
❞❡r ❞r✐tt❡♥ P❤❛s❡ ❡✐♥❞❡✉t✐❣ ③✉ ü❜❡r✇✐❡❣❡♥ ✭❆✉s♥❛❤♠❡♥✿ ❘♦st♦❝❦ ✭✶✽✼✵✮ ✉♥❞ ❑ö❧♥
✭✶✽✽✽✮✱ ✇♦ ❦❡✐♥❡ ❙❡❦t✐♦♥ ❢ür ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ③✉st❛♥❞❡ ❦❛♠✮✳ ■♥ ❞❡r ❆✉❢❜❛✉♣❤❛s❡ ✇✉r❞❡♥
♣r♦ ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ❡t✇❛ ✶✱✼✺ ❱♦rträ❣❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ■♥❤❛❧t❡s ❣❡❤❛❧t❡♥✱ ✐♥ ❞❡r ❑♦♥✲
s♦❧✐❞✐❡r✉♥❣s♣❤❛s❡ ✇❛r❡♥ ❡s ❞❛♥♥ ❞❛♥♥ ✸✱✷✼ ✉♥❞ ✐♥ ❞❡r ❞r✐tt❡♥ P❤❛s❡ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ✻✱✾✻✳
●r♦❜ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s❛❣❡♥✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞❛s ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❆♥❣❡❜♦t ✈♦♥ P❤❛s❡ ③✉ P❤❛s❡
✈❡r❞♦♣♣❡❧t❡✳ P❛r❛❧❧❡❧ ❤✐❡r③✉ ✈❡r❧✐❡❢ ❡✐♥❡ ✐♥❤❛❧t❧✐❝❤❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❛✉❢ ❞❡♥ ❦✉r✲
③❡♥ ◆❡♥♥❡r ✬✇❡❣ ✈♦♥ ❞❡♥ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥✱ ❤✐♥ ③✉r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✬ ❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡♥
❧ässt ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❤✐❡r③✉ ❞❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✹✳✾✮✳ ■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r
r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ❡r❛r❜❡✐t❡t❡♥ P❡r✐♦❞✐s✐❡r✉♥❣ ♥❛❝❤✈♦❧❧③♦❣❡♥✳

✷✳✶ ❉✐❡ P❤❛s❡ ❞❡r ❊t❛❜❧✐❡r✉♥❣ ✭✶✽✹✸✲✶✽✺✹✮

■♥ ❞✐❡s❡r P❤❛s❡ s✐♥❞ ♥✉r ✇❡♥✐❣❡ ❱♦rträ❣❡ ③✉ r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ③✉ ✈❡r③❡✐❝❤♥❡♥❀ ❞✐❡
♠❡✐st❡♥ ❇❡✐trä❣❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ■♥❤❛❧t❡s ❜❡③✐❡❤❡♥ s✐❝❤ ❛✉❢ ❞✐❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥✳ ❈❤❛✲
r❛❦t❡r✐st✐s❝❤ ❢ür ❞✐❡ ●r✉♥❞t❡♥❞❡♥③ ❞✐❡s❡r P❡r✐♦❞❡ ❞ür❢t❡ ❞✐❡ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡ P❛ss❛❣❡ ❛✉s
❞❡♠ ❚❛❣❡❜❧❛tt ❞❡r ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ③✉ ●r❛③ ✶✽✹✸ s❡✐♥✿

✒❉✐❡s❡ ●❡❧❡❣❡♥❤❡✐t ❡r❣r✐✛❡♥ ♠❡❤r❡r❡ ▼✐t❣❧✐❡❞❡r✱ ♥❛♠❡♥t❧✐❝❤ Pr♦❢✳ ✈♦♥ ❊t✲
t✐♥❣s❤❛✉s❡♥ ❛✉s ❲✐❡♥ Pr♦❢✳ ❙t❡✐♥❤❡✐❧ ❛✉s ▼ü♥❝❤❡♥✱ ❘❡❣✐❡r✉♥❣sr❛t Pr❡❝❤t❧✱
❛✉s ❲✐❡♥✱ ✐❤r❡ ▼❡②♥✉♥❣ ❛✉s③✉s♣r❡❝❤❡♥✱ ❞❛ÿ ❡s ü❜❡r❤❛✉♣t ✐♥ ❞✐❡s❡r ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✇❡❞❡r t❤✉♥❧✐❝❤✱ ♥♦❝❤ ❛✉❝❤ ♥♦t❤✇❡♥❞✐❣ s❡②♥ ❞ür❢t❡✱ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡ ✉♥❞
❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤❡ ❆❜❤❛♥❞❧✉♥❣❡♥ ✈♦r③✉❧❡s❡♥✱ s♦♥❞❡r♥ ❞❛ÿ ❡s ✈♦❧❧❦♦♠♠❡♥ ❣❡✲
♥ü❣❡✱ ♥✉r ❞✐❡ ❣❡❢✉♥❞❡♥❡♥ ❘❡s✉❧t❛t❡ ✐♥ ❑ür③❡ ❛♥③✉③❡✐❣❡♥✱ ✉♠ ❛❧❧❡ ❆✉❢✲
♠❡r❦s❛♠❦❡✐t ❞❡r ❆♥✇❡s❡♥❞❡♥ ❞❛r❛✉❢ ❤✐♥③✉❧❡♥❦❡♥✱ ✉♥❞ ③✉❣❧❡✐❝❤ ❛♥③✉❣❡✲
❜❡♥✱ ❛✉s ✇❡❧❝❤❡♥ ◗✉❡❧❧❡♥ ❞✐❡ ✇❡✐t❡r❡ ❇❡❧❡❤r✉♥❣ ❞❛rü❜❡r ③✉ s❝❤ö♣❢❡♥ s❡②✳
❉✐❡s❡ ✈♦♥ s♦ ❣❡✇✐❝❤t✐❣❡♥ ❙t✐♠♠❡♥ ❛✉s❣❡s♣r♦❝❤❡♥❡ ❆♥s✐❝❤t ❡r❤✐❡❧t ❞✐❡ ❛❧❧✲
❣❡♠❡✐♥❡ ❇✐❧❧✐❣✉♥❣✱ ✉♥❞ ❡s ✇✉r❞❡ ❜❡s❝❤❧♦ss❡♥✱ ❞❡♠❣❡♠äss ✐♥ ❞❡r ❋♦❧❣❡ ③✉
✈❡r❢❛❤r❡♥✑ ✭❚❇✱ ✷✺✶✮✳

❇❡✐ ❞❡r ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ◆ür♥❜❡r❣ ✶✽✹✺ st♦ÿ❡♥ ✇✐r ❡rst♠❛❧s ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ❱♦rtr❛❣✱ ❞❡r
❢❡r♥ ❛❧❧❡r ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❛♥❣❡s✐❡❞❡❧t ✐st✳ ❊r ✇✉r❞❡ ✈♦♥ ▼❛rt✐♥ ❖❤♠✱
Pr♦❢❡ss♦r ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❇❡r❧✐♥✱ ❣❡❤❛❧t❡♥✱ ❞❡r ❡✐♥❡r ❞❡r ❧❡t③t❡♥ ❱❡rtr❡t❡r ❞❡r
❡✐♥st♠❛❧s ❣r♦ÿ❡♥ ❦♦♠❜✐♥❛t♦r✐s❝❤❡♥ ❙❝❤✉❧❡ ❣❡✇❡s❡♥ ✐st ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❤✐❡r③✉ ❇❡❦❡♠❡✐✲
❡r ✶✾✽✼✱ ❏❛❤♥❦❡ ✶✾✽✾ ✉♥❞ ❏❛❤♥❦❡ ✶✾✾✵✮✳ ❙❡✐♥ ❚❤❡♠❛ ❧❛✉t❡t❡✿ ✒Ü❜❡r ❞❛s ❘❡❝❤♥❡♥
♠✐t ❆✉s❞rü❝❦❡♥ ❞❡r ❋♦r♠ p + q

√
−1✑✳ ❉✐❡ ●r✉♥❞✐❞❡❡ ✈♦♥ ▼✳ ❖❤♠ ✭✉♥❞ ✇♦❤❧ ❛✉❝❤

❞❡r ❦♦♠❜✐♥❛t♦r✐s❝❤❡♥ ❙❝❤✉❧❡✱ ③✉♠✐♥❞❡st ✐♥ ✐❤r❡r s♣ät❡♥ P❤❛s❡✮ ✐st ❡s✱ ❞❡♥ ❢♦r♠❛✲
❧❡♥ ❯♠❣❛♥❣ ♠✐t ❩❡✐❝❤❡♥ ③✉ tr❡♥♥❡♥ ✈♦♠ ✐♥❤❛❧t❧✐❝❤❡♥ ✲ ❣❡✇✐ss❡r♠❛ÿ❡♥ ❞✐❡ ❙②♥t❛①
❛❜③✉❦♦♣♣❡❧♥ ✈♦♥ ❞❡r ❙❡♠❛♥t✐❦✳ ❉❛s ✐st s❡✐♥❡ ❆♥t✇♦rt ❛✉❢ ❞✐❡ ❍❡r❛✉s❢♦r❞❡r✉♥❣ ❞❡r
❈❛✉❝❤②s❝❤❡♥ ❆♥❛❧②s✐s✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❛s ❜❧♦ÿ ❢♦r♠❛❧❡ ❍❛♥t✐❡r❡♥ ♠✐t ❞✐✈❡r❣❡♥t❡♥ ❘❡✐❤❡♥

✻



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

✈❡r❜✐❡t❡♥ ✇♦❧❧t❡✳ ❘❡❝❤t ❞❡✉t❧✐❝❤ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❖❤♠s❝❤❡ P♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❞❡♠ ◆❛❝❤tr❛❣✱ ❞❡♥
❡r s❡✐♥❡♠ ❇❡✐tr❛❣ ✐♠ ❆♠t❧✐❝❤❡♥ ❇❡r✐❝❤t ✭✽✻✴✽✼✮ ❢♦❧❣❡♥ ❧✐❡ÿ✳ ❉♦rt ❡♥t✇✐❝❦❡❧t ❡r ❞✐❡
❯♥t❡rs❝❤❡✐❞✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♠ ✈♦♥ ✐❤♠ s♦ ❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥✲❜❡st✐♠♠t❡♥ ■♥t❡❣r❛❧
✉♥❞ ❞❡♠ ♥✉♠❡r✐s❝❤✲❜❡st✐♠♠t❡♥✳ ❉✐❡s❡ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❆♥❛❧♦❣✐❡ ❡r❧ä✉t❡rt✿

✒❊s ✇✉r❞❡ s❝❤❧üss❧✐❝❤ ♥♦❝❤ ❞❛r❛✉❢ ❛✉❢♠❡r❦s❛♠ ❣❡♠❛❝❤t✱ ❞❛ss ③✇✐s❝❤❡♥
❞✐❡s❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❇❡❣r✐✛❡♥ ❞❡s ❜❡st✐♠♠t❡♥ ■♥t❡❣r❛❧s ✐♥ ♠❛♥✲
❝❤❡r ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ❡✐♥ ❛♥❛❧♦❣❡s ❱❡r❤ä❧t♥✐ss ❜❡st❡❤❡ ✇✐❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❡✐♥❡r ❛❧❧❣❡✲
♠❡✐♥❡♥✱ ♥❛❝❤ ❣❛♥③❡♥ P♦t❡♥③❡♥ ✈♦♥ x ❢♦rt❧❛✉❢❡♥❞❡♥ ❘❡✐❤❡ a+ bx+ cx2 +
dx3+ex4+ . . . ✭✐♥ ✇❡❧❝❤❡r x ✇❡❞❡r r❡❡❧❧ ♥♦❝❤ ✐♠❛❣✐♥är✱ s♦♥❞❡r♥ ❣❛♥③ ❛❧❧✲
❣❡♠❡✐♥✱ ❞✳❤✳ ✐♥❤❛❧ts❧♦s✱ ❛❧s ❜❧♦ÿ❡r ❚rä❣❡r ❞❡r ❖♣❡r❛t✐♦♥s③❡✐❝❤❡♥ ❣❡❞❛❝❤t
✇✐r❞✱ ✉♥❞ ♠✐t ✇❡❧❝❤❡r ♠❛♥ ♥✉♥ ♥❛❝❤ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ●❡s❡t③❡♥ r❡❝❤♥❡♥ ❦❛♥♥✱
♦❤♥❡ ❢ür❝❤t❡♥ ③✉ ♠üss❡♥ ❞❡s❤❛❧❜ ❛✉❢ ❲✐❞❡rs♣rü❝❤❡ ③✉ st♦ss❡♥✱ ♦❜❣❧❡✐❝❤
❞✐❡s❡ ❘❡✐❤❡ ♥✉♥ ✇❡❞❡r ❦♦♥✈❡r❣❡♥t✱ ♥♦❝❤ ❞✐✈❡r❣❡♥t ✐st✮ ✲ ❛❧s♦ ③✇✐s❝❤❡♥
❡✐♥❡r s♦❧❝❤❡♥ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤❡♥ ❘❡✐❤❡ ✉♥❞ ❡✐♥❡r ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥✱ ✇♦
❞❡♠ x ❡✐♥ ❜❡st✐♠♠t❡r ❩✐✛❡r♥✇❡rt ❜❡✐❣❡❧❡❣t ❣❡❞❛❝❤t ✇✐r❞✳ ❉✐❡s❡ ❧❡t③t❡r❡
✭♥✉♠❡r✐s❝❤❡✮ ❘❡✐❤❡✱ ✇❡♥♥ s✐❡ ❡✐♥❡♥ ❲❡rt❤ ❤❛t ✭❞✳❤✳ ✇❡♥♥ s✐❡ ❦♦♥✈❡r✲
❣✐❡rt✮✱ ✐st ❞❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❘❡✐❤❡ ✉♥❞ ❛❧s♦ ❞❡♠ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❆✉s❞r✉❝❦ ✐♥
❡♥❞❧✐❝❤❡r ❋♦r♠ ❣❧❡✐❝❤✱ ✇❡❧❝❤❡r ♥❛❝❤ ❞❡♥ ●❡s❡t③❡♥ ❞❡r ♦❜❡♥ ❡r✇ä❤♥t❡♥
❱❡rst❛♥❞❡st❤ät✐❣❦❡✐t❡♥✱ ✇✐❡❞❡r✉♠ ❞❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❘❡✐❤❡ ❣❧❡✐❝❤ ✐st✑ ✭❆❇✱
✽✻✮✳

■♠ ❩✉❣❡ s❡✐♥❡r ❆✉s❢ü❤r✉♥❣❡♥ ♥✐♠♠t ▼✳ ❖❤♠ ❛✉❝❤ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❞❡r ❜❡❦❛♥♥t❡st❡♥ ●❡✲
❣❡♥❜❡✐s♣✐❡❧❡ ❈❛✉❝❤②s ❙t❡❧❧✉♥❣ ✭❞✐❡s❡s ✜♥❞❡t s✐❝❤ ✐♠ ✬❘❡s✉♠é❡✬ ✈♦♥ ✶✽✷✸ ✭❈❛✉❝❤②
✶✽✷✸✱ ✷✸✵✮ ✉♥❞ s♦❧❧ ③❡✐❣❡♥✱ ❞❛ss ❡✐♥❡ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ♦❢t ❞✐✛❡r❡♥③✐❡r❜❛r❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ♥✐❝❤t
✉♥❜❡❞✐♥❣t ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ③✉❣❡❤ör✐❣❡ ❚❛②❧♦r✲❘❡✐❤❡ ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥ ♠✉ss✮✿

✒ . . . ✇❡♥♥ ❬♠❛♥❪ ❞❛❤❡r ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ e−x2
−

1
x2 ♥❛❝❤ ❞❡♠ ▼❛❝❧❛✉r✐♥✬s❝❤❡♥

▲❡❤rs❛t③❡ ✐♥ ❡✐♥❡ ♥❛❝❤ ❣❛♥③❡♥ P♦t❡♥③❡♥ ✈♦♥ x ❢♦rt❧❛✉❢❡♥❞❡ ❘❡✐❤❡ ✈❡r✲
✇❛♥❞❡❧♥ ✇✐❧❧✱ ♥❛❝❤ ❞❡r ❆✉s❢ü❤r✉♥❣ ❛❜❡r ❜❧♦ss ❞✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✈♦♥ e−x2

❤❛t✱ s♦ ❞❛ÿ ✐❤♠ ❞❡r ❋❛❦t♦r e−
1
x2 ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❛❜❤❛♥❞❡♥ ❣❡✲

❦♦♠♠❡♥ ✐st✱ s♦ ✐st ❞✐❡s❡s P❛r❛❞♦①♦♥ ❦❡✐♥❡s✇❡❣s ✇✐❡ ❈❛✉❝❤② ♠❡✐♥t✱ ❞❡♠
❯♠st❛♥❞ ③✉③✉s❝❤r❡✐❜❡♥✱ ❞❛ÿ ❞✐❡ ▼❛❝❧❛✉r✐♥✬s❝❤❡ ❘❡✐❤❡ ❥❡❞❡s♠❛❧ ❦♦♥✈❡r✲
❣❡♥t s❡②♥ ♠üss❡ ✭❞✐❡s❡ ❛✉❝❤ ✐♥ ❉❡✉ts❝❤❧❛♥❞ ✈❡r❜r❡✐t❡t❡ ❆♥s✐❝❤t ✐st ♠✐t
❛❧❧❡r ❊♥❡r❣✐❡ ③✉rü❝❦③✉✇❡✐s❡♥✮✱ s♦♥❞❡r♥ ✇❡✐❧ ❡r ❜❛❧❞ ❢ür x = 0 ❞✐❡ ❋✉♥❦✲

t✐♦♥ e−
1
x2 ✐♥ e−

1
0 ✱ ❞❛♥♥ ✐♥ e−∞✱ ❞❛♥♥ ✐♥ 1

e∞
✱ ❤✐❡r❛✉❢ ✐♥ 1

∞
✉♥❞ ③✉❧❡t③t

✐♥ 0 ü❜❡r❣❡❤❡♥ ❧äÿt✱ ✇❡❧❝❤❡s ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❞✐❡ r✐❝❤t✐❣ ❛✉❢❣❡❢❛ÿt❡ ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡s
❑❛❧❦ü❧s ❛❧s ③✉❧äss✐❣ ♥✐❝❤t ❛♥❡r❦❡♥♥❡♥ ❦❛♥♥✑ ✭❆❇✱ ✼❜✮✳

❉✐❡ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❩✐t❛t ❛♥❣❡s♣r♦❝❤❡♥❡ ❞❡✉ts❝❤❡ ●❡❣❡♥s❡✐t❡ ❡r❣r✐✛ s❝❤♦♥ ❜❛❧❞ ✐♥ ❞❡r P❡r✲
s♦♥ ✈♦♥ ❖s❦❛r ❙❝❤❧ö♠✐❧❝❤✶❞❛s ❲♦rt✳ ❉✐❡s❡r ❣❡❤ört❡ ③✉ ❞❡♥ ❆♥❤ä♥❣❡r♥ ❞❡r ❆♥❛❧②s✐s

✶❩✉ ▲❡❜❡♥ ✉♥❞ ❲❡r❦ ✈♦♥ ❖✳ ❙❝❤❧ö♠✐❧❝❤ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ♠❛♥ ❈❛♥t♦r ✶✾✵✶ s♦✇✐❡ ❑♦❝❤ ✶✾✾✵✳ ❉✐❡ ❘♦❧❧❡
✈♦♥ ❖✳ ❙❝❤❧ö♠✐❧❝❤ ❛❧s ❱♦r❦ä♠♣❢❡r ❞❡r ❈❛✉❝❤②✲❆♥❛❧②s✐s ✐♠ ❞❡✉ts❝❤s♣r❛❝❤✐❣❡♥ ❘❛✉♠ ✇✐r❞ ③✳❇✳
✈♦♥ ❲✳ ▲♦r❡② ✭▲♦r❡② ✶✾✶✻✱ ✶✵✹ ♥✳ ✹✮ ✉♥❞ ✈♦♥ P✳ ❙tä❝❦❡❧ ✭❙tä❝❦❡❧ ✶✾✵✻✱ ✸✷✺✮ ❤❡r✈♦r❣❡❤♦❜❡♥✳

✼



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

✐♠ ❙t✐❧❡ ✈♦♥ ❈❛✉❝❤② ✉♥❞ ❤❛t ❞✉r❝❤ s❡✐♥❡ P✉❜❧✐❦❛t✐♦♥❡♥ ③✉r ❱❡r❜r❡✐t✉♥❣ ✈♦♥ ❞❡s✲
s❡♥ ■❞❡❡♥ ✐♥ ❉❡✉ts❝❤❧❛♥❞ ❜❡✐❣❡tr❛❣❡♥ ✭➘❤♥❧✐❝❤❡s ❣✐❧t ❢ür ❏♦❤❛♥♥ ❆✉❣✉st ●r✉♥❡rt✱
❞❡r ❛✉❝❤ ♠❡❤r❢❛❝❤ ❛✉❢ ❞❡♥ ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣❡♥ ❛♥✇❡s❡♥❞ ❣❡✇❡s❡♥ ✐st✱ s✐❝❤ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s
♥✐❡ ③✉ ❞✐❡s❡r Pr♦❜❧❡♠❛t✐❦ ä✉ÿ❡rt❡ ✲ ♠❛♥ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❤✐❡r③✉ s❡✐♥❡ ◆❛❝❤tr❛❣s❜ä♥❞❡ ③✉
❞❡♠ ✈♦♥ ●❡♦r❣ ❙✐♠♦♥ ❑❧ü❣❡❧ ✭✶✼✸✾✲✶✽✶✷✮ ❤❡r❛✉s❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ✒▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❲ör✲
t❡r❜✉❝❤✑ ✭✶✽✸✸✲✶✽✸✻✮ ✲ s♦✇✐❡ ❢ür ❏♦❤❛♥♥ ❆❧❜r❡❝❤t ❊②t❡❧✇❡✐♥ ✭✶✼✻✹✲✶✽✹✽✮✱ ❞❡r ❜❡r❡✐ts
✶✽✸✺ ✐♥ s❡✐♥❡♠ ▲❡❤r❜✉❝❤ ✭❊②t❡❧✇❡✐♥ ✶✽✷✹✱ ✼✹✼✮ ❈❛✉❝❤②s ✒❈♦✉rs ❞✬❛♥❛❧②s❡✑ ③✐t✐❡rt❡✮✳
■♠ ❚❛❣❡❜❧❛tt ❞❡r ●♦t❤❛❡r ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ✶✽✺✶ ❤❡✐ÿt ❡s ❦♥❛♣♣✿

✒❊s ❢♦❧❣t❡ ❍❡rr Pr♦❢✳ ❙❝❤❧ö♠❧✐❝❤ ❛✉s ❉r❡s❞❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❱♦rtr❛❣ ü❜❡r
❞✐❡ ▼❡t❤♦❞❡ ❞❡r ✉♥❜❡st✐♠♠t❡♥ ❈♦❡✣❝✐❡♥t❡♥✱ ✐♥ ✇❡❧❝❤❡♠ ❞✐❡ ❞❡rs❡❧❜❡♥
③✉ ●r✉♥❞❡ ❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❱♦r❛✉ss❡t③✉♥❣❡♥ ❡✐♥❡r ❑r✐t✐❦ ✉♥t❡r✇♦r❢❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡
str❡♥❣❡r❡ ❇❡❤❛♥❞❧✉♥❣ ❞❡r ❘❡✐❤❡♥❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣❡♥ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡s ♠❛❝❧❛✉✲
r✐♥✬s❝❤❡♥ ♦❞❡r t❛②❧♦r✬s❝❤❡♥ ❚❤❡♦r❡♠s ❣❡❣❡❜❡♥ ✇✉r❞❡✑ ✭❚❇✱ ✸✮✳

❉✐❡ ▼❡t❤♦❞❡ ❞❡r ✉♥❜❡st✐♠♠t❡♥ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥✱ ❤❡✉t❡ ♠❡✐st ❛❧s ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥✈❡r❣❧❡✐❝❤
❜❡③❡✐❝❤♥❡t✱ ❣❡❤ört❡ ③✉ ❞❡♥ ✈♦♥ ❞❡r ❦♦♠❜✐♥❛t♦r✐s❝❤❡♥ ❙❝❤✉❧❡ ❢❛✈♦r✐s✐❡rt❡♥✱ ❞❛ r❡✐♥ ❢♦r✲
♠❛❧ ✲ ❞❛s ❤❡✐ÿt ♦❤♥❡ ❑♦♥✈❡r❣❡♥③❜❡tr❛❝❤t✉♥❣❡♥ ✲ ❞✉r❝❤❢ü❤r❜❛r❡♥ ❱❡r❢❛❤r❡♥✳ ❲❡✐t❡r
❤❡✐ÿt ❡s ❤✐❡r③✉ ✐♠ ❚❛❣❡❜❧❛tt✿ ✒❊✐♥❡ ❦✉r③❡ ❉❡❜❛tt❡ ❡♥ts♣❛♥♥ s✐❝❤ ü❜❡r ❞✐❡ ♣ä❞❛❣♦❣✐✲
s❝❤❡♥ ❘ü❝❦s✐❝❤t❡♥✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ❜❡✐ ❇❡❤❛♥❞❧✉♥❣ ❞❡r ▲❡❤r❡ ✈♦♥ ❞❡♥ ❘❡✐❤❡♥ ✐♥ ❇❡③✉❣ ❛✉❢
❇❡tr❛❝❤t✉♥❣❡♥ ❛✉s ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧✲ ✉♥❞ ■♥t❡❣r❛❧r❡❝❤♥✉♥❣ ③✉ ♥❡❤♠❡♥ ❤❛❜❡✑ ✭❚❇✱ ✸✮✳
▲❡✐❞❡r ❡r❢❛❤r❡♥ ✇✐r ü❜❡r ❞✐❡s❡♥ ✐♥t❡r❡ss❛♥t❡♥ P✉♥❦t ♥✐❝❤t ♠❡❤r✳ ❊✐♥❡♥ ❩✉❣❛♥❣ ③✉
❞✐❡s❡r ❇❡♠❡r❦✉♥❣ ❣❡✇✐♥♥t ♠❛♥ ✈✐❡❧❧❡✐❝❤t ✇❡♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ❦❧❛r♠❛❝❤t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❘❡✐❤❡♥✲
❧❡❤r❡ ♥❛❝❤ ❆✉✛❛ss✉♥❣ ❞❡r ❦♦♠❜✐♥❛t♦r✐s❝❤❡♥ ❙❝❤✉❧❡ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧✲
✉♥❞ ■♥t❡❣r❛❧r❡❝❤♥✉♥❣ ❛✉❢ ❞❡r ❇❛s✐s ❞❡s ❜✐♥♦♠✐s❝❤❡♥ ▲❡❤rs❛t③❡s ❜❡tr✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥
❦♦♥♥t❡✳ ❉✐❡s❡s ✈♦♥ ❙❝❤❧ö♠✐❧❝❤ ✐♥ ❋r❛❣❡ ❣❡st❡❧❧t❡ ❑♦♥③❡♣t ✇❛s ✐♠ ❯♥t❡rr✐❝❤t ❞✉r❝❤✲
❛✉s ❡r❢♦❧❣r❡✐❝❤✷✳
❉✐❡ ❇❡✐trä❣❡ ✈♦♥ ▼✳ ❖❤♠ ✉♥❞ ❖✳ ❙❝❤❧ö♠✐❧❝❤ s✐♥❞ ❞✐❡ ❡✐♥③✐❣❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ♠✐t ❞❡♠

Pr♦③❡ss✱ ❞❡♥ ❋❡❧✐① ❑❧❡✐♥ s♣ät❡r ✬❆r✐t❤♠❡t✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❆♥❛❧②s✐s✬ ♥❡♥♥❡♥ s♦❧❧t❡✱ ❜❡✲
s❝❤ä❢t✐❣❡♥✳ ❇❡♠❡r❦t s❡✐ ♥♦❝❤✱ ❞❛ss ❖✳ ❙❝❤❧ö♠✐❧❝❤ ③✉ ❞❡♥✱ ✇❛s ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❱♦rträ❣❡
❛♥❜❡❧❛♥❣t✱ ❛❦t✐✈st❡♥ ❚❡✐❧♥❡❤♠❡r♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ③ä❤❧t❡✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t❡ ❡r s✐❝❤
s♦♥st ♠❡✐st ♠✐t ❚❤❡♠❡♥ ❛✉s ❞❡♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡ ✭❆✉s♥❛❤♠❡♥✿ ❙❝❤❧ö♠✐❧❝❤
✶✽✼✷❛ ✉♥❞ ❙❝❤❧ö♠✐❧❝❤ ✶✽✼✷❜✮✳
❉♦❝❤ ♥✉♥ ③✉rü❝❦ ♥❛❝❤ ◆ür♥❜❡r❣✳ ❉♦rt ✜♥❞❡t s✐❝❤ ♥♦❝❤ ❡✐♥ ✇❡✐t❡r❡s ❘❡❢❡r❛t ❛✉s

❞❡♠ ●❡❜✐❡t ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✿ ❏✳ ❈♦♥r❛❞ ❯❧❧❤❡rr t❡✐❧t❡ ✒❡✐♥❡♥ ♥❡✉❡♥ ❇❡✇❡✐s
✈♦♥ ❞❡♠ ❙❛t③❡ ♠✐t✱ ❞❛ÿ ❥❡❞❡ ❤ö❤❡r❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✇❡♥✐❣st❡♥s ❡✐♥❡ ❲✉r③❡❧ ✈♦♥ ❞❡r ❋♦r♠
p+q

√
−1 ❤❛❜❡✑✳ ❉❡r ❱♦rtr❛❣❡♥❞❡ ❞ür❢t❡ ❤✐❡r❜❡✐ s❡✐♥❡ ❣❧❡✐❝❤❧❛✉t❡♥❞❡ ❱❡rö✛❡♥t❧✐❝❤✉♥❣

❛✉s ❞❡♠ ❏♦✉r♥❛❧ ❢ür ❞✐❡ r❡✐♥❡ ✉♥❞ ❛♥❣❡✇❛♥❞t❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❱❡r③❡✐❝❤♥✐s
■■✮ ✈♦r❣❡st❡❧❧t ❤❛❜❡♥✱ ✇♦ ❡r ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❡✐♥❡r ❡①♣❧✐③✐t❡♥ P♦❧❛r❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥❞❛rst❡❧❧✉♥❣
❦♦♠♣❧❡①❡r ❩❛❤❧❡♥ ❞✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❆r❜❡✐t ✈♦♥ ❈❛r❧ ❋r✐❡❞r✐❝❤ ●❛✉ÿ ✭✶✼✼✼✲✶✽✺✺✮
❛✉s ❞❡♠ ❏❛❤r❡ ✶✼✾✾ ✇❡✐t❡r③✉❡♥t✇✐❝❦❡❧♥ ✈❡rs✉❝❤t❡✳ ❉❡r ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s❛t③ ❞❡r ❆❧❣❡❜r❛
✇❛r ✐♠ ✶✾✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt ❡✐♥ ●❡❣❡♥st❛♥❞✱ ❞❡r ✐♥t❡♥s✐✈ ❜❡❛r❜❡✐t❡t ✇✉r❞❡❀ ●✐♥♦ ▲♦✲
r✐❛ ✭✶✽✻✷✲✶✾✺✹✮ ❢ü❤rt ✐♥ s❡✐♥❡r ✶✽✾✶ ❡rs❝❤✐❡♥❡♥❡♥ ❆❜❤❛♥❞❧✉♥❣ ③✉r ●❡s❝❤✐❝❤t❡ ❞✐❡s❡s
✷❩✉ ❞❡♥ ♣ä❞❛❣♦❣✐s❝❤❡♥ ■♥t❡♥t✐♦♥❡♥ ✉♥❞ ❲✐r❦✉♥❣❡♥ ❞❡r ❦♦♠❜✐♥❛t♦r✐s❝❤❡♥ ❙❝❤✉❧❡ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ♠❛♥
❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❆r❜❡✐t❡♥ ✈♦♥ ❏❛❤♥❦❡✳

✽



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

❚❤❡♦r❡♠s r✉♥❞ ✼✵ P✉❜❧✐❦❛t✐♦♥❡♥ ✭✈♦r✇✐❡❣❡♥❞ ❖r✐❣✐♥❛❧❜❡✐trä❣❡✮ ③✉ ❞✐❡s❡♠ ❚❤❡♠❛
✐♠ ✶✾✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt ❛✉❢✳ ❇❡♠❡r❦❡♥s✇❡rt ✐st✱ ❞❛ss ❏✳ ❈✳ ❯❧❧❤❡rr ❛✉s❞rü❝❦❧✐❝❤ ✈♦♥ ❞❡r
✒❊①✐st❡♥③✑ ❞❡r ❲✉r③❡❧ s♣r✐❝❤t✱ ✇♦r✐♥ s✐❝❤ ❞❡✉t❧✐❝❤ ❞❡r ❞✉r❝❤ ❈✳ ❋✳ ●❛✉ÿ ❜❡✇✐r❦✲
t❡ ❙✐♥♥❡s✇❛♥❞❡❧ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ❆✉ss❛❣❡ ❞❡s ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s❛t③❡s ❜❡♠❡r❦❜❛r ♠❛❝❤t
✭✈♦r❤❡r ❣✐♥❣ ❡s ✉♠ ❞✐❡ ❋♦r♠ ✲ ♥✐❝❤t ✉♠ ❞✐❡ ❊①✐st❡♥t ✐♠ ♠♦❞❡r♥❡♥ ❙✐♥♥❡ ❞❡s ❲♦rt❡s
✲ ❞❡r ❲✉r③❡❧♥❀ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❋r✐❡❞❡❧♠❡②❡r✲❱♦❧❦❡rt ✶✾✾✷✮✳
❊✐♥ ❱♦rtr❛❣✱ ❞❡r ❞✐❡ ●❡s❝❤✐❝❤t❡ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✉♥❞ ♥❛tür❧✐❝❤ ❛✉❝❤ ❞❡r ❆str♦♥♦✲

♠✐❡ ❜❡rü❤rt❡✱ ✇❛r ❞❡r ❇❡r✐❝❤t ✈♦♥ ❈❤r✐st✐❛♥ ❋r✐s❝❤ ü❜❡r ❞❡♥ ❙t❛♥❞ ❞❡r ❱♦r❛r❜❡✐t❡♥
③✉ s❡✐♥❡r ❆✉s❣❛❜❡ ❞❡r ❲❡r❦❡ ✈♦♥ ❏♦❤❛♥♥❡s ❑❡♣❧❡r ✭✶✺✼✶✲✶✻✸✵✮✳ ❉✐❡s❡s Pr♦❥❡❦t ❜❡✲
s❝❤ä❢t✐❣t❡ ❞✐❡ ❙❡❦t✐♦♥ ♥♦❝❤ ♠❡❤r❢❛❝❤ ✭❑✐❡❧✱ ✶✽✹✺❀ ❑❛r❧sr✉❤❡✱ ✶✽✺✽❀ ❙♣❡②❡r✱ ✶✽✻✶❀ ❛✉❝❤
❘❡✉s❝❤❧❡ ✶✽✺✻ ✉♥❞ ❆r❣❡❧❛♥❞❡r ✶✽✺✼ ❣❡❤ör❡♥ ❤✐❡r❤❡r✮✳ ▼❛♥ ❣❡✇✐♥♥t ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ✈❡r✲
s❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❇❡✐trä❣❡ ❡✐♥ ♣❧❛st✐s❝❤❡s ❇✐❧❞ ✈♦♥ ❞❡♥ ❙❝❤✇✐❡r✐❣❦❡✐t❡♥ ✭③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❤✐♥✲
s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ❇❡s❝❤❛✛✉♥❣ ❞❡r ▼❛♥✉s❦r✐♣t❡ ❑❡♣❧❡rs✮✱ ♠✐t ❞❡♥❡♥ ❈❤✳ ❋r✐s❝❤ ③✉ ❦ä♠♣❢❡♥
❤❛tt❡✳ ❉✐❡ ✒❖♣❡r❛ ♦♠♥✐❛✑ ❡rs❝❤✐❡♥❡♥ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❛❝❤t❜ä♥❞✐❣ ✐♥ ❞❡♥ ❏❛❤r❡♥ ✶✽✺✽ ❜✐s
✶✽✼✶ ✉♥❞ ✇❡r❞❡♥ ❤❡✉t❡ ♥♦❝❤ ✈✐❡❧❢❛❝❤ ❜❡♥✉t③t✳
❆✉❢ ❞❡r ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ❑✐❡❧ ✶✽✹✻ ✜♥❞❡♥ ✇✐r ③✇❡✐ ❇❡✐trä❣❡ ✈♦♥ ❍❡✐♥r✐❝❤ ❋r✐❡❞r✐❝❤

❙❝❤❡r❦✱ ❞❡r ③✉ ❥❡♥❡r ❩❡✐t ❞♦rt ✇✐r❦t❡ ✉♥❞ ❞❡r ❤❡✉t❡ ✈♦r ❛❧❧❡♠ ❛❧s ❛❦❛❞❡♠✐s❝❤❡r ▲❡❤✲
r❡r ✈♦♥ ❊r♥st ❊❞✉❛r❞ ❑✉♠♠❡r ✭✶✽✶✵✲✶✽✾✸✮ ✐♥ ❍❛❧❧❡ s♦✇✐❡ ❛❧s ❊♥t❞❡❝❦❡r ♠❡❤r❡r❡r
▼✐♥✐♠❛❧✢ä❝❤❡♥ ✭✶✽✸✺✮ ❜❡❦❛♥♥t ✐st✱ ③✉r ❩❛❤❧❡♥t❤❡♦r✐❡✳ ❊✐♥♠❛❧ ❣✐♥❣ ❡s ❞❛❜❡✐ ✉♠ ❡✐♥❡
❱❡r❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r✉♥❣ ❞❡s ❙❛t③❡s ✈♦♥ ❲✐❧s♦♥ ✭♥❛❝❤ ❏♦❤♥ ❲✐❧s♦♥ ✭✶✼✹✶✲✶✼✾✸✮✮✱ ❞❡r ❜❡✲
s❛❣t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❑♦♥❣r✉❡♥③ (p − 1)! ≡ −1mod p ❣❡♥❛✉ ❢ür Pr✐♠③❛❤❧❡♥ p ❣✐❧t ✉♥❞ ❞❡r
✈♦r ❛❧❧❡♠ ❛❧s Pr✐♠③❛❤❧❦r✐t❡r✐✉♠ ❡✐♥❡ ✇✐❝❤t✐❣❡ ❘♦❧❧❡ s♣✐❡❧t✳ ❉✐❡ ❋r❛❣❡st❡❧❧✉♥❣ ✈♦♥ ❍✳
❋✳ ❙❝❤❡r❦ ❧❛✉t❡t s♦✿ ✒❲❡❧❝❤❡r ❩❛❤❧ ✐st✱ ✇❡♥♥ p ❡✐♥❡ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡ ✉♥❣❡r❛❞❡ Pr✐♠③❛❤❧✱ ✉♥❞
n ❡✐♥❡ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡ ❣❛♥③❡ ❩❛❤❧ ✐st✱ ❞❛s Pr♦❞✉❦t 1 ·2 ·3 . . . (p−n−1) ♥❛❝❤ ❡✐♥❡♠ ▼♦❞✉s p
❝♦♥❣r✉❡♥t❄✑ ✭❆❇✱ ✷✵✹✮✳ ❇❡③❡✐❝❤♥❡t r ❞❡♥ ❘❡st✱ ❞❡r s✐❝❤ ❜❡✐ ❞❡r ❉✐✈✐s✐♦♥ ✈♦♥ p ❞✉r❝❤
n! ❡r❣✐❜t✱ s♦ ❧❛✉t❡t ❞❛s ❙❝❤❡r❦s❝❤❡ ❊r❣❡❜♥✐s✿

1 · 2 · 3 . . . (p− n− 1) ≡ (−1)n
rν−1p−1

n! mod p

✇♦❜❡✐ ν ❛❧s ❦❧❡✐♥st❡ ▲ös✉♥❣ ❞❡r ❑♦♥❣r✉❡♥③ rν ≡ 1modn! ❞❡✜♥✐❡rt ✐st ✭ν ✐st s♦♠✐t
❞✐❡ ❖r❞♥✉♥❣ ✈♦♥ r ♦❞❡r ❛✉❝❤ ✈♦♥ p✮ ✉♥❞ ❞❡r ◗✉♦t✐❡♥t ❛✉❢ ❞❡r r❡❝❤t❡♥ ❙❡✐t❡ ✐♠
❘❡st❦❧❛ss❡♥❦ör♣❡r p ③✉ ✈❡rst❡❤❡♥ ✐st✳ ❊✐♥❡ ❛♥❞❡r❡ Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣ ❞❡s ❱♦rtr❛❣❡♥❞❡♥ ❣✐♥❣
❞❛♥♥ ❞❛❤✐♥✱ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❛❧❧❡ ❋❛❦t♦r❡♥ ❞❡r ❋❛❦✉❧tät ③✉③✉❧❛ss❡♥✱ s♦♥❞❡r♥ ♥✉r ♥♦❝❤ ❡✐♥❡
❆✉s✇❛❤❧ ✉♥t❡r ❞❡♥s❡❧❜❡♥✱ ✉♠ ❞❛♥♥ ♥❛❝❤ ❑♦♥❣r✉❡♥③❡♥ ③✉ ❢r❛❣❡♥✳
❉❡r ③✇❡✐t❡ ❱♦rtr❛❣ ✈♦♥ ❍✳ ❋✳ ❙❝❤❡r❦ ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t❡ s✐❝❤ ♠✐t ❡✐♥❡r ✒▼❡t❤♦❞❡✱ ❞✉r❝❤

✇❡❧❝❤❡ ❡s ♠ö❣❧✐❝❤ ✇✐r❞✱ ❞✐❡ ❩❛❤❧ ❞❡r ❩❡r❢ä❧❧✉♥❣❡♥ ❡✐♥❡r ❩❛❤❧ n ✐♥ ✐❤r❡ ❙✉♠♠❛♥❞❡♥
❢ür ❥❡❞❡ ❡✐♥③❡❧♥❡ ❈❧❛ss❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❡✐♥③✐❣❡ ❋♦r♠❡❧ ③✉ ❡r❢❛❤r❡♥✑✳ ❙❡✐♥ ❊r❣❡❜♥✐s ❧❛✉t❡t
s♦✸✿

1

2
n− 1

2
n sin(

1

2
nπ)2

1

12
n+

1

4
sin(

1

2
nπ)2 − 4

9
sin(

1

3
nπ)2

✸❉✐❡ ✐♠ ❆❇ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❋♦r♠❡❧♥ s✐♥❞ ♥✐❝❤t ❦♦rr❡❦t✱ ✇♦r❛✉❢ ♠✐❝❤ ❢r❡✉♥❞❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ Pr♦❢✳ ❉r✳
❘♦q✉❡tt❡ ✭❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✮ ❛✉❢♠❡r❦s❛♠ ❣❡♠❛❝❤t ❤❛t✱ ❞❡♠ ✐❝❤ ❛✉❝❤ ❞✐❡ r✐❝❤t✐❣❡♥ ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣❡♥
✈❡r❞❛♥❦❡✳

✾



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

❊✐♥ ❞r✐tt❡r ❇❡✐tr❛❣ ❙❝❤❡r❦s ❜❡st❛♥❞ ✐♥ ❞❡r ❉✐s❦✉ss✐♦♥ ❡✐♥✐❣❡r ❆✉❢❣❛❜❡♥✱ ✒❞✐❡ s✐❝❤ ❛✉❢
❞✐❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐r❧✐❝❤ ❛✉❢ ❡✐♥❛♥❞❡r ❢♦❧❣❡♥❞❡r✱ ❥❡❞♦❝❤ ✈♦♥ ❡✐♥❛♥❞❡r ❛❜❤ä♥❣✐✲
❣❡♥ P✉♥❦t❡ ❞✉r❝❤ ❝♦♥t✐♥✉✐r❧✐❝❤❡ ▲✐♥✐❡♥ ❜❡③✐❡❤❡♥✑✳ ❍✐❡r③✉ ❡r❢❛❤r❡♥ ✇✐r ♥✉r ❞❡♥ ❚✐t❡❧❀
✈❡r♠✉t❧✐❝❤ ❣✐♥❣ ❡s ❞❛r✉♠✱ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ✈♦r❣❡❣❡❜❡♥❡ ❆♥③❛❤❧ ✈♦♥ P✉♥❦t❡♥ ❡✐♥❡ ❑✉r✈❡
♠ö❣❧✐❝❤st ✬❣✉t✬ ❤✐♥❞✉r❝❤ ③✉ ❧❡❣❡♥✱ ❛❧s♦ ✉♠ ❡✐♥❡ ❆rt ✈♦♥ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳
■♥ ❑✐❡❧ ✈❡rs✉❝❤t❡ ❈❤✳ ❋r✐s❝❤ ❇❡❞❡♥❦❡♥ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ s❡✐♥❡r ❑❡♣❧❡r✲❆✉s❣❛❜❡ ③✉ ③❡r✲

str❡✉❡♥✳ ❞✐❡ ❞❛❤✐♥ ❣✐♥❣❡♥✱ ❞❛ss ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ✒❲✐❡❞❡r❛❜❞r✉❝❦ ✈♦♥ ❑❡♣❧❡r✬s ❙❝❤r✐❢t❡♥
♠②st✐s❝❤❡ ■❞❡❡♥ ♠ö❝❤t❡♥ ♥❡✉ ❛♥❣❡r❡❣t ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ❞❛❞✉r❝❤ ❯♥t❡rstüt③✉♥❣ ✜♥❞❡♥
❦ö♥♥t❡♥✑ ✭❆❇✱ ✷✵✾✮✳ ❊♥❡r❣✐s❝❤ ✇✐❞❡rs♣r❛❝❤ ❡r ❛✉❝❤ ❞❡r ❇❡❤❛✉♣t✉♥❣✱ ❏✳ ❑❡♣❧❡r ❤❛❜❡
❞✐❡ ❆str♦❧♦❣✐❡ ✈❡rt❡✐❞✐❣t❀

✒✐♠ ●❡❣❡♥t❤❡✐❧❡ ✇✐❡s ❡r ❬❞❛s ✐st ❋r✐s❝❤❪ ♥❛❝❤✱ ❞❛ss ❑❡♣❧❡r ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥
s✐❝❤ ❛❧s ●❡❣♥❡r ❞❡r ❆str♦❧♦❣❡♥ ❣❡③❡✐❣t ❤❛❜❡ ✉♥❞ ❤ä✉✜❣ ✐♥ ❙tr❡✐t ♠✐t
❞❡♥s❡❧❜❡♥ ❣❡❦♦♠♠❡♥ s❡✐✱ ♦❜❣❧❡✐❝❤ s❡✐♥❡ ❙t❡❧❧✉♥❣ ✐❤♥ ♦❢t ❣❡③✇✉♥❣❡♥ ❤❛❜❡✱
✬❛str♦❧♦❣✐s❝❤❡ ❇❡❞❡♥❦❡♥✬ ③✉ ✈❡r❢❛ss❡♥✳ ◆✉r ✐♥ ❞❡r ❇❡③✐❡❤✉♥❣ s❡✐ ❑❡♣❧❡r
❢ür ❞✐❡ ❆str♦❧♦❣✐❡ ✐♥ ❞✐❡ ❙❝❤r❛♥❦❡♥ ❣❡tr❡t❡♥✱ ❛❧s ❡r ❣❡❣❧❛✉❜t ❤❛❜❡✱ ❞✉r❝❤
❜❡s♦♥❞❡r❡ ❈♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥❡♥ ✇❡r❞❡ ❞✐❡ ✬♥❛t✉r❛ s✉❜❧✉♥❛r✐s✬ ❛✉❢❣❡r❡❣t✱ ✉♥❞
❞✐❡s❡ ❆✉❢r❡❣✉♥❣ ③❡✐❣❡ s✐❝❤ ♥❛♠❡♥t❧✐❝❤ ✐♥ ❞❡r ❆❡♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❲✐tt❡r✉♥❣✑
✭❆❇✱ ✷✵✽❢✮✳

❉✐❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❆✉s❜❡✉t❡ ❞❡r ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ❘❡❣❡♥s❜✉r❣ ✶✽✹✾ ❢ä❧❧t ❣❡r✐♥❣ ❛✉s✿
❍✐❡r ✜♥❞❡♥ ✇✐r ♥✉r ❡✐♥❡♥ ❱♦rtr❛❣ ✈♦♥ ❏♦❤❛♥♥ P❡t❡r ❍❡r♠❛♥♥ ❍✉t❤❡r✱ ❞❡r ✒❡✐♥❡
❡❧❡❣❛♥t❡ ✉♥❞ s✐♥♥✐❣❡ ▼❡t❤♦❞❡✑ ③❡✐❣t❡✱ ✒❞❡♥ ❲❡rt❤ ❡✐♥❡r ❋✉♥❦t✐♦♥✱ ✇❡❧❝❤❡r ❢ür ❡✐♥❡
❣❡✇✐ss❡ ❆♥♥❛❤♠❡ ❞❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❛✉❢ 0/0 ❢ü❤rt✱ ❛✉❝❤ ♦❤♥❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧r❡❝❤♥✉♥❣ ③✉
❜❡st✐♠♠❡♥✑✳ ❉✐❡s❡ ▼❡t❤♦❞❡ ✇✉r❞❡✱ ♦❤♥❡ ❞❛ss ❣❡s❛❣t ✇ür❞❡✱ ✇♦r✐♥ s✐❡ ❜❡st❛♥❞✱ ❛♥
❡✐♥❡♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❏♦❤❛♥♥ ❇❡r♥♦✉❧❧✐s ❡r❧ä✉t❡rt✱ ❞❛s ❥❡♥❡r ✒❞❡♥ ❢r❛♥③ös✐s❝❤❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐✲
❦❡r♥ ✈♦r❣❡❧❡❣t ❤❛tt❡✱ ✉♥❞ ❞❛s ❞✐❡s❡ ♥✐❝❤t ③✉ ❧ös❡♥ ✈❡r♠♦❝❤t❡♥✑ ✭❚❇✱ ✹✼✮✳ ❱❡r♠✉t❧✐❝❤
❤❛♥❞❡❧t❡ ❡s s✐❝❤ ❞❛❜❡✐ ✉♠ ❡✐♥❡s ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❇❡✐s♣✐❡❧❡✱ ❞✐❡ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ▼❛rq✉✐s ❞❡
▲✬❍♦♣✐t❛❧ ✭✶✻✻✶✲✶✼✵✹✮ ✐♥ s❡✐♥❡♠ ❜❡rü❤♠t❡♥ ▲❡❤r❜✉❝❤ ✒❆♥❛❧②s❡ ❞❡s ✐♥✜♥✐♠❡♥t ♣❡t✐ts
♣♦✉r ❧✬✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❞❡s ❧✐❣♥❡s ❝♦✉r❜❡s✑ ✭✶✻✾✻✮ ❛♥❣✐❜t ✉♥❞ ❞✐❡ ✐❤♠ ♥❛❝❤ s❡✐♥❡r ❆✉ss❛❣❡
✈♦♥ ❏♦❤❛♥♥ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♠✐t❣❡t❡✐❧t ✇♦r❞❡♥ ✇❛r❡♥✿

y =

√
2a3x− x4 − a 3

√
aax

a− 4
√
ax3

und y =
a
√
ax− xx

a−√
ax

✭③✉ ♥❡❤♠❡♥ ❢ür x = a❀ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❙tr✉✐❦ ✶✾✻✾✱ ✸✶✻✮✳
❑❡✐♥❡♥ ❇❡✐tr❛❣ ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❣❛❜ ❡s ❜❡✐ ❞❡r ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣

✐♥ ●r❡✐❢s✇❛❧❞ ✶✽✺✵✳ ❉❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r ❏✳ ❆✳ ●r✉♥❡rt✱ ❞❡r ❤✐❡r tät✐❣ ✇❛r ✉♥❞ ❞❡r
❜❡r❡✐ts ❛❧s ❲❡❣❜❡r❡✐t❡r ❞❡r ❈❛✉❝❤②✲❆♥❛❧②s✐s ❣❡♥❛♥♥t ✇✉r❞❡✱ s♣r❛❝❤ ü❜❡r ❡✐♥ ❛str♦♥♦✲
♠✐s❝❤❡s ❚❤❡♠❛✳ ▼❡❤r ❙t♦✛ ❞❛❣❡❣❡♥ ❜✐❡t❡t ❞❛s ❚❛❣❡❜❧❛tt ●♦t❤❛ ✶✽✺✶✳ ❍✐❡r tr❡✛❡♥
✇✐r ♥❡❜❡♥ ❞❡♠ ♦❜❡♥ ✐♠ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ♠✐t ▼✳ ❖❤♠ ❜❡r❡✐ts ❜❡s♣r♦❝❤❡♥❡♥ ❱♦r✲
tr❛❣ ✈♦♥ ❖✳ ❙❝❤❧ö♠✐❧❝❤ ❛✉❢ ❡✐♥ ❘❡❢❡r❛t ✈♦♥ ❊♣❤r❛✐♠ ❙❛❧♦♠♦♥ ❯♥t❡r ③✉ ✒❆♠♣èr❡✬s
▼❡t❤♦❞❡✱ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✈✐❡rt❡♥ ●r❛❞❡s ❛✉❢③✉❧ös❡♥✑ s♦✇✐❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ❇❡✐tr❛❣ ❞❡s
❆str♦♥♦♠❡♥ P❡t❡r ❆♥❞r❡❛s ❍❛♥s❡♥✱ ❞❡ss❡♥ ❇❡❤❛♥❞❧✉♥❣ ❞❡s ❉r❡✐❦ör♣❡r♣r♦❜❧❡♠s ❛✉❢
❞❡r ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ♠❡❤r❢❛❝❤ ❞✐s❦✉t✐❡rt ✇✉r❞❡✱ ü❜❡r ❞✐❡ ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ✒●❛✉ÿs❝❤❡♥

✶✵



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡r s♣❤är✐s❝❤❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡ ❞✉r❝❤ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❆✉s❞rü❝❦❡ . . . ✇❡❧✲
❝❤❡ ❞❡♥ ❙✐♥✉s ✉♥❞ ❈♦s✐♥✉s ❡✐♥❡s ❇♦❣❡♥s ❞✉r❝❤ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧❣röÿ❡♥ ♠✐t ✐♠❛❣✐♥är❡♥
❊①♣♦♥❡♥t❡♥ ❞❛rst❡❧❧❡♥✑✳ ❉✐❡ ❢r❛❣❧✐❝❤❡♥ ❋♦r♠❡❧♥✱ ❞✐❡ ❛✉❝❤ ♥❛❝❤ ❏❡❛♥ ❇❛♣t✐st❡ ❏♦✲
s❡♣❤ ❉❡❧❛♠❜r❡ ✭✶✼✹✾✲✶✽✷✷✮ ✉♥❞ ♥❛❝❤ ❑❛r❧ ❇r❛♥❞❛♥ ▼♦❧❧✇❡✐❞❡ ✭✶✼✼✹✲✶✽✷✺✮ ❜❡♥❛♥♥t
✇❡r❞❡♥✱ s❡❤❡♥ s♦ ❛✉s✿

sin
α

2
· sin b+ c

2
= sin

a

2
· cos β − γ

2

sin
α

2
· cos b+ c

2
= cos

a

2
· cos β + γ

2

cos
α

2
· sin b− c

2
= sin

a

2
· cos β − γ

2

sin
α

2
· sin b− c

2
= cos

a

2
· cos β + γ

2

❉❛❜❡✐ ❜❡③❡✐❝❤♥❡♥ ❞✐❡ ❇✉❝❤st❛❜❡♥ ✐♥ ❞❡r ü❜❧✐❝❤❡♥ ❲❡✐s❡ ❞✐❡ ❙tü❝❦❡ ❡✐♥❡s s♣❤är✐s❝❤❡♥
❉r❡✐❡❝❦s✳ ❉✐❡s❡ ❋♦r♠❡❧♥ ✇✉r❞❡♥ ✶✽✵✼ ✈♦♥ ❏✳ ❇✳ ❏✳ ❉❡❧❛♠❜r❡✱ ✶✽✵✽ ✈♦♥ ❈✳ ❋✳ ●❛✉ÿ
✉♥❞ ✶✽✵✾ ✈♦♥ ❑✳ ❇✳ ▼♦❧❧✇❡✐❞❡ ✈❡rö✛❡♥t❧✐❝❤t✹✳
❉✐❡ ●r✉♥❞✐❞❡❡ ❞❡r ❆✉✢ös✉♥❣s♠❡t❤♦❞❡ ✈♦♥ ❆♥❞ré ▼❛r✐❡ ❆♠♣èr❡ ✭✶✼✼✺✲✶✽✸✻✮✱ ❞✐❡

❞✐❡s❡r ✐♥ ❞❡r ❆❜❤❛♥❞❧✉♥❣ ❆♠♣èr❡ ✶✽✸✻ ❣❡s❝❤✐❧❞❡rt ❤❛tt❡✱ ❜❡st❡❤t ❞❛r✐♥✱ ❞✐❡ ③✉ ❧ös❡♥✲
❞❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✈✐❡rt❡♥ ●r❛❞❡s ❛❧s Pr♦❞✉❦t ③✇❡✐❡r ❚r✐♥♦♠❡ ❛♥③✉s❡t③❡♥ ✭❞❡r ❦✉❜✐s❝❤❡
❙✉♠♠❛♥❞ ❧ässt s✐❝❤ ❜❡❦❛♥♥t❧✐❝❤ ✐♠♠❡r ✬✇❡❣s✉❜st✐t✉✐❡r❡♥✬✮✿

x4 + bx2 + cx+ d = (x2 − px+ q)(x2 + px+ q).

❉✐❡ ❤✐❡r❜❡✐ ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥❞❡♥ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ p ✉♥❞ q ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ♥❛❝❤ ❆✉s♠✉❧t✐♣❧✐✲
③✐❡r❡♥ ✉♥❞ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥✈❡r❣❧❡✐❝❤ ❛❧s ▲ös✉♥❣❡♥ q✉❛❞r❛t✐s❝❤❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✳ ❉❛s ❣❡✲
s❝❤✐❧❞❡rt❡ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❣❡❤t✱ ✇✐❡ ❊✳ ❙✳ ❯♥❣❡r r✐❝❤t✐❣ ❛♥♠❡r❦t✱ ❛✉❢ ❘❡♥é ❉❡s❝❛rt❡s ✭✒▲❛
❣é♦♠étr✐❡✑✱ ✶✻✸✼✮ ③✉rü❝❦❀ ❡s ✇✉r❞❡ ✈♦♥ ▲❡♦♥❤❛r❞ ❊✉❧❡r ✐♥ s❡✐♥❡r ✒❆❧❣❡❜r❛✑ ✭✶✼✼✵✮ ✐♥
❡✐♥✐❣❡♥ ❙♣❡③✐❛❧❢ä❧❧❡♥ ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤ ✉♥t❡rs✉❝❤t✳
■♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ✈❡rt❡✐❧t ✇✉r❞❡ ❡✐♥❡ ❙❝❤r✐❢t ✒❙❝❤♦❧✐❡♥ ③✉ ❈❤r✐st♦♣❤ ❘✉❞♦❧♣❤s ❈♦ÿ✑

✈♦♥ ❍❡rr♠❛♥♥ ❆❞♦❧♣❤ ❉r❡❝❤s❧❡r ❛✉s ❉r❡s❞❡♥✱ ✐♥ ❞❡r ❞❡r ❱❡r❢❛ss❡r ✒❛✉❢ ❞✐❡ ❲✐❝❤✲
t✐❣❦❡✐t ❞❡s ❤✐st♦r✐s❝❤❡♥ ❙t✉❞✐✉♠s ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❤✐♥✇✐❡s✑ ✭❚❇✱ ✶✵✮✳ ❉✐❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣
✈♦♥ ❙❝❤r✐❢t❡♥ ✜♥❞❡t s✐❝❤ ö❢t❡r ❜❡✐ ❞❡♥ ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣❡♥✿ ❙✐❡ ✇❛r ✇♦❤❧ ❡✐♥❡ ❣ü♥st✐❣❡
●❡❧❡❣❡♥❤❡✐t ❣❡r❛❞❡ ❢ür ♥✐❝❤t ❛♥❣❡r❡✐st❡ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧❡r✱ ✐❤r❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ♠✐t③✉t❡✐❧❡♥✳
❉✐❡ ♥ä❝❤st❡♥ ❞r❡✐ ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣❡♥ ❲✐❡s❜❛❞❡♥ ✭✶✽✺✷✮✱ ❚ü❜✐♥❣❡♥ ✭✶✽✺✸✮ ✉♥❞ ●öt✲

t✐♥❣❡♥ ✭✶✽✺✹✮ ❜r✐♥❣❡♥ ❦❛✉♠ ❇❡✐trä❣❡ ③✉r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✱ s✐❡❤t ♠❛♥ ❡✐♥♠❛❧ ✈♦♥
❡✐♥❡♠ ❘❡❢❡r❛t ✈♦♥ ❏♦❤❛♥♥ ❍❡✐♥r✐❝❤ ❚r❛✉❣♦tt ▼ü❧❧❡r ✐♥ ❲✐❡s❜❛❞❡♥ ü❜❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐✲
s❝❤❡ ❋♦r♠❡❧s❛♠♠❧✉♥❣❡♥ ❛❜✳ ❇❡♠❡r❦❡♥s✇❡rt ✐st ♥❛tür❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❚❛❣✉♥❣ ✐♠ ▼❡❦❦❛
❞❡r ❞❛♠❛❧✐❣❡♥ ❞❡✉ts❝❤❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✱ ❣❡♠❡✐♥t ✐st ❤✐❡r ♥❛tür❧✐❝❤ ●ött✐♥❣❡♥✱ s♦ ✇❡♥✐❣
③✉r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❜✐❡t❡t✳ ❊✐♥✐❣❡ ●rü♥❞❡ ❧✐❡❣❡♥ ❤✐❡r❢ür ❛✉❢ ❞❡r ❍❛♥❞✿ ❈✳ ❋✳ ●❛✉ÿ
✇✉r❞❡ ✶✽✺✹ ❜❡r❡✐ts ✼✼ ✉♥❞ ✇❛r ♥✉r ♥♦❝❤ ✇❡♥✐❣ ❛❦t✐✈✳ ❇❡♥❡❞✐❦t ▲✐st✐♥❣✱ ❞❡r ③✇❡✐t❡

✹◆ä❤❡r❡s ③✉ ❞❡♠ ✬❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s②st❡♠✬ ✉♥❞ ③✉ s❡✐♥❡r ●❡s❝❤✐❝❤t❡ ✜♥❞❡t ♠❛♥ ❜❡✐ ❇r❛✉♥♠ü❤❧ ✶✾✵✸✮✳

✶✶



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

●ött✐♥❣❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r✱ ✇❛r ❛✉❝❤ ✲ ✈✐❡❧❧❡✐❝❤t ♠✉ss ♠❛♥ s❛❣❡♥✿ ❤❛✉♣tsä❝❤❧✐❝❤ ✲ P❤②✲
s✐❦❡r ✭❡r ✇❛r ◆❛❝❤❢♦❧❣❡r ✈♦♥ ❲✐❧❤❡❧♠ ❲❡❜❡r ✐♥ ●ött✐♥❣❡♥ ✭✶✽✸✾✮✮ ✉♥❞ ③✉sät③❧✐❝❤ ♠✐t
❞❡r ❧♦❦❛❧❡♥ ❚❛❣✉♥❣s❧❡✐t✉♥❣ ❜❡tr❛✉t❀ ❡r s♣r❛❝❤ ü❜❡r ❡✐♥ ❚❤❡♠❛ ❛✉s ❞❡r ❖♣t✐❦ ✭❚♦✲
t❛❧r❡✢❡①✐♦♥✮ ✉♥❞ ❢ü❤rt❡ ♦♣t✐s❝❤❡ ❱❡rs✉❝❤❡ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ❢ür P❤②s✐♦❧♦❣✐❡ ✈♦r✳ ❆✉❝❤
❇❡r♥❤❛r❞ ❘✐❡♠❛♥♥ ③♦❣ ❡s ✈♦r✱ ✐♠ ❑r❡✐s❡ s❡✐♥❡r ❙❡❦t✐♦♥ ü❜❡r ❡✐♥ Pr♦❜❧❡♠ ❞❡r ♠❛t❤❡✲
♠❛t✐s❝❤❡♥ P❤②s✐❦ ③✉ s♣r❡❝❤❡♥❀ ❡r ✇❛r ❞❛♥❡❜❡♥ ❛❧s ❙❝❤r✐❢t❢ü❤r❡r ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ❛❦t✐✈✳
❉❡r ❡✐♥③✐❣❡ ❇❡✐tr❛❣ ③✉r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❦❛♠ ✶✽✺✹ ✈♦♥ ▼♦r✐t③ ❆❜r❛❤❛♠ ❙t❡r♥✱
❡✐♥❡♠ ✇❡✐t❡r❡♥ ●ött✐♥❣❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r✱ ❞❡r ✒ü❜❡r ❡✐♥✐❣❡ ③❛❤❧❡♥t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ❙ät③❡✑
❜❡r✐❝❤t❡t❡✱ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ü❜❡r ❞✐❡ ❩❡r❧❡❣✉♥❣ ✈♦♥ Pr✐♠③❛❤❧❡♥ ✐♥ ❙✉♠♠❡♥ ✈♦♥ ◗✉❛✲
❞r❛t③❛❤❧❡♥✳ ❇❡❦❛♥♥t❧✐❝❤ ❤❛t ❏♦s❡♣❤ ▲♦✉✐s ▲❛❣r❛♥❣❡ ✭✶✼✸✻✲✶✽✶✸✮ ✶✼✼✵ ❜❡✇✐❡s❡♥✱ ❞❛ss
s✐❝❤ ❥❡❞❡ ♥❛tür❧✐❝❤❡ ❩❛❤❧ ❛❧s ❙✉♠♠❡ ❞r❡✐❡r ◗✉❛❞r❛t③❛❤❧❡♥ s❝❤r❡✐❜❡♥ ❧ässt✳ ❱❡r♠✉t❧✐❝❤
❞r❡❤t❡ s✐❝❤ ▼✳ ❆✳ ❙t❡r♥s ❱♦rtr❛❣ ✉♠ ❞❡r❛rt✐❣❡ ❋r❛❣❡♥✳
❉❛♠✐t s✐♥❞ ✇✐r ❛♠ ❊♥❞❡ ❞❡s ❡rst❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt❡s ❛♥❣❡❧❛♥❣t✱ ❞❡r ♠✐t ❞❡♠ ❚❡r♠✐♥✉s

✬❊t❛❜❧✐❡r✉♥❣✬ ü❜❡rs❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❛r✳ ■♥s❣❡s❛♠t s♣✐❡❧t❡ ❞✐❡ r❡✐♥❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞✐❡s❡r
P❡r✐♦❞❡ ♥♦❝❤ ❡✐♥❡ r❡❝❤t ❜❡s❝❤❡✐❞❡♥❡ ❘♦❧❧❡ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥✳ ❉❛s s♦❧❧t❡ s✐❝❤ ❜❛❧❞ ä♥❞❡r♥✳

✷✳✷ ❉✐❡ P❤❛s❡ ❞❡r ❑♦♥s♦❧✐❞✐❡r✉♥❣ ✭✶✽✺✻✲✶✽✻✻✮

▼✐t ❞❡r ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ❲✐❡♥ ✶✽✺✻ ❜❡❣✐♥♥t ❡✐♥❡ ♥❡✉❡ P❤❛s❡ ✐♥ ❞❡r ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r
r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥✳ ▼✐t s✐❡❜❡♥ ❚❤❡♠❡♥ ❛✉s ❞✐❡s❡♠ ❇❡r❡✐❝❤ ✭❜❡✐ ✐♥s✲
❣❡s❛♠t ❢ü♥❢③❡❤♥ ❱♦rträ❣❡♥ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✉♥❞ ❆str♦♥♦♠✐❡✱ ✈♦♥ ❞❡♥❡♥
❡✐♥✐❣❡ ✲ ✐♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉♠ ❚✐t❡❧ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ✲ ❞✉r❝❤❛✉s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❋r❛❣❡♥ ❣❡✲
✇✐❞♠❡t ✇❛r❡♥✮ ❡rr❡✐❝❤t ❞✐❡ r❡✐♥❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❡rst♠❛❧s ❡✐♥❡ st❛tt❧✐❝❤❡ ❆♥③❛❤❧ ✈♦♥
❇❡✐trä❣❡♥ ✉♥❞ ♥ä❤❡rt s✐❝❤ ❞❡r ❋ü♥❢③✐❣✲Pr♦③❡♥t✲▼❛r❦❡✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ✐st ❤✐❡r ❞✐❡ ◗✉❡❧✲
❧❡♥❧❛❣❡ ❜❡s♦♥❞❡rs s❝❤❧❡❝❤t❀ ♥✉r ❞❡r ❱♦rtr❛❣ ✈♦♥ ❇❡r♥❤❛r❞ ✈♦♥ ●✉❣❧❡r ✇✐r❞ ✐♠ ❚❛✲
❣❡❜❧❛tt ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤❡r ✇✐❡❞❡r❣❡❣❡❜❡♥✳ ❋♦❧❣❡♥❞❡ ❘❡❢❡r❛t❡ ✇❡r❞❡♥ ❛♥❣❡❦ü♥❞✐❣t✿ ❑❛r❧
●✉st❛✈ ❘❡✉s❝❤❧❡ ü❜❡r s❡✐♥❡ ✐♠ s❡❧❜❡♥ ❏❛❤r ❡rs❝❤✐❡♥❡♥❡♥ ③❛❤❧❡♥t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ ❚❛❜❡❧✲
❧❡♥ ✉♥❞ ü❜❡r Pr♦❢❡ss♦r ❋r✐s❝❤s ❑❡♣❧❡r✲❆✉s❣❛❜❡ s♦✇✐❡ ●❡♦r❣ ❏♦❤❛♥♥ ❲✐♥❦❧❡r ❊❞❧❡r
✈♦♥ ❇rü❝❦❡♥❜r❛♥❞ ü❜❡r ❆✉s❢ü❤r✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❙✐♠♦♥ ❙♣✐t③❡r ü❜❡r ❞✐❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡s
n✲t❡♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧q✉♦t✐❡♥t❡♥ ✈♦♥ y = tg x ✉♥❞ ❇❡♠❡r❦✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ●✳ ❏✳ ❲✐♥❦❧❡r ✈♦♥
❇rü❝❦❡♥❜r❛♥❞ ③✉ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❡rst❡♥ ♦❞❡r ❤ö❤❡r❡♥ ●r❛❞❡s ♠✐t ❑♦❡✣③✐✲
❡♥t❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ r❛t✐♦♥❛❧❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❱❡rä♥❞❡r❧✐❝❤❡♥ s✐♥❞✳ ❉✐❡ ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤❡
Ü❜❡rr❛s❝❤✉♥❣ ❞✐❡s❡r ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ❛❜❡r ✐st✱ ❞❛ss ❑❛r❧ ❲❡✐❡rstr❛ÿ✱ ❡❜❡♥ ❡rst ❛✉❢ ❇❡✲
tr❡✐❜❡♥ ✈♦♥ ❊r♥st ❊❞✉❛r❞ ❑✉♠♠❡r ❛♥ ❞✐❡ ●❡✇❡r❜❡s❝❤✉❧❡ ♥❛❝❤ ❈❤❛r❧♦tt❡♥❜✉r❣ ❜❡✲
r✉❢❡♥✱ ❡✐♥❡♥ ❱♦rtr❛❣ ü❜❡r ✒❉✐♦♣tr✐s❝❤❡ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥❡♥✑ ❤✐❡❧t✱ ❡✐♥❡ ❞❡r s❡❧t❡♥❡♥ ●❡✲
❧❡❣❡♥❤❡✐t❡♥✱ ✇♦ s✐❝❤ ❞✐❡s❡r ❋♦rs❝❤❡r ♠✐t ❞❡♥ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❦♦♥❦r❡t
❛✉s❡✐♥❛♥❞❡rs❡t③t❡✺✳ ❱✐❡❧❧❡✐❝❤t ♠✉ss ♠❛♥ ❤✐❡r✐♥ ❡✐♥❡ ❍♦♠❛❣❡ ❛♥ ❏♦s❡♣❤ P❡t③✈❛❧ s❡✲
❤❡♥✱ ❞❡♥ ❡✐♥✢✉ssr❡✐❝❤❡♥ ❲✐❡♥❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r✱ ❞❡r ❞✐❡ ❞♦rt✐❣❡ ❚❛❣✉♥❣ ❧❡✐t❡t❡ ✉♥❞

✺❩✉ ❲❡✐❡rstr❛ÿ❡♥s ❱❡r❤ä❧t♥✐s ③✉r ❛♥❣❡✇❛♥❞t❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❧❡s❡♥ ✇✐r ❜❡✐ ❑✳ ❘✐❝❤t❡r✿ ✒▼✐t ❆♥✲
✇❡♥❞✉♥❣❡♥ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t❡ ❡r s✐❝❤ ❦❛✉♠✳ ❙❡✐♥❡ ❊✐♥st❡❧❧✉♥❣ ③✉ ❞❡♥ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥
✇❛r ❛❜❡r ✇❡s❡♥t❧✐❝❤ ♣♦s✐t✐✈❡r ❛❧s ❞✐❡ ✈✐❡❧❡r s❡✐♥❡r ❋❛❝❤❦♦❧❧❡❣❡♥ ✐♥ ❉❡✉ts❝❤❧❛♥❞✳ ❆♥❧äÿ❧✐❝❤ s❡✐♥❡r
❛❦❛❞❡♠✐s❝❤❡♥ ❆♥tr✐ttsr❡❞❡ s❛❣t❡ ❡r✱ ❡r s❝❤ät③❡ ❞✐❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❞❡s❤❛❧❜ s♦ ❤♦❝❤✱ ✬✇❡✐❧ ❞✉r❝❤ s✐❡
❛❧❧❡✐♥ ❡✐♥ ✇❛❤r❤❛❢t ❜❡❢r✐❡❞✐❣❡♥❞❡s ❱❡rstä♥❞♥✐s ❞❡r ◆❛t✉r❡rs❝❤❡✐♥✉♥❣❡♥ ✈❡r♠✐tt❡❧t ✇✐r❞✑ ✬ ✭❲✉s✲
s✐♥❣ ✶✾✽✺✱ ✹✶✷✮✳

✶✷



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

❞❡r ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ s❡❧❜st ü❜❡r s❡✐♥❡ ❞✐♦♣tr✐s❝❤❡♥ ❆r❜❡✐t❡♥ ❜❡r✐❝❤t❡t❡✻✳
❆✉s❢ü❤r❧✐❝❤ ❞♦❦✉♠❡♥t✐❡rt s✐♥❞ ❞✐❡ ❆✉s❢ü❤r✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❇✳ ✈♦♥ ●✉❣❧❡r ✒ü❜❡r ❞✐❡

❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❚❛♥❣❡♥t❡♥ ✉♥❞ ❑rü♠♠✉♥❣s❤❛❧❜♠❡ss❡r ❛✉❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r❡ ❲❡✐s❡✑✳ ❙❡✐♥
❩✐❡❧ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt ❞❛s ❚❛❣❡❜❧❛tt ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥✿

✒❉❡✜♥✐❡rt ♠❛♥ ❞✐❡ ❚❛♥❣❡♥t❡ ❛❧s ❞✐❡ ●r❡♥③❧❛❣❡ ❡✐♥❡r ❙❡❝❛♥t❡✱ ✇❡❧❝❤❡ s✐❝❤
✉♠ ❡✐♥❡♥ ✐❤r❡r ❙❝❤♥✐tt♣✉♥❦t❡ s♦ ❧❛♥❣❡ ❞r❡❤t ❜✐s ❡✐♥ ③✇❡✐t❡r ❙❝❤♥✐tt♣✉♥❦t
♠✐t ❞❡♠ ❡rst❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥❢ä❧❧t✱ s♦ ❦❛♥♥ ♠❛♥✱ ✇✐❡ ●✉❣❧❡r ❛♥ ❡✐♥❡r ❘❡✐❤❡
✈♦♥ ❇❡✐s♣✐❡❧❡♥ ♥❛❝❤✇❡✐st✱ ❛✉s ❥❡♥❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✉♥❞ ❞❡r ❉❡✜✲
♥✐t✐♦♥ ❡✐♥❡r ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❈✉r✈❡ ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r ❡✐♥❡ ❝❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤❡ ❊✐❣❡♥✲
s❝❤❛❢t ✐❤r❡r ❚❛♥❣❡♥t❡ ❤❡r❧❡✐t❡♥✳ ❙♦❧❝❤❡ ❞✐r❡❝t❡♥ ❍❡r❧❡✐t✉♥❣❡♥ ❡♠♣❢❡❤❧❡♥
s✐❝❤ ♥❛♠❡♥t❧✐❝❤ ❢ür ❯♥t❡rr✐❝❤ts③✇❡❝❦❡✑ ✭❚❇✱ ✶✾✸✮✳

❍❡✉t❡ ✇ür❞❡ ♠❛♥ ✈✐❡❧❧❡✐❝❤t ✈♦♥ ❡✐♥❡r ❜❡❛❜s✐❝❤t✐❣t❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❛r✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ●r✉♥❞✲
❛✉❢❣❛❜❡ ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧r❡❝❤♥✉♥❣ s♣r❡❝❤❡♥✳ ❲✐❡ ❞✐❡s❡ ❦♦♥❦r❡t ❛✉s❣❡❢ü❤rt ✇✉r❞❡✱
❜❧❡✐❜t ♦✛❡♥✳ ❊s ❢♦❧❣❡♥ ❞❛♥♥ ♥♦❝❤ ❡✐♥✐❣❡ ❙ät③❡ ü❜❡r ✒❝②❝❧✐s❝❤❡ ❈✉r✈❡♥✑ ✭❞❛♠✐t s✐♥❞
❞✐❡ ❩②❦❧♦✐❞❡♥ ❣❡♠❡✐♥t✮✳ ❍✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ❇❡✇❡✐s❡ ✇✐r❞ ❞❡r ▲❡s❡r ❛✉❢ ❞❛s ✒▲❡❤r❜✉❝❤
❞❡r ❞❡s❦r✐♣t✐✈❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡✑ ●✉❣❧❡rs ✈❡r✇✐❡s❡♥✱ ❞❛s ❡s ✐♠♠❡r❤✐♥ ❛✉❢ ✈✐❡r ❆✉✢❛❣❡♥
❜r❛❝❤t❡ ✭◆ür♥❜❡r❣ ✶✽✹✷✱ ❙t✉tt❣❛rt ✶✽✺✻✱ ✶✽✼✹ ✉♥❞ ✶✽✽✵✮✳ ❉❡s❦r✐♣t✐✈❡ ●❡♦♠❡tr✐❡ ✇❛r
❞❡r s❡✐♥❡r③❡✐t ü❜❧✐❝❤❡ ◆❛♠❡ ❞❡r ❤❡✉t❡ ❞❛rst❡❧❧❡♥❞ ❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❉✐s③✐✲
♣❧✐♥✳ ❆❜s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❤❡✐ÿt ❡s ✐♠ ❚❛❣❡❜❧❛tt✿ ✒❱♦♥ ❞❡♥ ✹✶ ▼✐t❣❧✐❡❞❡r♥ ❜❡t❤❡✐❧✐❣t❡♥ s✐❝❤
❞❡♠♥❛❝❤ ❛♥ ❞❡♥ ❱❡r❤❛♥❞❧✉♥❣❡♥ ✾❀ ❞❛r✉♥t❡r ✺ Öst❡rr❡✐❝❤❡r ✭✹ ✐♥ ❲✐❡♥ ✇♦❤♥❡♥❞✮✱ ✹
❛✉s ❞❡♠ ü❜r✐❣❡♥ ❉❡✉ts❝❤❧❛♥❞✑ ✭❚❇✱ ✶✼✮✳
❆♥❧äss❧✐❝❤ ❞❡r ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ❇♦♥♥ ✶✽✺✼ ❤✐❡❧t ▼♦r✐t③ ❈❛♥t♦r ❡✐♥❡♥ ❧ä♥❣❡r❡♥ ♠❛✲

t❤❡♠❛t✐❦❤✐st♦r✐s❝❤❡♥ ❱♦rtr❛❣✳ ❉❡r ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣❡r Pr✐✈❛t❞♦③❡♥t ❜❡tr❛❝❤t❡t❡ ▼✐❝❤❛❡❧
❙t✐❢❡❧ ✉♥❞ ❍✐❡r♦♥②♠✉s ❈❛r❞❛♥✉s ❛❧s ❱❡rtr❡t❡r ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r ❆rt❡♥ ✭✒❘✐❝❤t✉♥❣❡♥✑✮✱
✇✐❡ ♠❛♥ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t✱ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✱ ❜❡tr❡✐❜❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉❡r ❡rst❡r❡ ❣✐❧t
❧❛✉t ▼✳ ❈❛♥t♦r ❛❧s ❱❡r❦ör♣❡r✉♥❣ ❞❡r ✒s❛♥❣✉✐♥✐s❝❤❡♥ ❘✐❝❤t✉♥❣✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ✈♦r③ü❣❧✐❝❤ ✐♥
✈♦r❡✐❧✐❣❡♥ ✉♥❞ ③✉ ❦ü❤♥❡♥✱ ❤ä✉✜❣ ✉♥r✐❝❤t✐❣❡♥ ■♥❞✉❝t✐♦♥ss❝❤❧üss❡♥ ❞♦❝✉♠❡♥t✐rt❡✱ ✉♥❞
❞✐❡ ❙t✐❢❡❧✱ ✇❡♥♥ s✐❡ s✐❝❤ ❛✉❢ ♣r❛❦t✐s❝❤❡ ❋r❛❣❡♥ ❡✐♥s❝❤❧✐❡ss❡♥ ❤ä✉✜❣ ✐♥ ❱❡r❧❡❣❡♥❤❡✐t
s❡t③t❡✑ ✭❆❇✱ ✸✵✾✮✳ ❆❧s ❇❡❧❡❣ ❤✐❡r❢ür ✇✐r❞ ❙t✐❢❡❧s ❱♦r❛✉ss❛❣❡ ❡✐♥❡s ❲❡❧t✉♥t❡r❣❛♥❣s
❢ür ❞❡♥ ✶✺✳ ❖❦t♦❜❡r ✶✺✸✸ ❡r✇ä❤♥t ✉♥❞ ❞✐❡ ❚❛ts❛❝❤❡✱ ❞❛ss ♥✉r ❞✐❡ ■♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ✈♦♥
▼✳ ▲✉t❤❡r ✉♥❞ P❤✳ ▼❡❧❛♥❝❤t♦♥ ✐❤♥ ✈♦r ❡✐♥❡r ❤❛rt❡♥ ❇❡str❛❢✉♥❣ ❜❡✇❛❤rt❡✼✳ ❉❛❣❡❣❡♥
✇❛r ❍✳ ❈❛r❞❛♥✉s ✭✶✺✵✶✲✶✺✼✻✮ ❢ür ▼✳ ❈❛♥t♦r ❞✐❡ ✒r❡✐♥ ✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡ ◆❛t✉r✑✱ ✇❛s

✻❏✳ P❡t③✈❛❧ ❣❡❧❛♥❣t❡ ✶✽✹✵ ③✉ ❣r♦ÿ❡r ❇❡rü❤♠t❤❡✐t✱ ❛❧s ❡s ✐❤♠ ❣❡❧❛♥❣✱ ❞✉r❝❤ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ❞❛s
P♦rtr❛✐t✲❉♦♣♣❡❧♦❜❥❡❦t✐✈ ✭✒P❡t③✈❛❧✲❖❜❥❡❦t✑✮ ③✉ ❡♥t✇❡r❢❡♥✱ ❞❛s ❞✐❡ ▲✐❝❤tstär❦❡ ❞❡r ❜✐s ❞❛❤✐♥ ü❜✲
❧✐❝❤❡♥ ❖❜❥❡❦t✐✈❡ ✉♠ ❞❛s ❩❡❤♥❢❛❝❤❡ ü❜❡rtr❛❢✱ ✇♦❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❢ür P♦rtr❛✐t❛✉❢♥❛❤♠❡♥ ❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤❡♥
✬❙✐t③✉♥❣❡♥✬ ❡r❤❡❜❧✐❝❤ ✈❡r❦ür③t ✇❡r❞❡♥ ❦♦♥♥t❡♥✳ ❉❛s ❖❜❥❡❦t✐✈ ✇✉r❞❡ ✈♦♥ P❡t❡r ❲✐❧❤❡❧♠ ✈♦♥
❱♦✐❣t❧ä♥❞❡r ✭✶✽✶✷✲✶✽✼✽✮ ♠✐t ❣r♦ÿ❡♠ ✇✐rts❝❤❛❢t❧✐❝❤❡♥ ❊r❢♦❧❣ ❣❡❜❛✉t✱ ❞❡r ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❛♥ ❏✳ P❡t③✈❛❧
✈♦rü❜❡r❣✐♥❣✳

✼Ü❜r✐❣❡♥s ❤❛t ❛✉❝❤ ❏♦❤♥ ◆❛♣✐❡r ✭✶✺✺✵✲✶✻✶✼✮✱ ❞❡r ❊r✜♥❞❡r ❞❡r ▲♦❣❛r✐t❤♠❡♥✱ ✐♥ s❡✐♥❡♠ t❡✐❧✇❡✐s❡ ❛♥
❙t✐❢❡❧ ❛♥❦♥ü♣❢❡♥❞❡♠❲❡r❦ ✒❆ ❇❧❛♥❝ ❉✐s❝♦✈❡r② ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❘❡✈❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❛✐♥t ❏♦❤♥✑ ✭❊❞✐♥❜✉r❣✱
✶✺✾✸✮ ❡✐♥❡♥ ❲❡❧t✉♥t❡r❣❛♥❣ ♣r♦♣❤❡③❡✐t✱ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❢ür ❡✐♥❡♥ ❩❡✐t♣✉♥❦t ❧❛♥❣❡ ♥❛❝❤ s❡✐♥❡♠ ❚♦❞❡✱
♥ä♠❧✐❝❤ ③✇✐s❝❤❡♥ ✶✻✽✽ ✉♥❞ ✶✼✵✵✳ ❊✐♥❡♥ Ü❜❡r❜❧✐❝❦ ③✉ ❙t✐❢❡❧s ❲♦rtr❡❝❤♥✉♥❣✱ ❞✐❡ ♠❛♥ s✐❝❤❡r❧✐❝❤
♥✐❝❤t ❛❧s ❞❡ss❡♥ ✇✐❝❤t✐❣st❡ ✒✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡✑ ▲❡✐st✉♥❣ ❛♥s❡❤❡♥ ❞❛r❢ ✭✐♥s♦❢❡r♥ ♠✉ss ❈❛♥t♦rs
❆♥s❛t③ ❤✐❡r ❦r✐t✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥✮✱ ✜♥❞❡t s✐❝❤ ❜❡✐ ❘❡✐❝❤ ✶✾✽✾✱ ✽✷✲✽✺✳

✶✸



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

s✐❝❤ ❜❡s♦♥❞❡rs ✐♥ ❞❡ss❡♥ ③❛❤❧❡♥t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡♥ ❙ät③❡♥ ✭③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧
✐♥ s❡✐♥❡r ❋♦r♠❡❧ ❢ür ❜❡❢r❡✉♥❞❡t❡ ❩❛❤❧❡♥ ✐♥ ❞❡r ✒Pr❛❝t✐❝❛ ❛r✐t❤♠❡t✐❝❡ . . .✑ ✈♦♥ ✶✺✸✾✮
③❡✐❣❡✳ ❊✐♥❡ ❩✇✐s❝❤❡♥st❡❧❧✉♥❣ ♥✐♠♠t P❡tr✉s ❘❛♠✉s ✭✶✺✶✺✲✶✺✼✷✮ ❡✐♥✱ ❞❡r ③✉r ✒♣r❛❦t✐✲
s❝❤❡♥✑ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❣❡③ä❤❧t ✇✐r❞✳ ❆✉❝❤ ✐♥ ❇♦♥♥ ✇✉r❞❡ ❞❛s ❙❝❤✐❝❦s❛❧ ❞❡r ❑❡♣❧❡r✲❆✉s❣❛❜❡
❜❡s♣r♦❝❤❡♥✱ ✇♦❜❡✐ ❏✳ ❩❡❝❤ ❡✐♥❞r✐♥❣❧✐❝❤ ❛♥ ❞✐❡ ❆♥✇❡s❡♥❞❡♥ ❛♣♣❡❧❧✐❡rt❡✱ ❞✉r❝❤ ❙✉❜✲
s❦r✐♣t✐♦♥ ❞❛s ✇❡✐t❡r❡ ❊rs❝❤❡✐♥❡♥ ③✉ s✐❝❤❡r♥✳
✶✽✺✽ ❢❛♥❞ ❞✐❡ ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ✐♥ ❑❛r❧sr✉❤❡ ✭❞❛♠❛❧s ❈❛r❧sr✉❤❡✮ st❛tt✱ ❛❧s♦ ✐♥ ❡✐♥❡r

❙t❛❞t✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡ ❞❡r ❛✉❢str❡❜❡♥❞❡♥ ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡♥ ❍♦❝❤s❝❤✉❧❡♥ ✭❞❛♠❛❧s ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❱♦r✲
❜✐❧❞ ❞❡r P❛r✐s❡r ➱❝♦❧❡ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡ ♠❡✐st P♦❧②t❡❝❤♥✐❦❛ ❣❡♥❛♥♥t✮ ❜❡❤❡r❜❡r❣t❡✳ ❋❡r✲
❞✐♥❛♥❞ ❏❛❝♦❜ ❘❡❞t❡♥❜❛❝❤❡r ✭✶✽✵✾✲✶✽✻✸✮✱ ❞❡r ♠❛ÿ❣❡❜❧✐❝❤ ❛♠ ❆✉❢s❝❤✇✉♥❣ ❞❡s ❑❛r❧s✲
r✉❤❡r P♦❧②t❡❝❤♥✐❦✉♠s ❜❡t❡✐❧✐❣t ❣❡✇❡s❡♥ ✐st ✉♥❞ ❞❡r ③✉ ❞❡♥ ❜❡❦❛♥♥t❡st❡♥ ■♥❣❡♥✐❡✉r❡♥
s❡✐♥❡r ❩❡✐t ❣❡❤ört❡✱ ✇✉r❞❡ ③✉♠ ❱♦rs✐t③❡♥❞❡♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ■❱ ✒▼❛t❤❡♠❛t✐❦✱ ❆str♦♥♦✲
♠✐❡ ✉♥❞ ▼❡❝❤❛♥✐❦✑ ❣❡✇ä❤❧t✳ ▼✐t ❈❤r✐st✐❛♥ ❲✐❡♥❡r✱ ❛❜ ✶✽✺✷ Pr♦❢❡ss♦r ❢ür ●❡♦♠❡tr✐❡
✉♥❞ ●❡♦❞äs✐❡✱ ✇❛r ❡✐♥❡r ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r✱ ❞✐❡ ③✉♠ ✬❤❛rt❡♥ ❑❡r♥✬ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ③✉
r❡❝❤♥❡♥ s✐♥❞✱ ✐♥ ❑❛r❧sr✉❤❡ ❛♥säss✐❣ ✭❊r♥st ❙❝❤rö❞❡r ❦❛♠ ❡rst ✶✽✼✻ ❤✐❡r❤❡r✮❀ ❈❤r✳
❲✐❡♥❡r ✇❛r ❛✉❝❤ ❜❡✐ ❞❡r ❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡r ❚❛❣✉♥❣ ❛❦t✐✈✳ ❉✐❡ ❲❡rts❝❤ät③✉♥❣✱ ❞✐❡
♠❛♥ ✐♥ ❑❛r❧sr✉❤❡ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❡♥t❣❡❣❡♥❜r❛❝❤t❡✱ ③❡✐❣t s✐❝❤ s❝❤♦♥ ✐♥ ❞❡r ❚❛ts❛❝❤❡✱
❞❛ss ✇✐r ❤✐❡r ❡rst♠❛❧s ❡✐♥❡♥ ❱♦rtr❛❣ ✐♥ ❞❡♥ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❙✐t③✉♥❣❡♥ ✜♥❞❡♥✱ ❞❡r s✐❝❤
❡①♣❧✐③✐t ♠✐t ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t❡✿ ❏♦s❡♣❤ P❡t③✈❛❧ s♣r❛❝❤ ü❜❡r ✒❞✐❡ ❇❡❞❡✉t✉♥❣
❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❢ür ❞✐❡ ◆❛t✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥✑ ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❤✐❡r③✉ ✹✳✶✮✳
❆✉❝❤ ✐♥ ❑❛r❧sr✉❤❡ ❜❡t❡✐❧✐❣t❡ s✐❝❤ ▼✳ ❈❛♥t♦r ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❇❡✐tr❛❣ ü❜❡r ❞✐❡ ●❡s❝❤✐❝❤✲

t❡ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✿ ✒❩✉r ä❧t❡st❡♥ ●❡s❝❤✐❝❤t❡ ❞❡r ❩❛❤❧③❡✐❝❤❡♥✑✳ ❉❛r✐♥ ✈❡rs✉❝❤t ❡r ❞✐❡
❋r❛❣❡ ③✉ ❦❧är❡♥✱ ✇♦❤❡r ❞✐❡ ❊✉r♦♣ä❡r ✐❤r❡ ❑❡♥♥t♥✐s ❞❡r ❤❡✉t❡ ü❜❧✐❝❤❡♥ ❛r❛❜✐s❝❤❡♥
✭✐♥❞✐s❝❤❡♥✮ ❩✐✛❡r♥ ❜❡③♦❣❡♥ ❤❛❜❡♥ ❦ö♥♥t❡♥✳ ❙❡✐♥ ❆✉s❣❛♥❣s♣✉♥❦t ❞❛❜❡✐ ✐st✱ ❞❛ss ✈♦♥
❞✐❡s❡♥ ❩✐✛❡r♥ ✒❡✐♥❡ ❢rü❤❡r❡ ❡✉r♦♣ä✐s❝❤❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❢❡stst❡❤t✱ ❛❧s ▲❡♦♥❛r❞♦ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐
♠✐t ❞❡♥ ❆r❛❜❡r♥ ③✉s❛♠♠❡♥tr❛❢✑ ✭❆❇✱ ✶✸✺✮✳ ❆❧s ❇❡❧❡❣ ❤✐❡r❢ür ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❙t❡❧❧❡ ❛✉s
❆♥✐❝✐✉s ▼❛♥❧✐✉s ❚♦rq✉❛t✉s ❙❡✈❡r✐♥✉s ❇♦❡t❤✐✉s ✭③✐r❦❛ ✹✽✵✲✺✷✹✴✷✺✮ ✒●❡♦♠❡tr✐❡✑ ❛♥✲
❣❡❣❡❜❡♥✳ ▼✳ ❈❛♥t♦r ❢ü❤rt ❞✐❡ ❩❛❤❧③❡✐❝❤❡♥✱ ✇✐❡ ❡r ❞✐❡ ❛r❛❜✐s❝❤❡♥ ❩✐✛❡r♥ ❛✉❝❤ ♥❡♥♥t✱
s♦❣❛r ❛✉❢ P②t❤❛❣♦r❛s ③✉rü❝❦✱ ✇♦❞✉r❝❤ s✐❝❤ ❞✐❡ ❛♥❢ä♥❣❧✐❝❤❡ ❋r❛❣❡ tr❛♥s❢♦r♠✐❡rt ③✉✿
❲♦ ❤❛t P②t❤❛❣♦r❛s ❞✐❡ ❩❛❤❧③❡✐❝❤❡♥ ❦❡♥♥❡♥❣❡❧❡r♥t❄ ❍✐❡r③✉ ❧❛✉t❡t ❞✐❡ ❚❤❡s❡✿ ❊r ❤❛t
s✐❡ ✐♠ ❩✇❡✐str♦♠❧❛♥❞ ✈♦♥ ❞❡♥ ■♥❞❡r♥ ❡r❤❛❧t❡♥✳ ❆✉s ♠♦❞❡r♥❡r ❙✐❝❤t ❡rst❛✉♥t ✈♦r ❛❧✲
❧❡♠✱ ✇✐❡ ✈✐❡❧ ❞❡r ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❤✐st♦r✐❦❡r ü❜❡r ❞✐❡ P❡rs♦♥ ❞❡s P②t❤❛❣♦r❛s
❛❧s ❜❡❦❛♥♥t ✈♦r❛✉ss❡t③t✳ ❙❡✐♥❡ ❍❛✉♣tq✉❡❧❧❡ ③✉ ❞✐❡s❡♠ ✐st ❊❞✉❛r❞ ❘öt❤s ✒●❡s❝❤✐❝❤t❡
✉♥s❡r❡r ❛❜❡♥❞❧ä♥❞✐s❝❤❡♥ P❤✐❧♦s♦♣❤✐❡✑✱ ❇❛♥❞ ③✇❡✐ ✭▼❛♥♥❤❡✐♠✱ ✶✽✺✽✮✱ ❣❡✇❡s❡♥✳ ❊✐✲
♥❡ ✇✐❝❤t✐❣❡ ❘♦❧❧❡ ✐♥ ❞❡♥ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ❈❛♥t♦rs s♣✐❡❧t ❞✐❡ ❊✐♥❢ü❤r✉♥❣ ❞❡r ◆✉❧❧✱
❞✐❡ ❡r ❢ür ❡✐♥❡ ◆❛❝❤❡r✜♥❞✉♥❣ ✭r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❩✐✛❡r♥✮ ❤ä❧t ✉♥❞ ❞✐❡ ❡r ❛✉❢ ❞✐❡
❩❡✐t ❞❡s ✐♥❞✐s❝❤❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡rs ❆r❥❛❜❤❛t❛ ✭✯✹✼✻✮ ❞❛t✐❡rt✳ ❉❡♥ ❛❦t✉❡❧❧❡♥ ❙t❛♥❞ ❞❡r
❋♦rs❝❤✉♥❣ ✐♥ ❞✐❡s❡♥ ❞✐✣③✐❧❡♥ ❋r❛❣❡♥✱ ❞❡r ❞♦❝❤ ❡r❤❡❜❧✐❝❤ ✈♦♥ ❞❡♥ ❆♥s✐❝❤t❡♥ ❈❛♥t♦rs
❛❜✇❡✐❝❤t✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❜❡✐ ❚r♦♣❢❦❡ ✶✾✽✵✱ ❏♦s❡♣❤ ✶✾✾✶✱ ✷✸✾✲✹✽ ✉♥❞ ✸✶✶✲✶✻ s♦✇✐❡ ■❢r❛❤
✶✾✽✾✱ ✹✼✻✲✺✹✹ ❡♥t♥❡❤♠❡♥✳
■♥ ❑❛r❧sr✉❤❡ ❦♦♥♥t❡ ❈❤r✳ ❋r✐s❝❤ ❡♥❞❧✐❝❤ ❞❡♥ ❡rst❡♥ ❇❛♥❞ s❡✐♥❡r ❆✉s❣❛❜❡ s♦✇✐❡

❇ö❣❡♥ ❞❡s ✐♠ ❉r✉❝❦ ❜❡✜♥❞❧✐❝❤❡♥ ③✇❡✐t❡♥ ❇❛♥❞❡s ♣räs❡♥t✐❡r❡♥✳ ❊r s❝❤✐❧❞❡rt❡ ❜❡✐ ❞✐❡✲
s❡♠ ❞❡♥❦✇ür❞✐❣❡♥ ❆♥❧❛ss ♥♦❝❤ ❡✐♥♠❛❧ ❞✐❡ ❙❝❤✇✐❡r✐❣❦❡✐t❡♥✱ ♠✐t ❞❡♥❡♥ ❡r ③✉ ❦ä♠♣❢❡♥
❤❛tt❡✳ ❯♥t❡r ❛♥❞❡r❡♠ ❡r✇ä❤♥t ❡r✱ ❞❛ss ❡r ❞✐❡ ✇✐❝❤t✐❣st❡ ❚❡①tq✉❡❧❧❡✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ✷✹ ✈♦♥
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✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

❏✳ ❑❡♣❧❡r ❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡ ❋♦❧✐❛♥t❡♥ ✭❞✐❡ ✬P❡t❡rs❜✉r❣❡r ▼❛♥✉s❦r✐♣t❡✬✮✱ ③✉♠ ❣r♦ÿ❡♥ ❚❡✐❧
s❡❧❜st ✈♦♥ ❍❛♥❞ ❛❜❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ❤❛❜❡✳
❉❛rü❜❡r ❤✐♥❛✉s tr❡✛❡♥ ✇✐r ✐♥ ❑❛r❧sr✉❤❡ ♥♦❝❤ ❛✉❢ ❞r❡✐ ✇❡✐t❡r❡ ❘❡❢❡r❛t❡ ③✉r r❡✐♥❡♥

▼❛t❤❡♠❛t✐❦✿ P❛✉❧ ❊s❝❤❡r s♣r❛❝❤ ✒❯❡❜❡r ❞❡♥ ❋❧ä❝❤❡♥✐♥❤❛❧t ❞❡r ❑✉❣❡❧③♦♥❡✑✱ ❆✉❣✉st
❲❡✐❧❡r ✒❯❡❜❡r ❞✐❡ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ❞❡r ♣❛rt✐❡❧❧❡♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡r ❡rst❡♥ ❖r❞♥✉♥❣
♠✐t n + 1 ❱❡rä♥❞❡r❧✐❝❤❡♥ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡r n✲t❡♥ ❖r❞♥✉♥❣ ♠✐t ♥✉r
③✇❡✐ ❱❡rä♥❞❡r❧✐❝❤❡♥✑ ✉♥❞ ❏✉❧✐✉s ❩❡❝❤ ✒❯❡❜❡r ❞✐❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❑rü♠♠✉♥❣❡♥ ✐♥ ❡✐✲
♥❡♠ P✉♥❦t ❡✐♥❡r ❋❧ä❝❤❡ ③✇❡✐t❡♥ ●r❛❞❡s✑✳ P✳ ❊s❝❤❡r ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t❡ s✐❝❤ ♠✐t ❞❡♠ ❢♦❧✲
❣❡♥❞❡♥ st❡r❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ Pr♦❜❧❡♠✿ ●❡❣❡❜❡♥ ❞✐❡ ❘❛❞✐❡♥ a ✉♥❞ b ❞❡r ❡✐♥❡ ❑✉❣❡❧③♦♥❡
❜❡❣r❡♥③❡♥❞❡♥ P❛r❛❧❧❡❧❦r❡✐s❡ ♠✐t ❞❡♠ ❆❜st❛♥❞ h ✭❛✉❝❤ ❩♦♥❡♥❤ö❤❡ ❣❡♥❛♥♥t✮✳ ❲✐❡
❣r♦ÿ ✐st ❞❡r ■♥❤❛❧t Z ❞❡r ❑✉❣❡❧③♦♥❡❄ ❉✐❡ ❆♥t✇♦rt ❧❛✉t❡t✿

Z = π
√

[(a+ b)2 + h2][(a− b)2 + h2

❲❡✐t❡r ③❡✐❣t❡ ❞❡r ❱♦rtr❛❣❡♥❞❡✱ ✇✐❡ ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❞❡r ❑✉❣❡❧③♦♥❡ ✢ä❝❤❡♥❣❧❡✐❝❤❡ ❊❧❧✐♣s❡
✭❛✉❝❤ ❡✐♥❡♥ ❩②❧✐♥❞❡r♠❛♥t❡❧✮ ❦♦♥str✉✐❡r❡♥ ❦❛♥♥✳ ●❡❤t ❞✐❡ ❩♦♥❡ ✐♥ ❡✐♥❡ ❑✉❣❡❧❤❛✉❜❡
ü❜❡r✱ s♦ tr❛♥s❢♦r♠✐❡rt s✐❝❤ ❞✐❡ ❊❧❧✐♣s❡ ✐♥ ❡✐♥❡♥ ❑r❡✐s✳ ❏✳ ❩❡❝❤ ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t❡ s✐❝❤ ♠✐t
❞❡r ▲❛❣❡ ❞❡r ❑rü♠♠✉♥❣s♠✐tt❡❧♣✉♥❦t❡ ❜❡✐ ❋❧ä❝❤❡♥ ③✇❡✐t❡r ❖r❞♥✉♥❣✳ ❆✉s❣❡❤❡♥❞ ✈♦♥
❡✐♥❡♠ ❊❧❧✐♣s♦✐❞ ❦♦♥str✉✐❡rt❡ ❡r ♦s❦✉❧✐❡r❡♥❞❡ ❊❧❧✐♣s❡♥✱ ♠✐t ❞❡r❡♥ ❍✐❧❢❡ ❞✐❡ ❣❡s✉❝❤t❡♥
P✉♥❦t❡ ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❙❡✐♥❡ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣❡♥ ❣✐♣❢❡❧t❡♥ ✐♥ ❞❡♠ ❙❛t③✿

✒❋♦❧❣❧✐❝❤ ✐st ❞❡r ❖rt ❛❧❧❡r ♦s❝✉❧✐❡r❡♥❞❡♥ ❊❧❧✐♣s❡♥ ✭❡✐♥❡s ❊❧❧✐♣s♦✐❞s✮ ❡✐♥ ❊❧✲
❧✐♣s♦✐❞✱ ✈♦♥ ✇❡❧❝❤❡♠ ❡✐♥❡ ❆①❡ ❞✐❡ ◆♦r♠❛❧❡ ✐st✱ ✉♥❞ ❞✐❡ ❑rü♠♠✉♥❣ ✐♥
❡✐♥❡♠ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ P✉♥❦t ✐st s♦ ❛✉❢ ❞✐❡ ✐♠ ❊♥❞♣✉♥❦t ❡✐♥❡r ❆①❡ ③✉rü❝❦❣❡✲
❢ü❤rt✑ ✭❆❇✱ ✶✹✺✮

❉❡r ❱♦rtr❛❣ ❞❡s ▼❛♥♥❤❡✐♠❡rs ❆✳ ❲❡✐❧❡r ❜❡❤❛♥❞❡❧t❡ ❡✐♥❡ ✈♦♥ ❏✳ ▲✳ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❣❡❢✉♥✲
❞❡♥❡ ▼❡t❤♦❞❡✱ ✇✐❡ ♠❛♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡r ❋♦r♠

Z = Y
∂z

∂y
+X

∂z

∂x
+W

∂z

∂w
+ . . .

✭✇♦❜❡✐ Z, Y,X,W, . . . ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❞❡r ♥✰✶ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ z, x, y, w, . . . s❡✐♥ s♦❧❧❡♥✮ ❛✉❢
❡✐♥❡ ❣❡✇ö❤♥❧✐❝❤❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ③✉rü❝❦❢ü❤rt✿

P
dny

dzn
= Q

✭✇♦❜❡✐ P ✉♥❞ Q ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ✈♦♥ y ✉♥❞ z s♦✇✐❡ ❞❡r ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ y
′
, y

′′
, ... ❣❡♥♦♠♠❡♥

♥❛❝❤ z ✲ s✐♥❞✮✳ ❉❡r ❱♦rtr❛❣❡♥❞❡ ❜❡t♦♥t❡ ✇❡✐t❡r✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡s ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❛✉❝❤ ❜❡✐ ❞❡r
▲ös✉♥❣ ✈♦♥ ❙②st❡♠❡♥ ✈♦♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ✜♥❞❡♥ ❦❛♥♥✳
❉✐❡ ❚❛❣✉♥❣ ✐♥ ❑ö♥✐❣s❜❡r❣ ✶✽✻✵ ❜r❛❝❤t❡ ❞r❡✐ r❡✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❱♦rträ❣❡✱ ❞✐❡

❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❛❧❧❡ ♥✉r ❦✉r③ ✐♠ ❆♠t❧✐❝❤❡♥ ❇❡r✐❝❤t ✇✐❡❞❡r❣❡❣❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ▼✐t ❍❡✐♥r✐❝❤
❙❝❤röt❡r ♠❡❧❞❡t❡ s✐❝❤ ❤✐❡r ❡rst♠❛❧s ❡✐♥ ✇❡✐t❡r❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r ③✉ ❲♦rt✱ ❞❡r ③✉♠ ✬❤❛r✲
t❡♥ ❑❡r♥✬ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ③✉ r❡❝❤♥❡♥ ✐st✳ ❉✐❡s❡r s♣r❛❝❤ ü❜❡r ❞✐❡ ✒▼♦❞✉❧❛r❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür ❞✐❡
❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✶✶t❡r ❖r❞♥✉♥❣ ❞❡r ❡❧❧✐♣t✐s❝❤❡♥ ❋✉♥❝t✐♦♥❡♥✑✱ ✇♦❜❡✐ ❡r ✐♥ s❡✐♥❡♥ ❤✐s✲
t♦r✐s❝❤❡♥ ❇❡♠❡r❦✉♥❣❡♥ ❞❛r❛✉❢ ❛✉❢♠❡r❦s❛♠ ♠❛❝❤t❡✱ ❞❛ss ❡r ✈♦r ❛❧❧❡♠ ❑ö♥✐❣s❜❡r❣❡r
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✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r ✭✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❈❛r❧ ●✉st❛✈ ❏❛❝♦❜ ❏❛❝♦❜✐ ✭✶✽✵✹✲✶✽✺✶✮✮ ❣❡✇❡s❡♥ s❡✐❡♥✱
❞✐❡ s✐❝❤ ♠✐t ❞✐❡s❡r ❋r❛❣❡ ❛✉s ❞❡♠ ●❡❜✐❡t ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥t❤❡♦r✐❡ ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t ❤ätt❡♥✳
❙✐❡❣❢r✐❡❞ ❍❡r♠❛♥♥ ❆r♦♥❤♦❧❞✱ ❞❡r ❡❜❡♥s♦ ✇✐❡ ❍✳ ❙❝❤röt❡r ❛✉s ❞❡r ❑ö♥✐❣s❜❡r❣❡r ❙❝❤✉❧❡
❤❡r✈♦r❣❡❣❛♥❣❡♥ ✐st✱ ✇✐❞♠❡t❡ s✐❝❤ ✐♥ s❡✐♥❡♠ ❇❡✐tr❛❣ ❞❡r ✒❊♥tst❡❤✉♥❣ ❞❡r ■♥✈❛r✐❛♥t❡♥
✉♥❞ ❞❡r s✐❡ ❜❡❣❧❡✐t❡♥❞❡♥ ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡♥ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣❡♥✱ ♥❛❝❤ ✇❡❧❝❤❡♥ ❞✐❡s❡❧❜❡♥ ❛✉s
❡✐♥❡r ❡✐♥③✐❣❡♥ ◗✉❡❧❧❡ ❞❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡r ❋✉♥❝t✐♦♥❡♥✱ ❞✐r❡❝t ❛❜❣❡❧❡✐✲
t❡t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✑ ✭❆❇✱ ✷✺✵✮✳ ▼✐t ❞❡r ■♥✈❛r✐❛♥t❡♥t❤❡♦r✐❡ ✉♥❞ ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥t❤❡♦✲
r✐❡ ✇❛r❡♥ ❞❛♠✐t ③✇❡✐ ❚❤❡♠❡♥❦r❡✐s❡ ❛♥❣❡s♣r♦❝❤❡♥✱ ❞✐❡ ❞✐❡ ❙❡❦t✐♦♥ ♥♦❝❤ ♠❡❤r❢❛❝❤
❜❡s❝❤ä❢t✐❣❡♥ s♦❧❧t❡♥ ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ✹✳✹ ✉♥❞ ✹✳✺✮✳
Ü❜❡r ❡✐♥ ❚❤❡♠❛ ❛✉s ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣s❧❡❤r❡✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ü❜❡r ✒❞❡♥ ●r❛❞ ❞❡r ❘❡s♦❧✈❡♥t❡♥

✈♦♥ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡♥ ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✑✱ s♣r❛❝❤ ❘✉❞♦❧❢ ▲✉t❤❡r✳ ❉❛❜❡✐ ♥❛♥♥t❡ ❡r
❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❚❛ts❛❝❤❡♥✿

✶✳ ■st ❞❡r ●r❛❞ n ❞❡r ✈♦r❣❡❧❡❣t❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡✐♥❡ Pr✐♠③❛❤❧ p✱ s♦ ❧ässt s✐❝❤ ❡✐♥❡
❘❡s♦❧✈❡♥t❡ ❜✐❧❞❡♥✱ ❞❡r❡♥ ●r❛❞ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡♠ Pr♦❞✉❦t ❛❧❧❡r Pr✐♠③❛❤❧❡♥ ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s
p ✐st✳

✷✳ ■st n = p · q✱ ✇♦❜❡✐ p ✉♥❞ q Pr✐♠③❛❤❧❡♥ s❡✐♥ s♦❧❧❡♥ ♠✐t p > q✱ s♦ ❣✐❜t ❡s ❡✐♥❡
❘❡s♦❧✈❡♥t❡✱ ❞❡r❡♥ ●r❛❞ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡♠ Pr♦❞✉❦t ❛❧❧❡r Pr✐♠③❛❤❧❡♥ ❦❧❡✐♥❡r✴❣❧❡✐❝❤ p
✐st✳

❍✐❡r❛✉s ❢♦❧❣t✱ ❞❛ss ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❢ü♥❢t❡♥ ●r❛❞❡s ❘❡s♦❧✈❡♥t❡♥ ✈♦♠ ●r❛❞ s❡❝❤s✱ ●❧❡✐✲
❝❤✉♥❣❡♥ s❡❝❤st❡♥ ●r❛❞❡s ❡❜❡♥❢❛❧❧s s♦❧❝❤❡ ✈♦♠ ●r❛❞ s❡❝❤s ✉♥❞ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ s✐❡❜t❡♥
●r❛❞❡s ❘❡s♦❧✈❡♥t❡♥ ✈♦♠ ●r❛❞❡ ✸✵ ❜❡s✐t③❡♥✳
▼✐t ❑✳ ❲❡✐❡rstr❛ÿ ❡r❣r✐✛ ❛✉❢ ❞❡r ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ❙♣❡②❡r ✶✽✻✶ ❡✐♥❡r ❞❡r ✭s♣ät❡r✮

♣r♦♠✐♥❡♥t❡st❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r ❞❡s ✶✾✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rts ❞❛s ❲♦rt✱ ✉♠ ü❜❡r ✒❞❛s Pr♦❜❧❡♠
❞❡r ❦ür③❡st❡♥ ▲✐♥✐❡♥ ❛✉❢ ❞❡♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥ ③✇❡✐t❡r ❖r❞♥✉♥❣✑ ③✉ s♣r❡❝❤❡♥✱ ❛❧s♦ ü❜❡r
❡✐♥ ❚❤❡♠❛ ❛✉s ❞❡♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❡♦♠❡tr✐❡ ✲ ❡✐♥ ❇❡r❡✐❝❤✱ ❞❡♥ ❞❡r ❇❡r❧✐♥❡r
▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r ❛♥s♦♥st❡♥ ❦❛✉♠ ♣✢❡❣t❡✳ ◆❛❝❤ ❛♥❢ä♥❣❧✐❝❤❡♥ ❇❡♠❡r❦✉♥❣❡♥ ü❜❡r ❞❡♥
❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ❞❡r Pr♦❜❧❡♠st❡❧❧✉♥❣ ♠✐t ❞❡r ●❡♦❞äs✐❡ ✭❊r❞❡ ❛❧s ❊❧❧✐♣s♦✐❞✮ ✉♥❞ ❞❛s
❜✐s❧❛♥❣ ü❜❧✐❝❤❡ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ③✉r ❆✉✣♥❞✉♥❣ ❦ür③❡st❡r ▲✐♥✐❡♥ ✭●❡♦❞ät✐s❝❤❡✮✱ ❞❛s ❞✐❡
▲❛❣r❛♥❣❡s❝❤❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ♥❛❝❤ ❈✳ ●✳ ❏✳ ❏❛❝♦❜✐ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡r
❑♦♥st❛♥t❡♥ ✐♥t❡❣r✐❡r❡✱ ❢ü❤rt❡ ❑✳ ❲❡✐❡rstr❛ÿ s❡✐♥❡ ❡✐❣❡♥❡♥ ▼❡t❤♦❞❡ ✈♦r✳ ❉✐❡s❡ ❜❡r✉❤t
❛✉❢ ❡✐♥❡r ❞✐r❡❦t❡♥ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❞❡r ❏❛❝♦❜✐s❝❤❡♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✱ ✇❛s ❛✉❢ ❡✐♥❡
st❛r❦ ❦♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ❘❡✐❤❡ ❢ü❤rt✳ ❙❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ✜♥❞❡♥ ✇✐r ♥♦❝❤ ❡✐♥❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❇❡♠❡r❦✉♥❣
③✉♠ ❱❡r❤ä❧t♥✐s ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✉♥❞ ◆❛t✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥✿

✒❉✐❡ ❈♦♥✈❡r❣❡♥③ ✐st ❜❡✐ ❞❡r ❊r❞❡ ❛✉❢ ✷ ♦❞❡r ✸ ●❧✐❡❞❡r ③✉ ❜❡s❝❤rä♥❦❡♥✳
❉✐❡ ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r ✉❧tr❛❡❧❧✐♣t✐s❝❤❡♥ ❚r❛♥s❝❡♥❞❡♥t❡♥ ✐st ❛❧s♦ ❛✉❝❤ ❜❡q✉❡♠
❛♥✇❡♥❞❜❛r ❛✉❢ Pr♦❜❧❡♠❡ ❞❡r ❛♥❣❡✇❛♥❞t❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✳ ❉❡r ❱♦rtr❛❣❡♥✲
❞❡ ❦♥ü♣❢t ❞❛r❛♥ ❇❡♠❡r❦✉♥❣❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ ❙✐❝❤❡r❤❡✐t ❞❡s r✐❝❤t✐❣❡♥ ❊♥t✲
✇✐❝❦❧✉♥❣s❣❛♥❣❡s ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✱ ✇❡♥♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt❡♥ ❋✉♥❝t✐♦✲
♥❡♥ ❞✐r❡❝t ✐♥ ❞❡r ◆❛t✉r ✇✐❡❞❡r ✜♥❞❡♥✳ ❯❡❜r✐❣❡♥s ❤❛❜❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✉♥❞
◆❛t✉r❢♦rs❝❤✉♥❣ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❩✇❡❝❦ ✉♥❞ s❝❤♦♥ ❞❛r✉♠ ✐st ❞✐❡ ❛r✐t❤♠❡t✐s❝❤❡

✶✻



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

❙♣❡❝✉❧❛t✐♦♥ ♥✐❝❤t ü❜❡r✢üss✐❣✑ ✭❚❇✱ ✸✻✮✽✳

❆❧❢r❡❞ ❊♥♥❡♣❡r ❛✉s ●ött✐♥❣❡♥ ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t❡ s✐❝❤ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❚❤❡♠❛ ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧✲
❣❡♦♠❡tr✐❡✱ ❞❛s ❤❡✉t❡ ♥♦❝❤ ❛❦t✉❡❧❧ ✐st✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ♠✐t ▼✐♥✐♠❛❧✢ä❝❤❡♥ ✲ ❡✐♥ ●❡❜✐❡t✱ ③✉
❞❡♠ ❆✳ ❊♥♥❡♣❡r ❞r❡✐ ❏❛❤r❡ s♣ät❡r ❞✉r❝❤ ❊✐♥❢ü❤r✉♥❣ ❞❡r ❤❡✉t❡ ♥❛❝❤ ✐❤♠ ❜❡♥❛♥♥✲
t❡♥ ❋❧ä❝❤❡ ❡✐♥❡♥ ✇✐❝❤t✐❣❡♥ ❇❡✐tr❛❣ ❧✐❡❢❡r♥ s♦❧❧t❡ ✭❊♥♥❡♣❡r ✶✽✻✹✮✳ ❊r s♣r❛❝❤ ✒Ü❜❡r
▼✐♥✐♠❛❧✢ä❝❤❡♥✱ ❞❡r❡♥ ❍❛✉♣t❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t ✐st✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r ❍❛✉♣t❦rü♠♠✉♥❣s✲
❤❛❧❜♠❡ss❡r ✐♥ ❥❡❞❡♠ P✉♥❦t ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t✑✾✳ ❉✐❡s❡ ❋❧ä❝❤❡♥ z(x, y) ✇❡r❞❡♥ ♥❛❝❤ ❏✳ ▲✳
▲❛❣r❛♥❣❡ ❣❡❣❡❜❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣

r(1 + q2)− 2pqs+ (1 + p2)t = 0,

✇♦❜❡✐ ∂z
∂x

= p✱ ∂z
∂y

= q✱ ∂2z
∂x2 = r✱ ∂2z

∂y2
= t ✉♥❞ ∂2z

∂x·∂y
= s s❡✐♥ s♦❧❧ ✭❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣❡♥ ✈♦♥

▲✳ ❊✉❧❡r✮✳ ❉✐❡s❡ ✇✐r❞ ✈♦♠ ❱♦rtr❛❣❡♥❞❡♥ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❡✐♥❡r ✈♦♥ ❆✳ ▼✳ ▲❡❣❡♥❞r❡ ✶✼✽✼
❛♥❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥t❡❣r✐❡rt ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❉✐❡✉❞♦♥♥é ✶✾✽✺✱ ✻✶✸❢✮✳
❆♥ ❞❡♥ ❱♦rtr❛❣ ❊♥♥❡♣❡rs s❝❤❧♦ss s✐❝❤ ❡✐♥❡ ❧ä♥❣❡r❡ ❉✐s❦✉ss✐♦♥ ❛♥✱ ✐♥ ❞❡r ❡s ✉♠ ❞✐❡
■♥t❡❣r❛❧❢♦r♠❡❧ ❣✐♥❣✱ ❞✐❡ ❛❧❧❡ ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡♥ ▼✐♥✐♠❛❧✢ä❝❤❡♥ ❧✐❡❢❡r♥ s♦❧❧t❡✳ ❆✳ ❲❡✐❧❡r✱ ❞❡r
❞✐❡s❡ ❢ür s✐❝❤ r❡❦❧❛♠✐❡rt❡✱ ❡r♥t❡t❡ ❞❛♠✐t ❲✐❞❡rs♣r✉❝❤✳ ❆❧s ❯r❤❡❜❡r ✇✉r❞❡♥ ●❛s♣❛r❞
▼♦♥❣❡ ✭✶✼✹✻✲✶✽✶✽✮ ❛❜❡r ❛✉❝❤ ❖ss✐❛♥ ❇♦♥♥❡t ✭✶✽✶✾✲✶✽✾✷✮ s♦✇✐❡ ❏✉❧✐✉s ❲❡✐♥❣❛rt❡♥
✭✶✽✸✻✲✶✾✶✵✮ ❣❡♥❛♥♥t✳
■♠ ❆♥s❝❤❧✉ss ❛♥ ❞❡♥ ❇❡r✐❝❤t ✈♦♥ ❈❤r✳ ❋r✐s❝❤ ü❜❡r ❞❡♥ ❙t❛♥❞ s❡✐♥❡r ❑❡♣❧❡r✲❆✉s❣❛❜❡

✭♠✐tt❧❡r✇❡✐❧❡ ✇❛r❡♥ ❞r❡✐ ❇ä♥❞❡ ❡rs❝❤✐❡♥❡♥✱ ❞❡r ✈✐❡rt❡ ✐♠ ❉r✉❝❦✮ ✇✉r❞❡ ü❜❡r ❞✐❡
❊rr✐❝❤t✉♥❣ ❡✐♥❡s ❑❡♣❧❡r✲❉❡♥❦♠❛❧s ✐♥ ❲❡✐❧ ❞❡r ❙t❛❞t ♦❞❡r ❙t✉tt❣❛rt ❞✐s❦✉t✐❡rt✳
■♥ ❑❛r❧s❜❛❞ ✶✽✻✷ ✜♥❞❡♥ ✇✐r ♥✉r ❡✐♥❡♥ ❇❡✐tr❛❣ ❛✉s ❞❡♠ ●❡❜✐❡t ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛✲

t❤❡♠❛t✐❦✿ ❖✳ ❙❝❤❧ö♠✐❧❝❤ ä✉ÿ❡rt❡ s✐❝❤ ❤✐❡r ü❜❡r ❞✐❡ ✒❈♦♠♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✈♦♥ ❝❡♥tr✐s❝❤❡♥
❋❧ä❝❤❡♥ ③✇❡✐t❡♥ ●r❛❞❡s✑✳ ❯♥t❡r ❈♦♠♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✈❡rst❛♥❞ ♠❛♥ ❞✐❡ ❩✉rü❝❦❢ü❤r✉♥❣ ❞❡s
■♥❤❛❧t❡s ❡✐♥❡r ❣❡❦rü♠♠t❡♥ ❋❧ä❝❤❡ ❛✉❢ ❞❡♥❥❡♥✐❣❡♥ ❡✐♥❡r ❡❜❡♥❡♥❀ ③❡♥tr✐s❝❤❡ ❋❧ä❝❤❡♥
✇❡r❞❡♥ ❤❡✉t❡ ❛❧s ▼✐tt❡❧♣✉♥❦ts✢ä❝❤❡♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✭❇❡✐s♣✐❡❧❡ ❤✐❡r❢ür s✐♥❞ ❑✉❣❡❧✱ ❊❧✲
❧✐♣s♦✐❞❡✱ ❍②♣❡r❜♦❧♦✐❞❡✮✳ ❆✉❢ s♦❧❝❤❡♥ ③❡♥tr✐s❝❤❡♥ ❋❧ä❝❤❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✉r❝❤ ③✇❡✐ ❣❡❡✐❣♥❡t
❦♦♥str✉✐❡rt❡ ❑❡❣❡❧ ③✇❡✐ ❩♦♥❡♥ ❛✉s❣❡s❝❤♥✐tt❡♥✱ ❞❡r❡♥ ❋❧ä❝❤❡♥ s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❡❧❧✐♣t✐s❝❤❡
■♥t❡❣r❛❧❡ ❡rst❡r ✉♥❞ ③✇❡✐t❡r ●❛tt✉♥❣ ❜❡r❡❝❤♥❡♥ ❧❛ss❡♥✳ ❉✐❡s❡r ❙❛❝❤✈❡r❤❛❧t ✇✐r❞ ✈♦♥
❖✳ ❙❝❤❧ö♠✐❧❝❤ ♠✐t ❞❡r ❘❡❦t✐✜❦❛t✐♦♥ ✈♦♥ ❊❧❧✐♣s❡ ✉♥❞ ❍②♣❡r❜❡❧ ❞✉r❝❤ ●✐✉❧✐♦ ❈❛r❧♦
❋❛❣♥❛♥♦ ✭✶✻✽✷✲✶✼✻✻✮ ✐♥ ❆♥❛❧♦❣✐❡ ❣❡s❡t③t✳ ❉❛rü❜❡r ❤✐♥❛✉s ✇✐r❞ ♥♦❝❤ ✈♦♥ ❞❡r ❱♦r❢ü❤✲
r✉♥❣ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡r ▼♦❞❡❧❧❡ ❞✉r❝❤ ●✳ ❲♦❧❢ ❜❡r✐❝❤t❡t✳ ❆✉s P❛♣♣❡ ❣❡❢❡rt✐❣t❡ ❑ör♣❡r
❢ü❤r❡♥ ✒❞✉r❝❤ ❣❡❡✐❣♥❡t❡ ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❡♥ ③✉ ❡✐♥❡r s❡❤r ❜❡❞❡✉t❡♥❞❡♥ ▼❛♥♥✐❣❢❛❧t✐❣❦❡✐t
❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡r ●❡❜✐❧❞❡✑ ✭❆❇✱ ✶✾✶✮✳ ■♥ ❞❡r ❉✐s❦✉ss✐♦♥ ✇✉r❞❡ ❣❡❢♦r❞❡rt✱ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡
❊r③❡✉❣✉♥❣s✇❡✐s❡ ❛✉❝❤ ✐♥ ❞❡r ❑r✐st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❡ ③✉r ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ③✉ ❜r✐♥❣❡♥✳
◆❛❝❤❞❡♠ ❛✉❢ ❞❡r ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ❙t❡tt✐♥ ✶✽✻✸ ❦❡✐♥❡ ❙❡❦t✐♦♥ ❢ür ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ③✉✲

st❛♥❞❡ ❣❡❦♦♠♠❡♥ ✇❛r✱ ❜r❛❝❤t❡ ●✐❡ÿ❡♥ ✶✽✻✹ ❡✐♥❡♥ ♥❡✉❡r❧✐❝❤❡♥ ❍ö❤❡♣✉♥❦t ❛♥ ♠❛✲

✽❉✐❡ ✒✉❧tr❛❡❧❧✐♣t✐s❝❤❡♥ ❚r❛♥s❝❡♥❞❡♥t❡♥✑✱ ✈♦♥ ❞❡♥❡♥ ❤✐❡r ❞✐❡ ❘❡❞❡ ✐st✱ s✐♥❞ s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ❚❤❡t❛❢✉♥❦✲
t✐♦♥❡♥✱ ❞✐❡ ❑✳ ❲❡✐❡rstr❛ÿ ❜❡✐ ❞❡r ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✉♥❞ ❞✐❡ s✐❝❤ ✐♥ ❞✐❡ ❢r❛❣❧✐❝❤❡♥ ❜❡stä♥❞✐❣
✭❂ ❛❜s♦❧✉t✮ ❦♦♥✈❡r❣❡♥t❡♥ ❘❡✐❤❡♥ ❡♥t✇✐❝❦❡❧♥ ❧❛ss❡♥✳

✾❉✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r ❍ä❧❢t❡♥ ❞❡r ❑❡❤r✇❡rt❡ ❞❡r ❍❛✉♣t❦rü♠♠✉♥❣sr❛❞✐❡♥ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❡r ♠✐tt❧❡r❡♥
❑rü♠♠✉♥❣ ❞❡r ❋❧ä❝❤❡✱ ❞❡r❡♥ ❱❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥ ✇✐❡❞❡r✉♠ ✐♥ ▼✐♥✐♠❛❧✢ä❝❤❡♥ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt✳ ❉✐❡✲
s❡ ❊✐♥s✐❝❤t ❣❡❤t ❛✉❢ ❙♦♣❤✐❡ ●❡r♠❛✐♥ ✭✶✼✼✻✲✶✽✸✶✮ ③✉rü❝❦✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❞✐❡ ✐♠ ❱♦rtr❛❣ ❣❡♥❛♥♥t❡
❈❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r✉♥❣ ✈♦♥ ❏❡❛♥✲❇❛♣t✐st❡✲▼❛r✐❡✲❈❤❛r❧❡s ▼❡✉s♥✐❡r ❞❡ ❧❛ P❧❛❝❡ ✭✶✼✺✹✲✶✼✾✸✮ st❛♠♠t✳

✶✼



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

t❤❡♠❛t✐s❝❤❡r ❆❦t✐✈✐tät✿ ❆❧❧❡ ❙❡❦t✐♦♥s✈♦rträ❣❡ ✭♥❡✉♥ ❛♥ ❞❡r ❩❛❤❧✮ ✇❛r❡♥ ❤✐❡r ❋r❛❣❡♥
❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❣❡✇✐❞♠❡t✳ ❏✉❧✐✉s P❧ü❝❦❡r st❡❧❧t❡ ✒❡✐♥❡ ♥❡✉❡ ❆✉✛❛ss✉♥❣ ❞❡s
❘❛✉♠❡s ✈❡r♠ö❣❡ ❞❡r ●❡r❛❞❡♥ ❛❧s ❘❛✉♠❡❧❡♠❡♥t✑ ❞❛r✱ ✇♦♠✐t ❞✐❡ ❚❤❡♦r✐❡ ❣❡♠❡✐♥t
❣❡✇❡s❡♥ s❡✐♥ ❞ür❢t❡✱ ❞✐❡ s♣ät❡r ❛❧s ▲✐♥✐❡♥❣❡♦♠❡tr✐❡ ❜❡❦❛♥♥t ✇✉r❞❡✳ ❉❡r❡♥ ●r✉♥❞✐❞❡❡
❜❡st❡❤t ❞❛r✐♥✱ ●❡r❛❞❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✮ ❛❧s ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ✭s♦✲
❣❡♥❛♥♥t❡ ▲✐♥✐❡♥❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥✮ ❢ür P✉♥❦t❡ ❞❡s ❘❛✉♠❡s ③✉ ✈❡r✇❡♥❞❡♥✳ ❆♥❞❡rs ❣❡s❛❣t
✇✐r❞ ❞❛s ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ P✉♥❦t ❣❡❤❡♥❞❡ ●❡r❛❞❡♥❜üs❝❤❡❧ ♠✐t ❡❜❡♥ ❞✐❡s❡♠ P✉♥❦t ✐❞❡♥✲
t✐✜③✐❡rt✳ ❊✐♥❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡ ❞❡s ✶✾✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rts✱ ❞✐❡ ✉♥t❡r
❛♥❞❡r❡♠ ✈♦♥ ❆❧❢r❡❞ ❈❧❡❜s❝❤ ✈❡rtr❡t❡♥ ✇✉r❞❡✱ ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t❡ s✐❝❤ ♠✐t ❞❡♠ ❙t✉❞✐✉♠
❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡r ●❡❜✐❧❞❡ ✭③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❑✉r✈❡♥✮ ✐♥ ▲✐♥✐❡♥❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❛✉❝❤
●♦r❞❛♥ ✶✽✻✼✮✳ ❑✳ ●✳ ❘❡✉s❝❤❧❡ ❡r❣r✐✛ ✐♥ ●✐❡ÿ❡♥ ❣❧❡✐❝❤ ❞r❡✐♠❛❧ ❞❛s ❲♦rt✳ ❊r s♣r❛❝❤
ü❜❡r ❞❛s ❉❡❧t♦✐❞ ✉♥❞ ü❜❡r P✉♥❦t❡♣❛❛r❡ ✐♠ ❉r❡✐❡❝❦✱ ✇❡❧❝❤❡ ♠✐t ❞❡♠ ❙❝❤✇❡r♣✉♥❦t
✐♥ ❡✐♥❡r ●❡r❛❞❡♥ ❧✐❡❣❡♥✱ s♦✇✐❡ ü❜❡r ❡✐♥ ❚❤❡♠❛ ❛✉s ❞❡r ❩❛❤❧❡♥t❤❡♦r✐❡✿ ❩❡r❢ä❧❧✉♥❣ ✈♦♥
Pr✐♠③❛❤❧❡♥ ✐♥ ❦♦♠♣❧❡①❡ ❋❛❦t♦r❡♥✱ ❞✐❡ ❛✉s n✲t❡♥ ❊✐♥❤❡✐ts✇✉r③❡❧♥ ③✉s❛♠♠❡♥❣❡s❡t③t
s✐♥❞✳ ❉✐❡ ❇❡✐trä❣❡ ✈♦♥ P❛✉❧ ●♦r❞❛♥ ✉♥❞ ✈♦♥ ❆✳ ❲❡✐❧❡r ✇❛r❡♥ ❜❡✐❞❡ ❞❡r ❆♥❛❧②s✐s
❣❡✇✐❞♠❡t✿ ❊rst❡r❡r ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t❡ s✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ✒■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❞❡s ❊✉❧❡rs❝❤❡♥ ■♥t❡❣r❛❧s
✈❡r♠✐tt❡❧st ❞❡r ❈❛✉❝❤②s❝❤❡♥ ▼❡t❤♦❞❡ ❞❡r ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❞✉r❝❤s ■♠❛❣✐♥är❡✑✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡✲
s❡s ■♥t❡❣r❛❧ ❤❡✉t❡ ❛❧s ❇❡t❛❢✉♥❦t✐♦♥ ❣❡❧ä✉✜❣ ✐st✿

B(x, y) =

ˆ

tx−1(1− t)y−1dt

❉✐❡ ❈❛✉❝❤②s❝❤❡ ▼❡t❤♦❞❡ ✐st ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ r❡❡❧❧❡r ■♥t❡❣r❛❧❡ ✈❡r♠ö❣❡ ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡r
❋♦rts❡t③✉♥❣ ✐♥s ❑♦♠♣❧❡①❡ ♥❡❜st ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡s ❘❡s✐❞✉❡♥s❛t③❡s✳
❆✳ ❈❧❡❜s❝❤✱ ❞❡r ❞✐❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✶✽✻✸✲✻✽ ✐♥ ●✐❡ÿ❡♥ ✈❡rtr❛t ✉♥❞ ❞❡r ❜❡✐ ❞❡r ❱❡r✲

s❛♠♠❧✉♥❣ ❛❧s ❙❡❦t✐♦♥s❢ü❤r❡r ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ❢ür ✒▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✉♥❞ ❆str♦♥♦♠✐❡✑ ❢✉♥❣✐❡r✲
t❡✱ s♣r❛❝❤ ü❜❡r ❡✐♥❡ s♣❡③✐❡❧❧❡ ❑❧❛ss❡ ✈♦♥ ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡♥ ❑✉r✈❡♥✳ ❉✐❡s❡ s✐♥❞ ❞❛❞✉r❝❤
❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t✱ ❞❛ss ✒✐❤r❡ P✉♥❦t❡ ❡✐♥③❡❧♥ ❞❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ P✉♥❦t❡♥ ❡✐♥❡r ●❡r❛❞❡ ❡♥t✲
s♣r❡❝❤❡♥✑ ✭❆❇✱ ✺✽✮✳ ❉✐❡ P❛r❛♠❡t❡r❞❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞✐❡s❡r ❑✉r✈❡♥ ❧❛✉t❡t s♦♠✐t

ρ(x1) = f1(λ) ρ(x2) = f2(λ) ρ(x3) = f3(λ)

✇♦❜❡✐ f1✱ f2 ✉♥❞ f3 r❛t✐♦♥❛❧❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❞❡s P❛r❛♠❡t❡rs λ s✐♥❞✳ ❉✐❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣
❞❡s ❙❝❤♥✐tt♣✉♥❦ts②st❡♠s ❞❡r❛rt✐❣❡r ❑✉r✈❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ✇❡✐t❡r❡♥ ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡♥ ❑✉r✈❡
❧ässt s✐❝❤ ❧❡✐❝❤t ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❞❡♥ ❉♦♣♣❡❧♣✉♥❦t❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ❧ös❡♥✳
❙❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ✜♥❞❡♥ ✇✐r ♥♦❝❤ ❞✐❡ ❱♦r❢ü❤r✉♥❣ ✈♦♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ✈♦♥ ✈✐❡r r❡❣❡❧♠äÿ✐❣❡♥

P♦❧②❡❞❡r♥ ❞✉r❝❤ ❈❤r✳ ❲✐❡♥❡r s♦✇✐❡ ❡✐♥ ❘❡❢❡r❛t ✈♦♥ ▼✳ ❈❛♥t♦r ü❜❡r ❡✐♥ ✐♥ ❍❡✐❞❡❧✲
❜❡r❣ ❜❡✜♥❞❧✐❝❤❡s ▼❛♥✉s❦r✐♣t ❛✉s ❞❡♠ ✶✷✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt✱ ❞❛s ✐♥❤❛❧t❧✐❝❤ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥
❆❜❛③✐st❡♥ ✉♥❞ ❞❡♥ ❆❧❣❡❜r❛✐❦❡r♥ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠✐❦❡r ✲ ❣❡♠❡✐♥t ✐st ❞❛♠✐t ❞❛s s❝❤r✐❢t❧✐❝❤❡
❘❡❝❤♥❡♥ ♠✐t ✐♥❞✐s❝❤✲❛r❛❜✐s❝❤❡♥ ❩✐✛❡r♥✮ st❡❤t✳
❉❛❣❡❣❡♥ ❜❧✐❡❜❡♥ ❞✐❡ ❚❤❡♠❡♥ ❛✉s ❞❡♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❍❛♥✲

♥♦✈❡r ✶✽✻✺ ✐♥ ❞❡r ▼✐♥❞❡r③❛❤❧✳ ❲✐r ✜♥❞❡♥ ❤✐❡r ♥✉r ③✇❡✐ ❦✉r③❡ ▼✐tt❡✐❧✉♥❣❡♥ ❞❡s
●ött✐♥❣❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡rs ▼✳ ❆✳ ❙t❡r♥ ✒ü❜❡r ❡✐♥❡♥ ❙❛t③ ❞❡r ❉❡t❡r♠✐♥❛♥t❡♥t❤❡♦r✐❡✑
✉♥❞ ✈♦♥ ❆✳ ❊♥♥❡♣❡r ③✉ ❡✐♥✐❣❡♥ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❙ät③❡♥ ❛✉s ❞❡r ❑✉r✈❡♥t❤❡♦r✐❡✳ ▲❡t③t❡r❡
❜❡s❝❤ä❢t✐❣t❡ s✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❡✐♥❡s P✉♥❦t❡s ✐♥ ❡✐♥❡r ❙tr❡❝❦❡✱ ❞❡r❡♥ ❊♥❞♣✉♥❦t❡

✶✽



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

③✇❡✐ ✈♦r❣❡❣❡❜❡♥❡ ❑✉r✈❡♥ ❞✉r❝❤❧❛✉❢❡♥✳ ❆❧s ❙♣❡③✐❛❧❢❛❧❧ ❤✐❡r✈♦♥ ✭❞❛♥♥✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥
❑✉r✈❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥ ❡✐♥❡ ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡ ❑✉r✈❡ ❜✐❧❞❡♥✮ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❡r ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❙❛t③✿

✒❉✉r❝❤❧❛✉❢❡♥ ❞✐❡ ❊♥❞♣✉♥❦t❡ ❡✐♥❡r ●❡r❛❞❡♥ ✈♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡r ▲ä♥❣❡ ❡✐♥❡ ❣❡✲
s❝❤❧♦ss❡♥❡ ❈✉r✈❡ C1✱ s♦ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❡✐♥ ❢❡st❡r P✉♥❦t ❞❡rs❡❧❜❡♥ ❡✐♥❡ ❈✉r✈❡
C✳ ❉❡r ■♥❤❛❧t ✈♦♥ C ✐st ❣❧❡✐❝❤ ❞❡♠ ■♥❤❛❧t ✈♦♥ C1 ✈❡r♠✐♥❞❡rt ✉♠ ❞❡♥
■♥❤❛❧t ❡✐♥❡r ❊❧❧✐♣s❡ ❞❡r❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❍❛✉♣t❛①❡♥ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❙❡❣♠❡♥t❡ s✐♥❞✱
✐♥ ✇❡❧❝❤❡ ❞❡r ❢❡st❡ P✉♥❦t ❞✐❡ ●❡r❛❞❡ ✈♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡r ▲ä♥❣❡ t❡✐❧t✑ ✭❆❇✳
✶✵✻✮✳

✷✳✸ ❉✐❡ P❤❛s❡ ❞❡r ❊①♣❛♥s✐♦♥ ✭✶✽✻✼✲✶✽✾✵✮

▼✐t ❞❡r ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ❋r❛♥❦❢✉rt ✶✽✻✼ tr❡t❡♥ ✇✐r ✐♥ ❞✐❡ ❞r✐tt❡ P❤❛s❡ ❞❡r ❊♥t✇✐❝❦✲
❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ❡✐♥✳ ▼✐t ✇❡♥✐❣❡♥ ❆✉s♥❛❤♠❡♥ ✭❘♦st♦❝❦
✶✽✼✶✱ ❍❛♠❜✉r❣ ✶✽✼✻✱ ❉❛♥③✐❣ ✶✽✽✽ ✉♥❞ ❑ö❧♥ ✶✽✽✾✱ ✇♦ ❦❡✐♥❡ ❙❡❦t✐♦♥ ③✉r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦
③✉st❛♥❞❡ ❦❛♠✮ ❞♦♠✐♥✐❡rt❡ ❞✐❡ r❡✐♥❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✈♦♥ ♥✉♥ ❛♥ ❣❛♥③ ❦❧❛r ❞❛s ●❡s❝❤❡✲
❤❡♥ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥✳ ❉❡r ❆♥t❡✐❧ ❞❡r ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❱♦rträ❣❡ ü❜❡rs❝❤r❡✐t❡t r❡❣❡❧♠äÿ✐❣
❞✐❡ ❋ü♥❢③✐❣✲Pr♦③❡♥t✲❍ür❞❡❀ ♦❢t ❣❡❧❛♥❣t ❡r ✐♥ ❞✐❡ ◆ä❤❡ ✈♦♥ ❤✉♥❞❡rt Pr♦③❡♥t✳ ❆✉❝❤
❞✐❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❱♦rträ❣❡♥ r❡✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡r ❆rt ✇ä❝❤st ❜❡❛❝❤t❧✐❝❤❀ ❞❡r
❉✉r❝❤s❝❤♥✐tt ❧✐❡❣t ❢❛st ❞♦♣♣❡❧t s♦ ❤♦❝❤ ✇✐❡ ✐♥ ❞❡r ✈♦r❛♥❣❡❣❛♥❣❡♥❡♥ P❤❛s❡✳ ❆❧❧ ❞❛s
❞❡✉t❡t ✐♥ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡ ❆✉t♦♥♦♠✐❡ ✉♥❞ ❘❡❧❡✈❛♥③ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡✲
♠❛t✐❦✱ ✇❛s ❛✉❝❤ ✐♥ ❞❡r ❚❛ts❛❝❤❡ ③✉♠ ❆✉s❞r✉❝❦ ❦♦♠♠t✱ ❞❛ss ❛♥✇❡♥❞✉♥❣s❜❡③♦❣❡♥❡
❚❤❡♠❡♥ ✐♠♠❡r s❡❧t❡♥❡r ✇✉r❞❡♥ ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❤✐❡r③✉ ✹✳✾✮✳
❙❡❤r r❡✐❝❤❤❛❧t✐❣ ✐st ❞❛s ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ▼❛t❡r✐❛❧✱ ❞❛s ❞✐❡ ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ✶✽✻✼ ✐♥

❋r❛♥❦❢✉rt ❛♠ ▼❛✐♥ ❜✐❡t❡t✳ ❇❡♠❡r❦❡♥s✇❡rt ✐st ❤✐❡r ❞✐❡ ❉♦♠✐♥❛♥③ ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡r ✉♥❞
❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡r ❚❤❡♠❡♥❀ ❛✉s ❞❡♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r ❆♥❛❧②s✐s ✜♥❞❡♥ ✇✐r ♥✉r ❡✐♥❡♥ ❱♦rtr❛❣✿
❍❡✐♥r✐❝❤ ❲❡❜❡r s♣r❛❝❤ ü❜❡r s❡✐♥❡ ❆r❜❡✐t ✒❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡r ▲❛❣r❛♥❣❡✬s❝❤❡♥ ❋♦r♠
❞❡r ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡ ❋♦r♠✱ ✐♥ ❞❡r ♥✉r ❞✐❡ ❡rst❡♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❡
✈♦r❦♦♠♠❡♥✑✳ ❍✳ ❲❡❜❡r✱ ❞❡r ✬❱❛t❡r ❞❡r ♠♦❞❡r♥❡♥ ❆❧❣❡❜r❛✬✱ ❤❛t s✐❝❤ ✈✐❡❧ ♠✐t ❞❡r ♠❛✲
t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ P❤②s✐❦ ❜❡❢❛sst✱ ✇❛s ♠❛♥ ✉✳❛✳ ❞❡♥ ❊✐♥✢üss❡♥ ③✉ s❝❤r❡✐❜❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞✐❡ ❡r
✇ä❤r❡♥❞ s❡✐♥❡s ❡✐♥❥ä❤r✐❣❡♥ ❆✉❢❡♥t❤❛❧t❡s ✐♥ ❑ö♥✐❣s❜❡r❣ ❡r❢❛❤r❡♥ ❤❛tt❡✳ ❉❛rü❜❡r ❤✐♥✲
❛✉s ✇❛r ❡r ❡✐♥❡r ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r✱ ❞✐❡ ❞✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ❞✉r❝❤ ③❛❤❧r❡✐❝❤❡
❇❡✐trä❣❡ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤ ♠✐t❜❡st✐♠♠t ❤❛t ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ✸✮✳
■♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡ ✜♥❞❡♥ ✇✐r ♠❡❤r❡r❡ ❱♦rträ❣❡✱ ✈♦♥ ❞❡♥❡♥ ♥✉r ❞❡r ❚✐✲

t❡❧ ✐♠ ❚❛❣❡❜❧❛tt ❛♥❣❡❣❡❜❡♥ ✇✐r❞✳ ❉✐❡s s✐♥❞✿ ●❡♦r❣ ❩❡❤❢✉ss ✒Ü❜❡r ❞✐❡ r✐❡♠❛♥♥✬s❝❤❡♥
❋❧ä❝❤❡♥✑✱ ❖✳ ❙❝❤❧ö♠✐❧❝❤ ✒Ü❜❡r ❞✐❡ ❆✉❢❣❛❜❡✱ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ P✉♥❦t❡ ❞✐❡ ◆♦r♠❛❧❡ ❛✉❢ ❡✐✲
♥❡ ❋❧ä❝❤❡ ③✇❡✐t❡♥ ●r❛❞❡s ③✉ ❢ä❧❧❡♥✑✱ ❆✳ ❈❧❡❜s❝❤ ✒❇❡♠❡r❦✉♥❣❡♥ ③✉ ❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥
s❡❝❤st❡♥ ●r❛❞❡s✑ ✭❆♥♠❡r❦✉♥❣❡♥ ③✉♠ ❱♦rtr❛❣ ✈♦♥ ❙❝❤❧ö♠✐❧❝❤✮ s♦✇✐❡ ❆❧❡①❛♥❞❡r ❲✐❧✲
❤❡❧♠ ❇r✐❧❧ ✒Ü❜❡r ❘❛✉♠❝✉r✈❡♥ ✈✐❡rt❡r ❖r❞♥✉♥❣✑✳ ❊t✇❛s ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤❡r ❞♦❦✉♠❡♥t✐❡rt
✐st ❞❡r ❇❡✐tr❛❣ ✈♦♥ ❙❝❤üt③ ü❜❡r ❞✐❡ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❱❡r❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤✉♥❣ ❢✉♥❦t✐♦♥❛❧❡r
❑♦♥❣r✉❡♥③❡♥✱ ✐♥ ❞❡♠✱ ❛✉s❣❡❤❡♥❞ ✈♦♠ ▼♦❞✉❧ x3−1✱ ❡✐♥❡ ▼❡t❤♦❞❡ ③✉r ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡♥
❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ✈♦♥ P✉♥❦t❡♥ ✐♠ ❘❛✉♠ ❣❡❣❡❜❡♥ ✇✐r❞✱ ❞✐❡ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ③✉ ❡✐♥❡♠ rä✉♠❧✐❝❤❡♥
❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ❡r✇❡✐t❡rt ✇✐r❞✳ ❊✐♥ ③✇❡✐t❡r ❇❡✐tr❛❣ ✈♦♥ ❍✳ ❲❡❜❡r ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t s✐❝❤
♠✐t ❞❡r ✒❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❞❡r ❚❡✐❧❡ ❡✐♥❡r ❦r✉♠♠❡♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❊❜❡♥❡✑✱ ❛❧s♦ ♠✐t

✶✾



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

❞❡r ●r✉♥❞❛✉❢❣❛❜❡ ❞❡r ❑❛rt♦❣r❛♣❤✐❡✳ ❉✐❡ ✈♦♠ ❘❡❢❡r❡♥t❡♥ ✉♥t❡rs✉❝❤t❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥
s♦❧❧t❡♥ s♦ ❣❡❛rt❡t s❡✐♥✱ ❞❛ss ✒♥✐❝❤t ♥✉r ❞✐❡ ❦❧❡✐♥st❡♥ ❚❡✐❧❡ ❞❡r ❊❜❡♥❡ ❞❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥✲
❞❡♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥✲❊❧❡♠❡♥t❡♥ ä❤♥❧✐❝❤ s✐♥❞✑✱ s♦♥❞❡r♥ ❛✉❝❤ ❞❛s ❇✐❧❞ ✐♠ ●r♦ÿ❡♥ ✉♥❞
●❛♥③❡♥ ❦❡✐♥❡ ❛❧❧③✉ st❛r❦❡♥ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❞❡r ●❡st❛❧t ❞❡r ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t❡♥ ❋✐❣✉r
③❡✐❣t✳ ●❡♥❛✉❡r ❣❡s❛❣t ❣✐♥❣ ❡s ❍✳ ❲❡❜❡r ✲ ✇✐❡ ♠❛♥ ❞❡r ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❆❜❤❛♥❞❧✉♥❣
✐♠ ❈r❡❧❧❡✲❏♦✉r♥❛❧ ❡♥t♥❡❤♠❡♥ ❦❛♥♥ ✲ ❞❛r✉♠✱ ❡✐♥ ▼❛ÿ ❢ür ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣
❤❡r✈♦r❣❡r✉❢❡♥❡ ❱❡r③❡rr✉♥❣ ③✉ ❞❡✜♥✐❡r❡♥✳ ❙❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ s♣r❛❝❤ P❛✉❧ ●♦r❞❛♥ ü❜❡r ✒♥❡✉❡
▼❡t❤♦❞❡♥ ❞❡r ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡ ♥❛❝❤ P❧ü❝❦❡r✑✳ ❉❛❜❡✐ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡ ❡r ❞✐❡ ▲✐✲
♥✐❡♥❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥✱ ❞✐❡ ❏✳ P❧ü❝❦❡r ✶✽✸✵ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt ✉♥❞ ✶✽✻✹ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ✈♦r❣❡st❡❧❧t
❤❛tt❡✱ ✉♥❞ ❧öst❡ ❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❆✉❢❣❛❜❡♥✿ ❉✐❡ ❑♦♠♣❧❡①❡ ③✉ ✜♥❞❡♥✱ ✐♥ ❞❡♥❡♥
❡✐♥❡ ❣❡❣❡❜❡♥❡ ❋❧ä❝❤❡ ③✇❡✐t❡r ❖r❞♥✉♥❣ ❧✐❡❣t❀ ✉♥❞✱ ❞✐❡ ❋❧ä❝❤❡ ③✇❡✐t❡r ❖r❞♥✉♥❣ ③✉
✜♥❞❡♥✱ ❞✐❡ ✐♥ ❞r❡✐ ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❑♦♠♣❧❡①❡♥ ❧✐❡❣t✳ ❉✐❡ ●♦r❞❛♥s❝❤❡♥ Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣❡♥ ❧✐❡❢❡♥
s♦♠✐t ✐♥ ❞✐❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r ♦❜❡♥ ❜❡r❡✐ts ✐♠ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ♠✐t ❆✳ ❈❧❡❜s❝❤ ❣❡♥❛♥♥t❡♥
❛♥❛❧②t✐s❝❤❡♥ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ●❡❜✐❧❞❡♥ ✐♥ ▲✐♥✐❡♥❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥✳
❊✐♥❡ ③✇❡✐t❡ ❲♦rt♠❡❧❞✉♥❣ ●♦r❞❛♥s ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t❡ s✐❝❤ ♠✐t ❞❡♥ ✷✼ ●❡r❛❞❡♥ ❡✐♥❡r ❋❧ä✲

❝❤❡ ❞r✐tt❡r ❖r❞♥✉♥❣✳ ❉✐❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❞❡r ✐♥ ❡✐♥❡r ❋❧ä❝❤❡ ❞r✐tt❡r ❖r❞♥✉♥❣ ❣❡❧❡❣❡♥❡♥
●❡r❛❞❡♥ ✇❛r ❡✐♥ ✇✐❝❤t✐❣❡s ❚❤❡♠❛ ❞❡r ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❋♦rs❝❤✉♥❣ ✐♠ ✶✾✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt✳
❆rt❤✉r ❈❛②❧❡② ✭✶✽✷✶✲✶✽✾✺✮ ❤❛tt❡ ✶✽✹✾ ♥❛❝❤❣❡✇✐❡s❡♥✱ ❞❛ss ❡✐♥❡ ❞❡r❛rt✐❣❡ ❋❧ä❝❤❡ st❡ts
✷✼ ●❡r❛❞❡♥ ❡♥t❤ä❧t✱ ❞✐❡ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ♥✐❝❤t ❛❧❧❡ r❡❡❧❧ ③✉ s❡✐♥ ❜r❛✉❝❤❡♥✳ ❉❛s ❡rst❡ ❇❡✐✲
s♣✐❡❧ ❡✐♥❡r ❋❧ä❝❤❡ ❞r✐tt❡r ❖r❞♥✉♥❣✱ ❞❛s t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ✷✼ r❡❡❧❧❡ ●❡r❛❞❡♥ ❡♥t❤ä❧t✱ ✇✉r❞❡
✈♦♥ ❆✳ ❈❧❡❜s❝❤ ❡rst ✶✽✼✶ ♣✉❜❧✐③✐❡rt✳ ■♠ ▲❛✉❢❡ ❞✐❡s❡r s❡❤r ❦♦♥❦r❡t❡♥ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥
❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ❜❡✇✐❡s ♠❛♥ ❙ät③❡ ✇✐❡✿ ❏❡❞❡ ❞❡r ✷✼ ●❡r❛❞❡♥ ✇✐r❞ ✈♦♥ ✶✵ ❛♥❞❡r❡♥
●❡r❛❞❡♥ ❣❡s❝❤♥✐tt❡♥✳ P✳ ●♦r❞❛♥ ❢ü❤rt❡ ❛✉s✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❞✐❡ ✷✼ ●❡r❛❞❡♥ ❛❧s ❙❝❤♥✐tt ❞❡r
✈♦r❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❋❧ä❝❤❡ ♠✐t ❡✐♥❡r ❋❧ä❝❤❡ ♥❡✉♥t❡r ❖r❞♥✉♥❣ ❡r❤❛❧t❡♥ ❦❛♥♥✳ ❈❤r✳ ❲✐❡♥❡r
st❡❧❧t❡ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ✐♠ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❏❛❤r ❡✐♥ ▼♦❞❡❧❧ ❡✐♥❡r ❋❧ä❝❤❡ ❞r✐tt❡r ❖r❞♥✉♥❣
♠✐t ✷✼ ●❡r❛❞❡♥ ✈♦r✳
❉❡r ❇❡✐tr❛❣ ✈♦♥ ❏♦❤❛♥♥ ❇❡♥❡❞✐❦t ▲✐st✐♥❣ ✒ü❜❡r ❞✐❡ ❱❡r❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r✉♥❣ ❞❡s ❊✉✲

❧❡r✬s❝❤❡♥ ❙❛t③❡s ✈♦♥ ❞❡♥ P♦❧②❡❞❡r♥✑ ❧❡✐t❡t ❞✐❡ ❡rst❛✉♥❧✐❝❤ r❡✐❝❤❤❛❧t✐❣❡ ❙❡r✐❡ ✈♦♥ ❙❡❦✲
t✐♦♥s✈♦rträ❣❡♥ ü❜❡r t♦♣♦❧♦❣✐s❝❤❡ ❋r❛❣❡♥ ❡✐♥ ✭❏✳ ❇✳ ▲✐st✐♥❣ s❡❧❜st ❤❛t ❥❛ ✐♥ s❡✐♥❡♥
✒❱♦rst✉❞✐❡♥ ③✉r ❚♦♣♦❧♦❣✐❡✑ ✭✶✽✹✼✮ ❞✐❡ ❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣ ❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❣❡♣rä❣t✱ ❞✐❡ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s
❡rst ✐♥ ❞❡r ③✇❡✐t❡♥ ❍ä❧❢t❡ ❞❡s ③✇❛♥③✐❣st❡♥ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rts ❞✐❡ ▲❡✐❜♥✐③s❝❤❡ ✬❆♥❛❧②s✐s
✭♦❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❛✮ s✐t✉s✬ ✈❡r❞rä♥❣t❡✮✳ ■♥ s❡✐♥❡♠ ❋r❛♥❦❢✉rt❡r ❱♦rtr❛❣ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡ ❞❡r
●ött✐♥❣❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r ✉♥❞ P❤②s✐❦❡r ❞✐❡ ✈♦♥ ✐❤♠ ✐♥ s❡✐♥❡♠ ✒❈❡♥s✉s ❞❡r rä✉♠❧✐❝❤❡♥
❆✉s❞❡❤♥✉♥❣✑ ✭✶✽✻✷✮ ♠✐t❣❡t❡✐❧t❡ ❱❡r❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r✉♥❣ ❞❡r ❊✉❧❡rs❝❤❡♥ P♦❧②❡❞❡r❢♦r♠❡❧
E + F = K + 2 ✭E ✐st ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❊❝❦❡♥ ❡✐♥❡s ❦♦♥✈❡①❡♥ P♦❧②❡❞❡rs✱ F ❞✐❡❥❡♥✐❣❡
❞❡r ❋❧ä❝❤❡♥ ✉♥❞ K ❞✐❡ ❞❡r ❑❛♥t❡♥✮ ❛✉❢ ❑ör♣❡r ✭❜❡✐ ❏✳ ❇✳ ▲✐st✐♥❣✿ ❑♦♠♣❧❡①❡✮✱ ❞✐❡
♥✐❝❤t ❦♦♥✈❡① s❡✐♥ ♠üss❡♥✶✵✳ ❉❡r ❊✉❧❡rs❝❤❡ P♦❧②❡❞❡rs❛t③ ❦❛♠ ♥♦❝❤ ❡✐♥♠❛❧ ✶✽✼✽ ✐♥
❑❛ss❡❧ ③✉r ❙♣r❛❝❤❡✳
■♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r ❆❧❣❡❜r❛ ✜♥❞❡♥ ✇✐r ❡✐♥❡♥ ❇❡✐tr❛❣ ❞❡s ❢rü❤❡r❡♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣❡r Pr✐✲

✈❛t❞♦③❡♥t❡♥ ✉♥❞ s♣ät❡r❡♥ Pr♦❢❡ss♦r ✐♥ ❘❡✈❛❧✱ ●❡♦r❣ ❩❡❤❢✉ss✱ ❞❡r s✐❝❤ ❛♥s❝❤❡✐♥❡♥❞

✶✵❩✉r ●❡s❝❤✐❝❤t❡ ❞❡s ❊✉❧❡rs❝❤❡♥ P♦❧②❡❞❡rs❛t③❡s ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ♠❛♥ ❋❡❞❡r✐❝♦ ✶✾✽✷ ✉♥❞ ▲❛❦❛t♦s ✶✾✼✼✳
❊✐♥❡ ❊✐♥❢ü❤r✉♥❣ ✐♥ ❞✐❡ ❢ür ✉♥s ❡❤❡r ❢r❡♠❞❛rt✐❣❡♥ ■❞❡❡♥ ▲✐st✐♥❣s ❣✐❜t P♦♥t ✶✾✼✹✱ ✹✹✲✺✽✳ ❊✐♥❡
✐♥t❡r❡ss❛♥t❡ ä❧t❡r❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ✐st ❇rü❝❦♥❡r ✶✾✵✵✳

✷✵



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

♠✐t ❞❡r ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡s ü❜❧✐❝❤❡♥ ❉❡t❡r♠✐♥❛♥t❡♥❜❡❣r✐✛❡s ❛✉❢ ❞r❡✐ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥ ❜❡✲
s❝❤ä❢t✐❣❡✳ ❉❡r ❜❡r❡✐ts ❣❡♥❛♥♥t❡ ❙❝❤üt③ s♣r❛❝❤ ü❜❡r ❡✐♥❡♥ ✒❡❧❡♠❡♥t❛r❡♥ ❇❡✇❡✐s ❢ür
❞❡♥ ✈♦♥ ●❛✉ÿ ❛✉❢❣❡st❡❧❧t❡♥ ❙❛t③✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❦❡✐♥❡ ♠❡❤r❢❛❝❤ ❝♦♠♣❧❡①❡♥ ●röÿ❡♥ ❜✐❧❞❡♥
❧❛ss❡♥✑✳ ❈✳ ❋✳ ●❛✉ÿ ❤❛tt❡ ❡✐♥st ❞✐❡ ❋r❛❣❡ ❛✉❢❣❡✇♦r❢❡♥✱ ✒✇❛r✉♠ ❞✐❡ ❘❡❧❛t✐♦♥❡♥ ③✇✐✲
s❝❤❡♥ ❉✐♥❣❡♥✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡ ▼❛♥♥✐❣❢❛❧t✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ♠❡❤r ❛❧s ❞r❡✐ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥ ❞❛r❜✐❡t❡♥✱
♥✐❝❤t ♥♦❝❤ ❛♥❞❡r❡ ✐♥ ❞❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❆r✐t❤♠❡t✐❦ ③✉❧äss✐❣❡ ❆rt❡♥ ✈♦♥ ●röÿ❡♥ ❧✐❡❢❡r♥
❦ö♥♥❡♥✑ ✭●❛✉ÿ ❲❡r❦❡ ■■✴✶✼✽ ✲ ❤✐❡r ③✐t✐❡rt ♥❛❝❤ ❘❡♠♠❡rt ✶✾✽✺✱ ✾✺✮✳ ❉❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥✲
❞❡♥ ❙❛t③✱ ❞❛ss ♥ä♠❧✐❝❤ C ❜✐s ❛✉❢ ■s♦♠♦r♣❤✐❡ ❞❡r ❡✐♥③✐❣❡ ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡
❊r✇❡✐t❡r✉♥❣s❦ör♣❡r ✈♦♥ R ✐st✱ ✇✉r❞❡ ✈♦♥ ❑✳ ❲❡✐❡rstr❛ÿ ✐♥ s❡✐♥❡♥ ❱♦r❧❡s✉♥❣❡♥ ❛❜
✶✽✻✸ ✈♦r❣❡tr❛❣❡♥❀ ❜❡✇✐❡s❡♥ ✇✉r❞❡ ❡r ❡rst♠❛❧s ✈♦♥ ❍❡r♠❛♥♥ ❍❛♥❦❡❧ ✭✶✽✸✾✲✶✽✼✸✮ ✐♥
s❡✐♥❡r ✒❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r ❝♦♠♣❧❡①❡♥ ❩❛❤❧❡♥s②st❡♠❡✑ ✭✶✽✻✼✮✳ ❉✐❡ ❣❡♥❛♥♥t❡ ❋r❛❣❡st❡❧❧✉♥❣
❣❡❤ört ✐♠ ✇❡✐t❡r❡♥ ❙✐♥♥❡ ✐♥ ❡✐♥✱ ✐♠ ✶✾✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt r❡❝❤t ✐♥t❡♥s✐✈ ❜❡❛r❜❡✐t❡t❡s ❋♦r✲
s❝❤✉♥❣s❣❡❜✐❡t✱ ❞❛s ♠❛♥ ✬❤②♣❡r❦♦♠♣❧❡①❡ ❩❛❤❧❡♥s②st❡♠❡✬ ü❜❡rs❝❤r❡✐❜❡♥ ❦ö♥♥t❡ ✉♥❞
❜❡✐ ❞❡♠ ❡s ✉♠ ❤ö❤❡r❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣❡♥ ✈♦♥ R ✉♥❞ C ❣✐♥❣✳ ❊r❢♦❧❣❡ ✐♥ ❞✐❡✲
s❡r ❘✐❝❤t✉♥❣ ✇❛r❡♥ ✉♥t❡r ❛♥❞❡r❡♠ ❞✐❡ ❊✐♥❢ü❤r✉♥❣ ❞❡r ◗✉❛t❡r♥✐♦♥❡♥ ❞✉r❝❤ ❲✐❧❧✐❛♠
❘♦✇❛♥ ❍❛♠✐❧t♦♥ ✭✶✽✵✺✲✶✽✻✺✮ ✉♥❞ ❞❡r ❖❦t❛✈❡♥ ✭❤❡✉t❡ ❛✉❝❤ ❈❛②❧❡②✲❩❛❤❧❡♥ ❣❡♥❛♥♥t✮
❞✉r❝❤ ❆✳ ❈❛②❧❡②✳ ❊✐♥❡ ❛♥❞❡r❡ ❤✐❡r ❛♥❦♥ü♣❢❡♥❞❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣s❧✐♥✐❡ ❢ü❤rt❡ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤
③✉r ❱❡❦t♦rr❡❝❤♥✉♥❣ ✭❍❡r♠❛♥♥ ●ü♥t❤❡r ●r❛ss♠❛♥♥ ✭✶✽✵✾✲✶✽✼✼✮ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡ ✐♥ s❡✐♥❡r
✒❧✐♥❡❛❧❡♥ ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣s❧❡❤r❡✑ ✭✶✽✹✹✱ ✶✽✻✶✮ ❤✐❡r③✉ ✇✐❝❤t✐❣❡ ❆♥sät③❡✮✳
❊✐♥ ❧❡t③t❡r ❱♦rtr❛❣✱ ❞❡r ✐♥ ❞❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r ■♥✈❛r✐❛♥t❡♥t❤❡♦r✐❡ ❡✐♥③✉♦r❞♥❡♥ ✐st✱

st❛♠♠t ✈♦♥ ❆✳ ❈❧❡❜s❝❤ ✉♥❞ ❜❡❤❛♥❞❡❧t❡ ✒❉✐❡ t②♣✐s❝❤❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❜✐♥är❡♥ ❋♦r♠❡♥
✈♦♠ ●r❛❞❡ (2n−1)✑✳ ■♥ ✐❤♠ ✇✐r❞ ❣❡③❡✐❣t✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞✐❡ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ❞❡r s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥
t②♣✐s❝❤❡♥ ❋♦r♠ ✭✇✐r ✇ür❞❡♥ ❤❡✉t❡ ❡❤❡r ✈♦♥ ❡✐♥❡r ◆♦r♠❛❧❢♦r♠ s♣r❡❝❤❡♥✮ ❞✉r❝❤ 2n
■♥✈❛r✐❛♥t❡♥ ❞❛rst❡❧❧❡♥ ❧❛ss❡♥✳
✶✽✻✽ ❢❛♥❞ ❞✐❡ ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ✐♥ ❉r❡s❞❡♥✱ ❛❧s♦ ✇✐❡❞❡r ✐♠ ❯♠❦r❡✐s ❡✐♥❡r ❚❡❝❤♥✐✲

s❝❤❡♥ ❍♦❝❤s❝❤✉❧❡✱ st❛tt✳ ❈❤r✳ ❲✐❡♥❡r ❣r✐✛ ❡r♥❡✉t ❞❛s ❚❤❡♠❛ ✬❋❧ä❝❤❡ ❞r✐tt❡r ❖r❞♥✉♥❣
♠✐t ✷✼ ●❡r❛❞❡♥✬ ❛✉❢✱ ✐♥❞❡♠ ❡r ❡✐♥ ▼♦❞❡❧❧ ❡✐♥❡s ❞❡r❛rt✐❣❡♥ ●❡❜✐❧❞❡s ♣räs❡♥t✐❡rt❡✳
❲❡✐t❡r ❣❛❜ ❡r ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✭❤❛✉♣tsä❝❤❧✐❝❤ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡s ❣❡❣❡♥s❡✐t✐❣❡♥ ❙✐❝❤s❝❤♥❡✐✲
❞❡♥s✮ ❞✐❡s❡r ●❡r❛❞❡♥ ❛♥ s♦✇✐❡ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥s✈♦rs❝❤r✐❢t❡♥ ❢ür ❞✐❡s❡❧❜❡♥✳ ❊❜❡♥❢❛❧❧s ❞❡r
●❡♦♠❡tr✐❡ ❣❡✇✐❞♠❡t ✇❛r❡♥ ❞✐❡ ❆✉s❢ü❤r✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❍✳ ❙❝❤röt❡r ✒ü❜❡r ❡✐♥❡ ❡✐❣❡♥tü♠✲
❧✐❝❤❡ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡s ❇❡❣r✐✛❡s ❞❡r ■♥✈♦❧✉t✐♦♥✑✱ ❞❡r❡♥ ●r✉♥❞✐❞❡❡ ✈♦♥ ❏❛❝♦❜ ❙t❡✐♥❡r
✭✶✼✾✻✲✶✽✻✸✮ st❛♠♠t✳ ❲❡✐t❡r ❣❛❜ ❞❡r ❱♦rtr❛❣❡♥❞❡ ❡✐♥❡ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣ ❞❛❢ür ❛♥✱ ❞❛ss ③✇❡✐
♣r♦❥❡❦t✐✈✐s❝❤❡ P✉♥❦tr❡✐❤❡♥ ❡✐♥❡♥ ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❩②❦❧✉s ✈♦♥ n P✉♥❦t❡♣❛❛r❡♥ ❜✐❧❞❡♥✳
■♥ ❞❡r ❆❧❣❡❜r❛ ❣❛❜ ❡s ❡✐♥❡♥ ❇❡✐tr❛❣ ✈♦♥ ▲✉❞✇✐❣ ▼❛tt❤✐❡s❡♥ ③✉ ❆✉✢ös✉♥❣ ❜✐q✉❛✲

❞r❛t✐s❝❤❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✱ ü❜❡r ❞❡♥ ♥✐❝❤ts ✇❡✐t❡r ♠✐t❣❡t❡✐❧t ✇✉r❞❡✳ ❉✐❡ ❆✉✢ös✉♥❣ ✈♦♥
●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ s❝❤❡✐♥t ▼❛tt❤✐❡s❡♥ ✐♥t❡♥s✐✈ ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t ③✉ ❤❛❜❡♥❀ ✶✽✼✽ s❝❤r✐❡❜ ❡r s❡✐✲
♥❡ ✒●r✉♥❞③ü❣❡ ❞❡r ❛♥t✐❦❡♥ ✉♥❞ ♠♦❞❡r♥❡♥ ❆❧❣❡❜r❛ ❞❡r ❧✐tt❡r❛❧❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✑✱ ✐♥
❞❡r ❡r ♠✐t ❣❡r❛❞❡③✉ ❡♥③②❦❧♦♣ä❞✐s❝❤❡r ●rü♥❞❧✐❝❤❦❡✐t ❛✉❢ r✉♥❞ ✶✵✵✵ ❙❡✐t❡♥ ❛❧❧❡ ❜❡✲
❦❛♥♥t❡♥ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❢ür ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❜✐s ❤ö❝❤st❡♥s ✈✐❡rt❡♥ ●r❛❞❡s ❞❛rst❡❧❧t❡✳ ❉❡r
❜✐q✉❛❞r❛t✐s❝❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ s✐♥❞ ❞❛❜❡✐ ❛❧❧❡✐♥ ✻✻ ❙❡✐t❡♥ ❣❡✇✐❞♠❡t✳
❉❛♥❡❜❡♥ s♣r❛❝❤ ▲✳ ▼❛tt❤✐❡s❡♥ ❛✉❝❤ ♥♦❝❤ ✒ü❜❡r ❡✐♥❡ ❡✐❣❡♥tü♠❧✐❝❤❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ❞❡r

❇✐♥♦♠✐❛❧❝♦❡✣❝✐❡♥t❡♥ ③✉r ●❛♠♠❛❢✉♥❝t✐♦♥ ✉♥❞ ❞❡♥ ✜❣✉r✐rt❡♥ ❩❛❤❧❡♥✑✳ ❍✐❡r ✇✉r❞❡

✷✶



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

✉♥t❡r ❛♥❞❡r❡♠ ❞✐❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣
(

n

0

)

Γ(n)

Γ(1)
−
(

n

1

)

Γ(n+ w
v
)

Γ(1 + w
v
)
+ . . . = 0

❤❡r❣❡❧❡✐t❡t ✭✇♦❜❡✐ ❞❡r ❘❡❞♥❡r ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❡✐♥❣❡st❡❤❡♥ ♠✉sst❡✱ ❞❛ss ✐❤♠ ❡✐♥ ✇❡s❡♥t✲
❧✐❝❤❡r ❙❝❤r✐tt ✐♠ ❇❡✇❡✐s ❞❡r ♦❜✐❣❡♥ ❋♦r♠❡❧ ♥♦❝❤ ❢❡❤❧❡✮✳ ❉❡r Pr❛❣❡r Pr✐✈❛t❞♦③❡♥t
❆♥t♦♥ ❑❛r❧ ●rü♥❡✇❛❧❞ ❣r✐✛ ✐♥ s❡✐♥❡♠ ❇❡✐tr❛❣ ✒ü❜❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡s ❖♣❡r✐r❡♥ ü❜❡r✲
❤❛✉♣t ✉♥❞ ü❜❡r ❜❡❣r❡♥③t❡ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥❡♥ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡✑ ■❞❡❡♥ ✈♦♥ ❏♦s❡♣❤ ▲✐♦✉✈✐❧❧❡
✭✶✽✵✾✲✶✽✽✷✮ ❛✉❢ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❡✐♥❡r ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡s ❆❜❧❡✐t✉♥❣s❜❡❣r✐✛❡s ❛✉❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ❇rü✲
❝❤❡ ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❤✐❡r③✉ ▲üt③❡♥ ✶✾✽✷✮✱ ✇♦❜❡✐ ❡r ✈❡rs✉❝❤t❡✱ ❞✐❡s❡♥ ❆♥s❛t③ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡
❛❜str❛❦t❡ ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡s ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❖♣❡r✐❡r❡♥s ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ③✉ ✉♥t❡r♠❛✉✲
❡r♥✶✶✳❉✐❡s❡ ❜❡r✉❤t❡ ✐♠ ❲❡s❡♥t❧✐❝❤❡♥ ❛✉❢ ❞❡r n✲❢❛❝❤❡♥ ■t❡r❛t✐♦♥ ❡✐♥❡r ❖♣❡r❛t✐♦♥ ✉♥❞
❞❡r❡♥ ✬❯♠❦❡❤r✉♥❣✬✳ ❆✳ ●rü♥❡✇❛❧❞ ❤❛st s♣ät❡r ✭✶✽✽✶✮ s❡✐♥❡♥ ❆♥s❛t③ ③✉r s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥
▲♦❣✐❛❧r❡❝❤♥✉♥❣ ❛✉s❣❡❜❛✉t✳
❊✐♥❡ ❆♥♠❡r❦✉♥❣ ③✉♠ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❙❝❤✉❧✉♥t❡rr✐❝❤t ♠❛❝❤t❡ ❆✉❣✉st ◆❛❣❡❧✱ ✐♥

❞❡r ❡r ❛✉❢ ❞✐❡ ✒❯♥③✉trä❣❧✐❝❤❦❡✐t ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ●❡✇♦❤♥❤❡✐t❡♥ ❜❡✐ ❞❡♠ ❡❧❡♠❡♥t❛r❡♥
♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❙❝❤✉❧✉♥t❡rr✐❝❤t ✉♥❞ ❞❡♠ s♣ät❡r❡♥ ❯♥t❡rr✐❝❤t❡✑ ❛✉❢♠❡r❦s❛♠ ♠❛❝❤✲
t❡ ✭s♦ ✇ür❞❡ ♠❛♥ ✐♥ ❞❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❛rs❝❤✉❧❡♥ ❞❡♥ ❉✐✈✐s♦r ✈♦r ❞❡♥ ❉✐✈✐❞❡♥❞ st❡❧❧❡♥✱
✇ä❤r❡♥❞ s♣ät❡r ❞✐❡ ❘❡✐❤❡♥❢♦❧❣❡ ✉♠❣❡❦❡❤rt ✇❡r❞❡✮ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❧❡✐❞❡r ♥✐❝❤t ♥ä❤❡r ❜❡✲
③❡✐❝❤♥❡t❡ ❆✉❢❣❛❜❡♥s❛♠♠❧✉♥❣ ❦r✐t✐s✐❡rt❡✳
❯♥t❡r ❞❡♥ ❚❡✐❧♥❡❤♠❡r♥ ❛♥ ❞❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❙❡❦t✐♦♥ ✐♥ ■♥♥s❜r✉❝❦ ✶✽✻✾ tr❡✛❡♥

✇✐r ❛✉❢ ❡✐♥✐❣❡ ✭s♣ät❡r✮ ♣r♦♠✐♥❡♥t❡ ◆❛♠❡♥✳ ❉✐❡ Präs❡♥③❧✐st❡ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ♥❡♥♥t✿ ❉❡✲
❞❡❦✐♥❞✱ ❉✉rè❣❡✱ ●✉❣❧❡r✱ ❍❛♥❦❡❧✱ ❑❧❡✐♥✱ ▲ös❝❤❡✱ ▼❛tt❤✐❡s❡♥✱ ◆❡✉♠❛②❡r✱ ❘❡❝❤t✱ ❘❡②❡✱
❘♦s❡♥❤❛✐♥✱ ❙♦❝❤❡r✱ ❙t❡❣❡♠❛♥♥✱ ❚✐❡❢❡♥t❤❛❧❡r ✉♥❞ ❯♥t❡r❤✉❜❡r✳ ❍✐♥③✉ ❦❛♠ ❖tt♦ ❙t♦❧③✱
❞❡r ❞❛♠❛❧s ♥♦❝❤ ✐♥ ❲✐❡♥ ❛❧s ❆ss✐st❡♥t ❛♥ ❞❡r ❙t❡r♥✇❛rt❡ tät✐❣ ✇❛r ✭❡r ❦❛♠ ❡rst ✶✽✼✶
❛❧s ❛✉ÿ❡r♦r❞❡♥t❧✐❝❤❡r Pr♦❢❡ss♦r ♥❛❝❤ ■♥♥s❜r✉❝❦✮ ✉♥❞ ❞❡r ✐♥ ■♥♥s❜r✉❝❦ ❛❧s ❙❝❤r✐❢t❢ü❤r❡r
✜r♠✐❡rt❡✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ❡r❣r✐✛ ❦❡✐♥❡r ❞❡r s♣ät❡r ♣r♦♠✐♥❡♥t❡♥ ❞❛s ❲♦rt✱ ♠✐t ❆✉s♥❛❤♠❡
✈♦♥ ❖✳ ❙t♦❧③✱ ❞❡r ❡✐♥❡ ♥❡✉❡ ❇❡❣rü♥❞✉♥❣ ❞❡r ●r✉♥❞❢♦r♠❡❧♥ ❞❡r s♣❤är✐s❝❤❡♥ ●❡♦✲
♠❡tr✐❡ ✭✇♦♠✐t ✈❡r♠✉t❧✐❝❤ ❞✐❡ ❉❡❧❛♠❜r❡s❝❤❡♥ ❋♦r♠❡❧♥ ❣❡♠❡✐♥t ✇❛r❡♥✮ ♠✐tt❡❧s ❡✐♥❡s
♥✐❝❤t ✇❡✐t❡r ❡r❧ä✉t❡rt❡♥ ✒Pr✐♥❝✐♣s ❞❡r ❩❡✐❝❤❡♥✑ ✈♦r❢ü❤rt❡✳ ❲❡✐t❡r❡ ❱♦rträ❣❡ ❜❡tr❛❢❡♥
❡✐♥ ✒❡❧❡♠❡♥t❛r❡s ❱❡r❢❛❤r❡♥ ③✉r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ▲♦❣❛r✐t❤♠❡♥✑ ✭✈♦♥ ●❡♦r❣ ❘❡❝❤t✮ ✉♥❞
✒❝✉❜✐s❝❤❡ ❉❡t❡r♠✐♥❛♥t❡♥✑ ✈♦♥ ●✳ ❩❡❤❢✉ss✳ ■♥ ❜❡✐❞❡♥ ❋ä❧❧❡♥ ❡r❢❛❤r❡♥ ✇✐r ♥✐❝❤t ♠❡❤r
❛❧s ❞✐❡ ❚✐t❡❧✳
❆✉❝❤ ❛✉❢ ❞❡r ❚❛❣✉♥❣ ❘♦st♦❝❦ ✶✽✼✶ ✇✉r❞❡♥ ✈❡r❣❧❡✐❝❤s✇❡✐s❡ ✇❡♥✐❣❡ ❇❡trä❣❡ ③✉r

r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✈♦r❣❡tr❛❣❡♥✳ ❍✐❡r r✐❝❤t❡t❡ ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡ ❙❡❦t✐♦♥ ❢ür ▼❛✲
t❤❡♠❛t✐❦ ✉♥❞ P❤②s✐❦ ❡✐♥✱ ❞❡r❡♥ ♣r♦♠✐♥❡♥t❡st❡s ▼✐t❣❧✐❡❞ ❊r♥st ▼❛❝❤ ❣❡✇❡s❡♥ s❡✐♥
❞ür❢t❡ ✭❞❡r s✐❝❤ ❤ä✉✜❣ ❛♥ ❞❡♥ ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣❡♥ ❜❡t❡✐❧✐❣t❡ ✉♥❞ ♥✐❝❤t ♥✉r ✐♥ ❞❡r ♣❤②s✐❦❛✲
❧✐s❝❤❡♥ ❙❡❦t✐♦♥ s♦♥❞❡r♥ ❛✉❝❤ ✐♥ ❞❡r❥❡♥✐❣❡♥ ❢ür ❞❡♥ ♥❛t✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡♥ ❯♥t❡rr✐❝❤t
❛❦t✐✈ ✇❛r✮✳ ❉❡r ❉♦r♣❛t❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r ❊r♥st ❋❡r❞✐♥❛♥❞ ❆✉❣✉st ▼✐♥❞✐♥❣ ❜❡t❡✐❧✐❣t❡

✶✶➘❤♥❧✐❝❤❡ ■❞❡❡♥ ✈❡r❢♦❧❣t❡ ❛✉❝❤ ❊✳ ❙❝❤rö❞❡r✿ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❞❡ss❡♥ ❇❡✐tr❛❣ ✶✽✼✾✳ ❉✐❡s❡r ♠❡❧❞❡t❡ s✐❝❤
♥❛❝❤ ❞❡♠ ❱♦rtr❛❣ ✈♦♥ ❑✳ ●rü♥❡✇❛❧❞ ③✉ ❲♦rt✱ ✉♠ ❞❛r❛✉❢ ❤✐♥③✉✇❡✐s❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❊♥❣❧ä♥❞❡r
❈❛r♠✐❝❤❛❡❧ s✐❝❤ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❜❡♠ü❤❡✱ ✒❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ●❡s❡t③❡ ❢ür s♦❧❝❤❡ ❖♣❡r❛t✐♦♥❡♥ ③✉ ❡♥t✇✐❝❦❡❧♥✑
✭❚❇✱ ✶✸✶✮✳

✷✷



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

s✐❝❤ ✐♥ ❘♦st♦❝❦ ❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ③✇❡✐ ❘❡❢❡r❛t❡♥✿ ❡✐♥❡♠ ③✉r ❖♣t✐❦ ✉♥❞ ❡✐♥❡♠ ü❜❡r ❞✐❡ ■♥t❡✲
❣r❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✳ ■♠ ❧❡t③t❡r❡♥ ❡r❧ä✉t❡rt❡ ❡r ❡✐♥❡ ❜❡rü❤♠t❡✱
♣r❡✐s❣❡❦rö♥t❡✱ ✶✽✻✷ ♣✉❜❧✐③✐❡rt❡ ▼❡t❤♦❞❡ ③✉r ▲ös✉♥❣ ✈♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐✲
❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡r ❋♦r♠ P (x, y) dx + Q(x, y) dy = 0 ✭✇♦❜❡✐ P ✉♥❞ Q P♦❧②♥♦♠❡ ❣❧❡✐❝❤❡♥
●r❛❞❡s s❡✐♥ s♦❧❧❡♥✮ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❡✐♥❡s ✐♥t❡❣r✐❡r❡♥❞❡♥ ❋❛❦t♦rs✳ P❛✉❧ ❇❛❝❤♠❛♥♥ s♣r❛❝❤
ü❜❡r q✉❛❞r❛t✐s❝❤❡ ❋♦r♠❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❛❧s ❣❛♥③❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ③✇❡✐t❡♥ ●r❛❞❡s
✈♦♥ ❜❡❧✐❡❜✐❣ ✈✐❡❧❡♥ ❱❡rä♥❞❡r❧✐❝❤❡♥ ❞❡✜♥✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ✭❛♥st❛tt ❋✉♥❦t✐♦♥ ✇ür❞❡♥ ✇✐r
❤❡✉t❡ P♦❧②♥♦♠ s❛❣❡♥✮✳ ●❡❣❡♥st❛♥❞ ❞❡s ❱♦rtr❛❣❡s ✐st ❞✐❡ ❋r❛❣❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ✭❧✐♥❡❛r❡♥✮
❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❞❡r❛rt✐❣❡ q✉❛❞r❛t✐s❝❤❡ ❋♦r♠❡♥ ✐♥ s✐❝❤ ü❜❡r❢ü❤r❡♥ ✲ ❡✐♥ Pr♦❜❧❡♠✱
❞❛s ♠❛♥ s♦✇♦❤❧ ③✉r ✭♠♦❞❡r♥ ❣❡s♣r♦❝❤❡♥✮ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❆❧❣❡❜r❛ ❛❧s ❛✉❝❤ ③✉r ■♥✈❛r✐❛♥t❡♥✲
t❤❡♦r✐❡ r❡❝❤♥❡♥ ❦❛♥♥ ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❉✐❡✉❞♦♥♥é ✶✾✽✺✱ ✾✼✲✶✶✵✮✳ ●❡❧öst s❡✐ ❞✐❡s❡ ❋r❛❣❡ ❢ür
❜✐♥är❡ ✉♥❞ ❢ür t❡r♥är❡ q✉❛❞r❛t✐s❝❤❡ ❋♦r♠❡♥ ✭❛❧s♦ s♦❧❝❤❡ ♠✐t ③✇❡✐ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡
❞r❡✐ ❱❡rä♥❞❡r❧✐❝❤❡♥✮ ❞✉r❝❤ ❈❤✳ ❍❡r♠✐t❡ ✭✶✽✷✷✲✶✾✵✶✮✳ P✳ ❇❛❝❤♠❛♥♥ ✇❛♥❞t❡ ❞✐❡ ❍❡r✲
♠✐t❡s❝❤❡♥ Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣❡♥ ❛✉❢ q✉❛❞r❛t✐s❝❤❡ ❋♦r♠❡♥ ✈♦♥ ✈✐❡r ❱❡rä♥❞❡r❧✐❝❤❡♥ ❛♥ ✉♥❞
❣❡❧❛♥❣t❡ ③✉ ❞❡r ❊✐♥s✐❝❤t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ❞❡r ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s♠❛tr✐① ✭✈♦♥ ✐❤♠
❛❧s ✒❙✉❜st✐t✉t✐♦♥s✲❈♦❡✣❝✐❡♥t❡♥✑ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✮ s②♠♠❡tr✐s❝❤ s❡✐♥ ♠üss❡♥✳
❉✐❡ ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ▲❡✐♣③✐❣ ✶✽✼✷ ❜✐❡t❡t ♠❡❤r❡r❡✱ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ♥✉r ❦♥❛♣♣ ❞♦❦✉♠❡♥✲

t✐❡rt❡ ❱♦rträ❣❡ ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✳ ❖✳❙❝❤❧ö♠✐❧❝❤ ❛✉s ❞❡♠ ♥❛❤❡♥
❉r❡s❞❡♥ ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t❡ s✐❝❤ ❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ❞r❡✐ ❚❤❡♠❡♥✿ ✒❯❡❜❡r ❜❡❞✐♥❣t ✉♥❞ ✉♥❜❡❞✐♥❣t
❝♦♥✈❡r❣✐r❡♥❞❡ ❘❡✐❤❡♥✑✱ ✒❯❡❜❡r ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❧ä♥❣s ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡r ❈♦♥t♦✉r❡♥ ♠✐t ❜❡s♦♥✲
❞❡r❡r ❇❡③✉❣♥❛❤♠❡ ❛✉❢ ❤✐❡r❜❡✐ ✈♦r❦♦♠♠❡♥❞❡ ❦r✐t✐s❝❤❡ P✉♥❦t❡✑ s♦✇✐❡ ✒❯❡❜❡r ❡✐♥❡♥ ❞✐❡
❱❡r✇❛♥❞ts❝❤❛❢t ❜❡✐ ❑❡❣❡❧s❝❤♥✐tt❡♥ ❜❡tr❡✛❡♥❞❡♥ ❙❛t③✑✳ ❇❡✐♠ ③✇❡✐t❡♥ ❚❤❡♠❛ ❞ür❢t❡
❡s ✉♠ ❞❡♥ ✈♦♥ ❆✳ ▲✳ ❈❤❛✉❝❤② ❡♥t❞❡❝❦t❡♥ ❘❡s✐❞✉❡♥s❛t③ ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❇♦tt❛③✐♥✐ ✶✾✽✻✱
✶✻✷✲✶✻✻✮ ❣❡❣❛♥❣❡♥ s❡✐♥❀ ③✉♠ ❡rst❡♥ ✐st ✈✐❡❧❧❡✐❝❤t ③✉ ❜❡♠❡r❦❡♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❘❡✐❤❡
✉♥❜❡❞✐♥❣t ❦♦♥✈❡r❣❡♥t ♥❛♥♥t❡ ✭✉♥❞ ♥♦❝❤ ♥❡♥♥t✮✱ ✇❡♥♥ s✐❡ ❜❡✐ ❥❡❞❡r ❯♠♦r❞♥✉♥❣ ❦♦♥✲
✈❡r❣✐❡rt✳ ➘q✉✐✈❛❧❡♥t ❤✐❡r③✉ ✐st✱ ✇✐❡ ♠❛♥ ③❡✐❣❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞✐❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❘❡✐❤❡
❛❜s♦❧✉t ❦♦♥✈❡r❣✐❡rt❀ ♠ö❣❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ ❣✐♥❣ ❡s ❖✳ ❙❝❤❧ö♠✐❧❝❤ ✉♠ ❞✐❡s❡♥ ✇✐❝❤t✐❣❡♥ ❙❛t③✱
❞❡r ❢ür ❜❡❞✐♥❣t ❦♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ❘❡✐❤❡♥ ♥✐❝❤t ③✉tr✐✛t✳ ▼✐t ❘❡✐♥❤♦❧❞ ❍♦♣♣❡ ♠❡❧❞❡t❡ s✐❝❤ ✐♥
▲❡✐♣③✐❣ ❡✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r ③✉ ❲♦rt✱ ❞❡r ♥♦❝❤ ✈✐❡❧❡ ❇❡✐trä❣❡ ③✉r ❙❡❦t✐♦♥ ❧❡✐st❡♥ s♦❧❧t❡
✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ✸✮✳ ❉✐❡s♠❛❧ ä✉ÿ❡rt❡ ❡r s✐❝❤ ③✉ ✒♣r❛❝t✐s❝❤❡♥ ❋r❛❣❡♥✑✱ ✇♦❜❡✐ ❡r ♥❡✉❡ ❙②♠❜♦✲
❧❡ ❢ür ❞✐❡ ❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣ ✈♦♥ ❤ä✉✜❣ ✈❡r✇❛♥❞t❡♥ ❑♦♥st❛♥t❡♥ ✈♦rs❝❤❧✉❣ ✉♥❞ ❣❡❣❡♥ ❡✐♥❡♥
❛❧t❡❤r✇ür❞✐❣❡♥ ❇r❛✉❝❤ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r ♦♣♣♦♥✐❡rt❡✿ ✒❊♥ts❝❤❧♦ss❡♥ s♣r✐❝❤t s✐❝❤ ❞❡r
❘❡❞♥❡r ❣❡❣❡♥ ❞✐❡ ❜✐s ❥❡t③t ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❙✐tt❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ●röÿ❡♥ ✭✇✐❡ π ♦❞❡r e✮ ❞✉r❝❤ ❇✉❝❤✲
st❛❜❡♥ ❛✉s ❞❡♠ ❆❧♣❤❛❜❡t ❛✉s③✉❞rü❝❦t✱ ❛✉s ✳✳✳✑ ✭❚❇✱ ✺✼✮✳ ▲❡♦ ❆✉❣✉st P♦❝❤❤❛♠♠❡r✱
❛♥ ❞❡♥ ❤❡✉t❡ ♥♦❝❤ ❞✐❡ ❑✉♠♠❡r✲P♦❝❤❤❛♠♠❡rs❝❤❡♥✲❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ P♦❝❤❤❛♠✲
♠❡rs❝❤❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡r✐♥♥❡r♥✱ s♣r❛❝❤ ü❜❡r ❞✐❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❲❡rt❡ ❞❡r
❋♦✉r✐❡rs❝❤❡♥ ❩②❧✐♥❞❡r❢✉♥❦t✐♦♥ J(x)✳ ❉✐❡s❡ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣

d2J

dx2
+

1

x

dJ

dx
+ J = 0

❞❡✜♥✐❡rt✳
❉✐❡ ●❡♦♠❡tr✐❡ ✇❛r ✐♥ ▲❡✐♣③✐❣ ❞✉r❝❤ ③✇❡✐ ❘❡❢❡r❛t❡ ✈❡rtr❡t❡♥✿ ❊❞♠✉♥❞ ❍❡rr s♣r❛❝❤

ü❜❡r ✒❞✐❡ ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❆rt❡♥ ❆r❝❤✐♠❡❞✐s❝❤❡r ❑ör♣❡r✑ ✇♦❜❡✐ ❡r ❡✐♥✐❣❡ ❙♣❡③✐❛❧❢ä❧❧❡ ❞✐s✲
❦✉t✐❡rt❡ ✉♥❞ ▼♦❞❡❧❧❡ ✈♦r❢ü❤rt❡✱ ✉♥❞ ❍❡✐♥r✐❝❤ ❉✉rè❣❡ ä✉ÿ❡rt❡ s✐❝❤ ③✉ ✒❋♦r♠❡♥ ❞❡r

✷✸



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

❈✉r✈❡♥ ❞r✐tt❡r ❖r❞♥✉♥❣✑✳ ▲ässt ♠❛♥ ❞❛s ❱❡r❤❛❧t❡♥ s♦❧❝❤❡r ❑✉r✈❡♥ ✐♠ ❯♥❡♥❞❧✐❝❤❡♥
❛✉ÿ❡r ❆❝❤t✱ ✇❛s ❆✉❣✉st ❋❡r❞✐♥❛♥❞ ▼ö❜✐✉s ✭✶✼✾✵✲✶✽✻✽✮ ✈♦r❣❡s❝❤❧❛❣❡♥ ❤❛❜❡♥ s♦❧❧✱
s♦ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ③✇❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❆rt❡♥ ✈♦♥ ❑✉r✈❡♥✿ s♦❧❝❤❡ ♠✐t ③✇❡✐ ✉♥③✉s❛♠♠❡♥✲
❤ä♥❣❡♥❞❡♥ ❚❡✐❧❡♥ U ✉♥❞ S✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❛✉❝❤ ♥✐❝❤t ✐♠ ❯♥❡♥❞❧✐❝❤❡♥ tr❡✛❡♥✱ ✉♥❞ s♦❧❝❤❡✱
❞✐❡ ✒♥✉r ❛✉s ❡✐♥❡♠ ❡✐♥③✐❣❡♥✱ ✐♠ ❯♥❡♥❞❧✐❝❤❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥❤ä♥❣❡♥❞❡♥ ❚❡✐❧❡ ❜❡st❡❤❡♥✑
✭❚❇✱ ✶✷✮✳ ❉✐❡ ➘st❡ U ✉♥❞ S ✇✉r❞❡♥ ✈♦♠ ❱♦rtr❛❣❡♥❞❡♥ ♥ä❤❡r ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt❀ ❞❡♥
Ü❜❡r❣❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❑✉r✈❡♥ ❡rst❡r ✉♥❞ ③✇❡✐t❡r ❆rt ♠❛r❦✐❡r❡♥ ❑✉r✈❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠
✐s♦❧✐❡rt❡♥ P✉♥❦t✳
❆✉❢ ❞❡r ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ❲✐❡s❜❛❞❡♥ ✶✽✼✸ ✜♥❞❡♥ ✇✐r ❡✐♥❡♥ ❇❡✐tr❛❣ ③✉r ❆♥❛❧②s✐s

✭❲✐❧❤❡❧♠ ❚❤♦♠❡ ✒❯❡❜❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❧✐♥❡❛r❡r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✑✮
✉♥❞ ③✇❡✐ ③✉r ●❡♦♠❡tr✐❡ ✭❚❤❡♦❞♦r ❘❡②❡ ✒❩✇❡✐ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥
③❡❤♥ P✉♥❦t❡♥ ❡✐♥❡r ❋❧ä❝❤❡ ③✇❡✐t❡r ❖r❞♥✉♥❣✑ s♦✇✐❡ ❘✳ ❍♦♣♣❡ ✒❯❡❜❡r ❡✐♥ ✐❞❡♥t✐✲
s❝❤❡s Pr♦❜❧❡♠ ❛✉s ❞❡r ❈✉r✈❡♥t❤❡♦r✐❡ ✉♥❞ ❞❡r ❉②♥❛♠✐❦✑✮✳ ❇❡✐ ❲✳ ❚❤♦♠❡ ❣✐♥❣ ❡s
✉♠ ❙②st❡♠❡ ✈♦♥ ③✇❡✐ ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✱ ❞❡r❡♥ ❑♦❡✣③✐✲
❡♥t❡♥ st❡t✐❣❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ s✐♥❞✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❡✐♥❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣
❞❡s ✐♥t❡❣r✐❡r❡♥❞❡♥ ❋❛❦t♦rs ❞❡r ❛♥❞❡r❡♥ ✐st✳ ❊r ③❡✐❣t❡ ❞❛♥♥✱ ❞❛ss ❛✉s ❞❡♥ ■♥t❡❣r❛❧❡♥
❞❡r ❡✐♥❡♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞✐❡❥❡♥✐❣❡♥ ❞❡r ❛♥❞❡r❡♥ ❞✐r❡❦t ❛❜❧❡✐t❜❛r s✐♥❞✳ ❙♣ä✲
t❡r ✇✐r❞ ✐♠ ❚❛❣❡❜❧❛tt ♥♦❝❤ ✈❡r♠❡r❦t✿ ✒❍❡rr Pr♦❢✳ ❚❤♦♠❡ ❛✉s ❇❡r❧✐♥ s♣r✐❝❤t✿ ❯❡❜❡r
❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❡✐♥❡s ❙②st❡♠s ❧✐♥❡❛r❡r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✑ ✭❚❇✱ ✺✶✮✳
▼❡❤r ✇✐r❞ ❤✐❡r③✉ ♥✐❝❤t ♠✐t❣❡t❡✐❧t✱ ✇❡s❤❛❧❜ ❞❡r ■♥❤❛❧t ❞✐❡s❡s ❱♦rtr❛❣s ✐♠ ❉✉♥❦❧❡♥
❜❧❡✐❜t✳ ▼ö❣❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ ✐st ❤✐❡r ③✇❡✐♠❛❧ ❞❡rs❡❧❜❡ ❇❡✐tr❛❣ ❣❡♠❡✐♥t✳ ❉✐❡ ❆♥❣❛❜❡♥ ③✉ ❞❡♥
❆✉s❢ü❤r✉♥❣❡♥ ❞❡s ❙tr❛ÿ❜✉r❣❡r ●❡♦♠❡t❡rs ❚❤❡♦❞♦r ❘❡②❡ ❜❧❡✐❜❡♥ ❡❜❡♥❢❛❧❧s s♣är❧✐❝❤✳
❉❡r ❡✐♥③✐❣❡ ❑♦♠♠❡♥t❛r ③✉ ❞❡♠ ♦❜❡♥ ❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❚✐t❡❧ ❧❛✉t❡t✿ ✒❉✐❡s❡❧❜❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥
❞❡♠ ♣❧❛♥✐♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❙❛t③✿ ❩✇❡✐ ❡✐♥❡♠ ❑❡❣❡❧s❝❤♥✐tt ❡✐♥❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡♥ ❉r❡✐❡❝❦❡ ❦ö♥✲
♥❡♥ ❛❧❧❡♠❛❧ ❛✉❢❣❡❢❛ÿt ✇❡r❞❡♥ ❛❧s P♦❧❞r❡✐❡❝❦❡ ❡✐♥❡s ③✇❡✐t❡♥ ❑❡❣❡❧s❝❤♥✐tt❡s✑ ✭❚❇✱ ✺✶✮✳
❆✉s❢ü❤r❧✐❝❤❡r ❤✐♥❣❡❣❡♥ s✐♥❞ ❞✐❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ③✉ ❍♦♣♣❡s ❘❡❢❡r❛t✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ✇✉r❞❡
❡✐♥ ❙②st❡♠ ✈♦♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❛✉❢❣❡st❡❧❧t✱ ❞❛s ❡✐♥❡ ✈♦r❣❡❣❡❜❡♥❡ ❑✉r✈❡ ✐♠
❙✐♥♥❡ ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❡♦♠❡tr✐❡ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ✭✐♠ ❲❡s❡♥t❧✐❝❤❡♥ ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ❞❛❜❡✐
✉♠ ❞✐❡ ❤❡✉t❡ s♦ ❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❋r❡♥❡ts❝❤❡♥ ❋♦r♠❡❧♥✮ ✉♥❞ ❞❛s ❛♥❣❡❜❧✐❝❤ s❝❤♦♥ ❜❡✐ P✐❡rr❡
❙✐♠♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ✭✶✼✹✾✲✶✽✷✼✮ ❛✉❢tr❛t✱ ❛❧s ❞✐❡s❡r ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❡✐♥❡s st❛rr❡♥ ❑ör♣❡rs
r❡❧❛t✐✈ ③✉ ❡✐♥❡♠ P✉♥❦t ✉♥t❡rs✉❝❤t❡✳
■♥ ❇r❡s❧❛✉ ✶✽✼✹ tr❡✛❡♥ ✇✐r ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ❛❦t✉❡❧❧❡♥ ❇❡✐tr❛❣ ✈♦♥ ❍❡✐♥r✐❝❤ ❱♦❣t ✒❯❡✲

❜❡r ❞✐❡ ❇❡❞❡✉t✉♥❣ ❞❡r ◆✐❝❤t✲❊✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡ ❢ür ✉♥s❡r❡ ❆♥s✐❝❤t❡♥ ü❜❡r ❞✐❡
◆❛t✉r ❞❡s ❘❛✉♠❡s✑✱ ✐♥ ❞❡♠ s✐❝❤ ❞✐❡ ❞❛♠❛❧✐❣❡♥ ❉✐s❦✉ss✐♦♥❡♥ ❞❡✉t❧✐❝❤ ✇✐❞❡rs♣✐❡❣❡❧♥
✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ③✉ ❞✐❡s❡♠ ❍✐♥t❡r❣r✉♥❞ ✹✳✶ ✉♥❞ ✹✳✷✮✳ ❉❡r ❱♦rtr❛❣❡♥❞❡ ❜❡③♦❣ ✐♥ ❞❡r ❆✉s✲
❡✐♥❛♥❞❡rs❡t③✉♥❣ ✉♠ ❞✐❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐s❝❤❡ ❇❡❞❡✉t✉♥❣ ❞❡r ♥✐❝❤t❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡♥
✲ ❢ür ❞✐❡ ❖tt♦ ▲✐❡❜♠❛♥♥ ✶✽✼✻ ❞✐❡ ❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣ ✒♠❡t❛❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥✑
❡✐♥❣❡❢ü❤rt ❤❛tt❡ ✲ ❢♦❧❣❡♥❞❡ P♦s✐t✐♦♥✿ ✒❊✐♥❡ ♥ä❤❡r❡ Prü❢✉♥❣ ③❡✐❣t✱ ❞❛ÿ ❞✐❡ ●❡♦♠❡tr✐❡
✉♥❞ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❞✐❡ ◆✐❝❤t✲❊✉❦❧✐❞✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡ ♥✐❝❤t ✐♠ ❙t❛♥❞❡ ✐st✱ ❡✐♥❡ ❊♥ts❝❤❡✐✲
❞✉♥❣ ü❜❡r ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐s❝❤❡ ❘❛✉♠t❤❡♦r✐❡♥ ③✉ ❧✐❡❢❡r♥✳ ■❤r❡ ▼❡t❤♦❞❡ ✉♥❞ ✐❤r❡ ❘❡s✉❧t❛t❡
s✐♥❞ ♠✐t ❞❡♠ ❊♠♣✐r✐s♠✉s ✉♥❞ ❞❡♠ ■❞❡❛❧✐s♠✉s ✐♥ ❣❧❡✐❝❤❡r ❲❡✐s❡ ✈❡r❡✐♥❜❛r✑ ✭❚❇✱
✶✼✽✮✳ ❉✐❡ ♠❡✐st❡♥ ❆✉t♦r❡♥ ✭❛❧❧❡♥ ✈♦r❛♥ ❍❡r♠❛♥♥ ✭✈♦♥✮ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ✭✶✽✷✶✲✶✽✾✹✮✱ ❞ür✲
❢❡♥ ✇✐r ❡r❣ä♥③❡♥✮ ❤❛❜❡♥ ❞❛❣❡❣❡♥ ✐♠ ✒❇❡st❡❤❡♥✑ ❞❡r ♥✐❝❤t❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡♥
✒❡✐♥ ❇❡✇❡✐s♠♦♠❡♥t ❢ür ❞✐❡ ❡♠♣✐r✐st✐s❝❤❡✱ ❆♥t✐✲❑❛♥t✐s❝❤❡ ❆✉✛❛ss✉♥❣ ✈♦♥ ❞❡r ◆❛✲

✷✹



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

t✉r ❞❡s ❘❛✉♠❡s ❣❡❢✉♥❞❡♥✑ ✭❚❇✱ ✶✼✽✮✳ ❆❧s ❆✉s♥❛❤♠❡ ❤✐❡r✈♦♥ ♥❛♥♥t❡ ❱♦❣t ❍❡r♠❛♥♥
●ü♥t❤❡r ●r❛ss♠❛♥♥ ✭✶✽✵✾✲✶✽✼✼✮✱ ❞❡r ✐♥ s❡✐♥❡r ✒❧✐♥❡❛❧❡♥ ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣s❧❡❤r❡✑ ✭✶✽✹✹✱
2✶✽✻✶✮ ✒ä❤♥❧✐❝❤❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ❛❧s ❆r❣✉♠❡♥t❡ ❢ür ❞✐❡ ❛♣r✐♦r✐st✐s❝❤❡ ❚❤❡♦r✐❡ ❜❡✲
♥✉t③t✑ ✭❚❇✱ ✶✼✽✮ ❤❛❜❡✳ ■♠ Pr♦t♦❦♦❧❧ ✇✐r❞ ❞✐❡ s✐❝❤ ❤✐❡r❛♥ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞❡ ❉✐s❦✉ss✐♦♥
✈❡r♠❡r❦t✱ ❛♥ ❞❡r s✐❝❤ ❘✳ ❍♦♣♣❡ ✭❞❡r ❡✐♥ ❏❛❤r s♣ät❡r ✐♥ ●r❛③ ❡✐♥❡♥ ❱♦rtr❛❣ ③✉♠
❘❛✉♠❜❡❣r✐✛ ❤✐❡❧t✱ ✐♥ ❞❡♠ ❡r ❍✳ ❱♦❣t ❤❡❢t✐❣ ✇✐❞❡rs♣r❛❝❤✮✱ ❏❛❦♦❜ ❘♦s❛♥❡s ✉♥❞ ❙✐❡❣✲
♠✉♥❞ ●ü♥t❤❡r ❜❡t❡✐❧✐❣t❡♥✶✷✳
❙✐❡❣♠✉♥❞ ●ü♥t❤❡r✱ ❞❡r s✐❝❤ ✐♥ ❇r❡s❧❛✉ ❡rst♠❛❧s ♠✐t ③✇❡✐ ❲♦rt♠❡❧❞✉♥❣❡♥ ❜❡t❡✐✲

❧✐❣t❡ ✉♥❞ ❞❡r ❡❜❡♥❢❛❧❧s ③✉♠ ✬❤❛rt❡♥ ❑❡r♥✬ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❣❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r✲
❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ❡r❧ä✉t❡rt❡ ✐♥ s❡✐♥❡♠ ❡rst❡♥ ❇❡✐tr❛❣ ❞✐❡ ●❡s❝❤✐❝❤t❡ ❞❡r ❉❡t❡r♠✐♥❛♥t❡♥✳
❉❛r✐♥ ✇✐r❞ ❍❡✐♥r✐❝❤ ❆✉❣✉st ❘♦t❤❡ ✭✶✼✼✸✲✶✽✹✷✮✱ ❡✐♥ ❙❝❤ü❧❡r ✈♦♥ ❑❛r❧ ❋r✐❡❞r✐❝❤ ❍✐♥✲
❞❡♥❜✉r❣ ✭✶✼✹✶✲✶✽✵✽✮✱ Pr♦❢❡ss♦r ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ③✉ ❋r❡✐❜❡r❣✱ ▲❡✐♣③✐❣ ✉♥❞ ❊r❧❛♥❣❡♥
s♦✇✐❡ ❱❡rtr❡t❡r ❞❡r ❦♦♠❜✐♥❛t♦r✐s❝❤❡♥ ❙❝❤✉❧❡✱ ❛❧s ❞❡r❥❡♥✐❣❡ ❣❡♥❛♥♥t✱ ❞❡r s❝❤♦♥ ✈♦r
❏✳ ▲✳ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❞✐❡ ❈r❛♠❡rs❝❤❡ ❩❡✐❝❤❡♥r❡❣❡❧ ❜❡✇✐❡s❡♥ ❤❛❜❡✳ ❲❡✐t❡r ❣❛❜ ❙✳ ●ü♥✲
t❤❡r ❡✐♥❡♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r❡♥ ❇❡✇❡✐s ❢ür ❞❡♥ ❙❛t③ ✈♦♥ ❆✳ ❈❛②❧❡②✱ ❞❛ss ❥❡❞❡ s②♠♠❡tr✐s❝❤❡
❉❡t❡r♠✐♥❛♥t❡ ♠✐t ❧❡❡r❡r ❉✐❛❣♦♥❛❧❡♥ ✭❡✐♥❡ ✒❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❣❛✉❝❤❡ s②♠étr✐q✉❡✑✮ ❡✐♥ ✈♦❧❧✲
stä♥❞✐❣❡s ◗✉❛❞r❛t ✐st✱ ✇♦❜❡✐ ❞❡r ▲❛♣❧❛❝❡s❝❤❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ss❛t③ ❢ür ❉❡t❡r♠✐♥❛♥t❡♥
❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❢❛♥❞✳ ❙❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ✇✉r❞❡ ♥♦❝❤ ❡✐♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤❡♥
♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡♥ ❑❡tt❡♥❜rü❝❤❡♥ ✉♥❞ ❉❡t❡r♠✐♥❛♥t❡♥ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t✳ ❉❡r n✲t❡ ◆ä❤❡r✉♥❣s✇❡rt
❢ür ❞❡♥ ❑❡tt❡♥❜r✉❝❤

b

a− b

a− b

a− b
...

✇✐r❞ ❣❡❣❡❜❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❋♦r♠❡❧ ✭✒❑❡tt❡♥❜r✉❝❤❞❡t❡r♠✐♥❛♥t❡✑✮
(

a
2 +

√

a2

4 − b

)n−1

−
(

a
2 −

√

a2

4 − b

)n−1

(

a
2 +

√

a2

2 − b

)n

−
(

a
2 −

√

a2

4 − b

)n

❩✉♠ ❙❝❤❧✉ss ❞✐s❦✉t✐❡rt❡ ❞❡r ❱♦rtr❛❣❡♥❞❡ ♥♦❝❤ ❞❡♥ s✐♥❣✉❧är❡♥ ❋❛❧❧ a = 2 ✉♥❞ b = 1✳
❉❡r ❛♥❞❡r❡ ❇❡✐tr❛❣ ●ü♥t❤❡rs ✐♥ ❇r❡s❧❛✉ ❜❡st❛♥❞ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤❡♥ ❑♦♠♠❡♥t❛r
③✉♠ ❱♦rtr❛❣ ✈♦♥ ❍✳ ❙❝❤röt❡r ü❜❡r ❙t❡r♥♣♦❧②❡❞❡r✳ ❉❛r✐♥ ✈❡rtr❛t ❡r ❞✐❡ ❚❤❡s❡✱ ❞❛ss
❞❛s ■♥t❡r❡ss❡ ❛♥ ❞❡♥ ❙t❡r♥♣♦❧②❡❞❡r♥ ✭❞✐❡ ❡rst❡♥ ❞❡r❛rt✐❣❡♥ ●❡❜✐❧❞❡ ❤❛tt❡ ✐♠ ♠❛t❤❡✲
♠❛t✐s❝❤❡♥ ❑♦♥t❡①t ❏✳ ❑❡♣❧❡r ✶✻✶✾ ❜❡tr❛❝❤t❡t✮ ❡rst ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ✈♦♥ ❈✳ ●✳ ❏✳ ❏❛❝♦❜✐ ✉♥❞
❏✳ ❍❡r♠❡s ❛♥❣❡❣❡❜❡♥❡ ❋♦r♠❡❧ ③✉r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✐❤r❡s ❱♦❧✉♠❡♥s ❣❡✇❡❝❦t ✇♦r❞❡♥ s❡✐✱
❦❡✐♥❡s❢❛❧❧s ❛❜❡r ❞✉r❝❤ ▲♦✉✐s P♦✐♥s♦t ✭✶✼✼✼✲✶✽✺✾✮✱ ❞❡r ❜❡r❡✐ts ✶✽✵✾ ❞✐❡ ❙t❡r♥♣♦❧②❡❞❡r
✇✐❡❞❡r❡♥t❞❡❝❦t ❤❛tt❡✳ ❉❛rü❜❡r ❤✐♥❛✉s ❣❛❜ ❙✳ ●ü♥t❤❡r ❍✐♥✇❡✐s❡✱ ❞✐❡ ❇❡s❝❤ä❢t✐❣✉♥❣
♠✐t st❡r♥❢ör♠✐❣❡♥ ●❡❜✐❧❞❡♥ ✈♦r ❏✳ ❑❡♣❧❡r ❜❡tr❡✛❡♥❞ ✭❛❧s♦ s♦❧❝❤❡ s✐♥❞ ✉♥t❡r ❛♥❞❡r❡♠
③✉ ♥❡♥♥❡♥✿ P❡♥t❛❣r❛♠♠ ✉♥❞ ❙t❡r♥❛❝❤t❡❝❦✮✳ ❆✉✛ä❧❧✐❣ ✐st✱ ✇✐❡ ❤❛rt ❙✳ ●ü♥t❤❡r ♠✐t ❞❡♥
❢r❛♥③ös✐s❝❤❡♥ ❑♦❧❧❡❣❡♥ ✐♥s ●❡r✐❝❤t ❣✐♥✿ ✒●❧❡✐❝❤✇♦❤❧ ✇❛r❞ ❞✐❡s ✈♦♥ P♦✐♥s♦t ✐❣♥♦r✐❡rt✱
✉♥❞ ❛❧s ❡r ✈♦♥ ❛♥❞❡r❡r ❙❡✐t❡ ❛✉❢ ❑❡♣❧❡r✬s Pr✐♦r✐tät ❛✉❢♠❡r❦s❛♠ ❣❡♠❛❝❤t ✇✉r❞❡✱ ❤❛tt❡

✶✷❩✉r ❘❡③❡♣t✐♦♥s❣❡s❝❤✐❝❤t❡ ❞❡r ♥✐❝❤t❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ♠❛♥ ❱♦❧❦❡rt ✷✵✶✸✮✳

✷✺



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

❇❡rtr❛♥❞ s♦❣❛r ❞✐❡ ❑ü❤♥❤❡✐t✱ ❑❡♣❧❡r✬s ❊r✜♥❞✉♥❣ ❡✐♥❢❛❝❤ ③✉ ♥❡❣✐r❡♥✱ . . .✑ ✭❚❇✱ ✶✼✼✮✳
➘❤♥❧✐❝❤❡ ❚ö♥❡ ✜♥❞❡t ♠❛♥ ❛✉❝❤ ❜❡✐ ❘✳ ❍♦♣♣❡✱ ❞❡r ✒ü❜❡r ❞✐❡ s♣❡③✐✜s❝❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣
❞❡r ❈✉r✈❡♥✑ s♣r❛❝❤✿

✒❉✐❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡ ❈✉r✈❡♥t❤❡♦r✐❡✱ ❞❡r❡♥ ❆✉s❜✐❧❞✉♥❣ ❧❛♥❣❡ ❩❡✐t
♥✉r ♠✐t ä✉ss❡rst ❣❡r✐♥❣❡r ❇❡t❤❡✐❧✐❣✉♥❣ ❢♦rt❣❡❛r❜❡✐t❡t ✇♦r❞❡♥ ✇❛r✱ ✐st s❡✐t
❡✐♥✐❣❡♥ ❏❛❤r❡♥ ❜❡✐ ♠❡❤r❡r❡♥ ❢r❛♥③ös✐s❝❤❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r♥ s✐❝❤t❧✐❝❤ ✇✐❡✲
❞❡r ✐♥ ❆✉❢♥❛❤♠❡ ❣❡❦♦♠♠❡♥✳ ❉♦❝❤ ✐st ❡s ❛✉❝❤ ❥❡t③t ♥✉r ❡✐♥ s❝❤✇❛❝❤❡r
❆♥❢❛♥❣✱ ✇❡❧❝❤❡r ♥♦❝❤ ❦❡✐♥❡ ❦❧❛r❡ ❆✉✛❛ss✉♥❣ ❞❡s ❩✐❡❧❡s ❡r❦❡♥♥❡♥ ❧ässt✱
✉♥❞ ❡s ✐st s❡❤r ③✉ ✇ü♥s❝❤❡♥✱ ❞❛ss ❡s ♥✐❝❤t ❜❡✐ ❞❡♠ ❣❡❣❡♥✇ärt✐❣ ❡✐♥❣❡♥♦♠✲
♠❡♥❡♥ ❙t❛♥❞♣✉♥❦t s❡✐♥ ❇❡✇❡♥❞❡♥ ❤❛❜❡♥ ✇✐r❞✳ ❊✐♥❡ ❇❛s✐s✱ ✇❡❧❝❤❡ P❛✉❧
❙❡rr❡t✱ ❛✉❣❡♥s❝❤❡✐♥❧✐❝❤ ❛✉❢✬s ●❡r❛t❤❡✇♦❤❧ ♦❞❡r ✇❡♥✐❣st❡♥s ♦❤♥❡ ❣❡♥ü✲
❣❡♥❞❡ ❊r❢❛❤r✉♥❣ ❛✉❢❣❡st❡❧❧t ❤❛t✱ ❣✐❧t ❜❡✐ s❡✐♥❡♥ ◆❛❝❤❢♦❧❣❡r♥ ❛❧s ❞❡✜♥✐t✐✈❡
❆♥♦r❞♥✉♥❣✱ ♠✐t ❞❡r s✐❡ s✐❝❤ ✐♥ ❛❧❧❡r❤❛♥❞ s♣❡❝✐❡❧❧❡♥✱ ✇✐❡✇♦❤❧ ❞❡♥ ❜❡❦❛♥♥✲
t❡♥ ❑r❡✐s ü❜❡rs❝❤r❡✐t❡♥❞❡♥ Pr♦❜❧❡♠❡♥ ✈❡rs✉❝❤❡♥✳ ■❝❤ ♥❡❤♠❡ ❞❛r✉♠ ❞✐❡
●❡❧❡❣❡♥❤❡✐t ✇❛❤r✱ ❛✉❢ ❞❛s ❤✐♥③✉✇❡✐s❡♥✱ ✇❛s P❛✉❧ ❙❡rr❡t ❡♥t❣❛♥❣❡♥ ✐st✱
✉♥❞ ❞✐❡✱ ✐❤♠ ♥♦❝❤ ❣❛♥③ ❢r❡♠❞❡♥✱ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ●❡s✐❝❤ts♣✉♥❦t❡ ❢ür ❞✐❡ ❇❛✲
s✐r✉♥❣ ❞❡r ❈✉r✈❡♥t❤❡♦r✐❡ ③✉ ❡rö✛♥❡♥✱ ❞❡r❡♥ ❇❡r❡❝❤t✐❣✉♥❣ ✇♦❤❧ ♥✐❡♠❛♥❞
❜❡str❡✐t❡♥ ✇✐r❞✑ ✭❚❇✱ ✶✼✺✴✼✻✮✶✸✳

❲✐❡ s❝❤♦♥ ✐♠ ✈♦r❛♥❣❡❣❛♥❣❡♥❡♥ ❏❛❤r ❣✐♥❣ ❡s ❘✳ ❍♦♣♣❡ ❛✉❝❤ ❞✐❡s♠❛❧ ✉♠ ❞✐❡ ❋♦r✲
♠✉❧✐❡r✉♥❣ ❞❡r ●r✉♥❞❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡r ❑✉r✈❡♥t❤❡♦r✐❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ✇✐r ❤❡✉t❡ ❛❧s ❋r❡♥❡ts❝❤❡
❋♦r♠❡❧♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ✒❞✐❡ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡ ❞❡r ❈✉r✈❡✑ ✭❚❇✱ ✶✼✻✮ ❞❛r✲
st❡❧❧❡♥✳ ❏❛❦♦❜ ❘♦s❛♥❡s s♣r❛❝❤ ③✉ ❡✐♥❡♠ Pr♦❜❧❡♠ ❞❡r ❧✐♥❡❛r❡♥ ❆❧❣❡❜r❛✱ ❞❛s ❜❡r❡✐ts
✶✽✼✶ ✈♦♥ P❛✉❧ ❇❛❝❤♠❛♥♥ ❜❡❤❛♥❞❡❧t ✇♦r❞❡♥ ✇❛r✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ü❜❡r ❞✐❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❞❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ q✉❛❞r❛t✐s❝❤❡♥ ❋♦r♠ ✐♥ s✐❝❤✱ ✇♦❜❡✐ ❛✉❝❤ ❡r ❛✉❢ ❞✐❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥
✈♦♥ ❆✳ ❈❛②❧❡② ✉♥❞ ❈❤✳ ❍❡r♠✐t❡ ❛✉❢♠❡r❦s❛♠ ♠❛❝❤t❡✱ ✉♠ ❞❛♥♥ ③✉ ❡✐❣❡♥❡♥ ❆♥sät③❡♥
③✉ ❦♦♠♠❡♥✳ ❊s ✇✐r❞ ❞❛r❛✉❢ ❤✐♥❣❡✇✐❡s❡♥✱ ❞❛ss ❣❡♥❛✉ ❞✐❡ s②♠♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❙✉❜✲
st✐t✉t✐♦♥❡♥ ✭✇✐❡ ❏✳ ❘♦s❛♥❡s ❢♦r♠✉❧✐❡rt❀ ♠♦❞❡r♥ ❣❡s❛❣t✿ ▼❛tr✐③❡♥✮ ❞✐❡ ❣❡✇ü♥s❝❤t❡♥
❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❤❛❜❡♥✳ ❉✐❡s❡ s✐♥❞ ❛❧s♦ ❞✐❡ ✒❍❡r♠✐t❡✬s❝❤❡♥ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥❡♥✑✳
❉✐❡ ●❡♦♠❡tr✐❡ ✇❛r ✐♥ ❇r❡s❧❛✉ ❞❛s ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ❚❤❡♠❛ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ❍✐❡r ✜♥❞❡♥ ✇✐r

❡✐♥❡♥ ❱♦rtr❛❣ ✈♦♥ ❍✳ ❙❝❤röt❡r✱ ❞❡r ❥❛ ✐♥ ❇r❡s❧❛✉ ✇✐r❦t❡✱ ü❜❡r ✒❝②❝❧✐s❝❤ ③✉s❛♠♠❡♥✲
❣❡❧❡❣t❡ ❝♦❧❧✐♥❡❛r❡ ●❡❜✐❧❞❡ ✐♥ ❞❡r ❊❜❡♥❡ ✉♥❞ ✐♠ ❘❛✉♠❡✑✱ ✐♥ ❞❡♠ ❡s ✉♠ s♦❣❡♥❛♥♥✲
t❡ ❉♦♣♣❡❧❣❡❜✐❧❞❡ ❣✐♥❣ ✭✒❇❡✐ ❡❜❡♥❡♥ ●❡❜✐❧❞❡♥ ❤ä♥❣❡♥ ❥❡ ③✇❡✐ ❚r✐♣❡❧ s♦ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r
③✉s❛♠♠❡♥✱ ✇✐❡ ③✇❡✐ ❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ❛✉❢ ❞r❡✐❢❛❝❤❡ ❆rt ♣❡rs♣❡❝t✐✈✐s❝❤ ❧✐❡❣❡♥❞❡ ❉r❡✐❡❝❦❡✱
✇ä❤r❡♥❞ ❜❡✐ rä✉♠❧✐❝❤❡♥ ●❡❜✐❧❞❡♥ ③✇❡✐ ◗✉❛❞r✉♣❡❧ ✈♦♥ P✉♥❦t❡♥ ❚❡tr❛❡❞❡r ❜✐❧❞❡♥✱ ❞✐❡
❛✉❢ ✈✐❡r❢❛❝❤❡ ❆rt ❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ✐♥ ❤②♣❡r❜♦❧♦✐❞✐s❝❤❡r ▲❛❣❡ s✐❝❤ ❜❡✜♥❞❡♥✑ ✭❚❇✱ ✶✼✶✮✮✱ ❞✐❡
❜❡r❡✐ts ❛♥❣❡s♣r♦❝❤❡♥❡ Präs❡♥t❛t✐♦♥ ✈♦♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ❞❡r ✈✐❡r ❙t❡r♥♣♦❧②❡❞❡r s♦✇✐❡ ❞❡r
❙t❡✐♥❡rs❝❤❡♥ ❋❧ä❝❤❡✶✹ ✉♥❞ ❡✐♥❡♥ ❇❡✐tr❛❣ ✈♦♥ ▲✉❞✇✐❣ ❇✉r♠❡st❡r ü❜❡r ❞✐❡ ✒❇❡✇❡❣✉♥❣
❡✐♥❡s st❛rr❡♥ ❡❜❡♥❡♥ ❙②st❡♠s✑✱ ❞❡ss❡♥ ❍❛✉♣ts❛t③ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ ❧❛✉t❡t❡✿
✶✸■♥t❡r❡ss❛♥t❡ ❊✐♥❜❧✐❝❦❡✱ ✇✐❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r ❞✐❡ ❙✐t✉❛t✐♦♥ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❉❡✉ts❝❤✲❋r❛♥③ös✐s❝❤❡♥ ❑r✐❡❣

✶✽✼✵✴✼✶ ❡♠♣❢❛♥❞❡♥✱ ❣✐❜t ❞❡r ❇r✐❡❢✇❡❝❤s❡❧ ✈♦♥ P❛✉❧ ❉✉ ❇♦✐s✲❘❡②♠♦♥❞ ✉♥❞ ❈❤❛r❧❡s ❍❡r♠✐t❡
✭❍❡r♠✐t❡ ✶✾✶✻✮✳

✶✹❉✐❡s❡ ✈♦♥ ❏❛❝♦❜ ❙t❡✐♥❡r ✭✶✼✾✻✲✶✽✻✸✮ ✇ä❤r❡♥❞ s❡✐♥❡s ❘♦♠❛✉❢❡♥t❤❛❧t❡s ✶✽✹✹ ❡♥t❞❡❝❦t❡ ❋❧ä❝❤❡ ✲
❞✐❡ ❛✉❝❤ rö♠✐s❝❤❡ ❋❧ä❝❤❡ ❣❡♥❛♥♥t ✇✐r❞ ✲ ✐st ❡✐♥❡ ✈✐❡rt❡r ❖r❞♥✉♥❣ ♠✐t ❞❡r ❝❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤❡♥
❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t✱ ❞❛ss s✐❡ ✈♦♥ ❥❡❞❡r ❚❛♥❣❡♥t✐❛❧❡❜❡♥❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❑❡❣❡❧s❝❤♥✐tt ❣❡tr♦✛❡♥ ✇✐r❞✳ ❇❡❦❛♥♥t

✷✻



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

✒❇❡✇❡❣❡♥ s✐❝❤ ✈✐❡r P✉♥❦t❡ ❡✐♥❡s ❝♦❧❧✐♥❡❛r✲✈❡rä♥❞❡r❧✐❝❤❡♥ ❡❜❡♥❡♥ ❙②st❡♠s
❞❡r❛rt ❛✉❢ ✈✐❡r ●❡r❛❞❡✱ ❞❛ss s✐❡ ❛✉❢ ❞✐❡s❡♥ ❝♦❧❧✐♥❡❛r❡ P✉♥❦tr❡✐❤❡♥ ❡r③❡✉✲
❣❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ❜❡st✐♠♠t❡♥ ●❡r❛❞❡♥ ✐♥ ✈✐❡r ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ P✉♥❦t❡♥
❣❡s❝❤♥✐tt❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ s♦ ❜❧❡✐❜❡♥ ❞r❡✐ ❙②st❡♠♣✉♥❦t❡ ✉♥❞ ❞r❡✐ ❙②st❡♠❣❡r❛✲
❞❡♥ ❢❡st❀ ❛❧❧❡ ü❜r✐❣❡♥ P✉♥❦t❡ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ❝♦❧❧✐♥❡❛r❡ P✉♥❦tr❡✐❤❡♥✑ ✭❚❇✱
✶✼✺✮✳

▲✳ ❇✉r♠❡st❡r ✇❛r ❡s ❛✉❝❤✱ ❞❡r ✐♥ ❡✐♥❡r ❆♥♠❡r❦✉♥❣ ③✉ ❡✐♥❡♠ ✈♦♥ ❏✳ ❘♦s❛♥❡s ✈♦r❣❡tr❛✲
❣❡♥❡♥ ❇❡✇❡✐s ❛✉s ❞❡r ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r ❋❧ä❝❤❡♥ ③✇❡✐t❡r ❖r❞♥✉♥❣ ❛✉✛♦r❞❡rt❡✱ ✒❞❛❢ür ❙♦r❣❡
tr❛❣❡♥ ③✉ ✇♦❧❧❡♥ ❞❛ss ❛✉❢ ❞❡r ❯♥✐✈❡rs✐tät ❛✉❝❤ ❞❛rst❡❧❧❡♥❞❡ ●❡♦♠❡tr✐❡ ❣❡❧❡❤rt ✇❡r❞❡✑
✭❚❇✱ ✶✼✼✮✳ ❲ä❤r❡♥❞ ❞✐❡s❡ ❋♦r♠ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡ s❡✐t ●❛s♣❛r❞ ▼♦♥❣❡ ✭✶✼✹✻✲✶✽✶✽✮ ✐♥
❋r❛♥❦r❡✐❝❤ ❢❡st ③✉♠ ❑❛♥♦♥ ❞❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ●r✉♥❞❛✉s❜✐❧❞✉♥❣ ❣❡❤ört❡✱ ✇✉r❞❡
s✐❡ ✐♥ ❉❡✉ts❝❤❧❛♥❞ ❡❤❡r ❞❡r ❛♥❣❡✇❛♥❞t❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ③✉❣❡♦r❞♥❡t ✉♥❞ ❜❧✐❡❜ ✇❡✐t❡s✲
❣❡❤❡♥❞ ❞❡♥ P♦❧②t❡❝❤♥✐❦❛ ✈♦r❜❡❤❛❧t❡♥✳ ▲✳ ❇✉r♠❡st❡r ✈❡rtr❛t ❞✐❡s❡s ❋❛❝❤ ✐♥ ❉r❡s❞❡♥✱
s♣ät❡r ✭❛❜ ✶✽✽✼✮ ❞❛♥♥ ✐♥ ▼ü♥❝❤❡♥ ❛♠ P♦❧②t❡❝❤♥✐❦✉♠✳ ❖✳ ❙❝❤❧ö♠✐❧❝❤ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt❡
✶✽✺✷ ❞✐❡ ❙✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡r ❞❛rst❡❧❧❡♥❞❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥✿

✒❉✐❡ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ●❡♦♠❡tr✐❡ ✐st ❡✐♥❡ ❙❝❤ö♣❢✉♥❣ ✈♦♥ ▼♦♥❣❡✱ . . .❀ ❞✐❡ ♣r❛❦✲
t✐s❝❤❡♥ ❋r❛♥③♦s❡♥ ❤❛❜❡♥ ❞✐❡s❡♥ ♥❡✉❡♥ ❚❤❡✐❧ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✉♥❞ s❡✐✲
♥❡ ③❛❤❧r❡✐❝❤❡♥ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥ ✈✐❡❧❢❛❝❤ ❛✉s❣❡❜✐❧❞❡t . . .✳ ■♥ ❉❡✉ts❝❤❧❛♥❞ ✐st
❞✐❡ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ●❡♦♠❡tr✐❡ ❡rst ❞✉r❝❤ ❞❛s ❆✉❢❜❧ü❤❡♥ ❞❡r ♣♦❧②t❡❝❤♥✐s❝❤❡♥
❙❝❤✉❧❡♥ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt ✇♦r❞❡♥ ✭❞✐❡ ❯♥✐✈❡rs✐tät❡♥ ♥❡❤♠❡♥ ♥♦❝❤ ❣❡❣❡♥✇ärt✐❣
❦❡✐♥❡ ◆♦t✐③ ❞❛✈♦♥✮❀ . . .✑ ✭❙❝❤❧ö♠✐❧❝❤ ✶✽✺✷✱ ✷✺✽✮✳

❆♥ ❞✐❡s❡♠ ❩✉st❛♥❞ ❤❛tt❡ s✐❝❤ ❛♥s❝❤❡✐♥❡♥❞ ✐♥ ❣✉t ③✇❛♥③✐❣ ❏❛❤r❡♥✱ ❞✐❡ s❡✐t ❖✳ ❙❝❤❧ö✲
♠✐❧❝❤s ❇❡♠❡r❦✉♥❣ ✈❡r❣❛♥❣❡♥ ✇❛r❡♥✱ ♥✐❝❤ts ❲❡s❡♥t❧✐❝❤❡s ❣❡ä♥❞❡rt ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❛✉❝❤
▲♦r❡② ✶✾✶✻✱ ✷✹✻✲✷✺✵✮✳
❆✉❝❤ ❞✐❡ ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ●r❛③ ✶✽✼✺ ❜r❛❝❤t❡ ❡✐♥❡ ❱✐❡❧③❛❤❧ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡r ❙❡❦✲

t✐♦♥s❜❡✐trä❣❡❀ ❞❛rü❜❡r ❤✐♥❛✉s ✜♥❞❡♥ ✇✐r ❛❜❡r ❛✉❝❤ ❡✐♥❡♥ ❱♦rtr❛❣ ✐♥ ❞❡r ③✇❡✐t❡♥
ö✛❡♥t❧✐❝❤❡♥ ❙✐t③✉♥❣ ✈♦♥ ❙✳ ●ü♥t❤❡r ü❜❡r ✒❉✐❡ ❩✐❡❧❡ ✉♥❞ ❘❡s✉❧t❛t❡ ❞❡r ♥❡✉❡r❡♥ ♠❛✲
t❤❡♠❛t✐❦❤✐st♦r✐s❝❤❡♥ ❋♦rs❝❤✉♥❣✑✳ ❉✐❡s❡r ❜❡❣✐♥♥t ♠✐t ❡✐♥❡r ❘❡❝❤t❢❡rt✐❣✉♥❣ ♠❛t❤❡♠❛✲
t✐❦❤✐st♦r✐s❝❤❡r ❋♦rs❝❤✉♥❣✱ ✇♦❜❡✐ ✈♦r ❛❧❧❡♠ ③✇❡✐ ❆r❣✉♠❡♥t❡ ❛♥❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✿

✶✳ ❉✐❡s❡ ✐st ✈♦♥ ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r❡♠ ♣ä❞❛❣♦❣✐s❝❤❡♥ ◆✉t③❡♥ ✭ä❤♥❧✐❝❤ s♣ät❡r ❛✉❝❤ ❚r❡✉t✲
❧❡✐♥ ✭✶✽✽✾✮✮✱ ✇❛s ✇✐❡❞❡r✉♠ ❞✉r❝❤ ❞❛s ♣❤②❧♦❣❡♥❡t✐s❝❤❡ ●r✉♥❞❣❡s❡t③ ✭❤❡✉t❡✿ ❜✐♦✲
❣❡♥❡t✐s❝❤❡s ●r✉♥❞❣❡s❡t③✮ ♣❧❛✉s✐❜❡❧ ❣❡♠❛❝❤t ✇✐r❞❀

✷✳ ❞✐❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐st ✐♥ ✐❤r❡r ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❛❧s ♥❡❜❡♥ ❞❡r ❆str♦♥♦♠✐❡ ä❧t❡st❡ ❲✐s✲
s❡♥s❝❤❛❢t ❜❡s♦♥❞❡rs ❝❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ●❡✐st❡s❣❡s❝❤✐❝❤t❡✳ ❉❛s
❣✐❧t ✈♦r ❛❧❧❡♠ ❢ür ❆♥t✐❦❡ ✉♥❞ ❘❡♥❛✐ss❛♥❝❡✳

❙✳ ●ü♥t❤❡r ❢ü❤rt❡ ③✇❡✐ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ❡r❢♦❧❣r❡✐❝❤❡r ❋♦rs❝❤✉♥❣ ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛✲
t✐❦❣❡s❝❤✐❝❤t❡ ❛♥✿

❣❡♠❛❝❤t ❤❛t ❡rst ❑✳ ❲❡✐❡rstr❛ÿ ❞✐❡ ❙t❡✐♥❡rs❝❤❡ ❋❧ä❝❤❡✱ ❛❧s ❡r ❞❡r❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✶✽✻✸ ❛✉❢st❡❧❧t❡✳
❱❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❛✉❝❤ ❙t✉r♠ ✶✽✼✶✳

✷✼



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

❼ ❉✐❡ ❑❧är✉♥❣ ❞❡s ✐♥❞✐s❝❤❡♥ ❯rs♣r✉♥❣s ✉♥s❡r❡r ❩✐✛❡r♥ ✉♥❞ ❞❡s ❉❡③✐♠❛❧s②st❡♠s
❤❛✉♣tsä❝❤❧✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❋r❛♥③ ❲♦❡♣❦❡ ✭✶✽✷✻✲✶✽✻✹✮ ✐♥ ❲♦❡♣❦❡ ✶✽✻✸✱ ✇♦❜❡✐ ❛❧❧❡r✲
❞✐♥❣s ❞✐❡ ❲❡❣❡✱ ❞✐❡ ❞✐❡ Ü❜❡r♠✐tt❧✉♥❣ ❣❡♥♦♠♠❡♥ ❤❛t✱ ♥♦❝❤ ✇❡✐t❣❡❤❡♥❞ ✉♥❣❡✲
❦❧ärt s❡✐❡♥ ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ■❢r❛❤ ✶✾✽✾ ✉♥❞ ❏♦s♣❡❤ ✶✾✾✵✮✳

❼ ❉✐❡ ♥❡✉❡♥ ❆✉❢s❝❤❧üss❡✱ ❞✐❡ ❞✐❡ ❊♥t❞❡❝❦✉♥❣ ✉♥❞ ❆✉s✇❡rt✉♥❣ ❞❡s P❛♣②r✉s ❘❤✐♥❞
ü❜❡r ❞✐❡ ä❣②♣t✐s❝❤❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❧✐❡❢❡rt❡♥ ✭❊✐s❡♥❧♦❤r ✶✽✼✼✮✳

■♥ ●r❛③ s♣r❛❝❤ ❘✳ ❍♦♣♣❡✱ ✇✐❡ ❜❡r❡✐ts ♦❜❡♥ ❡r✇ä❤♥t✱ ✒❯❡❜❡r ❞❡♥ ❘❛✉♠❜❡❣r✐✛✑✳ ❆✉s❣❡✲
❤❡♥❞ ✈♦♥ s❡✐♥❡r ●r✉♥❞t❤❡s❡ ✒❉✐❡ ◆❛t✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t ♠✉ss ❞✐❡ ❋r❛❣❡♥ ❞❡r P❤✐❧♦s♦♣❤✐❡
✐♥ ❞✐❡ ❍❛♥❞ ♥❡❤♠❡♥✑ ✭❚❇✱ ✶✹✷✮ ❜❡❤❛✉♣t❡t❡ ❞❡r ❱♦rtr❛❣❡♥❞❡✱ ❞❛ss ❞✐❡ ●❡♦♠❡tr✐❡ ❞✐❡
♣❤✐❧♦s♦♣❤✐s❝❤❡ ❋r❛❣❡ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❲❡s❡♥ ❞❡s ❘❛✉♠❡s ③✉ ❜❡❛♥t✇♦rt❡♥ ✈❡r♠ö❣❡✳ ❍✐❡r③✉
✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡t ❡r ❡✐♥❡rs❡✐ts ❞❡♥ ❘❛✉♠ ❛❧s ✒❊✐❣❡♥❤❡✐t ❞❡r t❤❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❡r❧❡❜t❡♥ ❊♠♣✜♥✲
❞✉♥❣❡♥✑ ✭❚❇✱ ✶✹✸✮✱ ❛♥❞❡r❡rs❡✐ts ❞❡♥ ❘❛✉♠ ❛❧s ✒❡✐♥ ✈♦♠ ❱❡rst❛♥❞ ❣❡❜✐❧❞❡t❡s ❙②st❡♠✑
✭❚❇✱ ✶✹✸✮✳ ❉❡r ❡rst❡r❡ ✐st s✉❜❥❡❦t✐✈ ✉♥❞ ✈♦r ❛❧❧❡r ❊r❢❛❤r✉♥❣✱ ❞❡r ❧❡t③t❡r❡ ♦❜❥❡❦t✐✈
✉♥❞ r❛t✐♦♥❛❧ ❡♠♣✐r✐s❝❤ ❜❡❣rü♥❞❜❛r✳ ▼✐t ✐❤♠ ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t s✐❝❤ ❞✐❡ ●❡♦♠❡tr✐❡✳ ❉❛♠✐t
✐st ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❞✐❡ ●r✉♥❞❢r❛❣❡ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❲❡s❡♥ ❞❡s ❘❛✉♠❡s ♥♦❝❤ ♥✐❝❤t ❡r❧❡❞✐❣t ❢ür
❘✳ ❍♦♣♣❡✳ ❉✐❡s❡ ♠✉ss ✈✐❡❧♠❡❤r ❥❡t③t ❤❡✐ÿ❡♥✿ ✒❉✉r❝❤ ✇❡❧❝❤❡ ❊r❢❛❤r✉♥❣❡♥ ❣❡❧❛♥❣❡♥
✇✐r s✉❝❝❡ss✐✈❡ ✈♦♥ ❞❡♥ s✐♥♥❧✐❝❤ ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❉✐✛❡r❡♥③❡♥ ❛✉s ③✉ ❞❡r ❛❧❧✉♠❢❛ss❡♥❞❡♥
❣❧❡✐❝❤♠äss✐❣❡♥ ❞r❡✐❢❛❝❤ ❛✉s❣❡❞❡❤♥t❡♥ ❘❛✉♠✈♦rst❡❧❧✉♥❣✱ ✐♥✇✐❡✇❡✐t ✐st ❞✐❡s❡ ❛❜s♦❧✉t
♦❞❡r r❡❧❛t✐✈❄✑ ✭❚❇✱ ✶✹✸✮✳ ❉✐❡ ❉✉r❝❤❢ü❤r✉♥❣ ❞✐❡s❡s ❞❡✉t❧✐❝❤ ✈♦♥ ❍✳ ✭✈♦♥✮ ❍❡❧♠❤♦❧t③
❜❡❡✐♥✢✉sst❡♥ Pr♦❣r❛♠♠s✱ ❞❛s s♣ät❡r ❛✉❝❤ ❍❡♥r✐ P♦✐♥❝❛ré ✭✶✽✺✹✲✶✾✶✷✮ ❜❡s❝❤ä❢t✐❣❡♥
s♦❧❧t❡ ✭✈❣❧✳ ③✳❇✳ P♦✐♥❝❛ré ✶✾✶✸✮✱ ✇✐r❞ ❧❡✐❞❡r ♥✐❝❤t ♠✐t❣❡t❡✐❧t ✐♠ ❚❛❣❡❜❧❛tt✳ ❉♦rt ❤❡✐ÿt
❡s ♥✉r✿ ✒❊s ❢♦❧❣t ❞✐❡ ❆✉s❢ü❤r✉♥❣✱ ✐♥ ✇❡❧❝❤❡r ❞❡r ❱♦rtr❛❣❡♥❞❡ s✐❝❤ ♠✐t ❞❡♥ ❣❡✇ö❤♥❧✐✲
❝❤❡♥ ❆♥s✐❝❤t❡♥ ✐♥ ❯❡❜❡rst✐♠♠✉♥❣ ❣❧❛✉❜t✑ ✭❚❇✱ ✶✹✸✮✶✺✳
❉r❡✐ ❱♦rträ❣❡ ✐♥ ●r❛③ ❜❡s❝❤ä❢t✐❣❡♥ s✐❝❤ ♠✐t ❚❤❡♠❡♥ ❛✉s ❞❡r ❆♥❛❧②s✐s✳ ❙✐♠♦♥

❙♣✐t③❡r ❛✉s ❲✐❡♥ ä✉ÿ❡rt❡ s✐❝❤ ✒❩✉r ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❡✐♥❡r ❧✐♥❡❛r❡♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐✲
❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣✑✳ ❉✐❡s❡ ❤❛tt❡ ❞✐❡ ❋♦r♠ xy(n) + (m + n − 1)y(n−1) = xmy✱ ✇♦❜❡✐ m ✉♥❞
n ❑♦♥st❛♥t❡♥ s✐♥❞✶✻✳ ❩✉ ❞❡♠ ❇❡✐tr❛❣ ✒❯❡❜❡r ❡✐♥❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥s♠❡t❤♦❞❡✑ ✈♦♥ ❆✳ ❊♥✲
♥❡♣❡r ❤❡✐ÿt ❡s ❧❛♣✐❞❛r ✐♠ ❚❛❣❡❜❧❛tt✿ ✒❲✐r ❜❡❞❛✉❡r♥✱ ❞✐❡s❡♥ ✐♥t❡r❡ss❛♥t❡♥ ❱♦rtr❛❣
♥✐❝❤t ❜r✐♥❣❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ✇❡✐❧ ❞❡r ❣❡❡❤rt❡ ❱♦rtr❛❣❡♥❞❡ s✐❝❤ ♥✐❝❤t ✈❡r❛♥❧❛sst ❢ü❤❧t❡✱
❞❡♥s❡❧❜❡♥ ♥✐❡❞❡r③✉s❝❤r❡✐❜❡♥✑ ✭❚❇✱ ✷✵✼✮✳ ❲❛✇r③②♥✐❡❝ ❩♠✉r❦♦ ❛✉s ▲❡♠❜❡r❣ s♣r❛❝❤
✒❯❡❜❡r ❞✐❡ ❯♥③✉❧äss✐❣❦❡✐t ❞❡r ❜✐s ❥❡t③t ❜❡❦❛♥♥t ❣❡✇♦r❞❡♥❡♥ ❑r✐t❡r✐❡♥ ❞❡s ●röÿt❡♥
✉♥❞ ❑❧❡✐♥st❡♥ ❜❡st✐♠♠t❡r ■♥t❡❣r❛❧❡ ✉♥❞ ✐❤r❡ ❱❡r✈♦❧❧stä♥❞✐❣✉♥❣✑✳ ◆❛❝❤❞❡♠ ❡r ❞❛s

✶✺❘✳ ❍♦♣♣❡ s❝❤❡✐♥t ❡✐♥ ❆♥❤ä♥❣❡r ❞❡s ❊♠♣✐r✐s♠✉s ❣❡✇❡s❡♥ ③✉ s❡✐♥ ✭✇❛s ❥❛ ❞✉r❝❤❛✉s ✐♥ ❞❡♥ ❘❛❤♠❡♥
❞❡r ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ♣❛sst✮❀ ♠❛♥ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ s❡✐♥ ❲❡r❦ ✒❉✐❡ ❩✉❧äss✐❣❦❡✐t ❞❡s ❊♠♣✐r✐s♠✉s ✐♥ ❞❡r
P❤✐❧♦s♦♣❤✐❡✑ ✭❇❡r❧✐♥✱ ✶✽✺✷✮ s♦✇✐❡ s❡✐♥❡♥ ö✛❡♥t❧✐❝❤❡♥ ❱♦rtr❛❣ ✈♦♥ ✶✽✼✷✳

✶✻❉❡♥ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r❡♥ ❋❛❧❧ ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ Axy(n) + By(n−1) = xmy ❤❛t ❙✳ ❙♣✐t③❡r s♣ä✲
t❡r ✐♥ s❡✐♥❡r ❆❜❤❛♥❞❧✉♥❣ ✒◆❡✉❡ ❙t✉❞✐❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❧✐♥❡❛r❡r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✑
✭❲✐❡♥✱ ✶✽✼✹ ♠✐t ❞r❡✐ ❋♦rts❡t③✉♥❣❡♥ ❲✐❡♥✱ ✶✽✽✶ ✭✶✳ ✉♥❞ ✷✳✮ s♦✇✐❡ ✶✽✽✸✮ ✉♥t❡rs✉❝❤t✳ ❉✐❡s❡r ❲✐❡✲
♥❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r ❤❛t ❡✐♥❡ ❡rst❛✉♥❧✐❝❤❡ ▼❡♥❣❡ ✈♦♥ P✉❜❧✐❦❛t✐♦♥❡♥ ③✉♠ ❚❤❡♠❛ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✈♦♥
❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ③✉st❛♥❞❡ ❣❡❜r❛❝❤t✱ ✉♥t❡r ❛♥❞❡r❡♠ ✐♥ ❖✳ ❙❝❤❧ö♠✐❧❝❤s ✒❩❡✐ts❝❤r✐❢t ❢ür ▼❛✲
t❤❡♠❛t✐❦ ✉♥❞ P❤②s✐❦✑✱ ❞❡r❡♥ ❆♥❛❧②s✐st❡✐❧ ❡r ♠❛♥❝❤♠❛❧ ♠✐t ❞❡♠ ❍❡r❛✉s❣❡❜❡r ❢❛st ❛❧❧❡✐♥❡ ❜❡str✐tt
✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❡t✇❛ ❞❡♥ ❇❛♥❞ ✸ ❞✐❡s❡r ❩❡✐ts❝❤r✐❢t✮✳

✷✽



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

●r✉♥❞♣r♦❜❧❡♠ ❞❡r ❱❛r✐❛t✐♦♥sr❡❝❤♥✉♥❣ ❢♦r♠✉❧✐❡rt ❤❛t✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞❛s ■♥t❡❣r❛❧

S =

x1
ˆ

x4

x2
ˆ

x2

x3
ˆ

x3

V dxrdxr−1 . . . dx1

♠❛①✐♠❛❧ ♦❞❡r ♠✐♥✐♠❛❧ ③✉ ♠❛❝❤❡♥ ✉♥t❡r ❡✐♥❡r ❣❡❡✐❣♥❡t❡♥ ◆❡❜❡♥❜❡❞✐♥❣✉♥❣✱ ❧❡✐t❡t❡
❲✳ ❩♠✉r❦♦ ❡✐♥❡♥ s❡✐♥❡r ❆♥s✐❝❤t ♥❛❝❤ ü❜❡rs✐❝❤t❧✐❝❤❡♥ ❆✉s❞r✉❝❦ ❢ür δ2S ❤❡r✱ ❛✉s
❞❡♠ ✇✐❡❞❡r✉♠ ❑r✐t❡r✐❡♥ ❢ür ❞❛s ❱♦r❧✐❡❣❡♥ ❡✐♥❡s ❊①tr❡♠✉♠s ❢♦❧❣❡♥✳ ❉❛❜❡✐ tr✐tt ❡✐♥
s♦❣❡♥❛♥♥t❡r ✒❖s❝✉❧❛t✐♦♥s❢❛❦t♦r✑ ❛✉❢✳
❙✳ ●ü♥t❤❡r ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t❡ s✐❝❤ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❡t✇❛s ❛✉s❣❡❢❛❧❧❡♥❡r❡♥ ❚❤❡♠❛✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ♠✐t

❛✉❢st❡✐❣❡♥❞❡♥ ❑❡tt❡♥❜rü❝❤❡♥✱ ❞✐❡ ❡r ✐♠ ❋❛❧❧❡ ✐❤r❡r ❯♥❡♥❞❧✐❝❤❦❡✐t ❛✉❝❤ ❑❡tt❡♥r❡✐❤❡♥
♥❛♥♥t❡✳ ❊s ❤❛♥❞❡❧t s✐❝❤ ❤✐❡r❜❡✐ ✉♠ ●❡❜✐❧❞❡ ❞❡r ❋♦r♠

Pn

Qn
=

b1 +
b2+...
a2

a1

❆♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✇❡r❞❡♥ ❙ät③❡ ü❜❡r ❡♥❞❧✐❝❤❡ ✬❚❡✐❧❜rü❝❤❡✬ ❞✐❡s❡r ●❡❜✐❧❞❡ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t✱ ✇♦✲
❜❡✐ ❙✳ ●ü♥t❤❡r ❛✉❢ ❛♥❛❧♦❣❡✱ ✈♦♥ P❤✐❧✐♣♣ ▲✉❞✇✐❣ ❙❡✐❞❡❧ ✭✶✽✷✶✲✶✽✼✻✮ ❣❡❢✉♥❞❡♥❡ ❊r✲
❣❡❜♥✐ss❡ ❢ür ❣❡✇ö❤♥❧✐❝❤❡ ❑❡tt❡♥❜rü❝❤❡ ❤✐♥✇✐❡s ✭❙❡✐❞❡❧ ✶✽✺✺✮✳
❊✐♥ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡s Pr♦❜❧❡♠✱ ❞❛s s✐❝❤ ✐♥ ❞❡r ❲är♠❡❧❡❤r❡ ❡r❣✐❜t✱ ✇✉r❞❡ ✈♦♥ ❊❞✲

♠✉♥❞ ❘❡✐t❧✐♥❣❡r ❜❡❤❛♥❞❡❧t✳ ❊s ❣❡❤t ❞❛❜❡✐ ✉♠ ✒❱✐❡r❡❝❦❡✑ ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ ❣❧❡✐❝❤s❡✐t✐❣❡♥
❍②♣❡r❜❡❧♥✳ ❙❡✐♥❡ ❆✉s❢ü❤r✉♥❣❡♥ ❣✐♣❢❡❧t❡♥ ✐♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡♠ ❙❛t③✿

✒◆✐♠♠t ♠❛♥ ❛✉❢ ❡✐♥❡r ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤s❡✐t✐❣❡♥ ❍②♣❡r❜❡❧♥ ❡✐♥ ❙tü❝❦ ✈♦♥
❜❡st✐♠♠t❡r ▲ä♥❣❡ ✉♥❞ ✈❡r❜✐♥❞❡t ♠❛♥ ❞❡ss❡♥ ❊♥❞♣✉♥❦t❡ ❞✉r❝❤ ❈✉r✈❡♥✲
♣❛❛r❡ ♠✐t ❞❡r ❛♥❞❡r❡♥ ❣❧❡✐❝❤s❡✐t✐❣❡♥ ❍②♣❡r❜❡❧✱ s♦ ❡♥tst❡❤❡♥ ❈✉r✈❡♥✈✐❡r❡✲
❝❦❡ ♠✐t ❣❧❡✐❝❤❡r ●r✉♥❞❧✐♥✐❡ ❛✉❢ ❞❡r ✶✳ ❍②♣❡r❜❡❧✳ ❲❡♥♥ ❥❡❞❡s ❞✐❡s❡r P❛❛r❡
❞❡♠s❡❧❜❡♥ ●❡s❡t③ xyr = const. ❢♦❧❣t✱ s♦ ❞❛ss s❡✐♥❡ ③✇❡✐ ❈✉r✈❡♥ s✐❝❤ ♥✉r
❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❲❡rt❤ ❞❡r ❈♦♥st❛♥t❡♥ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥✱ s♦ ❜❡s✐t③❡♥ ❛❧❧❡ ❞✐❡s❡
❱✐❡r❡❝❦❡ ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❋❧ä❝❤❡♥r❛✉♠✑ ✭❚❇✱ ✶✹✷✮✳

❆✉❝❤ ❜❡✐ ❞❡r ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ❍❛♠❜✉r❣ ✶✽✼✻ ❤✐❡❧t ❘✳ ❍♦♣♣❡ ❡✐♥❡♥ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐s❝❤ ♦r✐✲
❡♥t✐❡rt❡♥ ❱♦rtr❛❣ ✒❯❡❜❡r ❞❡♥ ●r✉♥❞ ❞❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❊✈✐❞❡♥③✑✳ ❉❛r✐♥ ♣♦❧❡♠✐s✐❡rt
❡r ✈♦r ❛❧❧❡♠ ❣❡❣❡♥ ❞❡♥ ❆♣r✐♦r✐s♠✉s ❑❛♥ts✿

✒❊s ✐st ❛✉✛❛❧❧❡♥❞✱ ❞❛ss ❢❛st ❛❧❧❡ ❙❝❤r✐❢tst❡❧❧❡r✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❇♦❧②❛✐s❝❤❡ ●❡♦✲
♠❡tr✐❡ ✉♥❞ ❞❡r❡♥ ❑♦♥s❡q✉❡♥③❡♥ ❜❡s♣r❡❝❤❡♥✱ ❞✐❡ ❋r❛❣❡ ü❜❡r ❞✐❡ ❘♦❧❧❡ ❞❡r
❊r❢❛❤r✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡ s♦ ❛✉✛❛ss❡♥✱ ❛❧s ♦❜ ❡s s✐❝❤ ✉♠ ❞✐❡ ❩✉✈❡r✲
❧äss✐❣❦❡✐t ❞❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❉♦❝tr✐♥ ❤❛♥❞❡❧❡✱ ❞✐❡ ♠✐t ❞❡r ❩✉❧❛ss✉♥❣
❡♠♣✐r✐s❝❤❡r ❊❧❡♠❡♥t❡ ♥❡❣✐rt ✇är❡✳ ❉✐❡ ◗✉❡❧❧❡ ❞✐❡s❡r ❇❛♥❣✐❣❦❡✐t ✉♠ ❞❛s
❇❡st❡❤❡♥ ❞❡r ❡①❛❝t❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ✐♥ ❑❛♥t ✜♥❞❡♥✱ ❞❡r ❣❛♥③ ✉♥✲
✉♠✇✉♥❞❡♥ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❈♦♥s❡q✉❡♥③ ③✐❡❤t✑ ✭❚❇✱ ✻✵✮✳

❲❡✐t❡r ❤❡✐ÿt ❡s✿ ✒❆✉❢ ❙❡✐t❡♥ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡ ✐st ❞❡r ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ❯rs♣r✉♥❣ ❜❡✇✐❡s❡♥✱ ❛✉❢
❙❡✐t❡♥ ❞❡r ❆r✐t❤♠❡t✐❦ ♥✐❝❤t✑ ✭❚❇✱ ✻✶✮✳ ❍✐❡r❛✉s ❢♦❧❣t ❢ür ❘✳ ❍♦♣♣❡✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❛✉❝❤
♥❛❝❤ ❞❡♠ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡♥ ❯rs♣r✉♥❣ ❞❡r ❆r✐t❤❡♠t✐❦ s✉❝❤❡♥ ♠üss❡✳ ❉❛ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥✱ ✇✐❡

✷✾



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

♦❜❡♥ s❝❤♦♥ ❛♥❣❡❞❡✉t❡t✱ ❡✐♥ ❞❡r❛rt✐❣❡s ❡♠♣✐r✐s❝❤❡s ❊❧❡♠❡♥t ❛❧s ♠✐t ❞❡r ❙tr❡♥❣❡ ❞❡r
▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✉♥✈❡r❡✐♥❜❛r ❛♥❣❡s❡❤❡♥ ✇✐r❞✱ ✇✐r❢t ❞❡r ❱♦rtr❛❣❡♥❞❡ ❢♦❧❣❡r✐❝❤t✐❣ ❞✐❡ ❋r❛❣❡
❛✉❢✱ ✇♦r❛✉❢ ❞✐❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ✒❊✈✐❞❡♥③ ♦❞❡r ❇❡✇❡✐s❢ä❤✐❣❦❡✐t✑ ü❜❡r❤❛✉♣t ❜❡r✉❤❡✳
❙❡✐♥❡r ▼❡✐♥✉♥❣ ♥❛❝❤ ❣rü♥❞❡t ❛✉❝❤ ❞✐❡s❡ ❊✈✐❞❡♥③✱ ❞✐❡ ❛✉s❞rü❝❦❧✐❝❤ ❛❧s ✒s✉❜❥❡❦t✐✈✑
❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✇✐r❞✱ ✐♥ ❞❡r ❊r❢❛❤r✉♥❣✳ ❆♥ ✐❤r ✇❡r❞❡♥ ❞r❡✐ ❆s♣❡❦t❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❡♥✿ ❞❡r
❦♦♥st✐t✉✐❡r❡♥❞❡ ✭❛✉❢ ❞❡♠ ❞✐❡ ❇✐❧❞✉♥❣ ❞❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ●r✉♥❞❜❡❣r✐✛❡ ❜❡r✉❤t✮✱ ❞❡r
t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ✭✇❡❧❝❤❡r ❞✐❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❊♥t❞❡❝❦✉♥❣❡♥ ❛❜❞❡❝❦t✮ ✉♥❞ ❞❡r ♣r❛❦t✐s❝❤❡
✭❞✐❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥ ❛❜❞❡❝❦❡♥❞❡✮✳
❉r❡✐ ❇❡✐trä❣❡ ✐♥ ❍❛♠❜✉r❣ ❜❡❤❛♥❞❡❧t❡♥ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❚❤❡♠❡♥✿ ❏❛❝♦❜ ▲ür♦t❤ ❛✉s

❑❛r❧sr✉❤❡ s♣r❛❝❤ ✒❯❡❜❡r ❝②❝❦❧✐s❝❤❡ ■♥✈♦❧✉t✐♦♥❡♥✑✱ ❞❡r ❍❛♠❜✉r❣❡r ❖❜❡r❧❡❤r❡r ❍❡r✲
♠❛♥♥ ❈äs❛r ❍❛♥♥✐❜❛❧ ❙❝❤✉❜❡rt✱ ❞❡r ❤❡✉t❡ ❛❧s ❡✐♥ ✇✐❝❤t✐❣❡r ❲❡❣❜❡r❡✐t❡r ❞❡r ❛❧❣❡❜r❛✐✲
s❝❤❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡ ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇✐r❞ ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❉✐❡✉❞♦♥♥é ✶✾✼✹✮✱ ✒❯❡❜❡r ❞❛s ❆✉s❛rt❡♥
❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡r ●❡❜✐❧❞❡✑ ✉♥❞ ❍✳ ❙❝❤röt❡r ✒❯❡❜❡r ❞❡♥ ❆✉s❞r✉❝❦ ❡✐♥❡r ❝♦♠♣❧❡①❡♥ ●rös✲
s❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ❉♦♣♣❡❧✈❡r❤ä❧t♥✐s ✉♥❞ ü❜❡r ❈♦♥str✉❝t✐♦♥❡♥ ♠✐t ✐♠❛❣✐♥är❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡♥✑✳
❱♦♥ ❞❡♠ ▲❡t③t❡r❡♥ st❛♠♠t ❛✉❝❤ ❞❡r ❡✐♥③✐❣❡ ✐♥❤❛❧t❧✐❝❤❡ ❍✐♥✇❡✐s ③✉♠ ❱♦rtr❛❣ ✈♦♥
❏✳ ▲ür♦t❤✱ ❞❡r s✐❝❤ ✐♠ ❚❛❣❡❜❧❛tt ✜♥❞❡t✱ ❞❛ss ♥ä♠❧✐❝❤ ✒s❝❤♦♥ ❙t❡✐♥❡r ③✇❡✐ ♣r♦❥❡❦✲
t✐✈✐s❝❤❡ P✉♥❦tr❡✐❤❡♥ ✐♥ s♦❧❝❤❡r ❲❡✐s❡ ❛✉❢ ❡✐♥❛♥❞❡r ③✉ ❧❡❣❡♥ ❣❡❧❡❤rt ❤ätt❡✱ ❞❛ss s✐❡
❡✐♥❡ ✬❝②❦❧✐s❝❤❡ ■♥✈♦❧✉t✐♦♥✬ ❜✐❧❞❡♥✑ ✭❚❇✱ ✶✶✵ ✲ ❞✐❡s❡s ❚❤❡♠❛ ❦❛♠ s❝❤♦♥ ❜❡✐ ❙❝❤röt❡r
✶✽✼✹ ③✉r ❙♣r❛❝❤❡✮✳ ❉❡r ❇❡✐tr❛❣ ✈♦♥ ❍✳ ❈✳ ❍✳ ❙❝❤✉❜❡r ❜❡❤❛♥❞❡❧t❡ ❞✐❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r
❙✐♥❣✉❧❛r✐tät❡♥ ❜❡✐ ❑✉r✈❡♥ ❞r✐tt❡r ❖r❞♥✉♥❣✱ ✇♦❜❡✐ ❞❡r ❱♦rtr❛❣❡♥❞❡ ▼❡t❤♦❞❡♥ ❞❡r
❛❜③ä❤❧❡♥❞❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡ ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❤✐❡r③✉ ❙❝❤✉❜❡rt ✶✽✼✻✮ ❜❡♥✉t③t❡✳ ❆❧s t②♣✐s❝❤❡s
❊r❣❡❜♥✐s ♥❡♥♥t ❡r ❞❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❙❛t③✿

✒❲❡♥♥ ♠❛♥ ❛♥ ❡✐♥❡ P❧❛♥❝✉r✈❡ ❞r✐tt❡r ❖r❞♥✉♥❣ ♦❤♥❡ ✈✐❡❧❢❛❝❤❡♥ P✉♥❦t ✈♦♥
❡✐♥❡♠ ❛✉ÿ❡r❤❛❧❜ ❣❡❧❡❣❡♥❡♥ P✉♥❦t O ❞✐❡ ✻ ❚❛♥❣❡♥t❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ✾ ❙tr❛❤✲
❧❡♥ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❲❡♥❞❡♣✉♥❦t❡♥ ③✐❡❤t✱ s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ✶✺ ✈♦♥ O ❛✉s❣❡❤❡♥❞❡
❙tr❛❤❧❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ✐♥ ✐❤r❡r ▲❛❣❡ ❞❡r❛rt✐❣ ✈♦♥ ❡✐♥❛♥❞❡r ❛❜❤ä♥❣✐❣ s✐♥❞✱ ❞❛ss
❥❡ ✻ ❞✐❡s❡r ❙tr❛❤❧❡♥ ❞✐❡ ✾ ü❜r✐❣❡♥ ❜❡st✐♠♠❡♥✱ ✉♥❞ ③✇❛r ✇❡r❞❡♥ ❛✉s ❞❡♥
✻ ❚❛♥❣❡♥t❡♥ ❞✐❡ ✾ ❲❡♥❞❡♣✉♥❦ts❧✐♥✐❡♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡rst❡♥ ●r❛✲
❞❡s✱ ❛✉s ✺ ❚❛♥❣❡♥t❡♥ ✉♥❞ ✶ ❲❡♥❞❡♣✉♥❦ts❧✐♥✐❡ ❞✐❡ ✾ ü❜r✐❣❡♥ ❙tr❛❤❧❡♥
❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✈♦♠ ●r❛❞❡ ✶✷✵ ❜❡st✐♠♠t✳ ■st ❢❡r♥❡r ✈♦♥ ❥❡❞❡r ❞❡r
✻ ❚❛♥❣❡♥t❡♥ ❡✐♥ P✉♥❦t ❣❡❣❡❜❡♥✱ ✉♥❞ ❞❛③✉ ❡✐♥ s✐❡❜t❡r P✉♥❦t✱ ❞✉r❝❤ ✇❡❧✲
❝❤❡♥ ❡✐♥❡ ❲❡♥❞❡♣✉♥❦ts❧✐♥✐❡ ❣❡❤❡♥ s♦❧❧✱ s♦ ❜✐❧❞❡♥ ❞✐❡❥❡♥✐❣❡♥ P✉♥❦t❡ O✱
✈♦♥ ✇❡❧❝❤❡♥ ❛✉s s♦❧❝❤❡ ✶✺ ❙tr❛❤❧❡♥ ❛✉s❣❡❤❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ❡✐♥❡ ❈✉r✈❡ ✈♦♥ ❞❡r
❖r❞♥✉♥❣ ✺✹✵✑ ✭❚❇✱ ✻✺✮✳

❙❝❤✉❜❡rt s❝❤❧♦ss ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❍✐♥✇❡✐s ❛✉❢ ❞✐❡ Ü❜❡r❧❡❣❡♥❤❡✐t ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡ ✐♥ ❞❡r❛rt✐❣❡♥
❋r❛❣❡♥ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❞❡r ❆❧❣❡❜r❛✳
❉❡r ❱♦rtr❛❣ ✈♦♥ ❍✳ ❙❝❤röt❡r ❜❡tr❛❢ ❡✐♥❡ ❛✉❢ ❑❛r❧ ❈❤r✐st✐❛♥ ✈♦♥ ❙t❛✉❞t ✭✶✼✾✽✲✶✽✻✼✮

③✉rü❝❦❣❡❤❡♥❞❡ ♥❡✉❛rt✐❣❡ ♠❡tr✐❦❢r❡✐❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❦♦♠♣❧❡①❡♥ ❩❛❤❧❡♥ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥
❞❡r ♣r♦❥❡❦t✐✈❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡✳ ❉✐❡ ❦♦♠♣❧❡①❡♥ ❊✐♥❤❡✐t❡♥ i ✉♥❞ −i ✇❡r❞❡♥ ❤✐❡r❜❡✐ ❛❧s
❋✐①♣✉♥❦t❡ ✈♦♥ s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❡❧❧✐♣t✐s❝❤❡♥ ■♥✈♦❧✉t✐♦♥❡♥ ❞❡✜♥✐❡rt✳ ❉❡r ✈♦♥ ❙t❛✉❞ts❝❤❡
❆♥s❛t③ ✐st ✐♠ Ü❜r✐❣❡♥ ✉♥t❡r ❞❡r ❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣ ✬❘❡❝❤♥❡♥ ♠✐t ❲ür❢❡♥✬ ✭✇✐r s♣r❡❝❤❡♥
❤❡✉t❡ ✈♦♥ ❉♦♣♣❡❧✈❡r❤ä❧t♥✐ss❡✮ ❜❡❦❛♥♥t ❣❡✇♦r❞❡♥✳ ❉✐❡ ◗✉✐♥t❡ss❡♥③ ❞✐❡s❡r ❱♦r❣❡❤❡♥s✲
✇❡✐s❡ ❧✐❡❣t ♥❛❝❤ ▼❡✐♥✉♥❣ ❞❡s ❱♦rtr❛❣❡♥❞❡♥ ✐♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥✿

✸✵



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

✒❱❡r♠ö❣❡ ❞✐❡s❡s ❆✉s❞r✉❝❦s ❞❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥st❡♥ ❝♦♠♣❧❡①❡♥ ●röÿ❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥
❉♦♣♣❡❧✈❡r❤ä❧t♥✐s ✉♥❞ ✈❡r♠ö❣❡ ❞❡r ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❡✐♥❡s ✐♠❛❣✐♥är❡♥ P✉♥❦t❡s
❞✉r❝❤ ❡✐♥ ❡❧❧✐♣t✐s❝❤❡s P✉♥❦t❡♣❛❛r ♠✐t ❞❡♠ ❘✐❝❤t✉♥❣ss✐♥♥ s❡✐♥❡s ❚rä❣❡rs
❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❖♣❡r❛t✐♦♥❡♥ ✈♦♥ r❡❡❧❧❡♥ ❛✉❢ ✐♠❛❣✐♥är❡ ❊❧❡♠❡♥t❡
ü❜❡rtr❛❣❡♥✱ ✇♦❢ür ❡✐♥✐❣❡ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ❛♥❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✳ ❆✉❝❤ ✇✐r❞ ❡✐♥ ❲❡❣
❛♥❣❡❣❡❜❡♥✱ ✉♠ ❝♦♥t✐♥✉✐r❧✐❝❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ●❡❜✐❧❞❡ ♠✐t ✐♠❛❣✐♥är❡♥ ❊❧❡✲
♠❡♥t❡♥ ✐♥ ♣r♦❥❡❝t✐✈✐s❝❤❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ③✉ s❡t③❡♥✳ ❉❡r ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ❞✐❡s❡r
❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ♠✐t ❞❡♥ ❆r❜❡✐t❡♥ ✈♦♥ ✈✳ ❙t❛✉❞t ✉♥❞ ❋✳ ❆✉❣✉st ✇❡r❞❡
✈♦r❛♥❣❡s❝❤✐❝❦t✑ ✭❚❇✱ ✻✹✮✳

❙✐♠♦♥ ❙♣✐t③❡r ❧❡✐t❡t❡ ✐♥ s❡✐♥❡♠ ❱♦rtr❛❣ ❞✐❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣

1
ˆ

0

ua−1(1− u)b−1du =
Γ(a) · Γ(b)
Γ(a+ b)

❤❡r✱ ✇♦❜❡✐ ❡r Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❉❡♥✐s P♦✐ss♦♥ ✭✶✼✽✶✲✶✽✹✵✮ ❢ür ❞✐❡ ❆✉s✇❡rt✉♥❣ ❞❡s
✈♦♥ ✐❤♠ ❛❧s ▲❛♣❧❛❝❡s❝❤❡♥ ■♥t❡❣r❛❧ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t❡♥ ❆✉s❞r✉❝❦s ❛✉❢ ❞❡r ❧✐♥❦❡♥ ❙❡✐t❡ ❤❡r✲
❛♥③♦❣✶✼✳
▼✐t ③✇ö❧❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❙❡❦t✐♦♥s✈♦rträ❣❡♥ s♦✇✐❡ ❡✐♥❡♠ ♠❛t❤❡♠❛t✐❦❤✐st♦r✐s❝❤❡♥

❇❡✐tr❛❣ ❡rr❡✐❝❤t ❞✐❡ r❡✐♥❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❛✉❢ ❞❡r ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ▼ü♥❝❤❡♥ ✶✽✼✼ ❡✐♥❡♥
♥❡✉❡♥ ❍ö❤❡♣✉♥❦t✳ ❉❡✉t❧✐❝❤ ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥ ✐st ❤✐❡r ❞❡r ❊✐♥✢✉ss ✈♦♥ ❋❡❧✐① ❑❧❡✐♥ ✭❡r ✇✐r❦✲
t❡ ✈♦♥ ✶✽✼✺ ❜✐s ✶✽✽✵ ❛♠ P♦❧②t❡❝❤♥✐❦✉♠ ✐♥ ▼ü♥❝❤❡♥✮✿ ◆❡❜❡♥ ③✇❡✐ ❡✐❣❡♥❡♥ ❘❡❢❡r❛t❡♥
✭✒❩✉r ●❡st❛❧t ❞❡r ❑✉♠♠❡r✬s❝❤❡♥ ❋❧ä❝❤❡✑ ✉♥❞ ✒❯❡❜❡r ❡❧❧✐♣t✐s❝❤❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥✑✮ ✜♥❞❡♥
✇✐r ♠✐t ❋❡r❞✐♥❛♥❞ ▲✐♥❞❡♠❛♥♥ ❡✐♥❡♥ s❡✐♥❡r ❙❝❤ü❧❡r s♦✇✐❡ ♠✐t ❙♦♣❤✉s ▲✐❡ ❡✐♥❡♥ s❡✐♥❡r
❋r❡✉♥❞❡ ✈❡rtr❡t❡♥✳ ❇❡♠❡r❦❡♥s✇❡rt ✐st ❢❡r♥❡r✱ ❞❛ss ✐♥ ▼ü♥❝❤❡♥ ♥❡❜❡♥ ❙✳ ▲✐❡✱ ❞❡r s✐❝❤
❥❛ ❧❛♥❣❡ ❩❡✐t ✐♥ ❉❡✉ts❝❤❧❛♥❞ ❛✉❢❣❡❤❛❧t❡♥ ❤❛t✱ ♥♦❝❤ ♠✐t ▲✉✐❣✐ ❈r❡♠♦♥❛ ❡✐♥ ✇❡✐t❡r❡r
♣r♦♠✐♥❡♥t❡r ❛✉s❧ä♥❞✐s❝❤❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r ③✉❣❡❣❡♥ ✇❛r✳ ❉❡r❛rt✐❣❡ ❊r❡✐❣♥✐ss❡ ✇❛r❡♥ ✲
③✉♠✐♥❞❡st ✇❛s ❞✐❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❙❡❦t✐♦♥ ❛♥❜❡❧❛♥❣t ✲ ❜❡✐ ❞❡r ◆❛t✉r❢♦rs❝❤❡rt❛❣✉♥❣
r❡❝❤t s❡❧t❡♥✳ ■♥ ❞❡r ❞r✐tt❡♥ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❙✐t③✉♥❣ s♣r❛❝❤ ❙✳ ●ü♥t❤❡r ✒❯❡❜❡r ❞✐❡ ♥❡✉s✲
t❡♥ ❋♦rs❝❤✉♥❣❡♥ ❛✉❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤✲❤✐st♦r✐s❝❤❡♠ ●❡❜✐❡t✑✱ ♥❛❤♠ ❛❧s♦ s❡✐♥ ❚❤❡♠❛ ❛✉s
●r❛③ ✭✶✽✼✺✮ ✇✐❡❞❡r ❛✉❢✳ ■♠ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ③✉ ❞❛♠❛❧s s✐♥❞ ❙✳ ●ü♥t❤❡rs ❆✉s❢ü❤r✉♥❣❡♥ ✐♥
▼ü♥❝❤❡♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❞❡✉t❧✐❝❤ ❣❡✇❛❝❤s❡♥❡♥ ❞✐s③✐♣❧✐♥är❡♥ ❙❡❧❜st❜❡✇✉ssts❡✐♥ ❣❡♣rä❣t✿

✒●❧ü❝❦❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ ❤❛t s✐❝❤ ♠❡✐♥❡ ❆✉❢❣❛❜❡ ❞✐❡s♠❛❧ ✉♥❣❧❡✐❝❤ ❧❡✐❝❤t❡r ❢❛s✲
s❡♥ ❧❛ss❡♥✱ ❡s ❡rs❝❤✐❡♥ ❦❛✉♠ ♠❡❤r ❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤✱ ✈♦♥ ❞❡r ❚❡♥❞❡♥③ ❥❡♥❡r
❉✐s③✐♣❧✐♥ ✭❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❣❡s❝❤✐❝❤t❡✮ ❛❜❡r♠❛❧s ❡✐♥❣❡❤❡♥❞❡r ③✉ s♣r❡❝❤❡♥✱
❡s ❡rs❝❤✐❡♥ ü❜❡r✢üss✐❣✱ ♣r✐♥❝✐♣✐❡❧❧❡ ❇❡❞❡♥❦❡♥ ❣❡❣❡♥ ❞✐❡ ❲❡s❡♥❤❡✐t✱ ❣❡✲
❣❡♥ ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡s ❣❡s❝❤✐❝❤t❧✐❝❤❡♥ ❆r❜❡✐t❡♥s ❛✉❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤✲
♥❛t✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡♠ ●❡❜✐❡t❡ ✐♥ ✐❤r❡r ❯♥③✉❧ä♥❣❧✐❝❤❦❡✐t ❜❡❧❡✉❝❤t❡♥ ③✉
✇♦❧❧❡♥ ✲ ❞❡♥♥ ✈♦♥ ❝♦♠♣❡t❡♥t❡r ❙❡✐t❡ ✇❡r❞❡♥ s♦❧❝❤❡ ❇❡❞❡♥❦❡♥ ❦❛✉♠ ♠❡❤r
❣❡❧t❡♥❞ ❣❡♠❛❝❤t ✇❡r❞❡♥✑ ✭❚❇✱ ✽✸✮✳

✶✼➘❤♥❧✐❝❤❡ ■♥t❡❣r❛❧❡ tr❡t❡♥ ✐♠ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ♠✐t ❞❡♥ ▲❡❣❡♥❞r❡s❝❤❡♥ ❑✉❣❡❧❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❡rst❡r ✉♥❞
③✇❡✐t❡r ❆rt ❛✉❢✱ ③✉ ❞❡♥❡♥ P✳ ❙✳ ▲❛♣❧❛❝❡ ❇❡✐trä❣❡ ❣❡❧✐❡❢❡rt ❤❛t✳ ▼ö❣❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ ✐st ❤✐❡r❛✉❢ ❞✐❡
◆❛♠❡♥s❣❡❜✉♥❣ s❡✐t❡♥s ❙✳ ❙♣✐t③❡r ③✉rü❝❦③✉❢ü❤r❡♥✳

✸✶



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

❉✐❡s♠❛❧ ❣✐♥❣ ❡s ❞❡♠ ❱♦rtr❛❣❡♥❞❡♥ ✈♦r ❛❧❧❡♠ ❞❛r✉♠✱ ❞✐❡ ❑♦♥t✐♥✉✐tät ❞❡r ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣
❞❡s ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❲✐ss❡♥s✱ ❞❡r❡♥ ❙✐❝❤t❜❛r♠❛❝❤✉♥❣ ❢ür ✐❤♥ ③✉ ❞❡♥ ●r✉♥❞❛✉❢❣❛❜❡♥
❞❡r ❍✐st♦r✐♦❣r❛♣❤✐❡ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❣❡❤ört❡✱ ❞❡✉t❧✐❝❤ ③✉ ♠❛❝❤❡♥✳ ❍✐❡r③✉ ③✐t✐❡rt❡ ❡r
✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ❞❛❢ür✱ ❞❛ss ❲✐ss❡♥ s❝❤♦♥ ✈♦r s❡✐♥❡r ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤❡♥ ❆✉s❛r❜❡✐t✉♥❣
❛♥t✐③✐♣✐❡rt ✇♦r❞❡♥ ✐st ✭✬❑♦♥✈❡r❣❡♥③♣❤ä♥♦♠❡♥❡✬✿ ▲✳ ❊✉❧❡r ✐♥ ❙❛❝❤❡♥ q✉❛❞r❛t✐s❝❤❡s ❘❡✲
③✐♣r♦③✐täts❣❡s❡t③✱ ❏✳ ▲✳ ▲❛❣r❛♥❣❡ ✉♥❞ ❞❡r ❍❛♠✐t♦♥s❝❤❡ ❋♦r♠❛❧✐s♠✉s ③✉r ●r✉♥❞❧❡❣✉♥❣
❞❡r ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ▼❡❝❤❛♥✐❦✮✳ ❆❜❡r ❛✉❝❤ ✶✽✼✼ ✇✐r❞ ❞❡r ❣❡✐st❡s❣❡s❝❤✐❝❤t❧✐❝❤❡ ❆s♣❡❦t ✐♥
❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❣❡s❝❤✐❝❤t❡ ❜❡t♦♥t✿ ✒●❡r❛❞❡ ❞❛s ❦✉❧t✉r❤✐st♦r✐s❝❤❡ ▼♦♠❡♥t s♦❧❧ ✈♦♥
❥❡t③t ❛❜ ✐♥ ❞❡♥ ❱♦r❞❡r❣r✉♥❞ tr❡t❡♥✱ ❞✐❡ ❇❡❞❡✉t✉♥❣ ❞❡r ❣❡s❝❤✐❝❤t❧✐❝❤✲♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥
❋♦rs❝❤✉♥❣ ❛❧s ❡✐♥❡s ❞❡♥ ❋♦rts❝❤r✐tt ❞❡r ♠❡♥s❝❤❧✐❝❤❡♥ ●❡✐st❡s✇❡❧t ❣❡r❛❞❡③✉ ❛❜s♣✐❡✲
❣❡❧♥❞❡♥ ❲✐ss❡♥s③✇❡✐❣❡s ❛✉s ❞❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❡r❤❡❧❧❡♥✑ ✭❚❇ ✽✺✴✻✮✳ ❊s ❢♦❧❣❡♥
❆✉s❢ü❤r✉♥❣❡♥ ü❜❡r ❞❡♥ ❋♦rs❝❤✉♥❣sst❛♥❞ ③✉r ❝❤✐♥❡s✐s❝❤❡♥✱ ❜❛❜②❧♦♥✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ ä❣②♣✲
t✐s❝❤❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ s♦✇✐❡ ③✉r ❘♦❧❧❡ ❞❡r ❆r❛❜❡r ✉♥❞ ❞❡r ❥ü❞✐s❝❤❡♥ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧❡r
✐♠ Pr♦③❡ss ❞❡r ❲✐ss❡♥sü❜❡r♠✐tt❧✉♥❣ ✈♦♥ ❆❧t❡rt✉♠ ✉♥❞ ◆❡✉③❡✐t✳
❙✳ ●ü♥t❤❡r s♣r❛❝❤ ❛✉❝❤ ❡✐♥❡ ❞❡✉t❧✐❝❤❡ ❲❛r♥✉♥❣ ✈♦r ③✉ st❛r❦❡r ❙♣❡③✐❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡s

▼❛t❤❡♠❛t✐❦❤✐st♦r✐❦❡rs ❛✉s✿

✒❆❧❧❡✐♥ ♥✐❝❤t ♠✐♥❞❡r ❢♦r❞❡r♥ ✇✐r ✈♦♥ ❞❡♠ ❍✐st♦r✐❦❡r✱ s❡✐♥❡r ❙t❡❧❧✉♥❣ ✐♥✲
♠✐tt❡♥ ❡✐♥❡r ❧❡❜❡♥❞❡♥ ✉♥❞ ❜❧ü❤❡♥❞❡♥ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t ❡✐♥❣❡❞❡♥❦ ③✉ ❜❧❡✐❜❡♥
✉♥❞ ü❜❡r ❞❡♥ ❉❡t❛✐❧❛r❜❡✐t❡♥✱ ❞✐❡ ✐❤♥ ♠♦♠❡♥t❛♥ ❜❡s❝❤ä❢t✐❣❡♥✱ ♥✐❝❤t ③✉
✈❡r❣❡ss❡♥✱ ❞❛ss ❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r ✐st ✉♥❞ ❜❧❡✐❜❡♥ ✇✐❧❧✳ ❲❡r ✐♥ ❞❡r ❊①❡❣❡s❡
✉♥❞ ❚❡①t✈❡r❜❡ss❡r✉♥❣ ✐r❣❡♥❞ ❡✐♥❡s ❛❧t❡♥ ●❡♦♠❡t❡rs ❤ä♥❣❡♥ ❜❧❡✐❜t ✉♥❞
s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ s❡✐♥ ❡✐❣❡♥❡s ❑❡♥♥❡♥ ✉♥❞ ❑ö♥♥❡♥ ❛✉ss❝❤❧✐❡ss❧✐❝❤ ❛✉❢ ❞❡♥ ❣r✐❡✲
❝❤✐s❝❤❡♥ ●❡s✐❝❤ts♣✉♥❦t ③✉rü❝❦③✉s❝❤r❛✉❜❡♥ s✐❝❤ ❛♥❣❡✇ö❤♥t ❤❛t✱ ❞❡r ✐st
❣❡✇✐ss ❡✐♥ ä✉ss❡rst ♥üt③❧✐❝❤❡s ●❧✐❡❞ ✐♥ ❞❡r ❣r♦ss❡♥ ❑❡tt❡✱ ❛❧❧❡✐♥ ❡✐♥❡ ❜❡✲
s♦♥❞❡rs ❧❡❜❤❛❢t❡ ❆♥t❡✐❧♥❛❤♠❡ ❆♥❞❡r❡r ❛♥ s❡✐♥❡♥ ❙t✉❞✐❡♥ ✇✐r❞ ❡r ♥✐❝❤t
③✉ ❢♦r❞❡r♥ ❜❡r❡❝❤t✐❣t s❡✐♥✑ ✭❚❇✱ ✽✹✮✳

●❡❣❡♥ ✇❡♥ ❞✐❡s❡ ❞❡✉t❧✐❝❤❡♥ ❲♦rt❡ ❣❡r✐❝❤t❡t ✇❛r❡♥✱ ✇✐r❞ ❛✉s ❞❡♠ ü❜❡r❧✐❡❢❡rt❡♥ ❚❡①t
♥✐❝❤t ❞❡✉t❧✐❝❤✳ ❊s ❢ä❧❧t ❛❜❡r ❛✉❢✱ ❞❛ss ❙✳ ●ü♥t❤❡r ✲ s✐❡❤t ♠❛♥ ❡✐♥♠❛❧ ✈♦♥ r❡✐♥ ♣❤✐✲
❧♦❧♦❣✐s❝❤❡♥ ❆r❜❡✐t❡♥ ❛❜ ✲ ❤❛✉♣tsä❝❤❧✐❝❤ s♦❧❝❤❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❤✐st♦r✐❦❡r ❛♥❢ü❤rt✱ ❞✐❡ ❡s
❛✉❝❤ ❛❧s ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r ③✉ ❡✐♥❡r ❣❡✇✐ss❡♥ ❘❡♣✉t❛t✐♦♥ ❣❡❜r❛❝❤t ❤❛❜❡♥ ✭▼✳ ❈❛♥t♦r✱ ❋r✳
❲♦❡♣❦❡✱ ❍✳ ❍❛♥❦❡❧✱ ❘✳ ❇❛❧t③❡r✮✳
●ü♥t❤❡r ❡r❣r✐✛ ❛✉❝❤ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ❞❛s ❲♦rt✱ ✇♦ ❡r ✒❞✐❡ ◆ä❤❡r✉♥❣s♠❡t❤♦❞❡♥

❞❡r ❆❧t❡♥✑ ❡r❧ä✉t❡rt❡✳ ❍✐❡r❜❡✐ ❣✐♥❣ ❡s ✐❤♠ ✈♦r♥❡❤♠❧✐❝❤ ✉♠ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✈❡r❢❛❤r❡♥
❢ür ◗✉❛❞r❛t✲ ✉♥❞ ❑✉❜✐❦✇✉r③❡❧♥✳ ❙❝❤♦♥ ❜❡✐ ❆r❝❤✐♠❡❞❡s ✭✷✽✼❄✲✷✶✷✮ ✜♥❞❡♥ s✐❝❤ ❡♥t✲
s♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡✱ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ♦❤♥❡ ❥❡❞✇❡❞❡ ❊r❧ä✉t❡r✉♥❣✳ ❆✉s❢ü❤r❧✐❝❤❡r ✇✉r❞❡ ❞✐❡
Pr♦❜❧❡♠❛t✐❦ ❞❡r ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜❡✐ ❚❤❡♦♥ ✈♦♥ ❆❧❡①❛♥❞r✐❛ ✭❡t✇❛ ✸✹✵✲✹✵✵✮✱ ❞❡♠ ✇✐❝❤✲
t✐❣st❡♥ ❊✉❦❧✐❞✲❇❡❛r❜❡✐t❡r ❞❡r ❆♥t✐❦❡✱ ❜❡❤❛♥❞❡❧t✱ ❞❡r ❞✐❡ ❆✉ss❝❤ö♣❢✉♥❣ ❡✐♥❡s ◗✉❛✲
❞r❛t❡s ✐rr❛t✐♦♥❛❧❡r ❙❡✐t❡♥❧ä♥❣❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥✲ ✉♥❞ ✉♠❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡ ◗✉❛❞r❛t❡ r❛t✐♦♥❛❧❡r
❙❡✐t❡♥❧ä♥❣❡ ✉♥t❡rs✉❝❤t❡✱ ✇❛s ♠♦❞❡r♥ ❣❡s♣r♦❝❤❡♥ ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡♥ ❑❡tt❡♥❜r✉❝❤
❢ü❤rt✳ ❆♥❣❡✇❡♥❞❡t ❛✉❢ ❞✐❡ ❆r❝❤✐♠❡❞✐s❝❤❡♥ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ❧✐❡❢❡rt ❞❛s ❚❤❡♦♥✐s❝❤❡ ❱❡r❢❛❤r❡♥
❣❡♥❛✉ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡s ❆r❝❤✐♠❡❞❡s✱ ✇❛s ❞✐❡ ❱❡r♠✉t✉♥❣ ♥❛❤❡ ❧❡❣t✱ ❞❛ss ❧❡t③t❡r❡r
❜❡r❡✐ts ❞✐❡ ❢r❛❣❧✐❝❤❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥ ❣❡❦❛♥♥t ✉♥❞ ❛♥❣❡✇❛♥❞t ❤❛t✳ ❲❡✐t❡r ❜❡r✐❝❤t❡t❡ ❙✳

✸✷



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

●ü♥t❤❡r ü❜❡r ❘❡❦♦♥str✉❦t✐♦♥❡♥ ✈♦♥ ❍❛✉❜❡r✱ ❞✐❡ ❣❡③❡✐❣t ❤ätt❡♥✱ ❞❛ss ❆r❝❤✐♠❡❞❡s ❛❧✲
❧❡✐♥ ❛✉❢ ❞❡r ❇❛s✐s ❞❡s ③❡❤♥t❡♥ ❇✉❝❤❡s ❞❡r ✒❊❧❡♠❡♥t❡✑ ③✉ ❞✐❡s❡♥ ◆ä❤❡r✉♥❣s✈❡r❢❛❤r❡♥
❤ätt❡ ❦♦♠♠❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳
❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡r❡r ◆❛t✉r ✇❛r ❞❡r ❇❡✐tr❛❣ ✈♦♥ ❆❧❡①❛♥❞❡r ❲✐❧❤❡❧♠ ✈♦♥ ❇r✐❧❧✱ ❞❡r ❞❛s

❛♥ ❞❡r ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡♥ ❯♥✐✈❡rs✐tät ▼ü♥❝❤❡♥ ❡✐♥❣❡r✐❝❤t❡t❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ✬▲❛❜♦r❛t♦r✐✲
✉♠✬ ✈♦rst❡❧❧t❡✱ ✐♥ ❞❡♠ ✈♦♥ ❙t✉❞❡♥t❡♥ ❑✉r✈❡♥✱ ❋❧ä❝❤❡♥ ✉♥❞ ❞❡r❣❧❡✐❝❤❡♥ ♠♦❞❡❧❧✐❡rt
✇✉r❞❡♥✳ ❲✐❧❤❡❧♠ ❋r✐❡❞r✐❝❤ ❙❝❤ü❧❡r s♣r❛❝❤ ✒❯❡❜❡r ❞❛s ■♠❛❣✐♥är❡ ✐♥ ❞❡r ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡♥
●❡♦♠❡tr✐❡ ✉♥❞ ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥t❤❡♦r✐❡✑✳ ❲✐r ✜♥❞❡♥ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❱♦rtr❛❣ ✉♥t❡r ❛♥❞❡r❡♠
❢♦❧❣❡♥❞❡ P❛ss❛❣❡✿ ✒❉❛s ■♠❛❣✐♥är❡ ✐♥ ❞❡r ❆r✐t❤♠❡t✐❦ ✉♥❞ ❆❧❣❡❜r❛ ✐st ❞❛s ❊r③❡✉❣♥✐s
❡✐♥❡s ❧♦❣✐s❝❤ ❛✉s❣❡❜✐❧❞❡t❡♥ ❋♦r♠❛❧✐s♠✉s✱ ❞❡ss❡♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❡ ❉✉r❝❤❢ü❤r✉♥❣ ❞✐❡ ❇❡✲
s❡✐t✐❣✉♥❣ ❥❡❞❡r ❆✉s♥❛❤♠❡ ❜❡✇✐r❦t✱ ✇♦❞✉r❝❤ ③✉❣❧❡✐❝❤ ❞❡♥ ❛r✐t❤♠❡t✐s❝❤❡♥ ❘❡❣❡❧♥ ✉♥❞
❞❡♥ ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡♥ ❙ät③❡♥ ❞❡r ❈❤❛r❛❦t❡r ❞❡r ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❤❡✐t ✈❡r❧✐❡❤❡♥ ✇✐r❞✑ ✭❚❇✱ ✶✵✾✮✳
❲❡✐t❡r ❤❡✐ÿt ❡s✿ ✒❉❡r ❇❡❣r✐✛ ❞❡s ■♠❛❣✐♥är❡♥ ✐st ❡✐♥❡ ❜❧♦ss❡ ■❞❡❡✱ ❞✐❡ ✐❤r❡♠ ❣❛♥③❡♥
■♥❤❛❧t❡ ♥❛❝❤ ❞✉r❝❤ ❆♥s❝❤❛✉✉♥❣ ♥✐❝❤t ✇✐❡❞❡r❣❡❣❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉✐❡ ❘✐❝❤t✐❣❦❡✐t
❞❡r ■❞❡❡ ✐st ❛❧s♦ ❛✉❝❤ ❞✉r❝❤ ❊r❢❛❤r✉♥❣ ♥✐❝❤t ♣rü❢❜❛r✑ ✭❚❇✱ ✶✵✾✮✳ ❆❧s ❆♥❧❛ss ❢ür ❞✐❡
❊✐♥❢ü❤r✉♥❣ ❞❡s ■♠❛❣✐♥är❡♥ ✇✐r❞ ✲ ✇✐❡ ❦ö♥♥t❡ ❡s ❛✉❝❤ ❛♥❞❡rs s❡✐♥✦ ✲ ❞✐❡ ❯♥♠ö❣❧✐❝❤✲
❦❡✐t ❞❡s ❆✉s③✐❡❤❡♥s ❞❡r ◗✉❛❞r❛t✇✉r③❡❧ ❛✉s ♥❡❣❛t✐✈❡♥ ❩❛❤❧❡♥ ❣❡♥❛♥♥t✳ ❉❛s ■♠❛❣✐♥är❡
s❡✐ ❡✐♥❡ ◆❡❣❛t✐♦♥ ❞❡s ❘❡❡❧❧❡♥ ✇✐❡ ❞❛s ❯♥❡♥❞❧✐❝❤❡ ❡✐♥❡ ❱❡r♥❡✐♥✉♥❣ ❞❡s ❊♥❞❧✐❝❤❡♥ ✐st✱
✇❛s ♠❛♥ ❛✉❝❤ ❞❛r❛♥ ❡r❦❡♥♥❡♥ ❦ö♥♥❡✱ ❞❛ss ❜❡✐❞❡ ✐♥ ❞❡r ♣r♦❥❡❦t✐✈❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡ ❛♥❛✲
❧♦❣❡ ❘♦❧❧❡♥ s♣✐❡❧t❡♥✳ ❆♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡ ❲✳ ❋r✳ ❙❝❤ü❧❡r ❡✐♥❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❢ür
❦♦♠♣❧❡①❡ P✉♥❦t❡ ✐♠ ❘❛✉♠ ✭❛❧s♦ ✈❡r♠✉t❧✐❝❤ ❊❧❡♠❡♥t❡ ✈♦♥ C

✸✮✱ ❞✐❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❆rt ❞r❡✐✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❱❡❦t♦rr❛✉♠ ❤✐♥❛✉s❧ä✉❢t✳ ❙❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ✇✐r❞ ✒❡✐♥❡ ❣❛♥③ ♥❡✉❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥
❞❡r ❛❜❣❡❧❡✐t❡t❡♥ ❋✉♥❝t✐♦♥ ❣❡✇♦♥♥❡♥✱ ❞✐❡ ✈♦♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡♥ ▼❡r❦♠❛❧❡♥ ❞✉r❝❤❛✉s
❢r❡✐ ✉♥❞ ✈✐❡❧ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r ✐st✱ ❛❧s ❞✐❡ ❜✐s❤❡r✐❣❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ❙t❡t✐❣❦❡✐t ❞❡r ❋✉♥❝t✐♦♥ ♥✐❝❤t
✈♦r❛✉ss❡t③t ❬s✐❝✦❪✑ ✭❚❇✱ ✶✶✶✮✳
■♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡ ✜♥❞❡♥ ✇✐r ♥✉r ③✇❡✐ ❇❡✐trä❣❡✿ ▲✳ ❈r❡♠♦♥❛✱ ❡✐♥ ❜❡❞❡✉✲

t❡♥❞❡r ❱❡rtr❡t❡r ❞❡r ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡ ③✉ s❡✐♥❡r ❩❡✐t ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❉✐❡✉❞♦♥♥é
✶✾✼✹✮✱ ❣r✐✛ ✇✐❡❞❡r ❞❛s Pr♦❜❧❡♠ ❞❡r ✷✼ ●❡r❛❞❡♥ ❡✐♥❡r ❋❧ä❝❤❡ ❞r✐tt❡r ❖r❞♥✉♥❣ ❛✉❢ ✭✈❡r✲
❣❧❡✐❝❤❡ ❤✐❡r③✉ ●♦♣❞❛♥ ✶✽✻✼ ✉♥❞ ❲✐❡♥❡r ✶✽✻✽✮✳ ❉✐❡s❡ ③❡r❢❛❧❧❡♥ ✐♥ ③✇❡✐ ●r✉♣♣❡♥✿ ❊✐♥❡
✉♠❢❛sst ✶✷ ●❡r❛❞❡♥✱ ❞✐❡ ❡✐♥ ❉♦♣♣❡❧s❡❝❤s❡❝❦ ❜✐❧❞❡♥✱ ❞✐❡ ❛♥❞❡r❡ ❡♥t❤ä❧t ✶✺ ●❡r❛❞❡♥✱
❞✐❡ ③✉ ❥❡ ❞r❡✐❡♥ ✐♥ ✶✺ ❊❜❡♥❡♥ ❧✐❡❣❡♥✱ ❛✉s ❞❡♥❡♥ ✇✐❡❞❡r✉♠ ✶✵ ❚r✐❡❞❡r♣❛❛r❡ ❣❡❜✐❧❞❡t
✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✿ ✒■❝❤ ❤❛❜❡ ♥✉♥ ❣❡❢✉♥❞❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ✷✵ ❊❝❦❡ ❞✐❡s❡r ❚r✐❡❞❡r ❞✐❡ ❊❝❦❡
❡✐♥❡s ❜❡st✐♠♠t❡♥✱ ♠❡r❦✇ür❞✐❣❡♥ ❍❡①❛❡❞❡rs s✐♥❞❀ ❡✐♥❡s ❍❡①❛❡❞❡rs✱ ✇❡❧❝❤❡s ③✉ ❞❡r
✉♥❡♥❞❧✐❝❤❡♥ ▼❛♥♥✐❣❢❛❧t✐❣❦❡✐t ✈♦♥ P♦❧s❡❝❤s✢❛❝❤❡♥ ❞❡r ❝✉❜✐s❝❤❡♥ ❋❧ä❝❤❡ ❣❡❤ört✱ ❞✐❡
❍❡rr ❘❡②❡ . . . ❜❡tr❛❝❤t❡t ❤❛t✑ ✭❚❇✱ ✾✹✮✳ ❋✳ ❑❧❡✐♥ st❡❧❧t❡ ❞✐❡ ✈✐❡r ❆rt❡♥ ❑✉♠♠❡rs❝❤❡r
❋❧ä❝❤❡♥✶✽ ✈♦r✱ ✇♦③✉ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❜❡r❡✐ts ✶✽✷✼ ✈♦♥ ❆✉❣✉st❡ ❏❡❛♥ ❋r❡s♥❡❧ ✭✶✼✽✽✲✶✽✷✼✮
❛♥❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❲❡❧❧❡♥✢ä❝❤❡ ❣❡❤ört✳ ❙❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ♣räs❡♥t✐❡rt❡ ❡r ❞❡r ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ✐♠
▼ü♥❝❤❡♥❡r ▲❛❜♦r❛t♦r✐✉♠ ❡♥t✇♦r❢❡♥❡✱ ✈♦♥ ▲✳ ❇r✐❧❧ ✐♥ ❉❛r♠st❛❞t ✐♥❞✉str✐❡❧❧ ♣r♦❞✉✲
③✐❡rt❡ ▼♦❞❡❧❧❡ ❞✐❡s❡r ❋❧ä❝❤❡♥✳ ❩✉ ❞❡♥ ❋❧ä❝❤❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❜❡✐♠ Ü❜❡r❣❛♥❣ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ❆rt
❞❡r ❑✉♠♠❡rs❝❤❡♥ ❋❧ä❝❤❡ ③✉r ♥ä❝❤st❡♥ ❡r❣❡❜❡♥✱ ❣❡❤ör❡♥ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❞✐❡ s♦❣❡♥❛♥♥✲

✶✽❉✐❡ ❑✉♠♠❡rs❝❤❡ ❋❧ä❝❤❡ ✐st ❡✐♥❡ ✈♦♥ ❊✳ ❊✳ ❑✉♠♠❡r ✶✽✻✹ ❛✉❢❣r✉♥❞ ♦♣t✐s❝❤❡r Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣❡♥ ❜❡✲
s❝❤r✐❡❜❡♥❡ ❋❧ä❝❤❡ ✈✐❡rt❡r ❖r❞♥✉♥❣ ♠✐t ✶✻ ❉♦♣♣❡❧♣✉♥❦t❡♥✱ ❞✐❡ ❛❧s ❇r❡♥♥✢ä❝❤❡ ✈♦♥ ✶✻ ❙tr❛❤❧❡♥
✐♥t❡r♣r❡t✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉❛rü❜❡r ❤✐♥❛✉s ❜❡st❡❤t ❡✐♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥t❤❡♦r✐❡
✭❚❤❡t❛❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ ✉♥❞ ✲r❡❧❛t✐♦♥❡♥✮✳

✸✸



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

t❡♥ P❧ü❝❦❡rs❝❤❡♥ ✒❈♦♠♣❧❡①✢ä❝❤❡♥✑✳
▼❡❤r❡r❡ ❘❡❢❡r❛t❡ ❣❛❧t❡♥ ✐♥ ▼ü♥❝❤❡♥ ❞❡r ❆♥❛❧②s✐s✳ ❉❛❜❡✐ ❡r❣❛❜ s✐❝❤ ❡✐♥❡ ♠❡r❦✲

✇ür❞✐❣❡ ❑♦✐♥③✐❞❡♥③ ③✇✐s❝❤❡♥ ❡✐♥❡♠ ❛♥✇❡♥❞✉♥❣s❜❡③♦❣❡♥❡♥ ❱♦rtr❛❣✱ ❞❡♥ ❞❡r ❲✐❡♥❡r
❖s❦❛r ❙✐♠♦♥② ü❜❡r ❡✐♥ Pr♦❜❧❡♠ ❞❡r ❍♦❧③♠❡ss✉♥❣ ✐♥ ▼ü♥❝❤❡♥ ❤✐❡❧t✱ ✉♥❞ ❞❡♠❥❡♥✐❣❡♥
✈♦♥ ❙✳ ❙♣✐t③❡r ✭❡❜❡♥❢❛❧❧s ❲✐❡♥✮✱ ❞❡r ü❜❡r ❞✐❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❋❧ä❝❤❡♥✐♥❤❛❧t❡ ✈♦♥
❋❧ä❝❤❡♥✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣

(x

a

)2m
+
(y

b

)2m
= 1

❣❡❣❡❜❡♥ s✐♥❞✱ s♣r❛❝❤✱ s♦✇✐❡ ü❜❡r ❛♥❛❧♦❣❡ ■♥❤❛❧ts❜❡r❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ❢ür ❑ör♣❡r✳ ❇❡✐❞❡ ❘❡❞✲
♥❡r ❧öst❡♥ ❞❛s Pr♦❜❧❡♠ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ●❛♠♠❛❢✉♥❦t✐♦♥✱ ✇♦❜❡✐ ❙✳ ❙♣✐t③❡r ❞✐❡s❡ ❊✐♥s✐❝❤t
●✉st❛✈ ▲❡❥❡✉♥❡✲❉✐r✐❝❤❧❡t ✭✶✽✵✺✲✶✽✺✾✮ ③✉s❝❤r✐❡❜✳ ❙✳ ▲✐❡ s♣r❛❝❤ ✒❯❡❜❡r ▼✐♥✐♠❛❧✢ä✲
❝❤❡♥✱ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❤❡✐t ü❜❡r r❡❡❧❧❡ ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡✑✱ ✇♦❜❡✐ ❤✐❡r③✉ ♥✐❝❤ts ✇❡✐t❡r ♠✐t❣❡t❡✐❧t
✇✐r❞✱ ✇❡✐❧ ❡✐♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡r ❆rt✐❦❡❧ ❜❡r❡✐ts ❡rs❝❤✐❡♥❡♥ s❡✐✳ ❙❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ä✉ÿ❡rt❡ s✐❝❤
P✳ ●♦r❞❛♥ ✒❯❡❜❡r ❞✐❡ ❆✉✢ös✉♥❣ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❢ü♥❢t❡♥ ●r❛❞❡s✑✱ ✇♦③✉ ❡s ❦♥❛♣♣
✐♠ ❚❛❣❡❜❧❛tt ❤❡✐ÿt✿ ✒❊r ❣❛❜ ▼❡t❤♦❞❡♥ ❛♥✱ ✇✐❡ ♠❛♥ ❞✐❡ ❲✉r③❡❧♥ s♦❧❝❤❡r ●❧❡✐❝❤✉♥✲
❣❡♥ ❞✉r❝❤ ■rr❛t✐♦♥❛❧✐tät❡♥ ❞❛rst❡❧❧❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞✐❡ ❜❡✐ ❞❡r ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❞❡s ■❦♦s❛❡❞❡rs
❛✉❢tr❡t❡♥✑ ✭❚❇✱ ✺✽✮✳ ❊s ❣✐♥❣ ❤✐❡r❜❡✐ ❛❧s♦ ✉♠ ❞✐❡ ❆✉✢ös✉♥❣ ❞❡r ✐♠ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ♥✐❝❤t
❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤ ✭❞✉r❝❤ ❲✉r③❡❧③✐❡❤❡♥✮ ❛✉✢ös❜❛r❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ü♥❢t❡♥ ●r❛❞❡s ♠✐t ❍✐❧❢❡
✈♦♥ ❢✉♥❦t✐♦♥❡♥t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ ▼✐tt❡❧♥ ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❤✐❡r③✉ ❑❧❡✐♥ ✶✾✼✵✱ ✸✺✻❢ ♦❞❡r ❲❡❜❡r
✶✽✾✾✱ ✹✼✵✲✹✾✻✮✳
❋❡r❞✐♥❛♥❞ ▲✐♥❞❡♠❛♥♥s ❚❤❡♠❛ ✇❛r ❞❡r ❇❡✇❡✐s ❞❡r ❑♦rr❡s♣♦♥❞❡♥③sät③❡ ✭♥❛❝❤ ❆✳

❇r✐❧❧ ✉♥❞ ❆✳ ❈❛②❧❡②✮ ❞✉r❝❤ ❆❜❡❧s❝❤❡ ■♥t❡❣r❛❧❡ ③✇❡✐t❡r ●❛tt✉♥❣✱ ✇♦❜❡✐ ✈♦♥ ❈❤✳ ❍❡r✲
♠✐t❡ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥❡ ▼❡t❤♦❞❡♥ ③✉♠ ❇❡✇❡✐s ✈♦♥ ❙ät③❡♥ ü❜❡r ❡❧❧✐♣t✐s❝❤❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❛✉❢
❑✉r✈❡♥ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ ●❡s❝❤❧❡❝❤ts ❡r✇❡✐t❡rt ✇✉r❞❡♥✳ ❙❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ s♣r❛❝❤ ❋✳ ❑❧❡✐♥ ♥♦❝❤
ü❜❡r ❡❧❧✐♣t✐s❝❤❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥✱ ✇♦❜❡✐ ❡s ✐❤♠ ✉♠ ❞✐❡ ❚❛ts❛❝❤❡ ❣✐♥❣✱ ❞❛ss ❞❛s P❡r✐♦❞❡♥✲
✈❡r❤ä❧t♥✐s ❞❡s ❡❧❧✐♣t✐s❝❤❡♥ ■♥t❡❣r❛❧s

´

dx√
R(x)

✭✇♦❜❡✐ R(x) ❡✐♥ P♦❧②♥♦♠ ✈✐❡rt❡♥ ●r❛❞❡s

♦❤♥❡ ❞♦♣♣❡❧t❡ ◆✉❧❧st❡❧❧❡♥ s❡✐♥ s♦❧❧✮ ❡✐♥ ❑r❡✐s❜♦❣❡♥❞r❡✐❡❝❦ ❞✉r❝❤❧ä✉❢t✱ ✇❡♥♥ s✐❝❤ ❞✐❡

❛❜s♦❧✉t❡ ■♥✈❛r✐❛♥t❡ g32
D

♠✐t D = g32 − 27g23 ❞❡s P♦❧②♥♦♠s R(x) = 4x3 − g2x− g3 ✭s♦✲
❣❡♥❛♥♥t❡ ✬❲❡✐❡rstr❛ÿs❝❤❡ ◆♦r♠❛❧❢♦r♠✬✱ ❛✉❢ ❞✐❡ s✐❝❤ ❥❡❞❡s ❡❧❧✐♣t✐s❝❤❡ ■♥t❡❣r❛❧ ❜r✐♥❣❡♥
❧ässt✮ ü❜❡r ❞✐❡ ♦❜❡r❡ ❦♦♠♣❧❡①❡ ❍❛❧❜❡❜❡♥❡ ❜❡✇❡❣t✳
❇❡✐ ❞❡r ❚❛❣✉♥❣ ✐♥ ❑❛ss❡❧ ✶✽✼✽ st❛♥❞❡♥ ③✇❡✐ t♦♣♦❧♦❣✐s❝❤❡ ❚❤❡♠❡♥ ✐♠ ❱♦r❞❡r✲

❣r✉♥❞✿ ❞❛s ❞❡r ❉✐♠❡♥s✐♦♥ s♦✇✐❡ ❞❡r ❊✉❧❡rs❝❤❡ P♦❧②❡❞❡rs❛t③✳ ❉✐❡ ❉✐s❦✉ss✐♦♥ ✉♠ ❡rs✲
t❡r❡s ✇✉r❞❡ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❇❡✐tr❛❣ ✒❯❡❜❡r ❡✐♥❞❡✉t✐❣❡ ✉♥❞ st❡t✐❣❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✈♦♥ ▼❛♥✲
♥✐❣❢❛❧t✐❣❦❡✐t❡♥✑ ❞❡s ❍❛❧❧❡♥s❡rs ❊♥♥♦ ❏ür❣❡♥s✶✾ ❛✉s❣❡❧öst✳ ❉❛r✐♥ r❡❢❡r✐❡rt❡ ❞❡r ❘❡❞♥❡r

✶✾❊♥♥♦ ❏ür❣❡♥s ✭✶✽✹✾✲✶✾✵✼✮ ❤❛t ✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣ st✉❞✐❡rt ✉♥❞ ✶✽✼✸ ❜❡✐ ▲❡♦ ❑ö♥✐❣s❜❡r❣❡r ♠✐t ❡✐♥❡r
❆r❜❡✐t ü❜❡r ❧✐♥❡❛r❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ♣r♦♠♦✈✐❡rt✳ ❉❛♥❛❝❤ ❤✐❡❧t ❡r s✐❝❤ ✐♥ ❇❡r❧✐♥ ❜❡✐ ❑✳
❲❡✐❡rstr❛ÿ ❛✉❢✱ ✉♠ s✐❝❤ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ✶✽✼✺ ✐♥ ❍❛❧❧❡ ③✉ ❤❛❜✐❧✐t✐❡r❡♥✳ ❉♦rt ♠❛❝❤t❡ ❡r✱ ❞❡ss❡♥ ❆r❜❡✐ts✲
❣❡❜✐❡t ❛♥s♦♥st❡♥ ❢❛st ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❞✐❡ ❆♥❛❧②s✐s ❣❡✇❡s❡♥ ✐st✱ ❞✐❡ ❇❡❦❛♥♥ts❝❤❛❢t ❞❡r ❈❛♥t♦rs❝❤❡♥
■❞❡❡♥✱ ❞✐❡ ✐❤♥ ③✉r ❇❡s❝❤ä❢t✐❣✉♥❣ ♠✐t ❞❡♠ ❉✐♠❡♥s✐♦♥s♣r♦❜❧❡♠ ❛♥r❡❣t❡♥✳ ✶✽✽✸ ❢♦❧❣t❡ ❡r ❡✐♥❡♠
❘✉❢ ♥❛❝❤ ❆❛❝❤❡♥✱ ✇♦ ❡r ❜✐s ③✉ s❡✐♥❡♠ ❚♦❞❡ ✇✐r❦t❡✳ ❙❡✐♥ ❇✐♦❣r❛♣❤ ▼✳ ❑r❛✉s❡ ✉rt❡✐❧t s♦ ü❜❡r ❞✐❡
❇❡❞❡✉t✉♥❣ ❞❡r ❏ür❣❡♥ss❝❤❡♥ ❆r❜❡✐t ③✉r ❉✐♠❡♥s✐♦♥s❡r❤❛❧t✉♥❣✿

✒❏ür❣❡♥s ✇❛r ❞❡r ❡rst❡✱ ❞❡r ✐♥ ❡✐♥✇❛♥❞❢r❡✐❡r ❲❡✐s❡ ♥❛❝❤✇✐❡s✱ ❞❛ÿ ❜❡✐ ❞❡r ❡✐♥❞❡✉t✐❣❡♥
✉♥❞ st❡t✐❣❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❡✐♥❡r ❊❜❡♥❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❛♥❞❡r❡ ❡✐♥❡ ✢ä❝❤❡♥❤❛❢t❡ ❯♠❣❡❜✉♥❣ ✐♥

✸✹



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

❦✉r③ ❞✐❡ ●❡s❝❤✐❝❤t❡ ❞❡s ❉✐♠❡♥s✐♦♥s❜❡❣r✐✛❡s✿ ❇✳ ❘✐❡♠❛♥♥ ❤❛tt❡ ✐♥ s❡✐♥❡♠ ❍❛❜✐❧✐t❛✲
t✐♦♥s✈♦rtr❛❣ ✒Ü❜❡r ❞✐❡ ❍②♣♦t❤❡s❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡ ③✉ ●r✉♥❞❡ ❧✐❡❣❡♥✑ ✭✶✽✺✹✱
♣✉❜❧✐③✐❡rt ✶✽✻✼✮ ❡✐♥❡ n✲❢❛❝❤ ❛✉s❣❡❞❡❤♥t❡ ▼❛♥♥✐❣❢❛❧t✐❣❦❡✐t ❞❡✜♥✐❡rt ❛❧s ✒❡✐♥❡♥ ■♥❜❡✲
❣r✐✛✱ ❞❡ss❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡ ✐♥ ❡✐♥❞❡✉t✐❣❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ③✉ n ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ r❡❡❧❧❡♥ st❡t✐❣❡♥
❱❡rä♥❞❡r❧✐❝❤❡♥ st❡❤❡♥ ❦ö♥♥❡♥✑ ✭❚❇✱ ✶✸✼✮✳ ❉✐❡s❡ ❋❡sts❡t③✉♥❣ s❡✐ ❞✉r❝❤ ●❡♦r❣ ❈❛♥t♦rs
❊♥t❞❡❝❦✉♥❣✱ ❞❛ss ❊✐♥❤❡✐ts✐♥t❡r✈❛❧❧ ✉♥❞ ✲q✉❛❞r❛t ❣❧❡✐❝❤♠ä❝❤t✐❣ s✐♥❞ ✭♠♦❞❡r♥ ❣❡s♣r♦✲
❝❤❡♥✮ ✬❡rs❝❤ütt❡rt✬ ✇♦r❞❡♥✳ ❈❛♥t♦rs ❊r❣❡❜♥✐s✱ ❞❛s ❞✐❡s❡r ✐♥ s❡✐♥❡♠ ❇r✐❡❢ ❛♥ ❉❡❞❡❦✐♥❞
✈♦♠ ✷✾✳✻✳✶✽✼✼ ♠✐t ❞❡♥ ❲♦rt❡♥ ✒❏❡ ❧❡ ✈♦✐s✱ ♠❛✐s ❥❡ ♥❡ ❧❡ ❝r♦✐s ♣❛s✑ ❦♦♠♠❡♥t✐❡rt❡✱ ✇✉r✲
❞❡ ♥❛❝❤ ❡✐♥✐❣❡r ❱❡r③ö❣❡r✉♥❣ ✶✽✼✽ ✐♠ ❏♦✉r♥❛❧ ❢ür ❞✐❡ r❡✐♥❡ ✉♥❞ ❛♥❣❡✇❛♥❞t❡ ▼❛t❤❡✲
♠❛t✐❦ ✈❡rö✛❡♥t❧✐❝❤t❀ ✐♠ ❇r✐❡❢✇❡❝❤s❡❧ ♠✐t ❘✳ ❉❡❞❡❦✐♥❞ ❣✐❜t ❡s ❤✐❡r③✉ ❛✉❢s❝❤❧✉ssr❡✐❝❤❡
❇❡♠❡r❦✉♥❣❡♥ ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ P✉r❦❡rt✲■❧❣❛✉❞s ✶✾✽✼✱ ✹✽✲✺✷✮✳ ❇❡✐ ❊✳ ❏ür❣❡♥s ❤❡✐ÿt ❡s✿

✒❍❡rr Pr♦❢✳ ●✳ ❈❛♥t♦r ❤❛t ♥ä♠❧✐❝❤ ✈♦r ❦✉r③❡♠ ❞❡♥ ü❜❡rr❛s❝❤❡♥❞❡♥ ◆❛❝❤✲
✇❡✐s ❣❡❢ü❤rt ✭✳✳✳✮✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❊✐♥❞❡✉t✐❣❦❡✐t ❞❡r ❩✉♦r❞♥✉♥❣ ❞✉r❝❤❛✉s ♥✐❝❤t
❞❡♥ ●r❛❞ ❞❡r ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣ ♦❞❡r ❞✐❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❜❡st✐♠♠t❀ ♠❛♥ ❦❛♥♥ ✈✐❡❧✲
♠❡❤r ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✐❡ ▲❛❣❡ ❡✐♥❡s P✉♥❦t❡s ✐♠ ❘❛✉♠ ♦❞❡r ✐♥ ❞❡r ❊❜❡♥❡
❡❜❡♥s♦✇♦❤❧ ✇✐❡ ✐♥ ❞❡r ●❡r❛❞❡♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❡✐♥③✐❣❡ ❩❛❤❧ ❜❡st✐♠♠❡♥✳ ❲✐❧❧
♠❛♥ ❛❧s♦ ❞❡♥ ❛❧❧❡♥ ❆♥s❝❤❡✐♥ ♥❛❝❤ s♦ ❜❡❞❡✉t✉♥❣s✈♦❧❧❡♥ ❉✐♠❡♥s✐♦♥s❜❡❣r✐✛
♥✐❝❤t ❣ä♥③❧✐❝❤ ❢❛❧❧❡♥ ❧❛ss❡♥✱ s♦ ✐st ❡s ❡✐♥❡ ✉♥❛❜✇❡✐s❜❛r❡ ❆✉❢❣❛❜❡ ❣❡✇♦r✲
❞❡♥✱ ❡✐♥❡ ❣❡♥❛✉❡r❡ ❋❛ss✉♥❣ ③✉ s✉❝❤❡♥ ✉♥❞ s✐❡ ✈♦r ❥❡❞❡♠ ❲✐❞❡rs♣r✉❝❤ ③✉
s✐❝❤❡r♥✑ ✭❚❇✱ ✶✸✽✮✳

❉❡r ♥❛❤❡❧✐❡❣❡♥❞❡ ❆✉s✇❡❣ ❧❛✉t❡t❡✿ ▼❛♥ ❢♦r❞❡r❡ ♥❡❜❡♥ ❞❡r ❊✐♥❞❡✉t✐❣❦❡✐t ✭♠♦❞❡r♥
❣❡s♣r♦❝❤❡♥✿ ❇✐❥❡❦t✐✈✐tät✮ ♥♦❝❤ ③✉sät③❧✐❝❤ ✒❞✐❡ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣ ❞❡r ❙t❡t✐❣❦❡✐t✑ ✭♠♦❞❡r♥
❣❡s♣r♦❝❤❡♥✿ ❍♦♠ö♦♠♦r♣❤✐❡✮✳ ✒❉❛♥❛❝❤ ✇✐r❞ ❞❛♥♥ ❡✐♥❡ n✲❢❛❝❤ ❛✉s❣❡❞❡❤♥t❡ ▼❛♥♥✐❣✲
❢❛❧t✐❣❦❡✐t ❡✐♥ ■♥❜❡❣r✐✛✱ ❞❡ss❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡ ✐♥ ❡✐♥❞❡✉t✐❣❡r ✉♥❞ st❡t✐❣❡r ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ③✉ ❞❡♥
n r❡❡❧❧❡♥ ❈♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❡✐♥❡s ✐♥♥❡r❡ ❙t❡❧❧❡ ❡♥t❤❛❧t❡♥❞❡♥ ●❡❜✐❡t❡s st❡❤❡♥✑ ✭❚❇✱ ✶✸✽✮✳
❉❡r ❇❡✇❡✐s ❢ür ❞✐❡ ✒❩✉❧äss✐❣❦❡✐t✑ ❞✐❡s❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❜❡st❡❤t ♥❛❤❡❧✐❡❣❡♥❞❡r✇❡✐s❡ ❞❛r✲

✐♥✱ ③✉ ③❡✐❣❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♠ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❙✐♥♥❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✐st✱ ❞❛s ❤❡✐ÿt✱ ❞❛ss
❡s ❢ür n 6= m ❦❡✐♥❡ st❡t✐❣❡ ❜✐❥❡❦t✐✈❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ♠✐t st❡t✐❣❡r ❯♠❦❡❤r✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥
❡✐♥❡r n✲ ✉♥❞ m✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ▼❛♥♥✐❣❢❛❧t✐❣❦❡✐t ❣✐❜t✳ ❊✐♥ ❞❡r❛rt✐❣❡r ❇❡✇❡✐s ✇✉r❞❡
❡❜❡♥❢❛❧❧s ✶✽✼✽ ❡rst♠❛❧s ✈♦♥ ❏✳ ▲ür♦t❤ ❣❡❧✐❡❢❡rt✱ ❛❜❡r ♥✉r ❢ür ❞❡♥ ❋❛❧❧ ❡✐♥✲ ✉♥❞ ③✇❡✐❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥❛❧❡r ▼❛♥♥✐❣❢❛❧t✐❣❦❡✐t❡♥✳ ■♥ s❡✐♥❡♠ ❱♦rtr❛❣ ❜♦t ❊✳ ❏ür❣❡♥s ❞❛♥♥ ❡✐♥❡ ❱❛r✐❛♥t❡
❞❡s ❡rst ✶✽✼✾ ♣✉❜❧✐③✐❡rt❡♥ ▲ür♦t❤s❝❤❡♥ ❇❡✇❡✐s❡s ❛♥✱ ❞✐❡ ✐♠ ❲❡s❡♥t❧✐❝❤❡♥ ♠✐t ▼✐tt❡❧♥
❞❡r r❡❡❧❧❡♥ ❆♥❛❧②s✐s ❛r❜❡✐t❡t✳ ❙❡✐♥ ❊r❣❡❜♥✐s✱ ❞❛s ♠♦❞❡r♥ ❣❡s♣r♦❝❤❡♥ ❛❧s ❞✐❡ ■♥✈❛r✐❛♥③
❞❡s ●❡❜✐❡t❡s ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ❧❛✉t❡t✿

✒■st ξ1, ξ2 ❡✐♥❡ ✐♥♥❡r❡ ❙t❡❧❧❡ ❞❡s ●❡❜✐❡t❡s x1, x2✱ s♦ ❧✐❡❣❡♥ ✐♥ ❥❡❞❡r ◆ä✲
❤❡ ❞❡r ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❙t❡❧❧❡ η1, η2 ✐♥♥❡r❡ ❙t❡❧❧❡♥ ❞❡s ●❡❜✐❡t❡s y1, y2✳

❡✐♥❡ ❋❧ä❝❤❡ ü❜❡r❣❡❤t✱ . . . ❲✐❡ ❣r♦ÿ❡s ●❡✇✐❝❤t ❞❡♥ ❆✉s❢ü❤r✉♥❣❡♥ ❏ür❣❡♥s ✐♥ ❞❡♥ ❜❡✲
t❡✐❧✐❣t❡♥ ❑r❡✐s❡♥ ③✉❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇✉r❞❡✱ ❞ür❢t❡ ❛♠ ❜❡st❡♥ ❞❛r❛✉s ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✱
❞❛ÿ ❈❛♣❡❧❧✐ ❞✐❡ ❣❡♥❛♥♥t❡ ❆r❜❡✐t ✐♥ ❞❛s ■t❛❧✐❡♥✐s❝❤❡ ü❜❡rs❡t③t ✉♥❞ ✐♥ ❞❛s ✈♦♥ ✐❤♠ ❤❡r✲
❛✉s❣❡❣❡❜❡♥❡ ●✐♦r♥❛❧❡ ❞✐ ▼❛t❡♠❛t✐❝❤❡ ✈♦r ❦✉r③❡♠ ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥ ❤❛t✑ ✭❑r❛✉s❡ ✶✾✵✽✱
✶✻✾❢✮✳

❖✛❡♥❦✉♥❞✐❣ ✇✐r❞ ❤✐❡r ❞❡r ❇❡✐tr❛❣ ✈♦♥ ❏✳ ▲ür♦t❤ ü❜❡rs❡❤❡♥✳

✸✺



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

❍✐❡r❛✉s ❢♦❧❣t ♥✉♥✱ ✇❡♥♥ ♥❡✉❡ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❱❡rä♥❞❡r❧✐❝❤❡ x3, . . . , xn ❤✐♥✲
③✉tr❡t❡♥✱ s♦❢♦rt✱ ❞❛ss ③✉ ❡✐♥❡♠ ✐♥♥❡r❡ ❙t❡❧❧❡ ❡♥t❤❛❧t❡♥❞❡♥ ●❡❜✐❡t❡ ✈♦♥ n
✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❱❡rä♥❞❡r❧✐❝❤❡♥✱ ✇♦ n > 2✱ ♥✐❡♠❛❧s ❡✐♥ st❡t✐❣❡s ♦❞❡r ✉♥st❡✲
t✐❣❡s ●❡❜✐❡t ✈♦♥ ♥✉r ③✇❡✐ ❈♦♦r❞✐♥❛t❡♥ y1, y2 ✐♥ ❡✐♥❞❡✉t✐❣❡r ✉♥❞ st❡t✐❣❡r
❇❡③✐❡❤✉♥❣ st❡❤t✑ ✭❚❇✱ ✶✸✾✮✳

❆♥ ❞✐❡s❡♥ ❱♦rtr❛❣ s❝❤❧♦ss s✐❝❤ ❡✐♥❡ ❇❡♠❡r❦✉♥❣ ❞❡s ③✐t✐❡rt❡♥ ❏✳ ▲ür♦t❤ ❛♥✱ ✐♥ ❞❡r ❞✐❡✲
s❡r ❡✐♥❡♥ ❇❡✇❡✐s✈❡rs✉❝❤ ✈♦♥ ❏♦❤❛♥♥❡s ❑❛r❧ ❚❤♦♠❛❡ ✭✶✽✹✵✲✶✾✷✸✮ ❛✉s ❞❡♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥
❏❛❤r❡ ✶✽✼✽ ❦r✐t✐s✐❡rt❡✳ ◆❡❜❡♥ ❞✐❡s❡♠ ❣❛❜❡♥ ❛✉❝❤ ♥♦❝❤ ❊✉❣❡♥ ◆❡tt♦ ✭✶✽✼✽✮ ✉♥❞ ●❡♦r❣
❈❛♥t♦r s❡❧❜❡r ✭✶✽✼✾✮ ✇❡✐t❡r❡ ✉♥✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡ ❇❡✇❡✐s❡ ❢ür ❞✐❡ ■♥✈❛r✐❛♥③ ❞❡r ❉✐♠❡♥s✐✲
♦♥ ❛♥✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ❜❡♠❡r❦❡♥s✇❡rt ✐st ❛✉❝❤ ❞❛s ✈♦♥ ●✉✐s❡♣♣❡ P❡❛♥♦
✭✶✽✺✽✲✶✾✸✾✮ ✶✽✾✵ ✈❡rö✛❡♥t❧✐❝❤t❡ ❛r✐t❤♠❡t✐s❝❤❡ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❡✐♥❡r st❡t✐❣❡♥ ✢ä❝❤❡♥❢ü❧❧❡♥✲
❞❡♥ ❑✉r✈❡✱ ❞❡r❡♥ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐♠ s❡❧❜❡♥ ❏❛❤r ❉❛✈✐❞ ❍✐❧❜❡rt ❛✉❢ ❞❡r
◆❛t✉r❢♦rs❝❤❡r✈❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ✐♥ ❇r❡♠❡♥ ✈♦rst❡❧❧t❡✳ ❊✐♥❡ ✇✐r❦❧✐❝❤ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡ ✉♥❞ ❛❧❧✲
❣❡♠❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣ ❞❡s Pr♦❜❧❡♠s ❣❡❧❛♥❣ ❡rst ▲✉✐t③❡♥ ❊❣❜❡rt ❏❛♥ ❇r♦✉✇❡r ✭✶✽✽✶✲✶✾✻✻✮
✐♥ ❡✐♥❡r s❡✐♥❡r ❜❡rü❤♠t❡st❡♥ ❆r❜❡✐t❡♥ ü❜❡r❤❛✉♣t✿ ✒❇❡✇❡✐s ❞❡r ■♥✈❛r✐❛♥③ ❞❡r ❉✐♠❡♥s✐✲
♦♥s③❛❤❧✑ ✭✶✾✶✶✮✳ ❉♦rt ❤❡✐ÿt ❡s✿ ✒❉❛s Pr♦❜❧❡♠ ❞❡r ■♥✈❛r✐❛♥③ ❞❡r ❉✐♠❡♥s✐♦♥s③❛❤❧✱ ❞✳❤✳
❞❡r ❯♥♠ö❣❧✐❝❤❦❡✐t✱ ③✇✐s❝❤❡♥ ❡✐♥❡rm✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡r (m+h)✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥
▼❛♥♥✐❣❢❛❧t✐❣❦❡✐t ✭h > 0✮ ❡✐♥❡ ❡✐♥❡✐♥❞❡✉t✐❣❡ ✉♥❞ st❡t✐❣❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ❤❡r③✉st❡❧❧❡♥✱ ✐st
❢ür ❞❡♥ ❋❛❧❧ m ≤ 3 ✈♦♥ ▲ür♦t❤ ❣❡❧öst ✇♦r❞❡♥✳ ✯✮ ■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ s♦❧❧ ❞❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡
❋❛❧❧ ❡r❧❡❞✐❣t ✇❡r❞❡♥✑ ✭❇r♦✉✇❡r ✶✾✼✻✱ ✹✸✵✮✳ ❉✐❡ ❋✉ÿ♥♦t❡ ✯✮ ❡♥t❤ä❧t ❤✐st♦r✐s❝❤❡ ■♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥❡♥❀ s✐❡ ✈❡r✇❡✐st ✉♥t❡r ❛♥❞❡r❡♠ ❛✉❢ ❞✐❡ ❆r❜❡✐t❡♥ ✈♦♥ ❏✳ ❚❤♦♠❛❡✱ ❊✳ ◆❡tt♦ ✉♥❞
❊✳ ❏ür❣❡♥s✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ③✉♠ Pr♦❜❧❡♠ ❞❡r ❉✐♠❡♥s✐♦♥s❡r❤❛❧t✉♥❣ ✜♥❞❡t ♠❛♥ ✐♥ ❞❡♥
❆♥♠❡r❦✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❍❛♥s ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ ✭✶✾✵✺✲✶✾✾✵✮ ✐♥ ❇r♦✉✇❡r ✶✾✼✻✱ ✹✸✺❢ s♦✇✐❡ ✐♥ ❞❡♥
❆r❜❡✐t❡♥ ❉❛✉❜❡♥ ✶✾✼✺✱ ❉✉❜✉❝s ✶✾✽✾ ✉♥❞ ❏♦❤♥s♦♥ ✶✾✼✾ s♦✇✐❡ ❏♦❤♥s♦♥ ✶✾✽✶✳
❆✉❝❤ ❞❡r ③✇❡✐t❡ Pr♦❜❧❡♠❦r❡✐s✱ ❞❡r ✐♥ ❑❛ss❡❧ ❜r❡✐t❡r❡ ❇❡❛❝❤t✉♥❣ ❢❛♥❞✱ ❣❡❤ört ❞❡r

❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛♥✿ ❊s ❤❛♥❞❡❧t s✐❝❤ ❤✐❡r❜❡✐ ✉♠ ❞❡♥ ❊✉❧❡rs❝❤❡♥ P♦❧②❡❞❡rs❛t③ ✭✬❋ür ❦♦♥✈❡✲
①❡ P♦❧②❡❞❡r ❣✐❧t ❞✐❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❊❝❦❡♥✰❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❋❧ä❝❤❡♥❂❆♥③❛❤❧ ❞❡r
❑❛♥t❡♥✰✷✬✮ ✉♥❞ s❡✐♥❡ ❱❡r❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r✉♥❣❡♥ ✭❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❛✉❢ ❞❡♥ ♥✐❝❤t❦♦♥✈❡①❡♥
❋❛❧❧✮✳ Ü❜❡r ❞✐❡s❡s ❚❤❡♠❛ ❤❛tt❡ ❇✳ ▲✐st✐♥❣ ❜❡r❡✐ts ✐♥ ❋r❛♥❦❢✉rt ✶✽✻✼ ✈♦r❣❡tr❛❣❡♥✱
✇♦❜❡✐ s❡✐♥❡ ❡✐❣❡♥❡♥ ❆r❜❡✐t❡♥ ❤✐❡r③✉ ✭❤❛✉♣tsä❝❤❧✐❝❤ ❞❡r ✒❈❡♥s✉s ❞❡r rä✉♠❧✐❝❤❡♥ ❆✉s✲
❞❡❤♥✉♥❣✑✮ ♥♦❝❤ ✇❡✐t❡r ③✉rü❝❦❧✐❡❣❡♥ ✭✶✽✻✷✮✳ ■♥ ❑❛ss❡❧ ❣r✐✛ ❘✳ ❍♦♣♣❡ ❞✐❡s❡s ❚❤❡♠❛
✇✐❡❞❡r ❛✉❢✳ ❊s ✐st ❜❡♠❡r❦❡♥s✇❡rt✱ ❞❛ss ❞❡r ❱♦rtr❛❣❡♥❞❡ ❇✳ ▲✐st✐♥❣ ♠✐t ❦❡✐♥❡♠ ❲♦rt
❡r✇ä❤♥t✳ ❍♦♣♣❡s ❩✐❡❧ ✇❛r ❡s✱ ❞❡♥ ❊✉❧❡rs❝❤❡♥ P♦❧②❡❞❡rs❛t③ ❛✉❢ ♥✐❝❤t❦♦♥✈❡①❡ P♦❧②✲
❡❞❡r ③✉ ❡r✇❡✐t❡r♥✳ ❇❡③❡✐❝❤♥❡♥ e, f ✉♥❞ k ✇✐❡ ü❜❧✐❝❤ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧❡♥ ❞❡r ❊❝❦❡♥✱ ❋❧ä❝❤❡♥
❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ❑❛♥t❡♥ ✉♥❞ st❡❤❡♥ ✇❡✐t❡r g ❢ür ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❧❡❡r❡♥ ❘ä✉♠❡ ✭✐♥♥❡r✲
❤❛❧❜ ❞❡s ❑ör♣❡rs✮✷✵✱ h ❢ür ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❧❡❡r❡r ❱✐❡❧❡❝❦❡ ✭✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❙❡✐t❡♥✢ä❝❤❡♥✮
✉♥❞ c ❢ür ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❑❛♥ä❧❡ ✭❉✉r❝❤❜♦❤r✉♥❣❡♥✮✱ s♦ ❣✐❧t ♥❛❝❤ ❘✳ ❍♦♣♣❡✿

e+ f = k + 2g + h− 2c+ 2

❉❛♥❡❜❡♥ ü❜t❡ ❞❡r ❇❡r❧✐♥❡r Pr✐✈❛t❞♦③❡♥t ❑r✐t✐❦ ❛♠ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣sst❛♥❞ ❞❡r ❉✐s③✐♣❧✐♥
✉♥❞ s❝❤❧✉❣ st❛tt ❞❡r ü❜❧✐❝❤❡♥✱ s❡✐♥❡r ▼❡✐♥✉♥❣ ♥❛❝❤ ✉♥♥öt✐❣ ❦♦♠♣❧✐③✐❡rt❡♥ ❇❡✇❡✐s❡

✷✵❉❛s ✐st ✇♦❤❧ s♦ ③✉ ✈❡rst❡❤❡♥✱ ❞❛ss ❘✳ ❍♦♣♣❡ ❛✉❝❤ ♥✐❝❤t ❡✐♥❢❛❝❤✲③✉s❛♠♠❡♥❤ä♥❣❡♥❞❡ P♦❧②❡❞❡r
③✉❧❛ss❡♥ ✇♦❧❧t❡❀ ③✇❡✐ ❞✐s❥✉♥❦t❡ ❲ür❢❡❧ ❢ü❤r❡♥ ❞❛♥♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ③✉ g = 2✳

✸✻



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

❞❡s ❊✉❧❡rs❝❤❡♥ ❙❛t③❡s ❡✐♥❡♥ ❡✐♥❢❛❝❤❡r❡♥ ✈♦r✳ ❊r s❝❤r❡✐❜t✿ ✒❉✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ▲ös✉♥❣✱ s♦
❧❡✐❝❤t s✐❡ s✐❝❤ ❞❛r❜✐❡t❡t✱ s❝❤❡✐♥t ♠✐r ❞♦❝❤ ✉♥❜❡❛❝❤t❡t ❣❡❜❧✐❡❜❡♥ ③✉ s❡✐♥✱ ✇❡✐❧ ♠❛♥
✐♥ ♥❡✉❡r❡r ❩❡✐t✱ ✇♦ s✐❝❤ ❞✐❡ ❆✉❢♠❡r❦s❛♠❦❡✐t ❞❡r ❋r❛❣❡ ③✉✇❛♥❞t❡✱ ③✉ ③✐❡♠❧✐❝❤ ❝♦♠✲
♣❧✐❝✐rt❡♥ ▼✐tt❡❧♥ ❣❡❣r✐✛❡♥ ❤❛t✱ ❞✐❡ ❞♦❝❤ ✇♦❤❧ ♥✐❝❤t ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞ s❡✐♥ ♠ö❝❤t❡♥✑ ✭❚❇✱
✸✾✮✳ ❲❡r ❤✐❡r ❣❡♠❡✐♥t ✐st✱ ❜❧❡✐❜t ♦✛❡♥✳✷✶ ❏❡❞❡♥❢❛❧❧s ❢ü❤❧t❡ s✐❝❤ ❇✳ ▲✐st✐♥❣✱ ❞❡r ✉♥✲
t❡r ❞❡♥ ❆♥✇❡s❡♥❞❡♥ ✇❛r✱ ❛♥❣❡s♣r♦❝❤❡♥✳ ❊r ❡r❣r✐✛ ✐♠ ❆♥s❝❤❧✉ss ❛♥ ❞❡♥ ❱♦rtr❛❣ ✈♦♥
❊✳ ❏ür❣❡♥s s♣ät❡r ❞❛s ❲♦rt✱ ✉♠ ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤ s❡✐♥❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡s ✒❈❡♥s✉s✲❙❛t③❡s✑
✭✇✐❡ ❡r ❞✐❡ ❱❡r❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r✉♥❣ ❞❡s ❊✉❧❡rs❝❤❡♥ ❙❛t③❡s ❜❡③❡✐❝❤♥❡t❡✮ ❞❛r③✉❧❡❣❡♥ ✉♥❞ ③✉
✈❡rt❡✐❞✐❣❡♥✳
■♥ ❞❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡ ❣❡❤ört❡ ❛✉❝❤ ❞❡r ❱♦rtr❛❣ ✒❯❡❜❡r ❡✐♥✐❣❡ ♥❡✉❡ ▲ö✲

s✉♥❣❡♥ ❞❡s Pr♦❜❧❡♠s ❞❡r ❑✉❣❡❧t❤❡✐❧✉♥❣✑✱ ❞❡♥ ❊✳ ❍❡ss ✐♥ ❑❛ss❡❧ ❤✐❡❧t✳ ❉✐❡ ❆✉❢❣❛❜❡✱
❞✐❡ ❡r s✐❝❤ st❡❧❧t❡✱ ❧❛✉t❡t❡✱ ❛❧❧❡ ❋ä❧❧❡ ③✉ ❡r♠✐tt❡❧♥✱ ✐♥ ❞❡♥❡♥ ❡✐♥ s♣❤är✐s❝❤❡s P♦❧②❣♦♥
♠✐t s❡✐♥❡♥ ❝♦♥❣r✉❡♥t❡♥ ✉♥❞ s②♠♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❲✐❡❞❡r❤♦❧✉♥❣❡♥ ❡✐♥❡ ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡ ❋❧ä❝❤❡
❜✐❧❞❡t✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❑✉❣❡❧✢ä❝❤❡ ❡✐♥✲ ♦❞❡r ♠❡❤r❡r❡ ▼❛❧❡ ❜❡❞❡❝❦t ✭❚❇✱ ✸✽✮✷✷✳ ❉✐❡s❡s Pr♦✲
❜❧❡♠ ❤ä♥❣t ♠✐t ❞❡r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ✈♦♥ ▼✐♥✐♠❛❧✢ä❝❤❡♥ ✭❍❡r♠❛♥♥ ❆♠❛♥❞✉s ❙❝❤✇❛r③
✭✶✽✹✸✲✶✾✷✶✮✱ ❇✳ ❘✐❡♠❛♥♥✮ s♦✇✐❡ ♠✐t ❞❡r ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❜✐♥är❡r ❋♦r♠❡♥
✭❆✳ ❈❧❡❜s❝❤✱ ❋✳ ❑❧❡✐♥✱ ❘✳ ❉❡❞❡❦✐♥❞✮ ③✉s❛♠♠❡♥✳ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ✜♥❞❡t ❞✐❡ ❑✉❣❡❧t❡✐❧✉♥❣
❜❡✐ ❞❡r ❑♦♥str✉❦t✐♦♥ ✈♦♥ ❣❧❡✐❝❤✢ä❝❤✐❣❡♥ ✉♥❞ ❣❧❡✐❝❤❡❝❦✐❣❡♥ P♦❧②❡❞❡r♥ ✭❆❞r✐❡♥ ▼❛r✐❡
▲❡❣❡♥❞r❡ ✭✶✼✺✷ ✲ ✶✽✸✸✮✱ ▼❡✐❡r✲❍✐rs❝❤✱ ❊✉❣❡♥❡ ❈❤❛r❧❡s ❈❛t❛❧❛♥ ✭✶✽✶✹✲✶✽✾✹✮✮✳ ❆♥✲
s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❛♥ ❞✐❡s❡ ❇❡♠❡r❦✉♥❣❡♥ tr✉❣ ❊✳ ❍❡ss ♥❡✉❡ ▲ös✉♥❣❡♥ ✈♦r✱ ❞✐❡ ❛✉❢ ◆❡t③❡♥
✈♦♥ s♣❤är✐s❝❤❡♥ ❉r❡✐❡❝❦❡♥ ❜❡r✉❤t❡♥✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧ ❞✐❡s❡r ❉r❡✐❡❝❦❡ ♥✐❝❤t ❦♦♠✲
♠❡♥s✉r❛❜❡❧ ♠✐t π s❡✐♥ s♦❧❧t❡♥✳ ❙♣ät❡r ❤❡✐ÿt ❡s ③✉ ❞✐❡s❡♠ ❇❡✐tr❛❣✿ ✒◆❛❝❤ ❇❡❡♥❞✐❣✉♥❣
❞❡s ❱♦rtr❛❣❡s ❣❧❛✉❜t ❞❡r Präs✐❞❡♥t ✐♠ ◆❛♠❡♥ ❞❡r ❣❛♥③❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ③✉ ❤❛♥❞❡❧♥✱ ✇❡♥♥

✷✶❉✐❡ ❇❡✇❡✐s✐❞❡❡ ❍♦♣♣❡s ❜❡st❡❤t ✐♠ ❲❡s❡♥t❧✐❝❤❡♥ ❞❛r✐♥✱ ❞❛s ◆❡t③ ❞❡s P♦❧②❡❞❡rs ❣❡❡✐❣♥❡t ③✉ ❡✐♥❡r
P②r❛♠✐❞❡ ✉♠③✉❣❡st❛❧t❡♥✱ ❞❡r❡♥ ❙♣✐t③❡ ❡✐♥❡r ❊❝❦❡ ❞❡s ◆❡t③❡s ✉♥❞ ❞❡r❡♥ ▼❛♥t❡❧✢ä❝❤❡♥ ❞❡♥ ✐♥
❞✐❡s❡r ❊❝❦❡ ③✉s❛♠♠❡♥tr❡✛❡♥❞❡♥ ❋❧ä❝❤❡♥ ❞❡s P♦❧②❡❞❡rs ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥ s♦❧❧❡♥✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r ❘❡st
❞❡s P♦❧②❡❞❡r♥❡t③❡s ✐♥ ❞❡r ❊❜❡♥❡ ❛✉s❣❡❜r❡✐t❡t ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧✳ ❲❡✐t❡r ❤❡✐ÿt ❡s ❞❛♥♥✿ ✒❉✉r❝❤ ❜❧♦ss❡
❆❞❞✐t✐♦♥ ❞❡r ✉♠ ❥❡❞❡♥ P✉♥❦t ❤❡r✉♠ ❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❲✐♥❦❡❧ ❡✐♥❡rs❡✐ts✱ ❞❡r P♦❧②❣♦♥✇✐♥❦❡❧ ❛♥❞❡r❡rs❡✐ts
✉♥❞ ●❧❡✐❝❤s❡t③✉♥❣ ❡r❣✐❡❜t s✐❝❤ ❞❡r ❊✉❧❡rs❝❤❡ ❙❛t③✑ ✭❚❇✱ ✸✾✮✳ ❋❡r♥❡r ✇❡r❞❡♥ ❞r❡✐ ❆✉s♥❛❤♠❡♥
❞✐s❦✉t✐❡rt✱ ✐♥ ❞❡♥❡♥ ❞❛s ❣❡s❝❤✐❧❞❡rt❡ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ♥✐❝❤t ③✉♠ ❩✐❡❧ ❢ü❤rt✳ ▲❛❦❛t♦s ❦♦♠♠❡♥t✐❡rt ❞❡♥
❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❆✉❢s❛t③ ✈♦♥ ❘✳ ❍♦♣♣❡✱ ❞❡r ❡✐♥ ❏❛❤r ♥❛❝❤ ❞❡♠ ◆❛t✉r❢♦rs❝❤❡r✈♦rtr❛❣ ❡rs❝❤✐❡♥❡♥
✐st✱ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥✿

✒❍♦♣♣❡✬s ❬✶✽✼✾❪ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② r❡✈❡❛❧✐♥❣✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ❤❡ ✇❛s ❦❡❡♥ ✲ ❧✐❦❡ ♠❛♥②
♦❢ ❤✐s ❝♦♥t❡♠♣♦r❛r✐❡s ✲ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♣❡r❢❡❝t❧② ❝♦♠♣❧❡t❡ ✬❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ❊✉❧❡r ❢♦r♠✉❧❛✬ t❤❛t
❝♦✈❡rs ❡✈❡r②t❤✐♥❣✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❤❡ s❤r❛♥❦ ❢r♦♠ tr✐✈✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s✳ ❙♦ ✇❤✐❧❡
❤❡ ❝❧❛✐♠❡❞ t❤❛t ❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ✇❛s ✬❝♦♠♣❧❡t❡✱ ❛❧❧✲❡♠❜r❛❝✐♥❣✬✱ ❤❡ ❛❞❞❡❞ ❝♦♥❢✉s❡❞❧② t❤❛t
✬s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s ❝❛♥ ♠❛❦❡ t❤❡ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ✭♦❢ ❝♦♥st✐t✉❡♥ts✮ ❞✉❜✐t❛❜❧❡✬ ✭♣✳ ✶✵✸✮✳ ❚❤❛t ✐s✱
✐❢ ❛♥ ❛✇❦✇❛r❞ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ st✐❧❧ ❞❡❢❡❛ts ❤✐s ❢♦r♠✉❧❛✱ t❤❡♥ ✐ts ❝♦♥st✐t✉❡♥ts ✇❡r❡ ✇r♦♥❣❧②
❝♦✉♥t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦♥st❡r s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❜② ❝♦rr❡❝t ✈✐s✐♦♥✿ ❡✳❣✳ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥
✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ ❡❞❣❡s ♦❢ t✇✐♥t❡tr❛❤❡❞r❛ s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❡❡♥ ❛♥❞ ❝♦✉♥t❡❞ t✇✐❝❡ ❛♥❞ ❡❛❝❤ t✇✐♥
r❡❝♦❣♥✐s❡❞ ❛s ❛ s❡♣❡r❛t❡ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ✭✐❜✐❞✳✮✑ ✭▲❛❦❛t♦s ✶✾✼✻✱ ✽✵♥✮

■♠ Ü❜r✐❣❡♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❛s ✐♠ ❚❡①t ✇✐❡❞❡r❣❡❣❡❜❡♥❡ ❩✐t❛t ✉♥❞ ü❜❡r❤❛✉♣t ❞❛s ❣❛♥③❡ ❱❡r❤❛❧t❡♥
❍♦♣♣❡s ❛❧s ❇❡❧❡❣ ❢ür ❞✐❡ ✒✐♥tr❛s✐❣❡♥t❡✑ ❉❡♥❦✇❡✐s❡✱ ❞✐❡ P✳ ❙tä❝❦❡❧ ❞✐❡s❡♠ ❛tt❡st✐❡rt❡ ✭❙tä❝❦❡❧
✶✾✵✻✱ ✸✷✺✮✱ ❛♥s❡❤❡♥✳

✷✷❉❛s Pr♦❜❧❡♠ ✐st ❛❧s♦ ❛♥❛❧♦❣ ③✉♠ P❛r❦❡tt✐❡r✉♥❣s♣r♦❜❧❡♠ ❞❡r ❊❜❡♥❡✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❢♦r❞❡rt✱ ❞❛ss ❞❛s
s♣❤är✐s❝❤❡ P♦❧②❣♦♥ r❡❣❡❧♠äÿ✐❣ s❡✐♥ s♦❧❧ ✉♥❞ ❞✐❡ ❑✉❣❡❧ ❣❡♥❛✉ ❡✐♥♠❛❧ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ✉♥❞ ü❜❡rs❝❤♥❡✐✲
❞✉♥❣s❢r❡✐ ü❜❡r❞❡❝❦t ✇✐r❞✳

✸✼



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

❡r ❞❡♠ ❱♦rtr❛❣❡♥❞❡♥ s❡✐♥❡ ❇❡❢r✐❡❞✐❣✉♥❣ ✉♥❞ s❡✐♥❡♥ ❉❛♥❦ ü❜❡r ❞❡♥ ✐♥❤❛❧tsr❡✐❝❤❡♥
✉♥❞ s❡❤r ✐♥t❡r❡ss❛♥t❡♥ ❱♦rtr❛❣ ❛✉ss♣r✐❝❤t✑ ✭❚❇✱ ✸✽✮✳ ❊✐♥ s♦❧❝❤❡s ▲♦❜ ✜♥❞❡t s✐❝❤ s❡❧✲
t❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ❚❛❣❡❜❧ätt❡r♥ ✉♥❞ ❆♠t❧✐❝❤❡♥ ❇❡r✐❝❤t❡♥✳ Präs✐❞❡♥t ✇❛r ü❜r✐❣❡♥s ❇✳ ▲✐st✐♥❣✳
❲❡✐t❡r ❢ü❤rt❡ ❇✳ ▲✐st✐♥❣ ❛✉s✱ ✒✇✐❡ ❞✐❡ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ●❡s❡t③❡ ✈✐❡❧❢❛❝❤
❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❛✉❢ ♥❛t✉r❤✐st♦r✐s❝❤❡ ●❡❣❡♥stä♥❞❡ ✜♥❞❡♥ ❦ö♥♥t❡♥✱ ✉♥❞ ❞❛ss ❡r ❢rü❤❡r ❡✐♥
❖❜❥❡❝t ❛✉s ❞❡♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r ■♥s❡❝t❡♥✇❡❧t✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞❛s ♠✉s✐✈✐s❝❤❡ ❆✉❣❡ ❞❡r ■♥s❡❝t❡♥✱
♥❛♠❡♥t❧✐❝❤ ❞❡r ❙t✉❜❡♥✢✐❡❣❡ ✉♥❞ ❞❡r ❆❡s❝❤✉❛ ❣r❛♥❞✐s✱ ♥❛❝❤ ❞✐❡s❡r ❘✐❝❤t✉♥❣ ✭❣❡♠❡✐♥t
✐st✿ ✐♠ ❍✐♥❜❧✐❝❦ ❛✉❢ ❞❛s Pr♦❜❧❡♠ ❞❡r ❑✉❣❡❧t❡✐❧✉♥❣❀ ❑✳❱✳✮ ③✉ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥ ❛♥❣❡❢❛♥❣❡♥
❤❛❜❡✑ ✭❚❇✱ ✸✽✮✳ ❉✐❡s❡ ❇❡♠❡r❦✉♥❣ ✇✐r❢t ❡✐♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡♥❞❡s ▲✐❝❤t ❛✉❢ ❞✐❡ ●r✉♥❞❡✐♥st❡❧✲
❧✉♥❣ ❞❡s ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡rs ✉♥❞ ◆❛t✉r❢♦rs❝❤❡rs ❇✳ ▲✐st✐♥❣✳ ❍✐❡r③✉ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ♠❛♥ ❛✉❝❤
❞✐❡ ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤ ❜❡s♣r♦❝❤❡♥❡♥ ❜♦t❛♥✐s❝❤❡♥ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ✐♥ ▲✐st✐♥❣ ✶✽✹✼✳ ❉❛♥❡❜❡♥ ❣❛❜ ❡s
✐♥ ❑❛ss❡❧ ❡✐♥ ❘❡❢❡r❛t ③✉r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❣❡s❝❤✐❝❤t❡✱ ✈♦♥ ❞❡♠ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ♥✉r ❞❡r ❚✐t❡❧
ü❜❡r❧✐❡❢❡rt ✐st✿ ❙✳ ❙♣✐t③❡r s♣r❛❝❤ ü❜❡r ❞✐❡ ❘❡❝❤❡♥♠❛s❝❤✐♥❡ ❞❡s ❚❤♦♠❛s ❞❡ ❈♦❧♠❛r✳
❇❡✐ ❞❡r ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ❇❛❞❡♥✲❇❛❞❡♥ ✶✽✼✾ ✜♥❞❡♥ ✇✐r ♥❛❝❤ ❧ä♥❣❡✲

r❡r ❆❜✇❡s❡♥❤❡✐t ▼✳ ❈❛♥t♦r ✇✐❡❞❡r✱ ❞❡r ❤✐❡r ❞✐❡ ❊rr✉♥❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡r ❜❛❜②❧♦♥✐s❝❤❡♥
▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✇ür❞✐❣t❡✳ ❆❧s s♦❧❝❤❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t❡ ❞❡r ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❤✐st♦r✐✲
❦❡r✿

✶✳ ❉❛s ❦✉s❝❤✐st✐s❝❤❡ ❉❡③✐♠❛❧s②st❡♠ ✉♥❞ ❞❛s s✉♠❡r✐s❝❤❡ ❙❡①❛❣❡s✐♠❛❧s②st❡♠✳ ❇❡✐✲
❞❡ ✇✉r❞❡♥ ✐♥ ❞❡r ❩❛❤❧s❝❤r❡✐❜✇❡✐s❡ ❞❡r ❑❡✐❧s❝❤r✐❢t ✈❡rs❝❤♠♦❧③❡♥✱ ✇♦❢ür ❞✐❡ ❚ä✲
❢❡❧❝❤❡♥ ✈♦♥ ❙❡♥❦❡r❡❤ s♦✇✐❡ ❡✐♥❡ ❇❡❧❡✉❝❤t✉♥❣st❛❜❡❧❧❡ ❞❡s ▼♦♥❞❡s ❇❡❧❡❣❡ s❡✐❡♥✳

✷✳ ❉✐❡ ❊✐♥t❡✐❧✉♥❣ ❞❡s ❱♦❧❧❦r❡✐s❡s ✐♥ ✸✻✵ ❣❧❡✐❝❤❡ ❚❡✐❧❡ ✒♠✐t ♠❛♥❝❤❡r❧❡✐ s✐❝❤ ❞❛r✲
❛♥ ❛♥❦♥ü♣❢❡♥❞❡♥ ❋♦❧❣❡r✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❑❡♥♥t♥✐s ❣❡✇✐ss❡r ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣❡♥ ✈♦♥
❣❡r❛❞❡♥ ▲✐♥✐❡♥✑ ✭❚❇✱ ✼✻✮✳

❱♦♥ ✉♥s❡r❡♠ ❙t❛♥❞♣✉♥❦t ❛✉s ❜❡tr❛❝❤t❡t ✭✈❣❧✳ ❡t✇❛ ❏♦s❡♣❤ ✶✾✾✶✱ ✾✶✲✶✷✾✮ ❢ä❧❧t ❈❛♥t♦rs
▲✐st❡ ♠✐t ❞❡♥ ❱❡r❞✐❡♥st❡♥ ❞❡r ❜❛❜②❧♦♥✐s❝❤❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❡rst❛✉♥❧✐❝❤ ❦♥❛♣♣ ❛✉s ✲
✈✐❡❧❧❡✐❝❤t ❡✐♥ ❩❡✐❝❤❡♥ ❞❛❢ür✱ ❞❛ss ♠❛♥ ✐♠ ✶✾✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt ❡rst ✐♠ ❇❡❣r✐✛ ✇❛r✱ ❞✐❡
✈♦r❣r✐❡❝❤✐s❝❤❡♥ ❲✉r③❡❧♥ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ③✉ ❡♥t❞❡❝❦❡♥ ✉♥❞ ③✉ ✇ür❞✐❣❡♥ ✭✈❣❧✳ ❤✐❡r③✉
❛✉❝❤ ❙✳ ●ü♥t❤❡rs ❇❡✐tr❛❣ ✐♥ ●r❛③ ✶✽✼✺✮ ✲ ❣❛♥③ ③✉ s❝❤✇❡✐❣❡♥ ✈♦♠ ✒❊✉r♦③❡♥tr✐s♠✉s✑✱
❞❡r ❞❛♠❛❧s s✐❝❤❡r ❛✉❝❤ s❝❤♦♥ ❛♠ ❲❡r❦ ❣❡✇❡s❡♥ ✐st✳
■♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r ❆❧❣❡❜r❛ ✜♥❞❡♥ ✇✐r ✈✐❡r ❱♦rträ❣❡✱ ✈♦♥ ❞❡♥❡♥ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❥❡✇❡✐❧s ♥✉r

❞❡r ❚✐t❡❧ ü❜❡r❧✐❡❢❡rt ✐st✳ ❊s s✐♥❞ ❞✐❡s❡✿ ●rä❢❡ ✒●❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❆✉✢ös✉♥❣ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣
❢ü♥❢t❡♥ ●r❛❞❡s ♠✐tt❡❧s ❑❡❣❡❧s❝❤♥✐tt❡✑✱ ❊✳ ❙❝❤rö❞❡r ✒❯❡❜❡r ❡✐♥❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❚❤❡♦r✐❡
❞❡r ❱❡r❦♥ü♣❢✉♥❣❡♥✑✱ ❊✳ ❏ür❣❡♥s ✒❇❡✇❡✐s ❞❡s ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s❛t③❡s ❞❡r ❆❧❣❡❜r❛✑ s♦✇✐❡
✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ✒▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡r ✉♥❞ ♥❛t✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡r ❯♥t❡rr✐❝❤t✑ ▲✐♣s ✒❯❡❜❡r
❉❡t❡r♠✐♥❛♥t❡♥ ✉♥❞ ✐❤r❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ❙❝❤✉❧❡✑✳ ❊s ✐st ❛♥③✉♥❡❤♠❡♥ ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡
❑r❛✉s❡ ✶✾✵✽✱ ✶✻✾✮✱ ❞❛ss ❊✳ ❏ür❣❡♥s s❡✐♥❡♥ ❙❛t③ ü❜❡r ❞✐❡ ■♥✈❛r✐❛♥③ ❞❡s ●❡❜✐❡t❡s ❞❛③✉
✈❡r✇❡♥❞❡t ❤❛t✱ ❞❡♥ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s❛t③ ❞❡r ❆❧❣❡❜r❛ ❛❧s ❑♦rr♦❧❛r ❤✐❡r✈♦♥ ③✉ ❜❡✇❡✐s❡♥✳
❊rst♠❛❧s tr❛t ✐♥ ❇❛❞❡♥✲❇❛❞❡♥ ❞❡r s♣ät❡r❡ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣❡r Pr✐✈❛t❞♦③❡♥t ✭✶✽✽✸✮ ✉♥❞

❊①tr❛♦r❞✐♥❛r✐✉s ✭✶✽✽✼✮ ❍❡r♠❛♥♥ ❍✐rs❝❤ ❙❝❤❛♣✐r❛ ❛✉❢✱ ❞❡r ❤✐❡r ❞✐❡ ●r✉♥❞✐❞❡❡♥ s❡✐✲
♥❡r ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r ✒P❛rt✐❛❧✲ ✉♥❞ ❝✐r❝✉♠♣❧❡①❡♥ ❋✉♥❝t✐♦♥❡♥ ✉♥❞ ❘❡✐❤❡♥ ✈♦rtr✉❣✷✸✳ ■st
❡✐♥❡ ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ✐♥ ●❡st❛❧t ❡✐♥❡r ❘❡✐❤❡ f(x) =

∑

aix
i ❣❡❣❡❜❡♥✱ s♦ ✇✐r❞ ❛❧s

✷✸❩✉ ▲❡❜❡♥ ✉♥❞ ❲❡r❦ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ♠❛♥ ❑♦❡❤❧❡r ✶✽✾✾ ♦❞❡r ❏❛✛❡ ✶✾✸✾✳ ❉❡r ✇✐❝❤t✐❣st❡ ❋ör❞❡r❡r ✈♦♥

✸✽



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

❞❡r❡♥ n✲t❡ P❛rt✐❛❧❢✉♥❦t✐♦♥ ❞✐❡❥❡♥✐❣❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✱ ✐♥ ❞❡r❡♥ ❘❡✐❤❡♥❡♥t✇✐❝❦✲
❧✉♥❣ ♥✉r s♦❧❝❤❡ P♦t❡♥③❡♥ ❛✉❢tr❡t❡♥✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡r ✈♦r❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❑♦♥❣r✉❡♥③ i ≡ kmodm
❣❡♥ü❣❡♥✳ ❈✐r❝✉♠♣❧❡①❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❡r❤ä❧t ♠❛♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ x ❞✉r❝❤ rmx
❡rs❡t③t✱ ✇♦❜❡✐ r ❡✐♥❡ n✲t❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❊✐♥❤❡✐ts✇✉r③❡❧ s❡✐♥ s♦❧❧ ♠✐t m < n ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡
❤✐❡r③✉ Pr❡♦❜r❛s❝❤❡♥s❦② ✶✽✽✷✮✳ ❍✳ ❙❝❤❛♣✐r❛ ❧❡✐t❡t❡ ♥✉♥ ❛❧❧❡r❧❡✐ ❙ät③❡ ü❜❡r ❞✐❡ ❞❡r❛rt
❦♦♥str✉✐❡rt❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❤❡r ✉♥❞ ❣❛❜ ❤✐❡r✈♦♥ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥ ✭✈♦r ❛❧❧❡♠ ✐♥ ❞❡♥ ♥❛❝❤✲
❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❱♦rträ❣❡♥ ❙❛❧③❜✉r❣ ✶✽✽✶✱ ❊✐s❡♥❛❝❤ ✶✽✽✷ ✉♥❞ ▼❛❣❞❡❜✉r❣ ✶✽✽✹✮✳ ❆✉✛❛❧❧❡♥❞
✐st✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❲✐❡❞❡r❣❛❜❡♥ ❞❡r ❙❝❤❛♣✐r❛s❝❤❡♥ ❱♦rträ❣❡ ❛✉ÿ❡r❣❡✇ö❤♥❧✐❝❤❡ ▲ä♥❣❡♥ ❡r✲
r❡✐❝❤❡♥ ✭✷✵ ❙❡✐t❡♥ ✐♥ ❙❛❧③❜✉r❣✱ ✶✽ ✐♥ ❊✐s❡♥❛❝❤✮✱ ✇❛s ♠❛♥ ❛❧s ❍✐♥✇❡✐s ❞❛r❛✉❢ ❞❡✉t❡♥
❦❛♥♥✱ ❞❛ss ❡✐♥❡ ❛♥❞❡r✇❡✐t✐❣❡ ❱❡rö✛❡♥t❧✐❝❤✉♥❣ ♥✐❝❤t ♠ö❣❧✐❝❤ ❣❡✇❡s❡♥ ✐st✳
●❧❡✐❝❤ ♠✐t ❞r❡✐ ❇❡✐trä❣❡♥ ✇❛r ❍✳ ❙❝❤röt❡r ✐♥ ❇❛❞❡♥✲❇❛❞❡♥ ✈❡rtr❡t❡♥✳ ❊✐♥ ❡rst❡r

❱♦rtr❛❣ ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t❡ s✐❝❤ ♠✐t ✒❘❛✉♠❝✉r✈❡♥ ❞r✐tt❡r ❖r❞♥✉♥❣✑ ✉♥❞ ♠✐t ❞❡r❡♥ ❉✉r❝❤✲
♠❡ss❡r♥ ✭✒❣❡r❛❞❡ ▲✐♥✐❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t ❤❛❜❡♥✱ ❞✐❡ ▼✐tt❡❧♣✉♥❦t❡ ❛❧❧❡r ❙❡❤♥❡♥
③✉ ❡♥t❤❛❧t❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ s✐❝❤ ✈♦♥ ❞❡♥ P✉♥❦t❡ ❞❡rs❡❧❜❡♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❘❛✉♠❝✉r✈❡ ❞r✐tt❡r
❖r❞♥✉♥❣ ③✐❡❤❡♥ ❧❛ss❡♥✑ ✭❚❇✱ ✶✼✻✮✮✳ ▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❞r❡✐ ❋❡r♥♣✉♥❦t❡ ❞❡r ❑✉r✈❡ ✇✉r❞❡
❡✐♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐s❝❤❡s P❛r❛❜♦❧♦✐❞ ❦♦♥str✉✐❡rt✱ ✈♦♥ ❞❡♠ ❡✐♥❡ ❜❡st✐♠♠t❡ ❘❡❣❡❧s❝❤❛r ❛✉❢
❡✐♥❡♥ ✈♦♥ ▲✳ ❈r❡♠♦♥❛ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❉✉r❝❤♠❡ss❡r ❞❡r ❑✉r✈❡ ❢ü❤rt✳ ❊s ✇❡r❞❡♥ ❞❛♥♥
♥♦❝❤ ✇❡✐t❡r❡✱ ♥✐❝❤t ♠✐t ❞❡♠ P❛r❛❜♦❧♦✐❞ ③✉s❛♠♠❡♥❤ä♥❣❡♥❞❡ ❉✉r❝❤♠❡ss❡r ❞✐s❦✉t✐❡rt✳
❉❛s ❦♦♥❦r❡t❡ ❊r❣❡❜♥✐s ❞❡r ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❧❛✉t❡t✿

✒❊s ❣✐❜t ❛❧s♦ ❜❡✐ ❞❡r ❝✉❜✐s❝❤❡♥ ❍②♣❡r❜❛❧ ❞r❡✐✱ ❜❡✐ ❞❡r ❝✉❜✐s❝❤❡♥ ❊❧❧✐♣s❡
❡✐♥❡♥ ♥❡✉❡♥ ❉✉r❝❤♠❡ss❡r✳ ■♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❤❛t ❞✐❡ ❝✉❜✐s❝❤❡ ❘❛✉♠❝✉r✈❡
❞❡♠♥❛❝❤ s❡❝❤s ❉✉r❝❤♠❡ss❡r✱ ✇❡❧❝❤❡ s✐❝❤ ♣❛❛r✇❡✐s❡ tr❡✛❡♥❀ ❞✐❡ ❞r❡✐ ❡rs✲
t❡♥ ❧✐❡❣❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡r ❊❜❡♥❡✱ ❞✐❡ ❧❡t③t❡♥ ❞r❡✐ s✐♥❞ ❞✐❡ ❍❛✉♣t❛①❡♥ ❞❡r ❞r❡✐
❈②❧✐♥❞❡r✱ ✇❡❧❝❤❡ s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❘❛✉♠❝✉r✈❡ ❧❡❣❡♥ ❧❛ss❡♥✑ ✭❚❇✱ ✶✼✻✮✳

❉❡r ③✇❡✐t❡ ❇❡✐tr❛❣ ❍✳ ❙❝❤röt❡rs ❜❡③♦❣ s✐❝❤ ❛✉❢ ❞✐❡ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥ ✈♦♥ P♦❧❛rs②st❡♠❡♥✱
✇♦❜❡✐ ✈♦♥ ❑✉r✈❡♥ ♦❞❡r ❋❧ä❝❤❡♥ ③✇❡✐t❡r ❖r❞♥✉♥❣ ❛✉s❣❡❣❛♥❣❡♥ ✇✉r❞❡ ✉♥❞ ♣r♦❥❡❦t✐✈❡
❇üs❝❤❡❧ ✈❡r✇❛♥❞t ✇✉r❞❡♥✳
❙❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ t❡✐❧t❡ ❍✳ ❙❝❤röt❡r ♥♦❝❤ ✒❡✐♥✐❣❡ ❙ät③❡ ü❜❡r ❞❛s ❚❡tr❛❡❞❡r✑ ♠✐t✳ ■st ❡✐♥

❚❡tr❛❡❞❡r ✐♠ ❘❛✉♠ ❣❡❣❡❜❡♥ s♦✇✐❡ ❡✐♥ P✉♥❦t✱ ❞❡r ♥✐❝❤t ③✉♠ ❚❡tr❛❡❞❡r ❣❡❤ört✱ s♦ ❧❛s✲

❍✳ ❙❝❤❛♣✐r❛ ✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣ s❝❤❡✐♥t ▲❛③❛r✉s ❋✉❝❤s ✭✶✽✸✸✲✶✾✵✷✮ ❣❡✇❡s❡♥ ③✉ s❡✐♥✳ ▲✐❡st ♠❛♥ ❞✐❡
●✉t❛❝❤t❡♥✱ ❞✐❡ ❞✐❡s❡r ✶✽✽✵ ✭❛♥❧äss❧✐❝❤ ❞❡r Pr♦♠♦t✐♦♥✮ ✉♥❞ ✶✽✽✸ ✭❛♥❧äss❧✐❝❤ ❞❡r ❍❛❜✐❧✐t❛t✐♦♥✮
✈❡r❢❛sst❡ ✭❯♥✐✈❡rs✐täts❛r❝❤✐✈ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣ ❍✲■❱ ✶✵✷✱ ✾✹ ❜③✇✳ ❍✲■❱ ✶✵✷✱ ✶✵✶✮✱ s♦ ❣❡✇✐♥♥t ♠❛♥ ❞❡♥
❊✐♥❞r✉❝❦✱ ❞❛ss ▲✳ ❋✉❝❤s ❞❡♥ ❆r❜❡✐t❡♥ ❙❝❤❛♣✐r❛s ❡❤❡r r❛t❧♦s ❣❡❣❡♥ü❜❡r st❛♥❞✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ❜❡st❛♥❞
❞❡r ❑❛♥❞✐❞❛t ❜❡✐❞❡ Prü❢✉♥❣❡♥ tr♦t③ s❝❤✇❡r❡r ❇❡❞❡♥❦❡♥ ❣❡❣❡♥ ❞✐❡ s❝❤r✐❢t❧✐❝❤❡♥ ▲❡✐st✉♥❣❡♥ ✲ ❞✐❡
❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❍❛❜✐❧✐t❛t✐♦♥ ♠✉sst❡♥ ❜❡✐❞❡ ❛✉❢ ●❡❤❡✐ÿ ✈♦♥ ▲✳ ❋✉❝❤s ♥❛❝❤❣❡❜❡ss❡rt ✇❡r❞❡♥
✭❧❡t③t❡r❡ ♠✉sst❡ s♦❣❛r ③✇❡✐♠❛❧ ❞r✉❝❦❣❡❧❡❣t ✇❡r❞❡♥✮✳ ❉✐❡ ❤♦❝❤✢✐❡❣❡♥❞❡♥ ❊r✇❛rt✉♥❣❡♥✱ ❞✐❡ ❲✳
Pr❡♦❜r❛s❝❤❡♥s❦② ❢♦r♠✉❧✐❡rt❡✱ ❤❛❜❡♥ s✐❝❤ ✇♦❤❧ ♥✐❝❤t ❜❡✇❛❤r❤❡✐t❡t✿

✒■❝❤ ❣❧❛✉❜❡✱ ❞❛ss ♠❛♥ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ♦❜❡♥ ❆✉s❡✐♥❛♥❞❡r❣❡s❡t③t❡♥ ♦❤♥❡ ❯❡❜❡rtr❡✐❜✉♥❣ s❛❣❡♥
❦❛♥♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❊rs❝❤❡✐♥✉♥❣ ❞❡r ❛♥❛❧②s✐❡rt❡♥ ❆r❜❡✐t ❬❞✐❡ r✉ss✐s❝❤❡ ❋❛ss✉♥❣ ❞❡r ❉✐ss❡r✲
t❛t✐♦♥✱ ❑✳❱✳❪ ❡✐♥❡ ✇✐❝❤t✐❣❡ ❊♣♦❝❤❡ ✐♥ ❞❡r ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❡rö✛♥❡t✱ ❞❡r❡♥
●r❡♥③❡♥ ♥♦❝❤ s❝❤✇❡r ✈♦r❛✉s③✉s❡❤❡♥ s✐♥❞ ✭Pr❡♦❜r❛s❝❤❡♥s❦② ✶✽✽✷✱ ✷✻✮✳

❉❡r ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❱❡r❡✐♥✱ ✈♦♥ ❞❡♠ ❜❡✐ ❍✳ ❙❝❤❛♣✐r❛ ❣❡❧❡❣❡♥t❧✐❝❤ ❞✐❡ ❘❡❞❡ ✐st ✭❙❝❤❛✲
♣✐r❛ ✶✽✽✶✱ ✶ ✮ ✇❛r ❞❡r ♥❛t✉r❤✐st♦r✐s❝❤✲♠❡❞✐❝✐♥✐s❝❤❡ ❱❡r❡✐♥ ✭❛✉❝❤ ❉♦③❡♥t❡♥✈❡r❡✐♥ ❣❡♥❛♥♥t✮✱ ✐♥
❞❡♠ ❛✉❝❤ ❍❡r♠❛♥♥ ✈♦♥ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ✈✐❡❧❡ ❱♦rträ❣❡ ✲ ✉✳❛✳ ❞❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡♥ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥
❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡ ✲ ❣❡❤❛❧t❡♥ ❤❛t ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❙❝❤♠✐tt ✶✾✼✽✮✳

✸✾



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

s❡♥ s✐❝❤ ✈♦♥ ❞✐❡s❡♠ ❞r❡✐ ●❡r❛❞❡♥ ③✐❡❤❡♥✱ ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧s ❡✐♥ P❛❛r ✈♦♥ ●❡❣❡♥❦❛♥t❡♥ ❞❡r
❑ör♣❡rs tr❡✛❡♥ ✭❞✐❡s ❤ä♥❣t ❡♥❣ ♠✐t ❞❡r s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❙t❡✐♥❡rs❝❤❡♥ Pr♦❥❡❦t✐♦♥ ③✉s❛♠✲
♠❡♥✮✳ ❉❛s ❡r❣✐❜t s❡❝❤s ❙❝❤♥✐tt♣✉♥❦t❡✳ ❩✉ ❥❡✇❡✐❧s ❡✐♥❡♠ ❞✐❡s❡r ❙❝❤♥✐tt♣✉♥❦t❡ ✉♥❞ ③✉
❞❡♥ ❊❝❦❡♥ ❞❡s ❚❡tr❛❡❞❡rs✱ ❞✐❡ ❞✐❡ ❑❛♥t❡ ❜❡❣r❡♥③❡♥✱ ❞✐❡ ❞❡♥ ❢r❛❣❧✐❝❤❡♥ ❙❝❤♥✐tt♣✉♥❦t
❡♥t❤ä❧t✱ ❦♦♥str✉✐❡r❡ ♠❛♥ ❞❡♥ ✈✐❡rt❡♥ ❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡♥ P✉♥❦t ✭❞❛s ❤❡✐ÿt✱ ❞❛ss ❞❛s ❉♦♣✲
♣❡❧✈❡r❤ä❧t♥✐s ❞✐❡s❡r ✈✐❡r ❦♦❧❧✐♥❡❛r❡♥ P✉♥❦t❡ −1 s❡✐♥ s♦❧❧✮✳ ■♥s❣❡s❛♠t ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ s♦
③✇ö❧❢ P✉♥❦t❡✱ ❛✉s ❞❡♥❡♥ ♠❛♥ ✈✐❡r ❆✉s✇❛❤❧❡♥ ③✉ ❥❡ s❡❝❤s ❊❧❡♠❡♥t❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧s
❞r❡✐ P❛❛r❡ ✈♦♥ ●❡❣❡♥❡❝❦❡♥ ❡✐♥❡s ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥ ❱✐❡rs❡✐ts ❜✐❧❞❡♥✳ ❆✉❢ ❞✐❡s❡ ❲❡✐s❡ ❡♥t✲
st❡❤❡♥ ✈✐❡r ❊❜❡♥❡♥✱ ❞✐❡ ✇✐❡❞❡r✉♠ ❛✉❢ ❡✐♥ ❚❡tr❛❡❞❡r ❢ü❤r❡♥✳ ❉❛s ❆✉s❣❛♥❣st❡tr❛❡❞❡r
✉♥❞ ❞❛s s♦❧❝❤❡r❛rt ❦♦♥str✉✐❡rt❡ ❧✐❡❣❡♥ ✐♥ ✈✐❡r❢❛❝❤❡r ❲❡✐s❡ ♣❡rs♣❡❦t✐✈✐s❝❤ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r✳
❊❜❡♥❢❛❧❧s ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡ ❣❡✇✐❞♠❡t ✇❛r ❞❛s ❘❡❢❡r❛t ❞❡r ❑❛r❧sr✉❤❡r ●❡♦♠❡t❡rs ❈❤r✳

❲✐❡♥❡r✳ ❉✐❡s❡r ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t❡ s✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ✒❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❘ü❝❦❦❡❤r❡❧❡♠❡♥t❡ ❞❡r
Pr♦❥❡❝t✐♦♥❡♥ ❡✐♥❡r ✉♥❡❜❡♥❡♥ ❈✉r✈❡ ✈♦♥ ❞❡♥❡♥ ❞❡r ❈✉r✈❡ s❡❧❜st✑✳ ❆✉s❣❛♥❣s♣✉♥❦t
❤✐❡r❢ür ✐st ❡✐♥❡ ✉♥❡❜❡♥❡ ❑✉r✈❡ ✉♥❞ ❡✐♥ P✉♥❦t✱ ❞❡r s✐❝❤ ❛✉❢ ❞❡rs❡❧❜❡♥ ❜❡✇❡❣t✳ ■♥
❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❤✐❡r✈♦♥ ✇❡r❞❡ ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣❡♥✱ ❞✐❡ ❞✐❡ ❚❛♥❣❡♥t❡ ❛♥ ❞✐❡ ❑✉r✈❡ ✐♥ ❞❡♠
❢r❛❣❧✐❝❤❡♥ P✉♥❦t s♦✇✐❡ ❞✐❡ ③✉❣❡❤ör✐❣❡ ❙❝❤♠✐❡❣❡❡❜❡♥❡ ✈♦❧❧❢ü❤r❡♥✱ ✉♥t❡rs✉❝❤t✳ ❉✐❡s❡♥
❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❱♦r③❡✐❝❤❡♥ ③✉♦r❞♥❡♥✱ ❞✐❡ ✇✐❡❞❡r✉♠ ♠✐t ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❡✐♥❡s P✉♥❦t❡s
❛✉❢ ❞❡r Pr♦❥❡❦t✐♦♥ ❞❡r ❆✉s❣❛♥❣s❦✉r✈❡ ✐♥ ❞✐❡ ❊❜❡♥❡ s♦✇✐❡ ♠✐t ❞❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣❡♥ ❞❡r
❚❛♥❣❡♥t❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ❙❝❤♠✐❡❣❡❡❜❡♥❡ ✐♥ ❞❡r Pr♦❥❡❦t✐♦♥ ✐♥ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ❣❡s❡t③t ✇❡r❞❡♥✳
❉❡r ❱♦rtr❛❣ s❝❤❧♦ss ♠✐t ❞❡r ❱♦r❢ü❤r✉♥❣ ✈♦♥ ❋❛❞❡♥✲ ✉♥❞ ❉r❛❤t♠♦❞❡❧❧❡♥✳
❉❛s ❊♥❞❡ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ♠❛r❦✐❡rt ❞❡r ❜❡♠❡r❦❡♥s✇❡rt❡ ❙❛t③✿ ✒ ❉❛ ❞✐❡❥❡♥✐❣❡♥ ❍❡rr❡♥✱

❞✐❡ ♥♦❝❤ ❱♦rträ❣❡ ❛♥❣❡♠❡❧❞❡t ❤❛❜❡♥✱ t❤❡✐❧s ♥♦❝❤ ♥✐❝❤t ❛♥❣❡❦♦♠♠❡♥✱ t❤❡✐❧s s❝❤♦♥
✇✐❡❞❡r ✇❡❣❣❡r❡✐st s✐♥❞✱ s♦ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❙✐t③✉♥❣❡♥ ❞❡r ❙❡❝t✐♦♥ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❱♦rs✐t③❡♥❞❡♥
✉♠ ✶✶ ❯❤r ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥✑ ✭❚❇✱ ✶✼✼✮✳
❘❡❝❤t s❝❤✇❛❝❤ ✈❡rtr❡t❡♥ ✇❛r ❞✐❡ r❡✐♥❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❜❡✐ ❞❡r ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ❉❛♥✲

③✐❣ ✶✽✽✵✳ ❲✐r ✜♥❞❡♥ ❤✐❡r ♥✉r ❞❡♥ ❱♦rtr❛❣ ✈♦♥ ❏✉❧✐✉s ❋r❛♥③ ü❜❡r ✒❉✐❡ ❚❛✉t♦❝❤r♦♥❡
✐♥ ❡✐♥❡♠ ❲✐❞❡rst❛♥❞ ❧❡✐st❡♥❞❡♥ ▼✐tt❡❧✑ ✐♥ ❞❡♠ ✐♠ ❆♥s❝❤❧✉ss ❛♥ P✳ ❙✳ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❛s
❦❧❛ss✐s❝❤❡ Pr♦❜❧❡♠ ❞❡r ❚❛✉t♦❝❤r♦♥❡♥ ✭❞❛s ✐st ❞✐❡❥❡♥✐❣❡ ❑✉r✈❡✱ ❛✉❢ ❞❡r ❡✐♥ ♥✉r ❞❡♠
❊✐♥✢✉ss ❞❡r ❙❝❤✇❡r❡ ✉♥t❡r✇♦r❢❡♥❡r ▼❛ss❡♣✉♥❦t ✈♦♥ ❛❧❧❡♥ ❆✉s❣❛♥❣s❧❛❣❡♥ ❣❧❡✐❝❤ ❧❛♥❣
❜r❛✉❝❤t✱ ✉♠ ❡✐♥❡♥ ❜❡st✐♠♠t❡♥ P✉♥❦t ③✉ ❡rr❡✐❝❤❡♥❀ ❞✐❡ ❚❛✉t♦❝❤r♦♥❡ ✐♠ ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥
❙✐♥♥❡ ✐st ❞✐❡ ❩②❦❧♦✐❞❡✮✱ ❞❛s ✈♦♥ ❞❡♠ ▼❡❞✐✉♠✱ ✐♥ ❞❡♠ ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ✈♦♥ ❙t❛tt❡♥ ❣❡❤t✱
❛❜s✐❡❤t✱ ❛✉❢ ▼❡❞✐❡♥ ♠✐t ❘❡✐❜✉♥❣s✇✐❞❡rst❛♥❞ ✈❡r❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡rt✳ ❉✐❡ ③✉❣❡❤ör✐❣❡ ❉✐✛❡✲
r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✇✐r❞ ❛✉❢❣❡st❡❧❧t ✉♥❞ ❞❡r❡♥ ▲ös✉♥❣ ❞✉r❝❤ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❑❡♥♥③❡✐❝❤❡♥
✭③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❑rü♠♠✉♥❣sr❛❞✐❡♥✮ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt✳
❉❡r ❇❡✐tr❛❣ ✈♦♥ ❍❡✐♥r✐❝❤ ❉✉rè❣❡ ✒Ü❜❡r ❣❡✇✐ss❡ s♣❡❝✐❡❧❧❡ ❱♦r❣ä♥❣❡ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❡✐♥❡s

●❡❜✐❡t❡s ✈♦♥ ✈✐❡r ❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥✑ ❜❡❤❛♥❞❡❧t❡ ❡✐♥✐❣❡ t♦♣♦❧♦❣✐s❝❤❡ ❋r❛❣❡st❡❧❧✉♥❣❡♥✳ ❇❡✲
♠❡r❦❡♥s✇❡rt ✐st ❞✐❡ ❞❛r✐♥ ❣❡❣❡❜❡♥❡ ❇❡❣rü♥❞✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ❇❡s❝❤ä❢t✐❣✉♥❣ ♠✐t ❞❡r❛rt✐❣❡♥
Pr♦❜❧❡♠❡♥✿ ✒❉❛ ❡s ❣❡❣❡♥✇ärt✐❣ ❢ür ✉♥s ✉♥♠ö❣❧✐❝❤ ✐st✱ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ✈✐❡r❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥
●❡❜✐❡t❡ ❡✐♥❡ ❦❧❛r❡ ❱♦rst❡❧❧✉♥❣ ③✉ ❤❛❜❡♥✱ s♦ ❞ür❢t❡ ❡s ✈♦♥ ■♥t❡r❡ss❡ s❡✐♥✱ ✇❡♥✐❣st❡♥s
❜❡✐ ❣❡✇✐ss❡♥ s♣❡❝✐❡❧❧❡♥ ❱♦r❣ä♥❣❡♥ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❡✐♥❡s s♦❧❝❤❡♥ ●❡❜✐❡t❡s ❡✐♥❡♥ ❣❡♥❛✉❡r❡♥
❊✐♥❜❧✐❝❦ ✐♥ ❞✐❡s❡❧❜❡♥ ③✉ ❣❡✇✐♥♥❡♥✑ ✭❚❇✱ ✶✼✺✮✳ ❉✐❡ ❡rst❡ ❋r❛❣❡ ❧❛✉t❡t❡✿ ❲✐❡ ❦❛♥♥ ❡✐♥
✐♠ ■♥♥❡r♥ ❡✐♥❡r ✭❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥✮ ❑✉❣❡❧ ❜❡✜♥❞❧✐❝❤❡r P✉♥❦t ✐♠ ❱✐❡r❞✐♠❡♥s✐♦♥❛✲
❧❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ä✉ÿ❡r❡♥ ❘❛✉♠ ❤✐♥❛✉s ❜❡✇❡❣t ✇❡r❞❡♥✱ ♦❤♥❡ ❞✐❡ ❑✉❣❡❧ ③✉ ❞✉r❝❤q✉❡r❡♥❄
❉❛s ③✇❡✐t❡ Pr♦❜❧❡♠ ❜❡❤❛♥❞❡❧t❡ ❞✐❡ ❊♥t❦♥♦t✉♥❣ ✈♦♥ ❑♥♦t❡♥ ✐♠ ✈✐❡r❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥

✹✵



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

❘❛✉♠✳ ❊✐♥ ä❤♥❧✐❝❤❡r Pr♦❜❧❡♠❦r❡✐s ✇✉r❞❡ ✈♦♥ ❘✳ ❍♦♣♣❡ ❛♥❣❡s♣r♦❝❤❡♥✱ ❞❡r s✐❝❤ ♠✐t
✒P❛r❛❧❧❡❧❡♥ ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡r ❈✉r✈❡♥✑ ❜❡❢❛sst❡✳ ❙❡✐♥❡ ❆✉s❣❛♥❣s❢❡stst❡❧❧✉♥❣ ❧❛✉t❡t❡✿ ✒▼✐r
✐st ♥♦❝❤ ❦❡✐♥❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❞❡r ❋r❛❣❡ ❜❡❦❛♥♥t✱ ♦❜ ❡✐♥✱ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤ ♥✐❝❤t t♦r❞✐rt❡s
❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡s ❇❛♥❞ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❋♦r♠ä♥❞❡r✉♥❣ ✐♠ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❡✐♥❡ ❚♦rs✐♦♥ ❡r❧❡✐❞❡t✑
✭❚❇✱ ✶✼✹✮✳ ❉✐❡ ❚♦rs✐♦♥ ❞❡s ❇❛♥❞❡s ✇✐r❞ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❡✐♥❡r ③✉ ✇ä❤❧❡♥❞❡♥ ▼✐tt❡❧❧✐♥✐❡ ✉♥❞
❞❡r❡♥ P❛r❛❧❧❡❧❡♥ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt✿ ❉✐❡s❡ ❜✐❧❞❡♥ ✐♠ ♥✐❝❤tt♦r❞✐❡rt❡♥ ❩✉st❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧❡
❑✉r✈❡♥✳ ❉✐❡ ❆♥❢❛♥❣s❢r❛❣❡ r❡❞✉③✐❡rt s✐❝❤ ♥✉♥ ❞❛r❛✉❢✱ ♦❜ ❞✐❡ P❛r❛❧❧❡❧❡♥ ✐♠♠❡r ✐♥ ❣❡✲
s❝❤❧♦ss❡♥❡ ❑✉r✈❡♥ ✭❜❡✐ st❡t✐❣❡r ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥✮ ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t ✇❡r❞❡♥ ♦❞❡r ♥✐❝❤t✳ ❍✐❡r❢ür
✇✐r❞ ❛♥❛❧②t✐s❝❤ ❡✐♥❡ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣ ❛❜❣❡❧❡✐t❡t✳
❱♦♥ ■♥t❡r❡ss❡ ❢ür ❞❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✉♥t❡rr✐❝❤t ✐st ❞❡r ❇❡✐tr❛❣ ❞❡s ❖❜❡r❧❡❤r❡rs ❋❡②❡r✲

❛❜❡♥❞t ❛✉s ❚❤♦r♥✱ ❞❡r s✐❝❤ ♠✐t ❞❡♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❙❝❤✉❧❜ü❝❤❡r♥ s❡✐♥❡r ❩❡✐t ❛✉s✲
❡✐♥❛♥❞❡rs❡t③t❡✳ ❉♦rt ❤❡✐ÿt ❡s✿

✒❉✐❡ ❤✐❡r ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡♥ ●❡❞❛♥❦❡♥ ❣❡❤❡♥ ✈♦♥ ❞❡r ❱♦r❛✉ss❡t③✉♥❣ ❛✉s✱ ❞❛ss
♠✐t ❞❡r ❱❡r❜❡ss❡r✉♥❣ ❞❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❯♥t❡rr✐❝❤ts♠❡t❤♦❞❡ ❞✐❡ ▲❡❤r✲
❜ü❝❤❡r ♥✐❝❤t ❙❝❤r✐tt ❣❡❤❛❧t❡♥ ❤❛❜❡♥❀ ❥❡♥❡r ✐st ❡s ✇❡s❡♥t❧✐❝❤ ③✉③✉s❝❤r❡✐❜❡♥✱
✇❡♥♥ ❞❛s ❱♦r✉rt❤❡✐❧✱ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ③✉ ❜❡❣r❡✐❢❡♥✱ s❡✐ ♥✐❝❤t ❥❡❞❡r♠❛♥♥s ❙❛✲
❝❤❡✱ ❢❛st ✈❡rs❝❤✇✉♥❞❡♥ ✐st✳ ❯♠ ❞❛s ❩✐❡❧ ③✉ ❡rr❡✐❝❤❡♥✱ ❞❛ss ❥❡❞❡r ❙❝❤ü❧❡r
❛✉❝❤ ✐♥ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❞✐❡ ❘❡✐❢❡ ❡r❧❛♥❣t✱ ✇✐r❞ ✉♥t❡r ❯♠stä♥❞❡♥ ❡✐♥❡
❇❡s❝❤rä♥❦✉♥❣ ❞❡s ▲❡❤rst♦✛❡s ♥♦t✇❡♥❞✐❣ s❡✐♥✳ ❋ür ❞✐❡ ❘❡♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡❞❛r❢
❡s ❡✐♥❡r ❆✉❢③❡✐❝❤♥✉♥❣ ✉♥❞ ❞❛③✉ ❞✐❡♥t ✐♥ ❡rst❡r ▲✐♥✐❡♥ ❞❛s ▲❡❤r❜✉❝❤✳ ❉✐❡✲
s❡s s♦❧❧ ❞✉r❝❤❛✉s ♥❛❝❤ ♣ä❞❛❣♦❣✐s❝❤❡♥ ●❡s✐❝❤ts♣✉♥❦t❡♥ ❛❜❣❡❢❛ÿt s❡✐♥ ✉♥❞
✇❡♥♥ ❞✐❡s❡ ♠✐t ❞❡r str❡♥❣❡♥ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❦❡✐t ✐♥ ❈♦♥✢✐❝t tr❡t❡♥✱ ♠✉ss
❧❡t③t❡r❡ ③✉rü❝❦tr❡t❡♥✳ ❊s ❞❛r❢ ❛❧s♦ ✉♥❜❡❞❡♥❦❧✐❝❤ ❡✐♥ ❙❛t③✱ ❞❡r ❢ür ❞❡♥ ❩✉✲
s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ♥♦t✇❡♥❞✐❣✱ ❞❡ss❡♥ ❇❡✇❡✐s ❛❜❡r ❢ür ❞❛s ❋❛ss✉♥❣s✈❡r♠ö❣❡♥
❞❡s ❙❝❤ü❧❡rs ③✉ s❝❤✇✐❡r✐❣ ✐st✱ ♦❤♥❡ ❇❡✇❡✐s ❞✉r❝❤ ❆♥s❝❤❛✉✉♥❣ ❦❧❛r ❣❡✲
♠❛❝❤t ✉♥❞ ❞❛♥♥ ✈♦r❛✉s❣❡s❡t③t ✇❡r❞❡♥✳ ❊♥❞❧✐❝❤ ✐st ❜❡✐ ❞❡r ❊✐♥t❡✐❧✉♥❣ ❞❡s
❙t♦✛❡s ♥✐❝❤t ♥❛❝❤ ✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡♥ Pr✐♥③✐♣✐❡♥✱ s♦♥❞❡r♥ ♥❛❝❤ ❞❡r ❋❛ss✲
❜❛r❦❡✐t ❢ür ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❑❧❛ss❡♥ ③✉ ✈❡r❢❛❤r❡♥✳
❖❜❡r❧❡❤r❡r ▼♦♠❜❡r ❉❛♥③✐❣ st✐♠♠t ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❜❡✐✱ ❥❡❞♦❝❤ ❣❧❛✉❜t ❡r✱
❞❛ss ❛✉❝❤ ✈♦r❤❛♥❞❡♥❡ ▲❡❤r❜ü❝❤❡r✱ ③✳❇✳ ▼❡❤❧❡r✱ ✐♥ ❞❡r ✈♦♠ ❱♦rtr❛❣❡♥✲
❞❡♥ ❛♥❣❡❞❡✉t❡t❡♥ ❲❡✐s❡ ❜❡♥✉t③t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❉✐r❡❝t♦r ❚r♦s✐❡♥ ❉❛♥✲
③✐❣ ♠❡✐♥t✱ ❞❛ss ❞❛s ▲❡❤r❜✉❝❤ ♥✐❝❤t ❞❡r ❙②st❡♠❛t✐❦ ❡♥t❜❡❤r❡♥ ❦ö♥♥❡✱ ❞✐❡
❆✉s✇❛❤❧ s❡✐ ❞❡♠ ▲❡❤r❡r ③✉ ü❜❡r❧❛ss❡♥✳ ■♥ ä❤♥❧✐❝❤❡r ❲❡✐s❡ s♣r❡❝❤❡♥ s✐❝❤
❉✐r❡❝t♦r ❙❝❤✇❡❞❡r ✲❘✐❣❛✱ Pr♦❢❡ss♦r ❑ü♥③❡r ✲▼❛r✐❡♥✇❡r❞❡r✱ ❉✐r❡❝t♦r ◆❡✉✲
♠❛♥♥ ❉❛♥③✐❣ ❛✉s✑ ✭❚❇✱ ✶✸✽❢✳✮✳

❉❡r ✬▼❡❤❧❡r✬✱ ✈♦♥ ❞❡♠ ❤✐❡r ❞✐❡ ❘❡❞❡ ✐st✱ ❞ür❢t❡ ❡✐♥❡s ❞❡r ❡r❢♦❧❣r❡✐❝❤st❡♥ ❞❡✉ts❝❤s♣r❛✲
❝❤✐❣❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❧❡❤r❜ü❝❤❡r ❞❡s ✶✾✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rts ❣❡✇❡s❡♥ s❡✐♥✳ ❙❡✐♥ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡r
❚✐t❡❧ ❧❛✉t❡t❡✿ ✒❍❛✉♣tsät③❡ ❞❡r ❊❧❡♠❡♥t❛r✳▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ③✉♠ ●❡❜r❛✉❝❤ ❛♥ ●②♠♥❛s✐❡♥
✉♥❞ ❘❡❛❧s❝❤✉❧❡♥✳ ▼✐t ❡✐♥❡♠ ❱♦r✇♦rt ✈♦♥ ❙❝❤❡❧❧❜❛❝❤✑✳ ❙❡✐♥❡ ❡rst❡ ❆✉✢❛❣❡ ❡rs❝❤✐❡♥
✶✽✺✾ ❜❡✐ ❘❡✐♠❡r ✐♥ ❇❡r❧✐♥✱ ❞✐❡ ✶✽✳ ♥♦❝❤ ✈♦♠ ❆✉t♦r ❜❡s♦r❣t❡ ❆✉✢❛❣❡ ✇❛r ❇❡r❧✐♥
✶✽✾✹✳ ❙♣ät❡r ✇✉r❞❡ ❞❛s ❲❡r❦ ❞❛♥♥ ✈♦♥ ●✳ ❇❛s❡❧❡r✱ ❞❛♥❛❝❤ ✈♦♥ ❆✳ ❙❝❤✉❧t❡✲❚✐❣❣❡s
❜❡❛r❜❡✐t❡t ✭✷✻✳ ❆✉✢❛❣❡ ❞❡s ❙t❛♠♠❜✉❝❤❡s ❇❡r❧✐♥ ✶✾✶✵✮✷✹✳
✷✹❩✉r P❡rs♦♥ ✈♦♥ ▼❡❤❧❡r ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ♠❛♥ ❑r❛✉s❡ ✶✽✾✼✳ ❙❝❤❡❧❧❜❛❝❤✱ ❞❡r ❡✐♥ ❱♦r✇♦rt ③✉ ✬▼❡❤❧❡r✬ ❜❡✐✲
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✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

❇❡✐ ❞❡r ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ❙❛❧③❜✉r❣ ✶✽✽✶ ❞♦♠✐♥✐❡rt❡ ❞✐❡ ❆♥❛❧②s✐s ❞❛s ●❡s❝❤❡❤❡♥✳ ❍✳
❙❝❤❛♣✐r❛ ❢ü❤rt❡ ✐♥ ❞✐❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥ s❡✐♥❡r ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r ❈♦❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❡✐♥✱ ✇♦❜❡✐ ❡r ✐♠
❲❡s❡♥t❧✐❝❤❡♥ s❡✐♥❡ ■❞❡❡♥ ❛✉s ❉❛♥③✐❣ ✇✐❡❞❡r ❛✉❢❣r✐✛ ✉♥❞ ✈❡rt✐❡❢t❡✳ ❲✳ ❩♠✉r❦♦ s♣r❛❝❤
✒❯❡❜❡r ❧✐♥❡❛r❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ③✇❡✐t❡r ❖r❞♥✉♥❣ ♠✐t ❜✐♥♦♠✐s❝❤❡♥ ❈♦❡✣❝✐❡♥✲
t❡♥✑✳ ■♥ s❡✐♥❡♠ ❱♦rtr❛❣ ✇✐r❞ ❞✐❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❞✐❡s❡r ❢ür ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥
✇✐❝❤t✐❣❡ ❑❧❛ss❡ ✈♦♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✉♥t❡rs✉❝❤t✱ ✇♦❜❡✐ ✒❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ❣❡s❡t③✲
♠äss✐❣ ❢♦rts❝❤r❡✐t❡♥❞❡ ❘❡✐❤❡♥✑ ✭❚❇✱ ✹✷✮ ❜❡♥✉t③t ✇❡r❞❡♥✳ ■♥ s❡✐♥❡♥ ❆✉s❢ü❤r✉♥❣❡♥
stüt③t❡ s✐❝❤ ❲✳ ❩♠✉r❦♦ ❛✉❢ ❏✳ P❡t③✈❛❧✱ ❆♥t♦♥ ❲✐♥❦❧❡r ✭✶✽✷✶✲✶✽✾✷✮ ✉♥❞ ❙✳ ❙♣✐t③❡r✱
❛❧s♦ ❛✉❢ ❞r❡✐ ✐♥ ❲✐❡♥ tät✐❣❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ✐♥t❡♥s✐✈ ♠✐t ❞❡r ■♥t❡❣r❛t✐♦♥
✈♦♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✱ ✈♦r♥❡❤♠❧✐❝❤ ❞❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ P❤②s✐❦✱ ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t❡♥✳
▲✉❞✇✐❣ ❑✐❡♣❡rt ä✉ÿ❡rt❡ s✐❝❤ ③✉r s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❦♦♠♣❧❡①❡♥ ▼✉❧t✐♣❧✐❦❛t✐♦♥ ❡❧❧✐♣t✐s❝❤❡r
❋✉♥❦t✐♦♥❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ❣❡❤t ❡s ❞❛r✉♠✱ ❞✐❡ ❞♦♣♣❡❧t♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ p(mu) r❛t✐♦♥❛❧
❛✉s③✉❞rü❝❦❡♥ ❞✉r❝❤ p(u)✱ ✇♦❜❡✐m ❡✐♥❡ r❛t✐♦♥❛❧❡ ❩❛❤❧ s❡✐♥ s♦❧❧ ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❤✐❡r③✉ ❲❡✲
❜❡r ✶✾✵✽✱ ✶✾✵✲✶✾✾ s♦✇✐❡ ❞❛s ❞r✐tt❡ ❇✉❝❤ ✉♥❞ ❉✐❡✉❞♦♥♥é ✶✾✽✺✱ ✹✼✶✲✹✼✸✮✳ ▲✳ ❑✐❡♣❡rt
♣❧ä❞✐❡rt❡ ❢ür ❞✐❡ ✈♦♥ ❑✳ ❲❡✐❡rstr❛ÿ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥❡ ◆♦r♠❛❧❢♦r♠ ❡❧❧✐♣t✐s❝❤❡r ■♥t❡❣r❛❧❡

ˆ

dx
√

R(x)
=

ˆ

dp
√

4p3 − g2p− g3

✇♦❜❡✐ R(x) = Ax4 + 4Bx3 + 6Cx2 + 4B′x + A′ ✉♥❞ g2 = AA′ − 4BB′ + 3C s♦✇✐❡
g3 = ACA′ + 2BCB′ − C3 − AB′2 − A′B2 s❡✐♥ s♦❧❧✳ ❍✐❡r✈♦♥ ❛✉s❣❡❤❡♥❞ ✇✐r❞ ❡✐♥❡
▼❡t❤♦❞❡ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t ③✉r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r s✐♥❣✉❧är❡♥ ■♥✈❛r✐❛♥t❡♥ ✭❞❛s s✐♥❞ ❞✐❡❥❡♥✐❣❡♥
❩❛❤❧❡♥✱ ❢ür ❞✐❡ ❞✐❡ ❦♦♠♣❧❡①❡ ▼✉❧t✐♣❧✐❦❛t✐♦♥ ♠ö❣❧✐❝❤ ✐st✱ ❢ür ❞✐❡ ❛❧s♦ ❡✐♥❡ r❛t✐♦♥❛❧❡
❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❡①✐st✐❡rt✮✳ ❉✐❡s❡ ❧✐❡❢❡rt ❛✉❝❤ ❡✐♥❡♥ ❩✉❣❛♥❣ ③✉r ✭✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥✮ ❉✐s❦r✐♠✐✲
♥❛♥t❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣✳
❙❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡♥ ❇❡③✐❡❤✉♥❣❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❲✉r③❡❧♥ ❞❡r ❉✐s✲

❦r✐♠✐♥❛♥t❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣✱ ❛❧s♦ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ s✐♥❣✉❧är❡♥ ■♥✈❛r✐❛♥t❡♥✱ ❞✐s❦✉t✐❡rt✱ ❞✐❡ ❞✐❡
●❡st❛❧t s♦❣❡♥❛♥♥t❡r ❆❜❡❧s❝❤❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❤❛❜❡♥✳ ❩✉ ❇❡❞❡✉t✉♥❣ ✉♥❞ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣s✲
st❛♥❞ ❞❡r ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r ❦♦♠♣❧❡①❡♥ ▼✉❧t✐♣❧✐❦❛t✐♦♥ ❜❡♠❡r❦t ❞❡r ❱♦rtr❛❣❡♥❞❡✿ ✒❖❜✇♦❤❧
♠❛♥ ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✉♥❞ ❞✐❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❞✐❡s❡r s✐♥❣✉❧är❡♥ ■♥✈❛r✐❛♥t❡♥ ✉♥❞ ▼♦✲
❞✉❧❡✱ ❢ür ✇❡❧❝❤❡ ❦♦♠♣❧❡①❡ ▼✉❧t✐♣❧✐❦❛t✐♦♥ st❛tt✜♥❞❡t✱ ✈♦♥ ❣r♦ss❡♠ ■♥t❡r❡ss❡ ✐st ❢ür
❞✐❡ ❆♥❛❧②s✐s✱ ❢ür ❞✐❡ ❩❛❤❧❡♥t❤❡♦r✐❡ ✉♥❞ ❢ür ❞✐❡ ❆❧❣❡❜r❛✱ s♦ ✐st tr♦t③❞❡♠ ❛✉❢ ❞✐❡s❡♠
●❡❜✐❡t❡ ✈❡r❤ä❧t♥✐s♠äss✐❣ ✇❡♥✐❣ ❣❡❛r❜❡✐t❡t ✇♦r❞❡♥✑ ✭❚❇✱ ✷✷✮✳ ❉❛s s♦❧❧t❡ s✐❝❤ ❜❛❧❞ ä♥✲
❞❡r♥✳ ❙♦ ❡r❣r✐✛ ❍✳ ❲❡❜❡r✱ ❡✐♥❡r ❞❡r ✇✐❝❤t✐❣st❡♥ Pr♦t❛❣♦♥✐st❡♥ ❞✐❡s❡r ❚❤❡♦r✐❡✱ ✶✽✽✺
❞❛s ❲♦rt ③✉ ❞✐❡s❡♠ ❚❤❡♠❛✳
❙✳ ●ü♥t❤❡r ❢ü❤rt❡ ✐♥ s❡✐♥❡♠ ❇❡✐tr❛❣ ✒♣❛r❛❜♦❧✐s❝❤❡ ❚r✐❣♦♥♦♠❡tr✐❡✑✱ ❡✐♥❡ ■❞❡❡ ❞❡s

❊♥❣❧ä♥❞❡r ❏❛♠❡s ❇♦♦t❤✱ ❛✉s✱ ✇✐❡ ♠❛♥ ❛✉s ❞❡♠ ❆❞❞✐t✐♦♥st❤❡♦r❡♠ ❢ür ❡❧❧✐♣t✐s❝❤❡ ■♥t❡✲
❣r❛❧❡ ✭❲❡❜❡r ✶✾✵✽✱ ✹✸✲✹✾ ♦❞❡r ❉✐❡✉❞♦♥♥é ✶✾✽✺✱ ✹✷✼✲✹✸✷✮ ❣♦♥✐♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣❡♥
✉♥❞ ❆❞❞✐t✐♦♥st❤❡♦r❡♠❡ ❢ür ❞✐❡ ❍②♣❡r❜❡❧❢✉♥❦t✐♦♥ ❣❡✇✐♥♥❡♥ ❦❛♥♥✳ ❊✐♥❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣
❤✐❡r✈♦♥ ✇✐r❞ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❧♦❣♦③②❦❧✐s❝❤❡♥ ❑✉r✈❡✱ ❤❡✉t❡ ♠❡✐st ❙tr♦♣❤♦✐❞❡ ❣❡♥❛♥♥t✱

❣❡st❡✉❡rt ❤❛t✱ ✇❛r ❡✐♥❡r ❞❡r ❡✐♥✢✉ssr❡✐❝❤st❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❞✐❞❛❦t✐❦❡r ❞❡s ✶✾✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rts✿ ❑❛r❧
❍❡✐♥r✐❝❤ ❙❝❤❡❧❧❜❛❝❤ ✭✶✽✵✹✲✶✽✾✷✮ ✇❛r ❛❜ ✶✽✹✸ ▼✐t❣❧✐❡❞ ❞❡r ✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡♥ Prü❢✉♥❣s❦♦♠♠✐ss✐✲
♦♥ ✐♥ Pr❡✉ÿ❡♥ ✉♥❞ ❧❡✐t❡t❡ ❛❜ ✶✽✺✺ ❡✐♥ ❜❡rü❤♠t❡s ❆✉s❜✐❧❞✉♥❣s✐♥st✐t✉t ❢ür ▲❡❤r❡r ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦
✉♥❞ P❤②s✐❦ ✐♥ ❇❡r❧✐♥✳ ❩✉ ❙❝❤❡❧❧❜❛❝❤ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ♠❛♥ ▼ü❧❧❡r ✶✾✵✺✳

✹✷



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

❛✉❢ ❞✐❡ ❣r❛♣❤✐s❝❤❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ♥❛tür❧✐❝❤❡♥ ▲♦❣❛r✐t❤♠❡♥ ✈♦r❣❡♥♦♠♠❡♥✳ ❩✉♠ ❆❜✲
s❝❤❧✉ss ✈❡r✇✐❡s ❞❡r ❱♦rtr❛❣❡♥❞❡ ❛✉❢ s❡✐♥❡ ✉♠❢❛ss❡♥❞❡ ▼♦♥♦❣r❛♣❤✐❡ ③✉ ❞✐❡s❡♠ ❚❤❡♠❛✳
■♥ ❊✐s❡♥❛❝❤ ✶✽✽✷ ❣❛❜ ❡s ③✇❡✐ ❘❡❢❡r❛t❡ ③✉r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✿ ❍❡r♠❛♥♥ ❲❡✐s✲

s❡♥❜♦r♥✱ ❞❡r ❞✉r❝❤ ❡✐♥✐❣❡ ❤✐st♦r✐s❝❤❡ ❆r❜❡✐t❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ❆❜❤❛♥❞❧✉♥❣❡♥ ③✉r ●❡s❝❤✐❝❤t❡

❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✭❇❞✳ ✷✱ ✶✽✽✵✮ ❜❡❦❛♥♥t ❣❡❜❧✐❡❜❡♥ ✐st✱ ❧✐❡❢❡rt❡ ❡✐♥❡♥ ❇❡✐tr❛❣ ③✉r ❇❡❛♥t✲
✇♦rt✉♥❣ ❞❡r ❋r❛❣❡✿ ✒❲✐❡ ✈❡r❢✉❤r❡♥ ❞✐❡ ❆r❛❜❡r ❜❡✐ ❞❡r ❇❡❛r❜❡✐t✉♥❣ ✉♥❞ ❜❡✐ ❞❡r Ü❜❡r✲
s❡t③✉♥❣ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❙❝❤r✐❢t❡♥❄✑ ✭❤✐❡r✈♦♥ ✐st ♥✉r ❞❡r ❚✐t❡❧ ❜❡❦❛♥♥t✮ ✉♥❞ ❊✳ ▼❛❤❧❡r
ä✉ÿ❡rt❡ s✐❝❤ ③✉♠ ✒❚❛❧♠✉♥❞ ❛❧s ◗✉❡❧❧❡ ❢ür ❞✐❡ ●❡s❝❤✐❝❤t❡ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✑✱ ✇♦❜❡✐
❡r ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡s ❲✐ss❡♥ s❝❤✐❧❞❡rt❡ ✭③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ✸ ❛❧s ◆ä❤❡r✉♥❣s✇❡rt ❢ür ❞✐❡ ❑r❡✐s✲
③❛❤❧✮✱ ❞❛s s✐❝❤ ✐♠ ❚❛❧♠✉♥❞ ✜♥❞❡t✳ ❊r st❡❧❧t❡ ❞✐❡ ✈♦♥ ❍✳ ❙❝❤❛♣✐r❛✷✺ ❛♥❣❡❣r✐✛❡♥❡ ❚❤❡s❡
❛✉❢✱ ✐♠ ❚❛❧♠✉♥❞ ✇❡r❞❡ ♥♦❝❤ ♥✐❝❤t ③✇✐s❝❤❡♥ ❑r❡✐s✢ä❝❤❡ ✉♥❞ ✲✉♠❢❛♥❣ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❡♥✳
❲❡✐t❡r ❢ü❤rt❡ ❡r ❛✉s✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❜❡✐ ❞❡♥ ❑♦♠♠❡♥t❛t♦r❡♥ ❇❛❧❡❤✲❚♦s❢❡t❤ ✭✶✶✹✵✲✶✸✹✵✮
❡✐♥ ❇❡✇❡✐s ❞❡s ❙❛t③❡s ✒❊✐♥ ❞❡♠ ❑r❡✐s ✉♠❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡s ◗✉❛❞r❛t ✐st ❛♥ ❋❧ä❝❤❡♥✐♥❤❛❧t
✉♠ 1

4 ❣röÿ❡r ❛❧s ❞❡r ❑r❡✐s✑ ❞✉r❝❤ ❙✉♠♠✐❡r✉♥❣ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ❦❧❡✐♥❡r ❋❧ä❝❤❡♥str❡✐❢❡♥ ③✉
❡✐♥❡♠ ❡♥❞❧✐❝❤❡♥ ❋❧ä❝❤❡♥stü❝❦ ✜♥❞❡✳ ❉✐❡s❡r ❇❡✇❡✐s ✇✉r❞❡ ❞❛♥♥ ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤ ❞❛r❣❡❧❡❣t✳
❆✉❝❤ ✐♥ ❊✐s❡♥❛❝❤ tr✉❣ ❍✳ ❙❝❤❛♣✐r❛ ✈♦r✱ ❞✐❡s♠❛❧ ü❜❡r ❡✐♥❡ ✒❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡r ❇❡❣r✐✛❡

❞❡r ❛r✐t❤♠❡t✐s❝❤❡♥ ●r✉♥❞♦♣❡r❛t✐♦♥❡♥✑✳
❊✐♥ ❜❡❞❡✉t❡♥❞❡s ❊r❡✐❣♥✐s ✐♥ ❞❡r ●❡s❝❤✐❝❤t❡ ❞❡r ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡ s♣✐❡❣❡❧t❡

s✐❝❤ ✈❡r♠✉t❧✐❝❤ ✐♥ ❞❡♠ ❱♦rtr❛❣ ✈♦♥ ❍✳ ❲❡❜❡r ✇✐❞❡r✱ ❞❡r ü❜❡r ❞✐❡ ✒❆✉s❞❡❤♥✉♥❣ ❞❡r ❢ür
r❛t✐♦♥❛❧❡ ❋✉♥❝t✐♦♥❡♥ ❣❡❧t❡♥❞❡♥ ❙ät③❡ ❛✉❢ ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡ ❋✉♥❝t✐♦♥❡♥ ♠✐tt❡❧st ❊✐♥❢ü❤✲
r✉♥❣ ❞❡s ❇❡❣r✐✛❡s ❞❡s ■❞❡❛❧s✑ s♣r❛❝❤✳ ❉❛❜❡✐ ❞ür❢t❡ ❍✳ ❲❡❜❡r ❡✐♥❡ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣
s❡✐♥❡r ✐♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❏❛❤r ❡rs❝❤✐❡♥❡♥❡♥✱ ③✉s❛♠♠❡♥ ♠✐t ❘✳ ❉❡❞❡❦✐♥❞ ❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡♥ ❆r✲
❜❡✐t ü❜❡r ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❣❡❣❡❜❡♥ ❤❛❜❡♥✱ ✐♥ ❞❡r ❡s ❞❡♥ ❆✉t♦r❡♥ ❡rst♠❛❧✐❣
❣❡❧❛♥❣✱ ❞✐❡ ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡♥ ❇❡✲
❣r✐✛❡♥ r❡✐♥ ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤ ✭✈♦r ❛❧❧❡♠ ♠✐t ❞❡♠ ❛✉❢ ❊✳ ❊✳ ❑✉♠♠❡r ③✉rü❝❦❣❡❤❡♥❞❡♥✱ ✈♦♥
❘✳ ❉❡❞❡❦✐♥❞ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤ ✇❡✐t❡r❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡♥ ❇❡❣r✐✛ ❞❡s ■❞❡❛❧s✮ ❛✉❢③✉❜❛✉❡♥ ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡
●❡②❡r ✶✾✽✶ ✉♥❞ ❲❡❜❡r ✶✾✵✽✱ ✺✳ ❇✉❝❤✮✳ ❏✳ ❉✐❡✉❞♦♥♥é s❝❤r❡✐❜t ③✉r ❇❡❞❡✉t✉♥❣ ❞✐❡s❡r
❆r❜❡✐t✿

✒❉❛s ❩✐❡❧ ❞❡r ❆r❜❡✐t ✈♦♥ ❉❡❞❡❦✐♥❞✲❲❡❜❡r ✇❛r ✇❡s❡♥t❧✐❝❤ ❜❡❣r❡♥③t❡r ❬❛❧s♦
❞❛s❥❡♥✐❣❡ ✈♦♥ ▲✳ ❑r♦♥❡❝❦❡r❀ ❑✳❱✳❪❀ s✐❡ ❜❡s❝❤rä♥❦t❡♥ s✐❝❤ ❛✉❢ ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡
❑✉r✈❡♥ ✉♥❞ ♥❛❤♠❡♥ s✐❝❤ ✈♦r✱ r❡✐♥ ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡ ❇❡✇❡✐s❡ ❢ür ❛❧❧❡ ❛❧❣❡❜r❛✐✲
s❝❤❡♥ ❙ät③❡ ❘✐❡♠❛♥♥s ③✉ ❣❡❜❡♥✳ ■❤r❡ ❜❡♠❡r❦❡♥s✇❡rt❡ ❖r✐❣✐♥❛❧✐tät ✭❞✐❡
✐♥ ❞❡r ❣❡s❛♠t❡♥ ●❡s❝❤✐❝❤t❡ ❞❡r ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡ ♥✉r ♥♦❝❤ ✈♦♥
❞❡r ❘✐❡♠❛♥♥s ü❜❡rtr♦✛❡♥ ✇✐r❞✮ ❢ü❤rt s✐❡ ❞❛③✉✱ ❡✐♥❡ ❘❡✐❤❡ ✈♦♥ ❇❡❣r✐✛❡♥
❡✐♥③✉❢ü❤r❡♥✱ ❞✐❡ ❢ür ❞❛s ♠♦❞❡r♥❡ ❩❡✐t❛❧t❡r ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧t❡♥✑
✭❉✐❡✉❞♦♥♥é ✶✾✼✹✱ ✻✶✮✳

❙❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ tr❡✛❡♥ ✇✐r ♥♦❝❤ ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ③✇❡✐t❡♥✱ ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❡♦♠❡tr✐❡ ❣❡✇✐❞♠❡✲
t❡♥ ❇❡✐tr❛❣ ✈♦♥ ❊✳ ▼❛❤❧❡r ✒❯❡❜❡r ❞✐❡ Pr✐♥❝✐♣✐❡♥ ❞❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❋❧ä❝❤❡♥t❤❡♦r✐❡
✉♥❞ ❞❡r❡♥ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❛✉❢ ❞✐❡ ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r ❤ö❤❡r❡♥ ▼❛♥♥✐❣❢❛❧t✐❣❦❡✐t❡♥✱ ❡✐♥❡ ♥❡✉❡
❇❡❣rü♥❞✉♥❣ ❞❡r ❑rü♠♠✉♥❣st❤❡♦r✐❡ ❞❡r ❋❧ä❝❤❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ❤ö❤❡r❡♥ ▼❛♥♥✐❣❢❛❧t✐❣❦❡✐✲
t❡♥✑✳ ❉✐❡s❡r ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤ ✐♠ ❚❛❣❡❜❧❛tt ❞♦❦✉♠❡♥t✐❡rt❡ ❱♦rtr❛❣ ✈❡rs✉❝❤t❡✱ ❞✐❡ ✈♦♥ ❈✳ ❋✳
✷✺❍✳ ❙❝❤❛♣✐r❛ ❤❛t s❡❧❜st ü❜❡r ä❤♥❧✐❝❤❡ ❚❤❡♠❡♥ ✈❡rö✛❡♥t❧✐❝❤t✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ü❜❡r ❞✐❡ ❡rst❡ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡

❙❝❤r✐❢t ✐♥ ❤❡❜rä✐s❝❤❡r ❙♣r❛❝❤❡ ✭❙❝❤❛♣✐r❛ ✶✽✽✵✮✳

✹✸



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

●❛✉ÿ ✐♥ s❡✐♥❡♥ ✒❉✐sq✉✐s✐t✐♦♥❡s ❣❡♥❡r❛❧❡s ❝✐r❝❛ s✉♣❡r✜❝✐❡s ❝✉r✈❛s✑ ✭✶✽✷✼✮ ❣❡❢✉♥❞❡♥❡♥
❊r❣❡❜♥✐ss❡ ✐♥ ③✇❡✐❡r❧❡✐ ❍✐♥s✐❝❤t ③✉ ✈❡r❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r♥✿ ❩✉♠ ❡✐♥❡♥ ❧❡✐t❡t ❊✳ ▼❛❤❧❡r ❞✐❡
❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❋♦r♠❡❧♥ ✭✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❞✐❡ ❊✉❧❡rs❝❤❡♥ ❙ät③❡✮ ✐♥ ♥✐❝❤tr❡❝❤t✇✐♥❦❧✐❣❡♥
❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ❤❡r❀ ③✉♠ ❛♥❞❡r❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❘❡s✉❧t❛t❡ ❛✉❢ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ▼❛♥✲
♥✐❣❢❛❧t✐❣❦❡✐t❡♥ ü❜❡rtr❛❣❡♥ ✭③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❞✐❡ ●❛✉ÿs❝❤❡ ❋♦r♠❛❧❡ ❢ür ❞✐❡ ❑rü♠♠✉♥❣
K✮✳
❊✐♥ ◆♦✈✉♠ ❞❡r ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ❋r❡✐❜✉r❣ ✶✽✽✸ ✐st ❞✐❡ ❚❛ts❛❝❤❡✱ ❞❛ss ❤✐❡r ●❡✲

♦r❣ ❈❛♥t♦r ❡✐♥ ❘❡❢❡r❛t ü❜❡r s❡✐♥❡ ♥❡✉❣❡s❝❤❛✛❡♥❡ ▼❡♥❣❡♥❧❡❤r❡✱ ❣❡♥❛✉❡r ❣❡s❛❣t✱ ❡✐♥❡
tr❛♥s✜♥✐t❡ ❆r✐t❤♠❡t✐❦✱ ❤✐❡❧t ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❞✐❡s❡♥ Pr♦❜❧❡♠❦r❡✐s ✐♥ ❞❡♥ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❙❡❦✲
t✐♦♥ ❡✐♥❢ü❤rt❡✳ ❙❡✐♥ ❚✐t❡❧ ❧❛✉t❡t❡✿ ✒❯❡❜❡r ❞✐❡ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤❡♥ ❣❛♥③❡♥ r❡❛❧❡♥ ❩❛❤❧❡♥ ✉♥❞
✐❤r❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r✑✳ ❇❡♠❡r❦❡♥s✇❡rt ✐st ❞✐❡ ❈❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r tr❛♥s✜♥✐t❡♥
❖r❞✐♥❛❧③❛❤❧❡♥✱ ✈♦♥ ❞❡♥❡♥ ❞❡r ❱♦rtr❛❣ ✐♠ ❲❡s❡♥t❧✐❝❤❡♥ ❤❛♥❞❡❧t❡✱ ❛❧s r❡❛❧❡ ❩❛❤❧❡♥✱
✇❛s ❞❡r❡♥ ❆♥s♣r✉❝❤ ❛✉❢ ✬✈♦❧❧❡s ❇ür❣❡rr❡❝❤t✬ ✭❞❛s ❈✳ ❋✳ ●❛✉ÿ ❡✐♥st ❢ür ❞✐❡ ❦♦♠✲
♣❧❡①❡♥ ❩❛❤❧❡♥ r❡❦❧❛♠✐❡rt❡✮ ✐♠ ❘❡✐❝❤ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ♠✐t ◆❛❝❤❞r✉❝❦ ✉♥t❡rstr❡✐❝❤t✳
❉❛s ③✇❡✐t❡ ❚❤❡♠❛✱ ❞❛s ❞❡r ❍❛❧❧❡♥s❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r ✐♥ s❡✐♥❡♠ ❇❡✐tr❛❣ ❛♥s❝❤♥✐tt✱
✇❛r ❞✐❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❑♦♥t✐♥✉✉♠s✳ ❉✐❡s❡s ✇✐r❞ ✈♦♥ ✐❤♠ ❜❡st✐♠♠t ❛❧s ✒❡✐♥❡ ♣❡r❢❡❝t✲
③✉s❛♠♠❡♥❤ä♥❣❡♥❞❡ ▼❛♥♥✐❣❢❛❧t✐❣❦❡✐t ✈♦♥ P✉♥❦t❡♥✑ ✭❆❇✱ ✺✼✮✳ ❍✐❡r❜❡✐ ✇✐r❞ ❞❡✉t❧✐❝❤✱
❞❛ss ●✳ ❈❛♥t♦r ♥✐❝❤t ♥✉r ❞❡r ❇❡❣rü♥❞❡r ❞❡r ▼❡♥❣❡♥❧❡❤r❡ s♦♥❞❡r♥ ❛✉❝❤ ❞❡r ♠❡♥✲
❣❡♥t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ ❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❣❡✇❡s❡♥ ✐st✳ P❡r❢❡❦t ❜❡❞❡✉t❡t ❜❡✐ ✐❤♠✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❢r❛❣❧✐❝❤❡
▼❡♥❣❡ ♠✐t ✐❤r❡r ❡rst❡♥ ❛❜❣❡❧❡✐t❡t❡♥ ▼❡♥❣❡ ✭❞❛s ❤❡✐ÿt✱ ♠✐t ❞❡r ▼❡♥❣❡ ✐❤r❡r ❍ä✉✲
❢✉♥❣s♣✉♥❦t❡✮ ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠t❀ ③✉s❛♠♠❡♥❤ä♥❣❡♥❞ ❤❡✐ÿt ❡✐♥❡ ▼❡♥❣❡✱ ✇❡♥♥ ③✇❡✐ ❜❡❧✐❡✲
❜✐❣❡ ✐❤r❡r P✉♥❦t❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ P♦❧②❣♦♥③✉❣ ✈❡r❜✐♥❞❜❛r s✐♥❞ ✭♠✐t ❣❡✇✐ss❡♥ ③✉sät③❧✐❝❤❡♥
❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✲ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ P✉r❦❡rt✲■❧❣❛✉❞s ✶✾✽✼✱ ✻✽❢✳✮✳ ❆❜s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❤❡✐ÿt ❡s ✐♥ ❈❛♥✲
t♦rs ❇❡✐tr❛❣✿ ✒❉✐❡s❡r ❱♦rtr❛❣ ❣✐❜t ❍❡rr♥ Pr♦❢✳ ❙t♦❧③ ❱❡r❛♥❧❛ss✉♥❣✱ ❡✐♥❡ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞❡
▼✐tt❡✐❧✉♥❣ ❛♥③✉♠❡❧❞❡♥✑ ✭❆❇✱ ✺✼✮✳ ▲❡✐❞❡r ✇✐r❞ ♥✐❝❤t ❞❡✉t❧✐❝❤✱ ✇♦r✐♥ ❞✐❡s❡ ❱❡r❛♥❧❛s✲
s✉♥❣ ❜❡st❛♥❞❀ ❞❡♥❦❜❛r ✐st ❡s✱ ❞❛ss ❈❛♥t♦r ❣❡❣❡♥ ❞✐❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ❦❧❡✐♥❡r
●röÿ❡♥ ♣♦❧❡♠✐s✐❡rt❡ ✭✇❡❧❝❤❡ ❡r ✐♠ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ③✉ ❞❡♥ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ❣r♦ÿ❡♥ ❩❛❤❧❡♥ str✐❦t
❛❜❧❡❤♥t❡✮✱ ❞❡r❡♥ ❩✉❧äss✐❣❦❡✐t ❞❛♥♥ ❖✳ ❙t♦❧③ ✐♥ s❡✐♥❡♥ ❆✉s❢ü❤r✉♥❣❡♥ ✒Ü❜❡r ❡✐♥ ❆①✐♦♠
❞❡s ❆r❝❤✐♠❡❞❡s✑ ✐♠ ❙✐♥♥❡ ✈♦♥ ❧♦❣✐s❝❤❡r ❑♦♥s✐st❡♥③ ♥❛❝❤③✉✇❡✐s❡♥ s✉❝❤t❡✳ ■♥ ❞❡ss❡♥
❇❡✐tr❛❣ ❣✐♥❣ ❡s ♥❡❜❡♥ ❡✐♥✐❣❡♥ ❤✐st♦r✐s❝❤❡♥ ❍✐♥✇❡✐s❡♥ ✉♠ ❞✐❡ ❋r❛❣❡✱ ✒♦❜ ❞✐❡s❡r ❙❛t③
❬❞❛s ✐st ❞❛s ❆r❝❤✐♠❡❞✐s❝❤❡ ❆①✐♦♠❀ ❑✳❱✳❪ ❛✉s ❞❡♥ ü❜r✐❣❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ ❣❡♥❛♥♥t❡♥ ●rö✲
ÿ❡♥ ✭❞❛ss s✐❡ ✉♥t❡r ❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❣❧❡✐❝❤❜❛r s❡✐❡♥✱ ❛❞❞✐rt ✉♥❞ s✉❜tr❛❤✐rt✱ ❡♥❞❧✐❝❤ ✐♥
❣❧❡✐❝❤❡ ✉♥❞ ♠✐t ✐❤♥❡♥ ❣❧❡✐❝❤❛rt✐❣❡ ❚❤❡✐❧❡ ③❡r❧❡❣t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✮ ❛❜❣❡❧❡✐t❡t ✇❡r❞❡♥
❦❛♥♥ ♦❞❡r ♥✐❝❤t✑ ✭❚❇✱ ✺✼✮✳ ❉✐❡s❡ ✇✐r❞ ✉♥t❡r ❇❡r✉❢✉♥❣ ❛✉❢ P❛✉❧ ❉✉ ❇♦✐s✲❘❡②♠♦♥❞
✭✶✽✸✶✲✶✽✽✾✮ ♥❡❣❛t✐✈ ❜❡s❝❤✐❡❞❡♥ ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❉✉ ❇♦✐s✲❘❡②♠♦♥❞ ✶✽✼✼✮✱ ✇❡✐❧ ❥❡♥❡r ❣❡✲
③❡✐❣t ❤❛❜❡✱ ❞❛ss ✒❡✐♥ ●röss❡♥s②st❡♠ ❡①✐st✐rt✱ ❞❛s ❞❡♥ s♦❡❜❡♥ ❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❋♦r❞❡r✉♥❣❡♥
❣❡♥ü❣t✱ ♦❤♥❡ ❞❛ss ❞❡r ✐♥ ❘❡❞❡ st❡❤❡♥❞❡ ❙❛t③ ❡r❢ü❧❧t ✐st✑ ✭❚❇✱ ✺✼✮✳ ❉✐❡s❡s ❙②st❡♠
✇✐r❞ ✈♦♥ ❖✳ ❙t♦❧③ ❛❧s ✒❯♥❡♥❞❧✐❝❤ ❞❡r r❡❡❧❧❡♥ ❋✉♥❝t✐♦♥❡♥✑ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t❀ ❤❡✉t❡ ✐st ❡s
❡❤❡r ✉♥t❡r ❞❡r ❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣ ■♥✜♥✐tär❦❛❧❦ü❧ ❣❡❧ä✉✜❣ ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❤✐❡r③✉ ❞✐❡ ♠♦❞❡r♥❡
❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❍❛r❞② ✶✾✶✵✮✳ ●röÿ❡♥✱ ❞✐❡ ❞❛s ❆r❝❤✐♠❡❞✐s❝❤❡ ❆①✐♦♠ ❡r❢ü❧❧❡♥✱ ✇❡r❞❡♥
❧✐♥❡❛r❡ ●röÿ❡♥ ❣❡♥❛♥♥t✳ ❉✐❡ ■❞❡❡ ♥✐❝❤t❛r❝❤✐♠❡❞✐s❝❤❡r ●röÿ❡♥s②st❡♠❡ ✇✉r❞❡ ❣❡❣❡♥
❊♥❞❡ ❞❡s ✶✾✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rts ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥t❧✐❝❤ ✇✐❡❞❡r ❛✉❢❣❡❣r✐✛❡♥✱ s♦ ✐♠ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥
❑♦♥t❡①t ❞✉r❝❤ ●✉✐s❡♣♣❡ ❱❡r♦♥❡s❡ ✭✶✽✺✹✲✶✾✶✼✮✱ ❚✉❧❧✐♦ ▲❡✈✐✲❈✐✈✐t❛ ✭✶✽✽✻✲✶✾✼✶✮ ✉♥❞
❉❛✈✐❞ ❍✐❧❜❡rt s♦✇✐❡ ▼❛① ❉❡❤♥ ✭✶✽✼✽✲✶✾✺✷✮✳ ■♥s❣❡s❛♠t st❡❧❧t ❖✳ ❙t♦❧③✬ ❇❡✐tr❛❣ ❡✐♥

✹✹



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

❜❡♠❡r❦❡♥s✇❡rt ❢rü❤❡s ❇❡✐s♣✐❡❧ ♠♦❞❡❧❧t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ ❉❡♥❦❡♥s ❞❛r✳
■♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡ ✜♥❞❡♥ ✇✐r ❡✐♥❡♥ ❱♦rtr❛❣ ✈♦♥ ❈❤r✳ ❲✐❡♥❡r ✒❯❡❜❡r ❡✐✲

♥❡ ❡✐♥❢❛❝❤ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❜❡❧✐❡❜✐❣ ✈✐❡❧❡r ❈✉r✈❡♥ ❡✐♥❡s ❇üs❝❤❡❧s ♦❞❡r ❡✐♥❡r ❙❝❤❛r ✈♦♥
❑❡❣❡❧s❝❤♥✐tt❡♥✑✳ ■♠ ❋❛❧❧❡ ❞❡r ❙❝❤❛r ❜❡r✉❤t ❞✐❡ ❢r❛❣❧✐❝❤❡ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥ ❛✉❢ ❞❡♠ ❙❛t③✱

✒❞❛ss✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❛✉s ❞❡♥ ▼✐tt❡❧♣✉♥❦t❡♥ A✱ A1 ③✇❡✐❡r ✐♥✈♦❧✉t♦r✐s❝❤❡r
❙tr❛❤❧❡♥❜üs❝❤❡❧✱ ❞❡r❡♥ ③✉❣❡♦r❞♥❡t❡ ❙tr❛❤❧❡♥ ✐♥ ❇❡③✉❣ ❛✉❢ ❛❧❧❡ ❈✉r✈❡♥
❞❡r ❙❝❤❛r ❝♦♥❥✉❣✐rt s✐♥❞✱ ❙tr❛❤❧❡♥ ③✐❡❤t✱ ✈♦♥ ❞❡♥❡♥ ③✇❡✐ s✐❝❤ ❛✉❢ ❡✐♥❡r
✈♦♥ ③✇❡✐ ✈❡r③❡✐❝❤♥❡t❡♥ ❈✉r✈❡♥ ❞❡r ❙❝❤❛r s❝❤♥❡✐❞❡♥✱ ❡✐♥ ◆❡t③ ✈♦♥ ❡✐♥❢❛✲
❝❤❡♥ ❱✐❡r❡❝❦❡♥ ❡♥tst❡❤t✱ ✐♥ ✇❡❧❝❤❡♠ ❥❡ ③✇❡✐ ●❡❣❡♥❡❝❦❡♥ ❡✐♥❡r ❞❡r ❈✉r✈❡♥
❛♥❣❡❤ör❡♥✳ ❲❡♥ ❡✐♥ r❡❣❡❧♠äss✐❣❡s ◆❡t③ ❡♥tst❡❤❡♥ s♦❧❧✱ s♦ ❤❛t ♠❛♥ ③✇❡✐
❜❡♥❛❝❤❜❛rt❡✱ ✐♥ ✐❤r❡r ✈♦r❤❡rrs❝❤❡♥❞❡♥ ❊rstr❡❝❦✉♥❣ ♦❞❡r ❣❛♥③ ❣❧❡✐❝❤❧❛✉✲
❢❡♥❞❡ ❆✉s❣❛♥❣s❝✉r✈❡♥ ③✉ ✇ä❤❧❡♥✑ ✭❚❇✱ ✺✺✮✳

▲✉❞✇✐❣ ❙t✐❝❦❡❧❜❡r❣❡r✱ ❛❜ ✶✽✼✾ ✐♥ ❋r❡✐❜✉r❣ tät✐❣✱ ä✉ÿ❡rt❡ s✐❝❤ ✒❯❡❜❡r ❞✐❡ ❖❜❡r✢ä✲
❝❤❡ ❞❡s ❊❧❧✐♣s♦✐❞s✑✳ ❉❡r ❱♦rtr❛❣❡♥❞❡ ✇✐❡s ❡✐♥❣❛♥❣s ❞❛r❛✉❢ ❤✐♥✱ ❞❛ss ✐♥ ❞❡r ❣ä♥❣✐❣❡♥
❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s♠❡t❤♦❞❡ ❢ür ❞✐❡ ❢r❛❣❧✐❝❤❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡✱ ❞✐❡ s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ❈❛t❛❧❛♥s❝❤❡ ❑♦♠✲
♣❧❛♥❛t✐♦♥s♠❡t❤♦❞❡✱ ❞✐❡ ❞r❡✐ ❆❝❤s❡♥ ❞❡r ❑ör♣❡rs ✐♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡r ❲❡✐s❡ ❡✐♥❣❡❤❡♥✱
❞❛ss ❛❧s♦ ❞✐❡ ❙②♠♠❡tr✐❡ ✈♦♥ ✈♦r♥❡ ❤❡r❡✐♥ ❣❡stört ✐st✳ ❊r ③❡✐❣t❡ ❞❛♥♥✱ ✇✐❡ ♠❛♥ ♠✐t
❍✐❧❢❡ ❡✐♥❡r ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ ③✉ s②♠♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❋♦r♠❡❧♥ ❣❡❧❛♥❣❡♥ ❦❛♥♥✳ ❩✉♠ ❙❝❤❧✉ss ✇✐r❞
❛✉s❞rü❝❦❧✐❝❤ ❛♥❣❡♠❡r❦t✿ ✒❉✐❡ ▼❡t❤♦❞❡ ❧äÿt s✐❝❤ ✉♥✈❡rä♥❞❡rt ❛♥✇❡♥❞❡♥ ❛✉❢ ❞❛s ❛♥❛✲
❧♦❣❡ Pr♦❜❧❡♠ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❘❛✉♠ ✈♦♥ n ❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥✑ ✭❚❇✱ ✺✻✮✳ ■♥ ❡✐♥❡r ❆♥♠❡r❦✉♥❣
③✉ ❞❡♠ ❣❡s❝❤✐❧❞❡rt❡♥ ❱♦rtr❛❣ ♠❛❝❤t ❆✳ ❊♥♥❡♣❡r ❞❛r❛✉❢ ❛✉❢♠❡r❦s❛♠✱ ❞❛ss ❡✐♥ ♥✐❝❤t
♥ä❤❡r ❜❡③❡✐❝❤♥❡t❡r ▲❡❜❡s❣✉❡ ✭✈❡r♠✉t❧✐❝❤ ✇❛r ❱✐❝t♦r ❆é❞✐❡ ▲❡ ❇❡s❣✉❡ ✭✶✼✾✶✲✶✽✼✺✮
❣❡♠❡✐♥t✮ ❜❡r❡✐ts ③✉ ä❤♥❧✐❝❤❡♥ ❘❡s✉❧t❛t❡♥ ❣❡❧❛♥❣t s❡✐✳
❊✐♥ ✇❡✐t❡r❡r ❇❡✐tr❛❣ ❙t✐❝❦❡❧❜❡r❣❡rs ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t❡ s✐❝❤ ♠✐r ❞❡r ❇❡③♦✉ts❝❤❡♥ ❊❧✐♠✐♥❛✲

t✐♦♥s♠❡t❤♦❞❡✷✻✳ ❉✐❡s❡ ❜❡r✉❤t ✲ s♦ ❞✐❡ ❆✉s❢ü❤r✉♥❣❡♥ ❞❡s ❱♦rtr❛❣❡♥❞❡♥ ✲ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤
❛✉❢ ❞❡r ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣ ❞❡r ❉✐✈✐s✐♦♥ ❛✉❢ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ♠❡❤r❡r❡r ❱❡rä♥❞❡r❧✐❝❤❡r✱ ✇♦❜❡✐
❞✐❡ ❣❡♥❛♥♥t❡ ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣ ✐❤r❡rs❡✐ts ✈♦♥ ❞❡r ▲ös❜❛r❦❡✐t ❡✐♥❡s ❙②st❡♠s ♥✐❝❤t ❤♦♠♦✲
❣❡♥❡r ❧✐♥❡❛r❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❛❜❤ä♥❣t✳ ▲✳ ❙t✐❝❦❡❧❜❡r❣❡r ③❡✐❣t❡✱ ❞❛ss ❞✐❡ ▲ös❜❛r❦❡✐t ✐♠
❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❣❡❣❡❜❡♥ ✐st✱ ✇❛s ❛✉s ❞❡♠ ◆❛❝❤✇❡✐s ❧❡✐❝❤t ❢♦❧❣t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❢r❛❣❧✐❝❤❡♥ ●❧❡✐✲
❝❤✉♥❣❡♥ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ s✐♥❞✳ ❙❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❤❡✐ÿt ❡s✿ ✒❊✐♥ ä❤♥❧✐❝❤❡s Pr✐♥❝✐♣ ❢ü❤rt ❞❛♥♥
✇❡✐t❡r ③✉ ❞❡♥ ❍❛✉♣t❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡r ❘❡s✉❧t❛t❡ ✉♥❞ s♣❡③✐❡❧❧ ③✉♠ ❇é③♦✉ts❝❤❡♥ ❙❛t③✑
✭❚❇✱ ✼✶✮✳ ❘✉❞♦❧❢ ▲✐♣s❝❤✐t③ s♣r❛❝❤ ✒❯❡❜❡r ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡r ❇❡r♥♦✉❧❧✐✬s❝❤❡♥ ❩❛❤❧❡♥✑✱
✇♦❜❡✐ ❡r ❋♦r♠❡❧♥ ❛♥❣❛❜✱ ♠✐t ❞❡r❡♥ ❍✐❧❢❡ ♠❛♥ ❞✐❡ ❣❛♥③③❛❤❧✐❣❡♥ ❆♥t❡✐❧❡ ❞✐❡s❡r ❩❛❤❧❡♥
❜❡r❡❝❤♥❡♥ ❦❛♥♥✳ ❲❡✐t❡r ❢♦r♠✉❧✐❡rt❡ ❡r ❡✐♥ ❑r✐t❡r✐✉♠✱ ❞❛s ❢❡st③✉st❡❧❧❡♥ ❡r❧❛✉❜t✱ ✇❛♥♥
❞✐❡s❡ ❣❛♥③③❛❤❧✐❣❡♥ ❆♥t❡✐❧❡ Pr✐♠③❛❤❧❡♥ s✐♥❞❀ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❣❛❜ ❡r ♥♦❝❤ ❛s②♠♣t♦t✐s❝❤❡
❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❣❛♥③③❛❤❧✐❣❡♥ ❆♥t❡✐❧❡ ❛♥✳
■♥ ❋♦rt❢ü❤r✉♥❣ s❡✐♥❡s ❙❛❧③❜✉r❣❡r ❱♦rtr❛❣❡s ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡ ▲✳ ❑✐❡♣❡rt ✐♥ ❋r❡✐❜✉r❣ s❡✐✲

♥❡ ❆✉s❢ü❤r✉♥❣❡♥ ü❜❡r ❡❧❧✐♣t✐s❝❤❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ✇❡✐t❡r ✉♥t❡r ❞❡♠ ❚✐t❡❧ ✒❉✐❡ ❚r❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥st❤❡♦r✐❡ ❞❡r ❡❧❧✐♣t✐s❝❤❡♥ ❋✉♥❝t✐♦♥❡♥✑✱ ✇♦❜❡✐ ❞❡r ▲❡s❡r ❛✉❢ ❞✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡
❱❡rö✛❡♥t❧✐❝❤✉♥❣ ✈❡r✇✐❡s❡♥ ✇✐r❞✳
✷✻❉✐❡s❡ ▼❡t❤♦❞❡ ❞✐❡♥t ③✉r ❊r♠✐tt❧✉♥❣ ✈♦♥ ❙❝❤♥✐tt♣✉♥❦t❡♥ ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡r ❑✉r✈❡♥ ✉♥❞ ✇❛r ✈♦♥ ❊t✐✲

❡♥♥❡ ❇é③♦✉t ✭✶✼✸✵✲✶✼✽✸✮ ❞❛③✉ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇♦r❞❡♥✱ ③✉ ③❡✐❣❡♥✱ ❞❛ss ③✇❡✐ ❑✉r✈❡♥ ✈♦♠ ●r❛❞❡ n

❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ m mn ✭♥✐❝❤t ♥♦t✇❡♥❞✐❣ r❡❡❧❧❡✮ ❙❝❤♥✐tt♣✉♥❦t❡ ❜❡s✐t③❡♥✮✳

✹✺



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

■♥ s❡✐♥❡♠ ❘❡❢❡r❛t ✒❯❡❜❡r ❞✐❡ ●röss❡♥❜❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❲✐♥❦❡❧ ✈♦♥ n ❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥✑
st❡❧❧t ❘✳ ❍♦♣♣❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❲✐♥❦❡❧s ✈♦r✿ ✒❉❡r ❲✐♥❦❡❧
✈♦♥ n ❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥ ✐st ❡✐♥ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❜❡❣r❡♥③t❡s ●❡❜✐❡t ✈♦♥ ❙tr❛❤❧❡♥ ❛✉s ❡✐♥❡♠
❈❡♥tr✉♠✳ ❉❛s ●❡❜✐❡t ✇✐r❞ ❣❡♠❡ss❡♥ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❣❧❡✐❝❤❜❡❣r❡♥③t❡ ●❡❜✐❧❞❡ r = 1 ❬r ✐st
❞❡r ❘❛❞✐✉s ❞❡r ❑✉❣❡❧❀ ❑✳❱✳❪ ✈♦♥ n−1 ❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥✑ ✭❚❇✱ ✺✻✮✳ ❉✐❡ ▼❡❤r❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✲
❣❡♦♠❡tr✐❡ s❡✐ ♥üt③❧✐❝❤✱ s♦ ❞❡r ❱♦rtr❛❣❡♥❞❡✱ ✇❡✐❧ s✐❡ ✒❡♥ts❝❤❡✐❞❡t ✳✳✳ ü❜❡r ❞✐❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣
❞❡r ❇❡❣r✐✛❡ ✉♥❞ ❙ät③❡ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡ ❞❡r ❊❜❡♥❡✱ ✐♥❞❡♠ s✐❡ ❜❡✐❞❡ ❛❧s ❙♣❡③✐❛❧❢ä❧❧❡ ❡✐✲
♥❡s ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❡♥t❤ä❧t✑ ✭❚❇✱ ✺✺✮✳ ❲❡✐t❡r ✒❡rö✛♥❡t s✐❡ ❡✐♥ ❋❡❧❞ ❢ür ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥
❛♥❛❧②t✐s❝❤❡r ❆✉s❞rü❝❦❡✑ ✭❚❇✱ ✺✺✮✳ ❙❡✐♥❡ ■♥t❡❣r❛❧❢♦r♠❡❧ ❢ür ❞❡♥ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❲✐♥✲
❦❡❧ ✈❡rst❛♥❞ ❘✳ ❍♦♣♣❡ ❛❧s ❇❡✐s♣✐❡❧ ❢ür ❡✐♥❡ ❞❡r❛rt✐❣❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❉✐❡ ●❡♦♠❡tr✐❡
❞❡s n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❘❛✉♠❡s ✇❛r ❛✉❝❤ ●❡❣❡♥st❛♥❞ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✱ ❆str♦✲
♥♦♠✐❡ ✉♥❞ ●❡♦❞äs✐❡ ❞❡r ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ▼❛❣❞❡❜✉r❣ ✶✽✽✹✳ ❱✐❝t♦r ❙❝❤❧❡❣❡❧ s♣r❛❝❤ ❞♦rt
✒❯❡❜❡r ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✉♥❞ ❙t❛♥❞ ❞❡r n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡ ♥❡❜st ❱♦r❧❡❣✉♥❣ ✈♦♥
❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ❞❡r r❡❣❡❧♠äss✐❣❡♥ ✈✐❡r❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❑ör♣❡r✑✳ ❉❡r
❇❡❣✐♥♥ ❞❡s ❙❝❤❧❡❣❡❧s❝❤❡♥ ❱♦rtr❛❣❡s ✐st ✐♥ ✈✐❡❧❡r❧❡✐ ❍✐♥s✐❝❤t ❜❡♠❡r❦❡♥s✇❡rt✱ ✇❡s❤❛❧❜
❡r ❤✐❡r ✇ört❧✐❝❤ ✇✐❡❞❡r❣❡❣❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧✿

✒❉❡r ❱♦rtr❛❣❡♥❞❡ ❧❡❣t❡ ③✉♥ä❝❤st ❞❛r✱ ✇✐❡ ❛✉s ❛♥❛❧②t✐s❝❤✲❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥
❇❡tr❛❝❤t✉♥❣❡♥ ❞✐❡ ■❞❡❡ ♠❡❤r❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡r ❘ä✉♠❡ ❣❡✇♦♥♥❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥✲
♥❡✱ ✇✐❡ ❛❜❡r ❡rst✱ s❡✐t❞❡♠ ❞❡r ❇❡❣r✐✛ ❞❡s ❡♠♣✐r✐s❝❤❡♥ ❲❡❧tr❛✉♠❡s ✈♦♥
❞❡♠ ❞❡s ❛❜str❛❝t❡♥ ❘❛✉♠❡s s✐❝❤ ③✉ s❝❤❡✐❞❡♥ ❜❡❣♦♥♥❡♥ ❤❛❜❡✱ ❥❡♥❡ ■❞❡❡
✐♥ ✐❤r❡♥ ❈♦♥s❡q✉❡♥③❡♥ ❢r❡✐ ✈❡r❢♦❧❣t ✇❡r❞❡♥ ❦♦♥♥t❡✳ ❊s ✇✉r❞❡ s♦❞❛♥♥ ❞❡r
❜❛❤♥❜r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ❛✉❢ ❞✐❡s❡♠ ●❡❜✐❡t ✈♦♥ ❇♦❧②❛✐✱ ▲♦❜❛t✲
s❝❤❡✇s❦②✱ ●r❛ss♠❛♥♥✱ ❘✐❡♠❛♥♥ ✉♥❞ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❣❡❞❛❝❤t ✉♥❞ ❣❡③❡✐❣t✱ ✇✐❡
❞✐❡ ❛♥❢❛♥❣s r❡✐♥ ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡ ❣❡❢ü❤rt❡♥ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ❛❧❧♠ä❤❧✐❝❤ ③✉ ❞❡♠
❇❡str❡❜❡♥ ❢ü❤rt❡♥✱ ❞✐❡ ❘❡s✉❧t❛t❡ ❞❡rs❡❧❜❡♥ ❛✉❝❤ ✐r❣❡♥❞✇✐❡ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤
③✉ ✈❡r❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤❡♥✳ ❊s ✇✉r❞❡ ❜❡✐ ❞✐❡s❡r ●❡❧❡❣❡♥❤❡✐t ❡rört❡rt✱ ✇✐❡ ❞✐❡
❙♣✐r✐t✐st❡♥ ❞❡♥ ❛❜str❛❝t❡♥ ✈✐❡r❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❘❛✉♠ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ♦❤✲
♥❡ ✇❡✐t❡r❡s ❛❧s ✇✐r❦❧✐❝❤ ❡①✐st✐r❡♥❞❡s ●❡❜✐❧❞❡ ❜❡tr❛❝❤t❡♥✱ ✉♠ ❞❛ss❡❧❜❡ ③✉
❡✐♥❡♠ ❙❝❤❧✉♣❢✇✐♥❦❡❧ ③✉ ♠❛❝❤❡♥✱ ❛✉s ✇❡❧❝❤❡♠ ❞✐❡ ✈❡r♠❡✐♥t❧✐❝❤❡♥ ●❡✐st❡r
✐♥ ❞❡♥ ❲❡❧tr❛✉♠ ❡✐♥❜rä❝❤❡♥✱ ✉♠ ❞♦rt ♥❛❝❤ ❱❡rü❜✉♥❣ ✈♦♥ ❛❧❧❡r❧❡✐ ❯♥✲
❢✉❣ ✇✐❡❞❡r ✐♥s ❯♥❢❛ss❜❛r❡ ③✉ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥✳ ❊s ✇✉r❞❡ ❛❜❡r ❛✉❝❤ ❞❡r ③✉
s♦❧❝❤❡♥ ❚❤❡♦r✐❡♥ ❢ü❤r❡♥❞❡ ❆♥❛❧♦❣✐❡s❝❤❧✉ss ❛❧s ❛❜s✉r❞ ♥❛❝❤❣❡✇✐❡s❡♥✳ ❉❡r
❱♦rtr❛❣❡♥❞❡ ❣❛❜ s♦❞❛♥♥ ❡✐♥❡ ❯❡❜❡rs✐❝❤t ü❜❡r ❞✐❡ ❞❛s n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ●❡✲
❜✐❡t ❜❡tr❡✛❡♥❞❡ ▲✐t❡r❛t✉r ✉♥❞ ❣✐♥❣ s♣❡❝✐❡❧❧ ❡✐♥ ❛✉❢ ❞❛s ❤❛✉♣tsä❝❤❧✐❝❤ ✈♦♥
❍❡rr♥ ❍♦♣♣❡✱ ❍❡rr♥ ❙tr✐♥❣❤❛♠ ✉♥❞ ✐❤♠ s❡❧❜st ❜❡❤❛♥❞❡❧t❡ Pr♦❜❧❡♠ ❞❡r
❞❡♥ r❡❣❡❧♠äss✐❣❡♥ P♦❧②❡❞❡r♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ●❡❜✐❧❞❡♥ ❞❡s ✈✐❡r❞✐♠❡♥s✐♦✲
♥❛❧❡♥ ❘❛✉♠❡s✑ ✭❚❇✱ ✻✽✮✳

❩✉ ❞❡♠ ❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❚❤❡♠❛ ❢♦❧❣❡♥ ❞❛♥♥ ✇❡✐t❡r❡ ❆✉s❢ü❤r✉♥❣❡♥✱ ✐♥ ❞❡♥❡♥ ❡s ❤❛✉♣tsä❝❤✲
❧✐❝❤ ✉♠ ③✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ Pr♦❥❡❦t✐♦♥❡♥ ❞❡r s❡❝❤s r❡❣✉❧är❡♥ ●❡❜✐❧❞❡ ❞❡s ✈✐❡r❞✐♠❡♥s✐♦✲
♥❛❧❡♥ ❘❛✉♠❡s ❣✐♥❣✱ s♦✇✐❡ ✉♠ ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡✱ ✐♥ ●❡st❛❧t ✈♦♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ✈♦r❣❡❢ü❤rt❡
Pr♦❥❡❦t✐♦♥❡♥ ❞❡rs❡❧❜❡♥ ❑ör♣❡r ✭❞✐❡s❡ Pr♦❥❡❦t✐♦♥❡♥ ❤❡✐ÿ❡♥ ❜❡✐ ❱✳ ❙❝❤❧❡❣❡❧ ✒❤♦♠♦❣❡✲
♥❡ ♣♦❧②❡❞r✐s❝❤❡ ❑ör♣❡r✑ ✭❚❇✱ ✻✽✮✮✷✼✳ ❆✉❢ ❞❡♥ ▲❡❣✐t✐♠❛t✐♦♥s❞r✉❝❦✱ ❞❡♠ s✐❝❤ ❞✐❡ ♥❡✉❡
✷✼❉✐❡ ❙✉❝❤❡ ♥❛❝❤ ❞❡♥ r❡❣✉❧är❡♥ ❑ör♣❡r♥ ✐♠ ✈✐❡r✲ ✉♥❞ ❤ö❤❡r❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❋❛❧❧ s❝❤❡✐♥t ✐♥ ❥❡♥❡r ❩❡✐t

✹✻



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

❇❡tr❛❝❤t✉♥❣s✇❡✐s❡ ❞❛♠❛❧s ❛✉s❣❡s❡t③t ❢ü❤❧t❡✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛✉s ❞❡r ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❇❡♠❡r❦✉♥❣
s❝❤❧✐❡ÿ❡♥✿

✒❉❡r ❱♦rtr❛❣❡♥❞❡ ✇✐❡s s❝❤❧✐❡ss❧✐❝❤ ❛✉❢ ❞❡♥ ◆✉t③❡♥ ❤✐♥✱ ❞❡♥ s♦❧❝❤❡ ♠❡❤r❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ♥✐❝❤t ♥✉r ❢ür ❞✐❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✱ s♦♥❞❡r♥ ❛✉❝❤
❢ür ✉♥s❡r❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❲❡❧t❛♥s❝❤❛✉✉♥❣ ❤❛❜❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ✉♥❞ ❣❡❞❛❝❤t❡ ❞❛❜❡✐
❛✉❝❤ ❞❡r ✈♦♥ ❩ö❧❧♥❡r ❛✉❢❣❡st❡❧❧t❡♥ ❍②♣♦t❤❡s❡ ❡✐♥❡r ♣♦s✐t✐✈❡♥ ❑rü♠♠✉♥❣
✉♥s❡r❡s ❲❡❧tr❛✉♠❡s✱ ❞✐❡ ❛❧s ❡✐♥❡ ❞❡r ❱❡r♥✉♥❢t ♥✐❝❤t ✇✐❞❡rs♣r❡❝❤❡♥❞❡✱
❛✉❝❤ ③✉r ❊r❦❧är✉♥❣ ❞❡r ❊r❤❛❧t✉♥❣ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ ✐♠ ❲❡❧tr❛✉♠ ♥♦t❤✇❡♥❞✐✲
❣❡ s❝❤❡✐♥❡♥❞❡✱ ✐♠ ❯❡❜r✐❣❡♥ ❛❜❡r ♥♦❝❤ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ✐♥ ❞❡r ▲✉❢t s❝❤✇❡❜❡♥❞❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐s✐rt ✇✉r❞❡✑ ✭❚❇✱ ✻✽✲✻✾✮✳

❱✳ ❙❝❤❧❡❣❡❧ ❜❡③✐❡❤t s✐❝❤ ❤✐❡r ❛✉❢ ❏♦❤❛♥♥ ❑❛r❧ ❋r✐❡❞r✐❝❤ ❩ö❧❧♥❡r ✭✶✽✸✹✲✶✽✽✷✮✱ ❞❡♥
❜❡❦❛♥♥t❡♥ ▲❡✐♣③✐❣❡r ❆str♦♥♦♠❡♥ ✉♥❞ P❤②s✐❦❡r✷✽✳ ❆♥❣❡♠❡r❦t s❡✐ ♥♦❝❤✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❱✳
❙❝❤❧❡❣❡❧ ✐♥ ❡✐♥❡r ❘❡✐❤❡ ✈♦♥ ❱❡rö✛❡♥t❧✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞❛r✉♠ ❜❡♠ü❤t❡✱ ❞❛s ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡
❊r❜❡ ✈♦♥ ❍❡r♠❛♥♥ ●r❛ss♠❛♥♥ ✭✶✽✵✾✲✶✽✼✼✮ ③✉ ❜❡✇❛❤r❡♥ ✉♥❞ ♣✉❜❧✐❦ ③✉ ♠❛❝❤❡♥✳
❆✉s❢ü❤r❧✐❝❤❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❜❡s✐t③❡♥ ✇✐r ❛✉❝❤ ü❜❡r ❞❡♥ ❇❡✐tr❛❣ ✒❊✐♥ ♥❡✉❡s ❚❤❡♦r❡♠
❞❡r ♣r♦❥❡❝t✐✈✐s❝❤❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡ ✈♦♥ n ❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥✑ ❞❡s ❚ü❜✐♥❣❡rs ❋r❛♥③ ▼❡②❡r✳ ❉❡r
s❡❤r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❙❛t③✱ s♦ ❞❡r ❱♦rtr❛❣❡♥❞❡✱ ❞❡r ✈♦r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧t❡✱ ✇✉r❞❡ ❞✉r❝❤
❡✐♥ ❆♥❛❧♦❣♦♥ ✐♥ ❞❡r ❣❡✇ö❤♥❧✐❝❤❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡ ❡r❧ä✉t❡rt✳ ❉✐❡s❡s ❜❡s❛❣t✿

✒❙❝❤♥❡✐❞❡t ♠❛♥ ❡✐♥ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡s✱ rä✉♠❧✐❝❤❡s ❋ü♥❢❡❝❦ ♠✐t ❡✐♥❡r ❊❜❡♥❡ e1✱
s♦ ✐st ❞✐❡ s♦ ❡♥tst❡❤❡♥❞❡ ✬r❡❣❡❧♠äss✐❣❡ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✬ e ✈♦♥ ✶✵ P✉♥❦t❡♥
P ✉♥❞ ✶✵ ●❡r❛❞❡♥ p ✬③✉ s✐❝❤ s❡❧❜st ♣♦❧❛rr❡❝✐♣r♦❦✬ ✐♥ ❇❡③✉❣ ❛✉❢ ❡✐♥❡♥
❜❡st✐♠♠t❡♥ ✭r❡❡❧❧❡♥ ♦❞❡r ♥✐❝❤t r❡❡❧❧❡♥✮ ❑❡❣❡❧s❝❤♥✐tt K✱ ❞✳❤✳ ❥❡❞❡r ❞❡r ✶✵

♠❡❤r❡r❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t ③✉ ❤❛❜❡♥✳ ❱✳ ❙❝❤❧❡❣❡❧ ♥❡♥♥t ✐♥ ❙❝❤❧❡❣❡❧ ✶✽✽✻ ✉♥t❡r ❛♥❞❡r❡♠
❘✳ ❍♦♣♣❡✱ ❙tr✐♥❣❤❛♠✱ ❋♦r❝❤❤❛♠♠❡r ✉♥❞ P✉❝❤t❛✳ ❉❛s ❊r❣❡❜♥✐s ❢ür ❞❡♥ ✈✐❡r❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❋❛❧❧
❧❛✉t❡t✿

✒◆❛❝❤ ❞❡♥ ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠❡♥❞❡♥ ❘❡s✉❧t❛t❡♥ ❞✐❡s❡r ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ❣✐❜t ❡s ♥✉♥ ✐♠ ✈✐❡r✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❘❛✉♠❡ s❡❝❤s r❡❣❡❧♠äss✐❣❡ ●❡❜✐❧❞❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❡r ❘❡✐❤❡ ♥❛❝❤ ❜❡❣r❡♥③t
✇❡r❞❡♥ ✈♦♥ ✺✱ ✶✻✱ ✻✵✵ ❚❡tr❛❡❞❡r♥✱ ✽ ❍❡①❛❡❞❡r♥✱ ✷✹ ❖❦t❛❡❞❡r♥ ✉♥❞ ✶✷✵ ❉♦❞❡❦❛❡❞❡r♥✳
❙tr✐♥❣❤❛♠ st❡❧❧t❡ ❛✉❝❤ ❢❡st✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❞r❡✐✱ r❡s♣✳ ♠✐t

✶✮ ❉r❡✐❡❝❦✱ ❚❡tr❛❡❞❡r✱ ❋ü♥❢③❡❧❧ ✭✈♦♥ ✺ ❚❡tr❛❡❞❡r♥ ❜❡❣r❡♥③t✮✱

✷✮ ❱✐❡r❡❝❦✱ ❍❡①❛❡❞❡r✱ ❆❝❤t③❡❧❧ ✭✈♦♥ ✽ ❍❡①❛❡❞❡r♥ ❜❡❣r❡♥③t✮✱

✸✮ ❱✐❡r❡❝❦✱ ❖❦t❛❡❞❡r✱ ❙❡❝❤③❡❤♥③❡❧❧ ✭✈♦♥ ✶✻ ❚❡tr❛❡❞❡r♥ ❜❡❣r❡♥③t✮

❜❡❣✐♥♥❡♥❞❡♥ ❘❡✐❤❡♥ s✐❝❤ ✐♥ ❛❧❧❡ ❤ö❤❡r❡♥ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥ ❢♦rts❡t③❡♥✱ ✇ä❤r❡♥❞ ✐♥ ❘ä✉♠❡♥
♠✐t ♠❡❤r ❛❧s ✈✐❡r ❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥ ❛♥❞❡r❡ r❡❣❡❧♠äÿ✐❣❡ ●❡❜✐❧❞❡ ü❜❡r❤❛✉♣t ♥✐❝❤t ❡①✐st✐❡r❡♥✑
✭❙❝❤❧❡❣❡❧ ✶✽✽✻✱ ✶✸✹✮✳

❊✐♥❡ ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞✐❡s❡s Pr♦❜❧❡♠❦r❡✐s❡s ❣✐❜t ❙❝❤♦✉t❡♥✱ ✶✾✵✺❀ ✐♥t❡r❡ss❛♥t❡ ❆♥♠❡r❦✉♥✲
❣❡♥ ❡r❦❡♥♥t♥✐st❤❡♦r❡t✐s❝❤❡r ❆rt ✜♥❞❡t ♠❛♥ ❜❡✐ ❈♦♥♥❡s✱ ✶✾✾✷ ✭✷✷❢✮✳ ❋ür P❛r❛❧❧❡❧❡♥ ✐♥ ❞❡r ❆✉s✲
❡✐♥❛♥❞❡rs❡t③✉♥❣ ✉♠ ❞✐❡ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ●❡♦♠❡tr✐❡ ✐♥ ❊♥❣❧❛♥❞ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ♠❛♥ ❘✐❝❤❛r❞s ✶✾✽✽❀
✐♥t❡r❡ss❛♥t❡ ❆s♣❡❦t❡ ✜♥❞❡♥ s✐❝❤ ❛✉❝❤ ❜❡✐ ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ ✶✾✻✶❛✳

✷✽■♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉ s♣ät❡r❡♥ ❆✉✛❛ss✉♥❣❡♥ ❩ö❧❧♥❡rs ✭❛❜ ✶✽✼✺✮✱ ❞✐❡ ✈♦♥ ❙❝❤❧❡❣❡❧ ❛♥❣❡❞❡✉t❡t ✇❡r❞❡♥
✉♥❞ ✐♥ ❞❡♥❡♥ ❡rst❡r❡r s♣✐r✐t✐st✐s❝❤❡ ❊r❢❛❤r✉♥❣❡♥ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡s ✈✐❡r❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❘❛✉♠❡s ❡r❦❧är❡♥
✇♦❧❧t❡✱ s❝❤❡✐♥t ❞✐❡ ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡s ❣❡❦rü♠♠t❡♥ ❘❛✉♠❡s✱ ❞✐❡ ❩ö❧❧♥❡r ✐♥ s❡✐♥❡r ❙❝❤r✐❢t ✒❯❡❜❡r ❞✐❡ ◆❛t✉r
❞❡r ❑♦♠❡t❡♥✑ ✭▲❡✐♣③✐❣✱ ✶✽✼✷✮ ❛✉❢❣❡st❡❧❧t ❤❛t✱ ✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤ ❡r♥st ❣❡♥♦♠♠❡♥ ✇♦r❞❡♥ ③✉ s❡✐♥✳
❊✐♥❡ ❦r✐t✐s❝❤❡ ❆✉s❡✐♥❛♥❞❡rs❡t③✉♥❣ ✜♥❞❡t ♠❛♥ ❜❡✐ ❊r❞♠❛♥♥ ✶✽✼✼✱ ✼✺✲✼✽✳

✹✼



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

P✉♥❦t❡ ✐st ✭✐♥ ❇❡③✉❣ ❛✉❢ K✮ ❞❡r P♦❧ ❡✐♥❡r ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❞❡r ✶✵ ●❡r❛❞❡♥✑
✭❚❇✱ ✶✹✶✮✳

❊s ❢♦❧❣t ♥♦❝❤ ❡✐♥❡ ❇❡✇❡✐ss❦✐③③❡✱ s♦ ✒❞❛ss ❡s ❞❛♥♥ ♥✉r ♥♦❝❤ ❞❡r ❆♥❛❧♦❣✐❡❜✐❧❞✉♥❣❡♥
❜❡❞❛r❢✱ ✉♠ ③✉r ❣rösst❡♥ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❤❡✐t ③✉ ❦♦♠♠❡♥✑ ✭❚❇✱ ✶✹✶✮✳
❆✉❝❤ ✐♥ ▼❛❣❞❡❜✉r❣ tr✉❣ ❍✳ ❙❝❤❛♣✐r❛ ü❜❡r s❡✐♥❡ ❚❤❡♦r✐❡ ✈♦r✳ ❉✐❡s♠❛❧ ❧❛✉t❡t❡ s❡✐♥

❚❤❡♠❛✿ ✒❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥ ❞❡r ❈♦❢✉♥❝t✐♦♥❡♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❧✐♥❡❛r❡r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐✲
❝❤✉♥❣❡♥✑✳ ❉❛♥❡❜❡♥ ❣❛❜ ❡s ♥♦❝❤ ❡✐♥❡♥ ✇♦❤❧ ♠❡❤r ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐s❝❤❡♥ ❱♦rtr❛❣ ✒❯❡❜❡r ❞✐❡
♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥ ❞❡r ◆❛t✉r❡r❦❡♥♥t♥✐s✑ ✈♦♥ ❏✉❧✐✉s ❲♦r♣✐t③❦②✱ ✈♦♥ ❞❡♠
❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❞❡r ❚✐t❡❧ ❜❡❦❛♥♥t ✐st✳
❊✐♥❡ ❜❡♠❡r❦❡♥s✇❡rt❡ ❇❡❞❡✉t✉♥❣ ❡r❧❛♥❣t❡ ❞✐❡ r❡✐♥❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

✒▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✉♥❞ ❆str♦♥♦♠✐❡✑ ❞❡r ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ❙tr❛ÿ❜✉r❣ ✐♠ ❊❧s❛ÿ ✭✇✐❡ ❡s ❞❛✲
♠❛❧s ❤✐❡ÿ✮ ✶✽✽✺✳ ◆❛❝❤ ❞❡♠ ❞❡✉ts❝❤❡♥ ❙✐❡❣ ✈♦♥ ✶✽✼✶ ✇✉r❞❡ ❞✐❡s❡ ❯♥✐✈❡rs✐tät✱ ❞✐❡
③✉✈♦r ❡❤❡r ❡✐♥ ❙❝❤❛tt❡♥❞❛s❡✐♥ ❣❡❢ü❤rt ❤❛tt❡✱ ❣❡③✐❡❧t ③✉ ❡✐♥❡r ✒❞❡✉ts❝❤❡♥ ▼✉st❡r✉♥✐✲
✈❡rs✐tät✑ ✭✇✐❡ ❡s ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❇❡s❝❤❧✉ss ❞❡s ❘❡✐❝❤st❛❣❡s ❤✐❡ÿ ✲ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❋r✐❡❞❡❧♠❡②❡r✲
❋✉❝❤s ✶✾✽✾✱ ✹✹✮ ❛✉s❣❡❜❛✉t✳ ■♥ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❣❡s❝❤❛❤ ❞✐❡s ✶✽✼✷ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❇❡r✉❢✉♥❣
❚❤❡♦❞♦r ❘❡②❡s ✭✶✽✸✽✲✶✾✶✾✮ ✉♥❞ ❊❧✇✐♥ ❇r✉♥♦ ❈❤r✐st♦✛❡❧s ✭✶✽✷✾✲✶✾✵✵✮✱ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡ ✈♦♥
▲❡♦♣♦❧❞ ❑r♦♥❡❝❦❡r ❢ür ❞✐❡s❡ ❆✉s❣❛❜❡ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t ✇✉r❞❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❥❛❤r③❡❤♥t❡❧❛♥❣ ✐♥
❙tr❛ÿ❜✉r❣ tät✐❣ ❜❧✐❡❜❡♥ ✭❊✳ ❇✳ ❈❤r✐st♦✛❡❧ tr❛t ✶✽✾✹ ✐♥ ❞❡♥ ❘✉❤❡st❛♥❞ ✲ s❡✐♥ ◆❛❝❤❢♦❧✲
❣❡r ✇✉r❞❡ ❍✳ ❲❡❜❡r❀ ❚❤✳ ❘❡②❡ ❧❡❤rt❡ ❜✐s ✶✾✵✾✮✳ ❯♥t❡r ✐❤r❡r ❋ü❤r✉♥❣ ✇✉r❞❡ ❙tr❛ÿ❜✉r❣
❜❛❧❞ s❝❤♦♥ ③✉ ❡✐♥❡♠ ✇✐❝❤t✐❣❡♥ ❩❡♥tr✉♠ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✭✇♦❜❡✐ ❞❡r ❧❡t③t❣❡✲
♥❛♥♥t❡ ❤❛✉♣tsä❝❤❧✐❝❤ ❞✐❡ s②♥t❤❡t✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡ ♣✢❡❣t❡✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❊✳ ❇✳ ❈❤r✐st♦✛❡❧
s❝❤✇❡r♣✉♥❦t♠äÿ✐❣ ❆♥❛❧②t✐❦❡r ✇❛r ✭■♥✈❛r✐❛♥t❡♥t❤❡♦r✐❡✱ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❡♦♠❡tr✐❡✮✮✱ ✐♥s✲
❜❡s♦♥❞❡r❡ ❛✉❝❤ ❞❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❆✉s❜✐❧❞✉♥❣ ❢♦rt❣❡s❝❤r✐tt❡♥❡r ❙t✉❞❡♥t❡♥ ✭✈❣❧✳
❲♦❧❧♠❡rs❤ä✉s❡r ✶✾✽✶✮✳ ■♥ ❞❡r ❋❡sts❝❤r✐❢t✱ ❞✐❡ ❛♥❧äss❧✐❝❤ ❞❡r ✺✽✳ ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ❉❡✉t✲
s❝❤❡r ◆❛t✉r❢♦rs❝❤❡r ✉♥❞ ➘r③t❡ ✐♥ ❞❡r ❙t❛❞t ❙tr❛ÿ❜✉r❣ ❡rst❡❧❧t ✇✉r❞❡✱ ✜♥❞❡t s✐❝❤ ❡✐♥❡
❦✉r③❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❙❡♠✐♥❛rs ❛✉s ❞❡r ❋❡❞❡r ❚❤❡♦❞♦r ❘❡②❡s✳
❉♦rt ❤❡✐ÿt ❡s✿

✒❉✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❘ä✉♠❡ ❞❡s ❙❡♠✐♥❛rs ❧✐❡❣❡♥ ♥❡❜st ❞❡♠ ❉✐r❡❝t♦r③✐♠♠❡r ✐♠
◆♦r❞✢ü❣❡❧ ❞❡s ❑♦❧❧❡❣✐❡♥❣❡❜ä✉❞❡s✱ ✉♥❞ ③✇❛r ❛♥ ❞❡r ♥ör❞❧✐❝❤❡♥ ❊❝❦❡ ❞❡s✲
s❡❧❜❡♥✳ ❉❡r ❡✐♥❡ ❘❛✉♠ ✐st ✇✐❡ ❡✐♥ ❍örs❛❛❧ ❡✐♥❣❡r✐❝❤t❡t ✉♥❞ ❢❛sst ✹✵ ❩✉✲
❤ör❡r❀ ❞❡r ❛♥❞❡r❡ ❞✐❡♥t ❞❡♥ ❙t✉❞✐r❡♥❞❡♥ ❛❧s ❆r❜❡✐ts✲ ✉♥❞ ❯❡❜✉♥❣sr❛✉♠
✉♥❞ ❡♥t❤ä❧t ❞✐❡ ❙❡♠✐♥❛r✲❇✐❜❧✐♦t❤❡❦ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❙❛♠♠❧✉♥❣ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡r
▼♦❞❡❧❧❡✳
❉✐❡ ❇✐❜❧✐♦t❤❡❦ ✐st ✉♥❣❡❛❝❤t❡t ✐❤r❡r ❏✉❣❡♥❞✱ ✉♥❞ ♦❜❣❧❡✐❝❤ ❡✐♥ ❣r♦ÿ❡r ❚❡✐❧
✐❤r❡r ❙❝❤ät③❡ ♥✉r ❛♥t✐q✉❛r✐s❝❤ ✉♥❞ s❡❧t❡♥ ❦ä✉✢✐❝❤ ✇❛r✱ ❡✐♥❡ r❡✐❝❤❤❛❧✲
t✐❣❡✳ ❱♦r ❛❧❧❡♠ ❡♥t❤ä❧t s✐❡ ❢ü♥❢③❡❤♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❩❡✐ts❝❤r✐❢t❡♥ ✈♦❧❧✲
stä♥❞✐❣✱ ❞❛r✉♥t❡r ❛❧s ä❧t❡st❡ ❞❛s ❏♦✉r♥❛❧ ❞❡ ❧✬❊❝♦❧❡ ♣♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❞❛♥♥
●❡r❣♦♥♥❡✬s ❆♥♥❛❧❡♥✱ ❈r❡❧❧✲❇♦r❝❤❛r❞t✬s ❏♦✉r♥❛❧✱ ▲✐♦✉✈✐❧❧❡✲❘❡❢❛❧✬s ❏♦✉r✲
♥❛❧✱ ❞❛s ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧✱ ❚♦rt♦❧✐♥✐✬s ✉♥❞ ❇r✐♦s❝❤✐✬s ❆♥✲
♥❛❧✐✱ ❙❝❤❧ö♠✐❧❝❤✬s ❩❡✐ts❝❤r✐❢t✱ ❞❛s ◗✉❛t❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ❞✐❡
❆♥♥❛❧❡s ❞❡ ❧✬❊❝♦❧❡ ♥♦r♠❛❧❡ s✉♣❡r✐❡✉r❡✱ ❞✐❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❆♥♥❛❧❡♥✱ ❞✐❡
❆❝t❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛ ✉✳ ❛✳ ♠✳✑ ✭❋❡sts❝❤r✐❢t✱ ✺✺✮✳

✹✽



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

❙❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ✇✐r❞ ♥♦❝❤ ❡✐♥❡ ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ✐♠ ❙❡♠✐♥❛r ✈♦r❤❛♥❞❡♥❡♥
▼♦❞❡❧❧❡ ❣❡❣❡❜❡♥✳
■♥ ❙tr❛ÿ❜✉r❣ ✜♥❞❡♥ ✇✐r ❡rst♠❛❧s ❡✐♥❡♥ ü❜❡r✇✐❡❣❡♥❞ ❞❡r ▲♦❣✐❦ ❣❡✇✐❞♠❡t❡♥ ❇❡✐✲

tr❛❣✿ ✒❉❛s ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥s♣r♦❜❧❡♠ ✐♠ ✐❞❡♥t✐s❝❤❡♥ ❑❛❧❦ü❧✑ ✈♦♥ ❊r♥st ❙❝❤rö❞❡r✳ ❉❛r✐♥
❜❡❤❛♥❞❡❧t❡ ❞❡r ❑❛r❧sr✉❤❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r ✐♠ ❆♥s❝❤❧✉ss ❛♥ ❖✳ ❍✳ ▼✐t❝❤❡❧❧ ❞✐❡ ❋r❛❣❡
♥❛❝❤ ❞❡r ❩❡r❧❡❣✉♥❣ ③✉s❛♠♠❡♥❣❡s❡t③t❡r ❆✉ss❛❣❡♥ ✐♥ ♣r✐♠är❡ ❚❡✐❧❛✉ss❛❣❡♥ ✭❞❛s s✐♥❞
♥❛❝❤ ❊✳ ❙❝❤rö❞❡r ❆✉ss❛❣❡♥✱ ✒✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ●❡❜✐❡t❡ ✭❑❧❛ss❡♥✮ s❡❧❜st ✉♥❞ ♥✐❝❤t ✇✐❡❞❡r
♥✉r ❆✉ss❛❣❡♥ ü❜❡r ❞✐❡s❡ ❜❡tr❡✛❡♥✑ ✭❚❇✱ ✸✺✸✮✮✱ ✇♦❜❡✐ ❛✉❝❤ ❞❛s ❜❡❦❛♥♥t❡ ❙❝❤rö❞❡r✲
s❝❤❡ ❙✉❜s✉♠♣t✐♦♥s③❡✐❝❤❡♥ ❛✉❢tr❛t✳ ❉❡ss❡♥ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣❡♥ ♠ü♥❞❡t❡♥ ✐♥ ❞❛s ❢♦❧❣❡♥❞❡
❦♦♠❜✐♥❛t♦r✐s❝❤❡ Pr♦❜❧❡♠✿

✒❲❡♥♥ ③✇❡✐ ❑❧❛ss❡♥ ✈♦r❧✐❡❣❡♥✿ p, p
′
, p

′′
, . . . ✉♥❞ s, s

′
, s

′′
, . . . ❞❡r❡♥ ❡✐♥❡ ③✉✲

s❛♠♠❡♥ ❞✐❡ ♥ä❤♠❧✐❝❤❡♥ ■♥❞✐✈✐❞✉❡♥ ❡♥t❤ä❧t✱ ✇✐❡ ❞✐❡ ❛♥❞❡r❡✱ s♦ s♦❧❧❡♥ ❞✐❡
❋ä❧❧❡ ❛✉❢❣❡③ä❤❧t✱ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐rt ✉♥❞ ❛✉s❣❡s❝❤✐❡❞❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ✐♥ ✇❡❧❝❤❡♥ ❡s
✉♥♠ö❣❧✐❝❤ ✐st✱ ❡✐♥❡ ♥❡✉❡ ❑❧❛ss❡ ③✉ ❜✐❧❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❛✉s ❥❡❞❡r ❑❧❛ss❡ ❞❡r ❡rs✲
t❡♥ ❘❡✐❤❡ ♠✐♥❞❡st❡♥s ❡✐♥ ■♥❞✐✈✐❞✉✉♠ ❡✐♥s❝❤❧✐❡sst ✉♥❞ ③✉❣❧❡✐❝❤ ❛✉s ❥❡❞❡r
❑❧❛ss❡ ❞❡r ③✇❡✐t❡♥ ❘❡✐❤❡ ♠✐♥❞❡st❡♥s ❡✐♥ ■♥❞✐✈✐❞✉✉♠ ❡✐♥s❝❤❧✐❡sst✑ ✭❚❇✱
✸✺✸✲✸✺✹✮✳

■♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡ ✜♥❞❡♥ ✇✐r ❞r❡✐ ❱♦rträ❣❡✳ ●✉✐❞♦ ❍❛✉❝❦ ä✉ÿ❡rt❡ s✐❝❤ ü❜❡r ❞✐❡
✒❑♦♥str✉❦t✐♦♥ ❞❡r ♣❡rs♣❡❝t✐✈✐s❝❤❡♥ ❑♦♥t✉r ❡✐♥❡r ❦r✉♠♠❡♥ ❋❧ä❝❤❡ ♥❛❝❤ ❞❡r ❚❤❡♦r✐❡
❞❡r tr✐❧✐♥❡❛r❡♥ ❱❡r✇❛♥❞ts❝❤❛❢t ❡❜❡♥❡r ❙②st❡♠❡✑✱ ❡✐♥❡ ▼❡t❤♦❞❡✱ ❞✐❡ ❛✉❢ ❞❡♠ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥
❙❛t③ ❜❡r✉❤t✿ ✒❍❛t ♠❛♥ ✐♥ ③✇❡✐ Pr♦❥❡❦t✐♦♥ss②st❡♠❡♥ ❞✐❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈✐s❝❤❡♥ ❈♦♥t✉r❡♥ ❡✐✲
♥❡r ❋❧ä❝❤❡✱ s♦ s❝❤♥❡✐❞❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ✈♦♥ ❞❡♥ ❜❡③ü❣❧✐❝❤❡♥ ❑❡r♥♣✉♥❦t❡♥ ❛♥ ❞❡♥ ❈♦♥t✉r❡♥
❣❡③♦❣❡♥❡♥ ❚❛♥❣❡♥t❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ P✉♥❦t❡ ❞❡s ●r✉♥❞s❝❤♥✐tt❡s✑ ✭❚❇✱ ✸✺✸✮✳ ❉✐❡ ❢r❛❣❧✐✲
❝❤❡ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥ ✇✐r❞ ❡①❡♠♣❧❛r✐s❝❤ ❛♥ ❡✐♥❡r ❘♦t❛t✐♦♥s✢ä❝❤❡ ✈♦r❣❡❢ü❤rt✱ ✇♦❜❡✐ ❈❤r✳
❲✐❡♥❡r ✐♥ ❡✐♥❡r ❆♥♠❡r❦✉♥❣ ❛✉❢ ❡✐♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❤✐♥✇✐❡s✱ ✒♥❛❝❤ ✇❡❧❝❤❡♠ ✐♥
❞❡♠ ❛❧s ❇❡✐s♣✐❡❧ ❛♥❣❡❢ü❤rt❡♥ ❋❛❧❧❡ ❞✐❡ ❚❛♥❣❡♥t❡♥ ❞❡s s❝❤❡✐♥❜❛r❡♥ ❯♠r✐ss❡s ✉♥❞ ❞✐❡
❇❡rü❤r✉♥❣s♣✉♥❦t❡ ❞❡ss❡❧❜❡♥ ❡✐♥❢❛❝❤ ♣❡rs♣❡❝t✐✈✐s❝❤ ❦♦♥str✉✐❡rt ✇❡r❞❡♥✑ ✭❚❇✱ ✸✺✸✮✳
❉✐❡ ❞❛rst❡❧❧❡♥❞❡ ●❡♦♠❡tr✐❡ ✇❛r ❡✐♥ ❍❛✉♣t❛r❜❡✐ts❣❡❜✐❡t s♦✇♦❤❧ ✈♦♥ ●✳ ❍❛✉❝❦✱ ❞❡r
✐♥ ❍❛❧❧❡ ✇✐r❦t❡ ✉♥❞ s✐❝❤ ü❜r✐❣❡♥s ❛✉❝❤ ✐♥t❡♥s✐✈ ♠✐t ❞❡♥ ❇❡③✐❡❤✉♥❣❡♥ ❞✐❡s❡r ♠❛t❤❡✲
♠❛t✐s❝❤❡♥ ❉✐s③✐♣❧✐♥ ③✉r ❜✐❧❞❡♥❞❡♥ ❑✉♥st ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t❡✷✾✱ ✇✐❡ ❛✉❝❤ ✈♦♥ ❈❤r✳ ❲✐❡♥❡r✳
▲❡t③t❡r❡r ä✉ÿ❡rt❡ s✐❝❤ ✐♥ ❙tr❛ÿ❜✉r❣ ü❜❡r ❞✐❡ ✒■♠❛❣✐♥är♣r♦❥❡❦t✐♦♥ ❞❡r ❑❡❣❡❧s❝❤♥✐tt❡✱
❞❡r ❋❧ä❝❤❡♥ ③✇❡✐t❡r ❖r❞♥✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡r ❘❛✉♠❝✉r✈❡♥ ✈✐❡rt❡r ❖r❞♥✉♥❣ ❡rst❡r ❆rt✑✳ ❉❡r
❱♦rtr❛❣❡♥❞❡ ❢ü❤rt❡ ❡✐♥ ▼♦❞❡❧❧ ❡✐♥❡r ❞❡r❛rt✐❣❡♥ ❑✉r✈❡ ✈♦r✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❛❧s ❙❝❤♥✐tt ❡✐♥❡s
❩②❧✐♥❞❡rs ♠✐t ❡✐♥❡r ❑✉❣❡❧ ❞❛rst❡❧❧❡♥ ❧✐❡ÿ✱ ✉♥❞ ❞❡r❡♥ ■♠❛❣✐♥är♣r♦❥❡❦t✐♦♥ ❛❧s ❙❝❤♥✐tt
❞❡r Pr♦❥❡❦t✐♦♥❡♥ ❞❡r ❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❋❧ä❝❤❡♥ ❣❡✇♦♥♥❡♥ ✇✉r❞❡✳
❙❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ✜♥❞❡♥ ✇✐r ✐♠ ❚❛❣❡❜❧❛tt ♥❛❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ◆♦t✐③✿ ✒❍r✳ ❙❝❤❧ö♠✐❧❝❤ s♣r✐❝❤t

ü❜❡r ❞✐❡ ❯♥③✉❧äss✐❣❦❡✐t ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡ ✐♥ ✈✐❡r ✉♥❞ ♠❡❤r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❘ä✉♠❡♥✳ ❆♥
❞❡r ❧❡❜❤❛❢t❡♥ ❉✐s❦✉ss✐♦♥ ❜❡t❤❡✐❧✐❣t❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❍❡rr❡♥ ❇r✐❧❧✱ ◆♦❡t❤❡r✱ ❙✐♠♦♥✸✵✑ ✭❚❇✱
✸✺✹✮✳ ❊s ✐st r❡❝❤t s❡❧t❡♥✱ ❞❛ss ✐♥ ❞❡♥ ❚❛❣❡❜❧ätt❡r♥ ✉♥❞ ❞❡r❣❧❡✐❝❤❡♥ ❡✐♥❡ ❉✐s❦✉ss✐♦♥

✷✾❱❡r❣❧❡✐❝❤❡ ✒❯❡❜❡r ❞✐❡ ❙t❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ③✉r ❜✐❧❞❡♥❞❡♥ ❑✉♥st ✉♥❞ ❑✉♥st✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t✑ ✭❇❡r✲
❧✐♥✱ ✶✽✽✵✮ ✉♥❞ ✒❉✐❡ ♠❛❧❡r✐s❝❤❡ P❡rs♣❡❦t✐✈❡✱ ✐❤r❡ Pr❛①✐s✱ ❇❡❣rü♥❞✉♥❣ ✉♥❞ äst❤❡t✐s❝❤❡ ❲✐r❦✉♥❣✑
✭❇❡r❧✐♥✱ ✶✽✽✷✮❀ ③✉ ▲❡❜❡♥ ✉♥❞ ❲❡r❦ ▲❛♠♣❡ ✶✾✵✺✳

✸✵▼❛① ❙✐♠♦♥ ✭✶✽✹✹✲✶✾✶✽✮✱ ❛❜ ✶✽✼✶ Pr♦❢❡ss♦r ❛♠ ▲②③❡✉♠ ③✉ ❙tr❛ÿ❜✉r❣✱ ❛❜ ✶✽✾✶ ❞❛♥♥ ❛♥ ❞❡r ❞♦r✲

✹✾



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

❛❧s s❡❤r ❧❡❜❤❛❢t ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✇✐r❞ ✲ ❡✐♥ ❍✐♥✇❡✐s ✈✐❡❧❧❡✐❝❤t ❞❛r❛✉❢✱ ❞❛ss ❖✳ ❙❝❤❧ö♠✐❧❝❤s
▼❡✐♥✉♥❣sä✉ÿ❡r✉♥❣ ❛❧s ❍❡r❛✉s❢♦r❞❡r✉♥❣ ❡♠♣❢✉♥❞❡♥ ✇✉r❞❡✳ ■♥ s❡✐♥❡♠ ❆♥❣r✐✛ ✇✐r❞
❞❡✉t❧✐❝❤✱ ❞❛ss s❡❧❜st ✶✽✽✺ ♥♦❝❤ ❲✐❞❡rstä♥❞❡ ❣❡❣❡♥ ❞✐❡s❡ ♥❡✉❡ ❋♦r♠ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡
✈♦r❤❛♥❞❡♥ ✇❛r❡♥✱ ✇❛s ✇✐❡❞❡r✉♠ ❞✐❡ ✈✐❡❧❡♥ ❘❡❝❤t❢❡rt✐❣✉♥❣s✈❡rs✉❝❤❡ ✭❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡
❛✉❢ ❞❡r ✈♦r❛♥❣❡❣❛♥❣❡♥ ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣❀ s✐❡❤❡ ♦❜❡♥✮ ✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ ♠❛❝❤t✳ ❱❡r♠✉t❧✐❝❤
✇❛r❡♥ ❞❡r❛rt✐❣❡ ❱♦r❜❡❤❛❧t❡ ✐♥ ❞❡r ❞❛♠❛❧✐❣❡♥ ❩❡✐t ✇❡✐t❡r ✈❡r❜r❡✐t❡t✱ ❛❧s ♠❛♥ ❛✉s ♠♦✲
❞❡r♥❡r ❙✐❝❤t ❛♥♥❡❤♠❡♥ ♠ö❝❤t❡✳ ❙♦ ✇❡✐ÿ ❍❡✐♥r✐❝❤ ❊♠✐❧ ❚✐♠❡r❞✐♥❣ ✭✶✽✼✸✲✶✾✹✺✮ ü❜❡r
s❡✐♥❡♥ ▲❡❤r❡r ❚❤✳ ❘❡②❡ ③✉ ❜❡r✐❝❤t❡♥✿ ✒❆✉s ❞✐❡s❡♠ ●r✉♥❞❡ ❬❘❡②❡s ■❞❡❛❧❜✐❧❞ ❞❡r ●❡♦✲
♠❡tr✐❡❀ ❑✳❱✳❪ ❤❛t ❡r ❛✉❝❤ ❥❡❞❡ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡s ❘❛✉♠❜❡❣r✐✛❡s ü❜❡r ❞❡♥ ❘❛✉♠ ❞❡r
❆♥s❝❤❛✉✉♥❣ str❡♥❣ ❛❜❣❡❧❡❤♥t✳ ❱♦♥ ❡✐♥❡r ♠❡❤r ❛❧s ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡ ③✉
s♣r❡❝❤❡♥✱ s❝❤✐❡♥ ✐❤♠ ♥✉r ❡r❧❛✉❜t✱ ✇❡♥♥ ❛❧s ❞✐❡ ●r✉♥❞❡❧❡♠❡♥t❡ st❛tt ❞❡r P✉♥❦t❡ ❛♥✲
❞❡r❡ ●❡❜✐❧❞❡ ❞❡s ❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤❡♥ ❘❛✉♠❡s ❬✈❡r❧❣❡✐❝❤❡ P❧ü❝❦❡rs ▲✐♥✐❡♥❣❡♦♠❡tr✐❡❀ ❑✳❱✳❪
③✉❣r✉♥❞❡ ❣❡❧❡❣t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛ÿ ❯♥✈♦rst❡❧❧❜❛r❦❡✐t ✉♥❞ ❧♦❣✐s❝❤❡ ❯♥♠ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ✈❡rs❝❤✐❡✲
❞❡♥ ❉✐♥❣❡ s❡✐❡♥✱ ❧✐❡ÿ ❡r ❢ür ❞✐❡ ●❡♦♠❡tr✐❡ ♥✐❝❤t ❣❡❧t❡♥✳ ❙❡✐♥❡ ▼❡✐♥✉♥❣ ✇❛r✿ ❲❛s s✐❝❤
♥✐❝❤t ✈♦rst❡❧❧❡♥ ❧äÿt✱ ✐st ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤ ❢❛❧s❝❤✑ ✭❚✐♠❡r❞✐♥❣ ✶✾✾✷✱ ✶✾✷✲✶✾✸✮✳
■♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❆♥❛❧②s✐s ✉♥❞ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥t❤❡♦r✐❡ tr❡✛❡♥ ✇✐r ✶✽✽✺ ✐♥s❣❡s❛♠t ✈✐❡r ❱♦rträ✲

❣❡ ❛♥✳ ▼✐t ▲❡♦ ❑ö♥✐❣s❜❡r❣❡r ❡r❣r✐✛ ❞❛❜❡✐ ❡✐♥❡r ❞❡r ♣r♦♠✐♥❡♥t❡st❡♥ ❆♥❛❧②t✐❦❡r s❡✐♥❡r
❩❡✐t ❞❛s ❲♦rt✱ ✉♠ ✒❯❡❜❡r ❡✐♥✐❣❡ P✉♥❦t❡ ❛✉s ❞❡r ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥
✭❆❜❡❧✬s❝❤❡s ❚❤❡♦r❡♠ ✉s✇✳✮✑ ③✉ s♣r❡❝❤❡♥✳ ❱♦♥ ❞✐❡s❡♠ ❇❡✐tr❛❣ ✐st ♥✉r ❞❡r ❚✐t❡❧ ü❜❡r✲
❧✐❡❢❡rt✳ ❉❡r ❜❡r❡✐ts ✐♠ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ♠✐t ❙tr❛ÿ❜✉r❣ ❡r✇ä❤♥t❡ ❍❡✐♥r✐❝❤ ❲❡❜❡r✱ ❞❡r
✶✽✽✺ ♥♦❝❤ ✐♥ ▼❛r❜✉r❣ tät✐❣ ✇❛r✱ ä✉ÿ❡rt❡ s✐❝❤ ✒❯❡❜❡r ❞✐❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ▼✉❧t✐♣❧✐❦❛t✐♦♥ ❞❡r
❡❧❧✐♣t✐s❝❤❡♥ ❋✉♥❝t✐♦♥❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❛✉s q✉❛❞r❛t✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❞❡r ❉❡t❡r♠✐♥❛♥t❡
−11 ❡♥ts♣r✐♥❣t ✉♥❞ ❞✐❡ ❞❛❞✉r❝❤ ❞❡✜♥✐rt❡♥ ❩❛❤❧❦ör♣❡r✑✳ ❆✉❝❤ ✈♦♥ ❞✐❡s❡♠ ❱♦rtr❛❣✱
❞❡r ❡✐♥ ❞❛♠❛❧s ❛❦t✉❡❧❧❡s ❚❤❡♠❛ ❜❡❤❛♥❞❡❧t❡ ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❑✐❡♣❡rt ✶✽✽✶✮✱ ✐st ♥✉r ❞❡r
❚✐t❡❧ ü❜❡r❧✐❡❢❡rt✳ ❉✐❡ ❇❡s❝❤ä❢t✐❣✉♥❣ ♠✐t ❞❡r ❦♦♠♣❧❡①❡♥ ▼✉❧t✐♣❧✐❦❛t✐♦♥ ✈❡r❛♥❧❛sst❡
s♣ät❡r ❍✳ ❲❡❜❡r ❞❛③✉✱ ❞✐❡ ❑❧❛ss❡♥❦ör♣❡rt❤❡♦r✐❡ ✲ ❞✐❡ ❛❧s ❡✐♥❡r s❡✐♥❡r ✇✐❝❤t✐❣st❡♥
❇❡✐trä❣❡ ③✉r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❣✐❧t ✲ ③✉ ❡♥t✇✐❝❦❡❧♥ ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❉✐❡✉❞♦♥♥é ✶✾✽✺✱
✷✹✵✲✷✹✹ ✉♥❞ ❋r❡✐ ✶✾✽✾✮✳ ❊t✇❛s ♠❡❤r ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡r❤❛❧t❡♥ ✇✐r ü❜❡r ❞✐❡ ❇❡✐trä❣❡ ✒❉✐❡
❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡♥ ❈❤❛r❛❦t❡r✐st✐❦❡♥ ❞❡r ❤②♣❡r❡❧❧✐♣t✐s❝❤❡♥ ❚❤❡t❛✲❋✉♥❝t✐♦♥❡♥ ✭p = 2✮ ✐♥
✐❤r❡r ❱❡r✇❡♥❞❜❛r❦❡✐t ③✉r ❇✐❧❞✉♥❣ ✈♦♥ ❚❤❡t❛✲❘❡❧❛t✐♦♥❡♥✑ ✈♦♥ ❏♦❤❛♥♥ ❆♥t♦♥ ✈♦♥
❇r❛✉♥♠ü❤❧ ✉♥❞ ✒❉✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ❲❡✐❡rstr❛ss✬s❝❤❡♥ σ✲❘❡❧❛t✐♦♥ ❛✉s ❡✐♥❡r ❞❡r ❏❛❝♦✲
❜✐✬s❝❤❡♥ ϑ✲❘❡❧❛t✐♦♥❡♥✑✳ ❏✳ ❆✳ ✈♦♥ ❇r❛✉♥♠ü❤❧✱ ❞❡r ❤❡✉t❡ ❤❛✉♣tsä❝❤❧✐❝❤ ❛❧s ❱❡r❢❛ss❡r
❡✐♥❡r ③✇❡✐❜ä♥❞✐❣❡♥ ✒●❡s❝❤✐❝❤t❡ ❞❡r ❚r✐❣♦♥♦♠❡tr✐❡✑ ✭✶✾✵✵✲✶✾✵✸✮ ❜❡❦❛♥♥t ✐st✱ st❡❧❧t❡
✐♠ ❆♥s❝❤❧✉ss ❛♥ ❊r♥st ❖tt♦ ❙t❛✉❞❡ ✭✶✽✺✼✲✶✾✷✽✮ ③✇❡✐ ❑♦♥❣r✉❡♥③❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ P❡✲
r✐♦❞❡♥✐♥t❡❣r❛❧❡♥ ❞❡r ❤②♣❡r❡❧❧✐♣t✐s❝❤❡♥ ❚❤❡t❛❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ ✈♦♠ ●❡s❝❤❧❡❝❤t ③✇❡✐ ❛✉❢✱ ❞✐❡
✒❞✐❡ ❯❡❜❡r❢ü❤r✉♥❣ ❞❡r ✶✻ ❚❤❡t❛✲❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ✐♥❡✐♥❛♥❞❡r ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡r
P❡r✐♦❞❡♥❤ä❧❢t❡♥ ♦❤♥❡ ❚❛❜❡❧❧❡ ❡r♠ö❣❧✐❝❤❡♥✑ ✭❚❇✱ ✶✼✸✮✸✶✳ ❲❡✐t❡r ❧❡✐t❡t❡ ❡r s♦❣❡♥❛♥♥t❡
❱✐❡r❡rs②st❡♠❡ ❡rst❡r ✉♥❞ ③✇❡✐t❡r ❆rt s♦✇✐❡ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s②st❡♠❡ ♠✐t s❡❝❤s ❈❤❛✲

t✐❣❡♥ ❯♥✐✈❡rs✐tät✱ ❤❛t s✐❝❤ ♥❡❜❡♥ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❣❡s❝❤✐❝❤t❡ ✉♥❞ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡ ❛✉❝❤ ♠✐t ❞❡r
♥✐❝❤t❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡ ✐♥ ❡✐❣❡♥stä♥❞✐❣❡♥ ❋♦rs❝❤✉♥❣❡♥ ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t ✭✉✳❛✳ ✒❩✉ ❞❡♥ ●r✉♥❞❧❛✲
❣❡♥ ❞❡r ♥✐❝❤t❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡✱ ❋❡sts❝❤r✐❢t ③✉♠ ✽✵✳ ●❡❜✉rtst❛❣ ❊✳ ❑✉♠♠❡rs✑ ✭❙tr❛ÿ❜✉r❣
✶✽✾✶✮✮✳ ❩✉ ▲❡❜❡♥ ✉♥❞ ❲❡r❦ ✈♦♥ ▼✳ ❙✐♠♦♥ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ♠❛♥ ❞✐❡ ❊✐♥❧❡✐t✉♥❣ ✈♦♥ ❙✐❡❣❜❡rt ❙❝❤♠✐❞t
③✉ ❙✐♠♦♥ ✶✾✽✺✳

✸✶❉✐❡ ❚❤❡t❛❢✉♥❦t✐♦♥❡♥✱ ❞✐❡ ❛✉❢ ❈✳ ●✳ ❏✳ ❏❛❝♦❜✐ ③✉rü❝❦❣❡❤❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ ❞❡✜♥✐❡rt ✭τ
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✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

r❛❦t❡r✐st✐❦❡♥ ❛❜✳ ❆✉s ❡rst❡r❡♥ ❧ässt s✐❝❤ ❞✐❡ ❇✐❧❞✉♥❣ ❜❡st✐♠♠t❡r ❚❤❡t❛✲❘❡❧❛t✐♦♥❡♥
❛❜❧❡s❡♥✳ ❋✳ ▼❡②❡r ❣❡✇❛♥♥ ❞✐❡ ❲❡✐❡rstr❛ÿs❝❤❡♥ σ✲❘❡❧❛t✐♦♥❡♥ ❛✉s ❞❡♥ ❏❛❝♦❜✐s❝❤❡♥ ϑ✲
❘❡❧❛t✐♦♥❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ❡r ❞✐❡ ϑ1✲❋✉♥❦t✐♦♥❡♥✱ ❞✐❡ ✐♥ ❞✐❡s❡♥ ❇❡③✐❡❤✉♥❣❡♥ ❛✉❢tr❡t❡♥✱ ❞✉r❝❤
σ✲❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❡rs❡t③t❡ ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❉✐❡✉❞♦♥♥é ✶✾✽✻✱ ✹✻✽✲✹✼✶ ♦❞❡r ❲❡❜❡r ✶✾✵✽✱ ✶✶✻✲
✶✶✾✮✳ ❊✐♥ ③✇❡✐t❡r ❇❡✐tr❛❣ ✈♦♥ ❋✳ ▼❡②❡r ❜❡❤❛♥❞❡❧t❡ ❞✐❡ ❞❛♠❛❧s ♥♦❝❤ ❦❡✐♥❡s✇❡❣s ❆❧❧✲
❣❡♠❡✐♥❣✉t ❣❡✇♦r❞❡♥❡ ●❛❧♦✐s✲❚❤❡♦r✐❡ ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❱❛♥ ❞❡r ❲❛r❞❡♥ ✶✾✽✺ ♦❞❡r ❙❝❤♦❧③
✶✾✾✵✮✿ ✒❯❡❜❡r ❞✐❡ ❘❡❞✉❝✐❜✐❧✐tät ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❢ü♥❢t❡♥ ●r❛❞❡s ♠✐t ③✇❡✐ P❛r❛♠❡✲
t❡r♥✑✳ ❉❛r✐♥ ❤❡✐ÿt ❡s✿ ✒❉✐❡ ●r✉♥❞❛✉❢❣❛❜❡ ❞❡r ●r✉♣♣❡♥t❤❡♦r✐❡ ✐st ❡s✱ ❞✐❡ ●r✉♣♣❡ G
❡✐♥❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❆❞❥✉♥❦t✐♦♥ ❣❡❡✐❣♥❡t❡r ■rr❛t✐♦♥❛❧✐tät❡♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ③✉ r❡❞✉❝✐r❡♥✳
❉❛❜❡✐ ③❡r❧❡❣t s✐❝❤✱ ✐♠♠❡r ❞❡r ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ❞❡r ●r✉♣♣❡ G ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐r❡♥❞✱ ❞✐❡ ❧✐♥❦❡
❙❡✐t❡ ❞❡r ●❛❧♦✐s✬s❝❤❡♥ ❘❡s♦❧✈❡♥t❡ ✐♥ r❛t✐♦♥❛❧❡ ❋❛❝t♦r❡♥✑ ✭❚❇✱ ✶✼✹✮✳ ❉❡r ❱♦rtr❛❣❡♥❞❡
❜❡s❝❤ä❢t✐❣t❡ s✐❝❤ ❞❛♥♥ ♠✐t ❞❡♠ ❙♦♥❞❡r❢❛❧❧✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❉✐s❦r✐♠✐♥❛♥t❡ ❞❡r ③✉ ③❡r❧❡❣❡♥❞❡♥
❣❛♥③❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥ g(x, y) ❞✐❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♠ö❣❧✐❝❤❡ ❆♥③❛❤❧ ✈♦♥ ❉♦♣♣❡❧✇✉r③❡❧♥ ❜❡s✐t③t✳
❇❡s✐t③t ❞✐❡ ❆✉s❣❛♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ g(x, y) ✐♥ x ❞❡♥ ●r❛❞ 5✱ ✐♥ y ❡✐♥❡♥ ●r❛❞ ❦❧❡✐♥❡r✴❣❧❡✐❝❤
5 ✉♥❞ ❣✐❧t

g(x, y) = f1(x, y)ϕ1(x, y) + f2(x, y)ϕ2(x, y) + f3(x, y)ϕ3(x, y)

s❡✐ ❡✐♥❡ ❦♦♠♣❧❡①❡ ❩❛❤❧✱ ❞❡r❡♥ ■♠❛❣✐♥ärt❡✐❧ ♣♦s✐t✐✈ ✐st✱ ✉♥❞ ❡s s❡✐ q = eiπτ ✮✿

ϑ1(ν) = i

∞
∑

ν=−∞

(−1)νq(ν−
1
2 )

2

e
(2ν−1)iπτ

= 2

∞
∑

ν=0

(−1)νq(
2ν+1

2 )2 sin(2ν + 1)πν,

ϑ2(ν) =

∞
∑

ν=−∞

q(ν−
1
2 )

2

e
(2ν−1)iπτ

= 2

∞
∑

ν=0

q(
2ν+1

2 )2 cos(2ν + 1)πν,

ϑ3(ν) =

∞
∑

ν=−∞

q
ν2

e
2νiπτ

= 1 + 2

∞
∑

ν=1

q
ν2

cos 2νπυ,

ϑ4(ν) =

∞
∑

ν=−∞

(−1)νqν
2

e
2νiπυ

= 1 + 2

∞
∑

ν=1

(−1)νqν
3

cos 2νπυ

❉✐❡ ✳✳✲❋✉♥❦t✐♦♥❡♥✱ ❞✐❡ ✉♥t❡r ❛♥❞❡r❡♠ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❘❡✐❤❡♥❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡✜♥✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ✇✉r❞❡
✈♦♥ ❑✳ ❲❡✐❡rstr❛ÿ ✶✽✹✵ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt✳ ❊✐♥❡ Pr♦❞✉❦t❞❛rst❡❧❧✉♥❣✱ ❞✐❡ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ✈♦♥ ❑✳ ❲❡✐❡rstr❛ÿ
st❛♠♠t✱ s✐❡❤t s♦ ❛✉s✿

σ(u) = u
∏

ω 6=0

(

1−
u

ω

)

exp

(

u

ω
+

u2

2ω2

)

❉❛❜❡✐ ❞✉r❝❤❧ä✉❢t ω ❞❛s P❡r✐♦❞❡♥❣✐tt❡r ❡✐♥❡r ❞♦♣♣❡❧t♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥✳ ▲✐t❡r❛t✉r✿ ❑r❛③❡r
✶✾✵✸✳
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✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

❊s ❧ässt s✐❝❤ ③❡✐❣❡♥✱ ❞❛ss ✒❞✐❡ ●❡s❛♠t❤❡✐t ❛❧❧❡r ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ r❛t✐♦♥❛❧❡♥ ❩❡r❧❡❣✉♥❣❡♥ ✈♦♥
g. . . ❤ö❝❤st ❡✐♥❢❛❝❤ r❡♣räs❡♥t✐rt ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ▲❛❣❡ ❞❡r ❣❡r❛❞❡♥ ▲✐♥✐❡♥✱ ❑❡❣❡❧s❝❤♥✐tt❡
✉♥❞ ❝✉❜✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠❝✉r✈❡♥ ❛✉❢ ❡✐♥❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❋❧ä❝❤❡ ❞r✐tt❡r ❖r❞♥✉♥❣ ✐♥ ❜❡③✉❣
❛✉❢ ❡✐♥❡ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡✱ ❛❜❡r ❜❡st✐♠♠t ❤❡r❛✉s❣❡❣r✐✛❡♥❡ ❤❛❧❜❡ ❉♦♣♣❡❧s❡❝❤s ❞❡r ❋❧ä❝❤❡✑
✭❚❇✱ ✶✼✹✮✳
❲❛s ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❱♦rträ❣❡ ❛♥❜❡❧❛♥❣t✱ s♦ ❡rr❡✐❝❤t❡ ❞✐❡ r❡✐♥❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❜❡✐ ❞❡r

❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ❇❡r❧✐♥ ✶✽✽✻ ✐❤r❡♥ ❍ö❤❡♣✉♥❦t✿ ❍✐❡r ❣❛❜ ❡s ❛❧❧❡✐♥ ③✇ö❧❢ ❇❡✐trä❣❡ ③✉r
r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✱ ❞❛♥❡❜❡♥ ♥♦❝❤ ③✇❡✐ ❇❡✐trä❣❡ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡r ✉♥❞
♥❛t✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡r ❯♥t❡rr✐❝❤t✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ♠✐t ❋r❛❣❡♥ ❞❡s ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✉♥t❡rr✐❝❤t❡s
❜❡❢❛sst❡♥✱ s♦✇✐❡ ❡✐♥ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r ❱♦rtr❛❣ ✈♦♥ ❋❡❧✐① ▼ü❧❧❡r ✒❱♦rs❝❤❧❛❣ ✉✐r ❍❡rst❡❧❧✉♥❣
❡✐♥❡s ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❲ört❡r❜✉❝❤❡s✑✳ ❍✐❡r✈♦♥ ✐st ♥✉r ❞❡r ❚✐t❡❧ ❜❡❦❛♥♥t❀ ❡s ✐st ❛❜❡r
❛♥③✉♥❡❤♠❡♥✱ ❞❛ss ❡s s✐❝❤ ❜❡✐ ❞✐❡s❡♠ ❲ört❡r❜✉❝❤ ✉♠ ❞❛s ✒▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❱♦❦❛❜✉✲
❧❛r✐✉♠ ❢r❛♥③ös✐s❝❤✲❞❡✉ts❝❤ ✉♥❞ ❞❡✉ts❝❤✲❢r❛♥③ös✐s❝❤✱ ❡♥t❤❛❧t❡♥❞ ❞✐❡ ❑✉♥st❛✉s❞rü❝❦❡
❛✉s ❞❡r r❡✐♥❡♥ ✉♥❞ ❛♥❣❡✇❛♥❞t❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✑ ❤❛♥❞❡❧t❡✱ ❞❛s ❞❡r ❱♦rtr❛❣❡♥❞❡ ✶✾✵✵
✐♥ ▲❡✐♣③✐❣ ✈❡rö✛❡♥t❧✐❝❤t❡✳ ❉✐❡s❡s ❦❛♥♥ ✐♠ ❣röÿ❡r❡♥ ❑♦♥t❡①t ❞❡s ❊♥③②❦❧♦♣ä❞✐❡♣r♦❥❡❦✲
t❡s ❣❡s❡❤❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛s ✶✽✾✾ ✉♥t❡r ❞❡r ▲❡✐t✉♥❣ ✈♦♥ ❋✳ ▼❡②❡r ③✉ ❡rs❝❤❡✐♥❡♥ ❜❡❣❛♥♥
✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❤✐❡r③✉ ❞❡ss❡♥ ❡✐♥❧❡✐t❡♥❞❡ ❇❡♠❡r❦✉♥❣❡♥ ③✉r ❊♥③②❦❧♦♣ä❞✐❡✿ ▼❡②❡r ✶✾✵✹✮✸✷✳
❇❡♠❡r❦❡♥s✇❡rt ❜❡✐ ❞❡r ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ✐♥ ❇❡r❧✐♥ ✐st ❞✐❡ ❉♦♠✐♥❛♥③ ❞❡r ❆♥❛❧②s✐s ✉♥❞

❋✉♥❦t✐♦♥❡♥t❤❡♦r✐❡ ✭s❡❝❤s ❱♦rträ❣❡✮ s♦✇✐❡ ❞✐❡ ❚❛ts❛❝❤❡✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❆❧❣❡❜r❛ st❛r❦ ✈❡r✲
tr❡t❡♥ ✇❛r ✭✐♠♠❡r❤✐♥ ✈✐❡r ❱♦rträ❣❡✮✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❡s ❞✐❡ s♦♥st ♦❢t♠❛❧s ❜❡❤❡rrs❝❤❡♥❞❡
●❡♦♠❡tr✐❡ ♥✉r ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ❇❡✐tr❛❣ ❜r❛❝❤t❡✳ ❍❡r✈♦r③✉❤❡❜❡♥ ✐st ❢❡r♥❡r✱ ❞❛ss ♠✐t ❏❛✲
♠❡s ❏♦s❡♣❤ ❙②❧✈❡st❡r ❡✐♥ ♣r♦♠✐♥❡♥t❡r ❛✉s❧ä♥❞✐s❝❤❡r ●❛st ③✉❣❡❣❡♥ ✇❛r ✭♥❡❜❡♥ ❙✳
▲✐❡✮✳ ▲❡t③t❡r❡r s♣r❛❝❤ ü❜❡r ❞✐❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣❡♥ s❡✐♥❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ü❜❡r
❦♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s❣r✉♣♣❡♥ ③✉ ❍✳ ✈♦♥ ❍❡❧♠❤♦❧t③✬ ❆❜❤❛♥❞❧✉♥❣ ✒❯❡❜❡r
❞✐❡ ❚❤❛ts❛❝❤❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡ ③✉♠ ●r✉♥❞❡ ❧✐❡❣❡♥✑ ✭✶✽✻✽✮✳ ❍✐❡r③✉ ❡r❢❛❤r❡♥
✇✐r ♥✉r✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❛♥ ❞❡r ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞❡♥ ❉✐s❦✉ss✐♦♥ ❆✉✇❡rs✱ ❘✳ ▲✐♣s❝❤✐t③✱ ❋✳ ❑❧❡✐♥
✉♥❞ ▲✳ ❑r♦♥❡❝❦❡r ❜❡t❡✐❧✐❣t❡♥✳ ❱❡r♠✉t❧✐❝❤ ❣✐♥❣ ❡s ✉♠ ❞✐❡ ✈♦♥ ❙✳ ▲✐❡ ✈♦r❣❡♥♦♠♠❡♥❡
Prä③✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❛✉❝❤ ❍✳ ✈♦♥ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ✉♥❞ ❇✳ ❘✐❡♠❛♥♥ ③✉rü❝❦❣❡❤❡♥❞❡ ■❞❡❡✱ ♥♦t✲
✇❡♥❞✐❣❡ ✉♥❞ ❤✐♥r❡✐❝❤❡♥❞❡ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❢r❡✐❡ ❇❡✇❡❣❧✐❝❤❦❡✐t st❛rr❡r ❑ör♣❡r ✐♥
n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❞✐✛❡r❡♥③✐❡r❜❛r❡♥ ▼❛♥♥✐❣❢❛❧t✐❣❦❡✐t❡♥ ❛✉❢③✉st❡❧❧❡♥✳ ❩✉ ❞✐❡s❡♠ s♦❣❡✲
♥❛♥♥t❡♥ ❘❛✉♠♣r♦❜❧❡♠ ✈♦♥ ❘✐❡♠❛♥♥✲❍❡❧♠❤♦❧t③✲▲✐❡✲P♦✐♥❝❛ré ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ♠❛♥ ❋r❡✉✲
❞❡♥t❤❛❧ ✶✾✻✶ ♦❞❡r ❛✉❝❤ ❙üss♠❛♥♥ ✶✾✾✵✳ ❖✳ ❙✐♠♦♥② ❛✉s ❲✐❡♥ s♣r❛❝❤ ✒❯❡❜❡r ❡✐♥❡
❘❡✐❤❡ ♥❡✉❡r ❚❤❛ts❛❝❤❡♥ ❛✉s ❞❡♠ ●❡❜✐❡t❡ ❞❡r ❚♦♣♦❧♦❣✐❡✑✱ ✇♦❜❡✐ ❡s ❤❛✉♣tsä❝❤❧✐❝❤ ✉♠
❑♥♦t❡♥t❤❡♦r✐❡ ❣✐♥❣ ✉♥❞ ❞❡r❡♥ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ③✉ ❩❛❤❧❡♥t❤❡♦r✐❡ ✉♥❞ ❆❧❣❡❜r❛✳ ❇❡❛❝❤t✉♥❣

✸✷❋❡❧✐① ▼ü❧❧❡r✱ Pr♦❢❡ss♦r ❛♠ ❑ö♥✐❣❧✐❝❤❡♥ ▲✉✐s❡♥❣②♠♥❛s✐✉♠ ③✉ ❇❡r❧✐♥ ✉♥❞ ▼✐t❣❧✐❡❞ ❞❡r ❑❛✐s❡r❧✐❝❤
▲❡♦♣♦❧❞✐♥✐s❝❤❡♥ ●❡s❡❧❧s❝❤❛❢t ❤❛t ♠❡❤r❡r❡ ♥♦❝❤ ❤❡✉t❡ ♥üt③❧✐❝❤❡ ◆❛❝❤s❝❤❧❛❣s✇❡r❦❡ ③✉r ▼❛t❤❡✲
♠❛t✐❦✭❣❡s❝❤✐❝❤t❡✮ ❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ s♦ ❞✐❡ ✒❩❡✐tt❛❢❡❧♥ ③✉r ●❡s❝❤✐❝❤t❡ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✱ P❤②s✐❦ ✉♥❞
❆str♦♥♦♠✐❡ ❜✐s ③✉♠ ❏❛❤r❡ ✶✺✵✵✑ ✭▲❡✐♣③✐❣✱ ✶✽✾✷✮ ✉♥❞ ❞❡♥ ✒❋ü❤r❡r ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡
▲✐t❡r❛t✉r ♠✐t ❜❡s♦♥❞❡r❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡r ❤✐st♦r✐s❝❤ ✇✐❝❤t✐❣❡♥ ❙❝❤r✐❢t❡♥✑ ✭▲❡✐♣③✐❣✱ ✶✾✵✾✮✳
❙❡✐♥❡ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✭✶✽✻✼✮ ü❜❡r ❞✐❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡❧❧✐♣t✐s❝❤❡r ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ✇✉r❞❡ ✐♥ ❞❡r ③❡✐t❣❡✲
♥öss✐s❝❤❡♥ ▲✐t❡r❛t✉r ❤ä✉✜❣ ③✐t✐❡rt ✭③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ❜❡✐ ❑✐❡♣❡rt ✶✽✽✶✱ ✷✸✮✳
❉✐❡ ❜❡❦❛♥♥t❡st❡ ▲❡✐st✉♥❣ ü❜❡r❤❛✉♣t ✈♦♥ ❋❡❧✐① ▼ü❧❧❡r ❞ür❢t❡ ❥❡❞♦❝❤ ❞✐❡ ❇❡❣rü♥❞✉♥❣ ❞❡s ✒❏❛❤r✲

❜✉❝❤❡s ü❜❡r ❞✐❡ ❋♦rts❝❤r✐tt❡ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✑ ✶✽✻✾ ✭③✉s❛♠♠❡♥ ♠✐t ❈✳ ❖rt❤♠❛♥♥✮ ❣❡✇❡s❡♥ s❡✐♥✱
❞❛s ❡r ❛✉❝❤ ❜✐s ③✉ ❞❡✐♥❡♠ ❚♦❞❡ ♠✐t ❤❡r❛✉s❣❛❜✳

✺✷



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

✈❡r❞✐❡♥❡♥ ❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❆✉s❢ü❤r✉♥❣❡♥ ❞❡r ❱♦rtr❛❣❡♥❞❡♥✸✸✳

✒■♠ ❆♥s❝❤❧✉ss ❤✐❡r❛♥ ❢♦❧❣❡rt ❞❡r ❱♦rtr❛❣❡♥❞❡ ❡✐♥❡rs❡✐ts✱ ❞❛ss ❦❡✐♥✱ ❛✉s ❣❡✲
❣❡♥s❡✐t✐❣ ✉♥❞✉r❝❤❞r✐♥❣❧✐❝❤❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡♥ ❛✉❢❣❡❜❛✉t❡r ❈♦♠♣❧❡① ✐♠ ❞r❡✐❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❘❛✉♠ ❡✐♥ ❣❡✇✐ss❡s ❈♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s♠❛❛ss ü❜❡rs❝❤r❡✐t❡♥ ❦❛♥♥✱
❛❧s✐ ❛✉❝❤ ❞❡r ❢♦rts❝❤r❡✐t❡♥❞❡♥ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐s❝❤❡♥ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ♦r❣❛♥✐s❝❤❡r
●❡❜✐❧❞❡ ✈♦♥ ✈♦r♥❡❤❡r❡✐♥ ❣❡✇✐ss❡ ♦❜❡r❡ ●r❡♥③❡♥ ❣❡st❡❝❦t s✐♥❞✱ ❛♥❞❡r❡r✲
s❡✐ts ❤❡❜t ❡r ❤❡r✈♦r✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❤✐❡r ❜❡s♣r♦❝❤❡♥❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐s❝❤❡♥ ❚❤❛ts❛❝❤❡♥
♥❡✉❡ ❙ät③❡ ü❜❡r Pr✐♠③❛❤❧❡♥ ✲ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ♥✉r ✐♥ ❋♦r♠ ✈♦♥ ■♥❞✉❝t✐♦♥s✲
s❝❤❧üss❡♥ ✲ ✈❡r♠✐tt❡❧♥ ✉♥❞ s♦ ❞✐❡ ❊①✐st❡♥③ ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡r ●❡s✐❝❤ts♣✉♥❦t❡
❢ür ❞✐❡ ❇❡❤❛♥❞❧✉♥❣ ❣❡✇✐ss❡r t♦♣♦❧♦❣✐s❝❤❡r ✉♥❞ ③❛❤❧❡♥t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡r ❋r❛✲
❣❡♥ ❡r❦❡♥♥❡♥ ❧❛ss❡♥✑ ✭❚❇✱ ✻✸✻✮✳

❑♦♠♠❡♥ ✇✐r ♥✉♥ ③✉r ❆♥❛❧②s✐s✳ ❍✐❡r tr❡✛❡♥ ✇✐r ❛✉❢ ③✇❡✐ ❇❡✐trä❣❡✱ ❞✐❡ ❡s ♠✐t ▼♦✲
❞❡❧❧❡♥✱ ❡✐♥❡♠ ✲ ✇✐❡ ✇✐r ❜❡r❡✐ts ♠❡❤r❢❛❝❤ ❣❡s❡❤❡♥ ❤❛❜❡♥ ✲ ❞❛♠❛❧s s❡❤r ✇✐❝❤t✐❣❡♥
●❡❣❡♥st❛♥❞ ③✉ t✉♥ ❤❛tt❡♥✳ ❍❡✐♥r✐❝❤ ❇✉r❦❤❛r❞t ❛✉s ▼ü♥❝❤❡♥✱ ✇♦ ❛♥s❝❤❡✐♥❡♥❞ ❞✐❡
❋❡rt✐❣✉♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡r ▼♦❞❡❧❧❡ ❜❡s♦♥❞❡rs ❣❡♣✢❡❣t ✇✉r❞❡ ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❇r✐❧❧ ✶✽✼✼✮✱
✒❧❡❣t❡ ❡✐♥✐❣❡ ●②♣s♠♦❞❡❧❧❡ ✈♦r✱ ❞✐❡ ✉♥t❡r ▲❡✐t✉♥❣ ✈♦♥ ❍❡rr♥ Pr♦❢✳ ❉②❝❦ ✐♥ ❞❡r t❡❝❤✲
♥✐s❝❤❡♥ ❍♦❝❤s❝❤✉❧❡ ③✉ ▼ü♥❝❤❡♥ ❡♥tst❛♥❞❡♥ s✐♥❞ ✉♥❞ ❞✐❡ ❣❡✇✐ss❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❦♦♠✲
♣❧❡①❡♥ ❆r❣✉♠❡♥t❡s . . . r❡♣räs❡♥t✐r❡♥✑ ✭❚❇✱ ✶✷✸✮✳ ❋r✐❡❞r✐❝❤ ❆✉❣✉st st❡❧❧t❡ ✒▼♦❞❡❧❧❡
✈♦♥ ❑ör♣❡r❦❡tt❡♥ ✈♦r✱ ❜❡st❡❤❡♥❞ ❛✉s ❧❛✉t❡r ✐♠ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙✐♥♥❡ ❦♦♥❣r✉❡♥t❡♥
●❧✐❡❞❡r♥✱ ❞❡r❡♥ ❙❝❤✇❡r♣✉♥❦t ♥✐❝❤t ✐♥ ❞✐❡ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣s❧✐♥✐❡ ❞❡r ❊❝❦♣✉♥❦t❡ ✭●❡❧❡♥❦✲
♣✉♥❦t❡✮ ❧✐❡❣❡♥✑✳ ❊r ❤❡❜t ❤❡r✈♦r✱ ❞❛ss ❡✐♥ ❞❡r❛rt✐❣❡s ✒✇✐r❦❧✐❝❤❡s ❑❡tt❡♥♣♦❧②♥♦♠✑ ✐♠
●r❡♥③❢❛❧❧ ❡✐♥❡ ❑❡tt❡♥❧✐♥✐❡ ✉♥❞ ♥✐❝❤t ❡t✇❛ ❡✐♥❡ ●❡r❛❞❡ ❡r❣✐❜t✳
❊r♥st ❙❝❤rö❞❡r ä✉ÿ❡rt❡ s✐❝❤ ✐♥ ❇❡r❧✐♥ ③✉♠ ❚❤❡♠❛ ✒❋✉♥❦t✐♦♥❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✑ ✉♥❞

③✇❛r ③✉ s♦❧❝❤❡♥✱ ❞✐❡ ❞✐❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ❡✐♥❡r ③✇❡✐❛r❣✉♠❡♥t✐❣❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥ ③✉ s✐❝❤ s❡❧❜st
✉♥❞ ✐❤r❡♥ ❯♠❦❡❤r✉♥❣❡♥ ❞❛rst❡❧❧❡♥✳ ❆✉s❞rü❝❦❧✐❝❤ ❡r✇ä❤♥t ✇✐r❞✱ ✒❞❛ss ❢ür s♦❧❝❤❡ ●❧❡✐✲
❝❤✉♥❣❡♥ s✐❝❤ ▲ös✉♥❣❡♥ ❛♥❣❡❜❡♥ ❧❛ss❡♥✱ ❞✐❡ ③✇❛r ü❜❡r❛❧❧ ✉♥st❡t✐❣✱ ❞♦❝❤ ✐♥t❡❣r❛❜❡❧
s✐♥❞✑✱ ❞✐❡ ❛❧s♦ ♣❛t❤♦❧♦❣✐s❝❤ ❣❡♥❛♥♥t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✸✹ ✭❚❇✱ ✶✷✸✮✳
▼✐t ▲❡♦♣♦❧❞ ❑r♦♥❡❝❦❡r ✇❛r ❡✐♥❡r ❞❡r ❢ü❤r❡♥❞❡♥ ❇❡r❧✐♥❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r ❜❡✐ ❞❡r

❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ❛♥✇❡s❡♥❞✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❊✳ ❊✳ ❑✉♠♠❡r✱ ❑✳ ❲❡✐❡rstr❛ÿ ✉♥❞ ▲✳ ❋✉❝❤s ❛✉s✲
❞rü❝❦❧✐❝❤ ❛❧s ❛❜✇❡s❡♥❞ ❣❡♥❛♥♥t ✇❡r❞❡♥ ✭❞✐❡ ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣ s❝❤✐❝❦t❡ ✐❤♥❡♥ ❥❡✇❡✐❧s
❡✐♥ ❚❡❧❡❣r❛♠♠✮✳ ▲✳ ❑r♦♥❡❝❦❡r ü❜❡rr❡✐❝❤t❡ ❛❧s ●❛st❣❡s❝❤❡♥❦ ❡✐♥✐❣❡ ❊①❡♠♣❧❛r❡ s❡✐♥❡s
♥❡✉❡st❡♥ ❆✉❢s❛t③❡s ✒❩✉r ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r ❡❧❧✐♣t✐s❝❤❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥✑ ✉♥❞ ❦♥ü♣❢t❡ ❤✐❡r❛♥ ❇❡✲
♠❡r❦✉♥❣❡♥ ü❜❡r ❛r✐t❤♠❡t✐s❝❤❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡r ❑✉❣❡❧❢✉♥❦t✐♦♥❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❜❡st❡❤❡♥
❞❛r✐♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❑✉❣❡❧❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❣❡✇✐ss❡ ❉✐✈✐s♦r❡♥s②st❡♠❡ ③✉❧❛ss❡♥✱ ❞❡r❡♥ ❊❧❡♠❡♥✲
t❡ ✇✐❡❞❡r✉♠ ❛✉s ❞❡r ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r ❡❧❧✐♣t✐s❝❤❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❜❡❦❛♥♥t s✐♥❞✳ ❉❛♠✐t ✐st
❞❡♥ ❑✉❣❡❧❢✉♥❦t✐♦♥❡♥❡♥✱ ❞❡r❡♥ ❯rs♣r✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ❆str♦♥♦♠✐❡ ❧✐❡❣❡♥ ✭s✐❡ ✇✉r❞❡♥ ✈♦♥

✸✸❉❡r ◆❛♠❡ ❖✳ ❙✐♠♦♥②✱ ❞❡r ü❜r✐❣❡♥s ❛♥ ❡✐♥❡♠ ❢♦rst✇✐rts❝❤❛❢t❧✐❝❤❡♥ ■♥st✐t✉t ✐♥ ❲✐❡♥ ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t ✇❛r
✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ s❡✐♥❡♥ ❇❡✐tr❛❣ ✐♥ ▼ü♥❝❤❡♥ ✶✽✼✼✮✱ ❜❧✐❡❜ ❜✐s ✐♥s ✷✵✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt ❤✐♥❡✐♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ❑❧❛ss❡
✈♦♥ ❑♥♦t❡♥ ✈❡r❜✉♥❞❡♥❀ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❤✐❡r③✉ ❚✐❡t③❡ ✶✾✹✸✲✹✹ ✉♥❞ ❚✐❡t③❡ ✶✾✹✹✳ ❩✉r ❋rü❤❣❡s❝❤✐❝❤t❡
❞❡r ❑♥♦t❡♥t❤❡♦r✐❡ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ♠❛♥ ❉❡❤♥✴❍❡❡❣❛r❞ ✶✾✵✼✱ ✷✶✵✲✷✶✻❀ ③✉ ❙✐♠♦♥② ❞♦rt ❙✳ ✷✶✺❢✱ ✇♦ ❛✉❝❤
❞❡ss❡♥ ❇❡✐trä❣❡ ❛✉❢ ❞❡♥ ◆❛t✉r❢♦rs❝❤❡r✈❡rs❛♠♠❧✉♥❣❡♥ ✶✽✽✻ ✉♥❞ ✶✽✽✼ ③✐t✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ✭❙✳ ✷✶✺ ♥✳
✶✹✼✮✳

✸✹❩✉♠ ❚❤❡♠❛ ✬♣❛t❤♦❧♦❣✐s❝❤❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥✬ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ♠❛♥ ❱♦❧❦❡rt ✶✾✽✼ ✉♥❞ ❈❤❛❜❡rt ✶✾✾✵✳

✺✸



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

P✳ ❙✳ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ✉♥❞ ✈♦♥ ❆✳ ▼✳ ▲❡❣❡♥❞r❡ ✉♠ ✶✼✽✵ ❤❡r✉♠ ✐♠ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ♠✐t
❞❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡s ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s♣♦t❡♥t✐❛❧s ✈♦♥ ❜❡❧✐❡❜✐❣ ❣❡❢♦r♠t❡♥ ❍✐♠♠❡❧s❦ör♣❡r
❡✐♥❣❡❢ü❤rt✮✱ ❡✐♥❡ ✒❜❡❞❡✉t❡♥❞❡ ❘♦❧❧❡✑ ✐♥ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ❆r✐t❤♠❡t✐❦ ✲ ❞✐❡ ▲✳ ❑r♦♥❡❝❦❡r
❜❡❦❛♥♥t❧✐❝❤ ü❜❡r ❛❧❧❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❚❡✐❧❞✐s③✐♣❧✐♥❡♥ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ st❡❧❧t❡ ✲ ③✉❣❡✇✐❡s❡♥✳
❋ür ❞✐❡ ❇❡❤❛✉♣t✉♥❣✱ ❞✐❡ ❍✳ ❲❡❜❡r ✐♥ s❡✐♥❡♠ ◆❛❝❤r✉❢ ❛✉❢ ❑r♦♥❡❝❦❡r ✭❲❡❜❡r ✶✽✾✸✱
✶✺✮ ❛✉❢st❡❧❧t✱ ❧❡t③t❡r❡r ❤❛❜❡ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ③✉ ❇❡r❧✐♥ ❞❡♥ ❜❡rü❤♠t❡♥
❆✉ss♣r✉❝❤ ✒❉✐❡ ❣❛♥③❡♥ ❩❛❤❧❡♥ ❤❛t ❞❡r ❧✐❡❜❡ ●♦tt ❣❡♠❛❝❤t✱ ❛❧❧❡s ❛♥❞❡r❡ ✐st ▼❡♥✲
s❝❤❡♥✇❡r❦✑ ❣❡t❛♥✱ ❧ässt s✐❝❤ ✐♠ ❚❛❣❡❜❧❛tt ❦❡✐♥ ❆♥❤❛❧ts♣✉♥❦t ✜♥❞❡♥✳
❲✐❡ s❝❤♦♥ ✶✽✽✸ ✐♥ ❋r❡✐❜✉r❣ s♣r❛❝❤ ❘✳ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❛✉❝❤ ✐♥ ❇❡r❧✐♥ ü❜❡r ❡✐♥ ❚❤❡♠❛

❛✉s ❞❡r ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡♥ ❩❛❤❧❡♥t❤❡♦r✐❡✱ ❞❡♠ ❡r ❞❡♥ s❡❤r ✈❛❣❡♥ ❚✐t❡❧ ✒❯❡❜❡r ❡✐♥✐❣❡ ❛r✐t❤✲
♠❡t✐s❝❤❡ ❙ät③❡✑ ❣❛❜✳ ●❡♥❛✉❡r ❣✐♥❣ ❡s ✉♠ ✒❡✐♥✐❣❡ ❛✉s ❞❡r ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲
❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❛❜❣❡❧❡✐t❡t❡ ❙ät③❡✑ ✭❚❇✱ ✶✷✸✮✱ ✇♦❜❡✐ ✈♦♥ ❞❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ✈♦♥ ❈❤✳ ❍❡r♠✐t❡
✭✶✽✼✸✮ ✉♥❞ ❋✳ ▲✐♥❞❡♠❛♥♥ ✭✶✽✽✷✮ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❚r❛♥s③❡♥❞❡♥③ ✈♦♥ e ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡
π ❛✉s❣❡❣❛♥❣❡♥ ✇✐r❞ ♠✐t ❞❡♠ ❩✐❡❧✱ ❥❡❞❡r ✒✐rr❡❞✉③✐❜❧❡♥ ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ♠✐t
❣❛♥③③❛❤❧✐❣❡♥ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥✑ ✭❚❇✱ ✶✷✸✮ ❡✐♥❡ ●r✉♣♣❡ ✈♦♥ ❙ät③❡♥ ③✉③✉♦r❞♥❡♥✱ ✒✐♥ ❞❡✲
♥❡♥ ❞✐❡ ❚r❛♥s③❡♥❞❡♥t❡ ❛❧s ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡s ❊❧❡♠❡♥t ❛✉❢tr✐tt✑✳ ▲✳ ❑✐❡♣❡rt ä✉ÿ❡rt❡ s✐❝❤ ③✉
✒❱❡r❡✐♥❢❛❝❤✉♥❣❡♥ ✐♥ ❞❡r ❇❡❤❛♥❞❧✉♥❣ ❞❡r ▼♦❞✉❧❛r❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✑✱ ❛❧s♦ ❛✉❝❤ ③✉ ❡✐♥❡♠
❚❤❡♠❛ ❛✉s ❞❡♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r ✒❤ö❤❡r❡♥ ❚r❛♥s③❡♥❞❡♥t❡♥✑ ✭❤ö❤❡r❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥t❤❡♦r✐❡✮✳
❉✐❡s❡ ✇❡r❞❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❊✐♥❢ü❤r✉♥❣ ♥❡✉❡r P❛r❛♠❡t❡r ❡rr❡✐❝❤t✳ ❙❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ tr✉❣ ❈❛r❧
❘✉♥❣❡✱ ❞❡r s♣ät❡r ✈♦r ❛❧❧❡♠ ❛❧s ◆✉♠❡r✐❦❡r ❜❡❦❛♥♥t ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧t❡ ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❘✐✲
❝❤❡♥❤❛❣❡♥ ✶✾✽✻✮✱ ü❜❡r ❞❛s ❛s②♠♣t♦t✐s❝❤❡ ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡r ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ✈♦r✱
❞✐❡ ❢ür ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ✈✐❡❧❡ ❣❛♥③③❛❤❧✐❣❡ ❲❡rt❡ ❞❡r ❱❡rä♥❞❡r❧✐❝❤❡♥ r❛t✐♦♥❛❧❡ ❲❡rt❡ ❛♥♥❡❤✲
♠❡♥✳ ❏✳ ❏✳ ❙②❧✈❡st❡r✱ ❞❡r ●❛st ❛✉s ❖①❢♦r❞✱ ❞❡r s✐❝❤ ❜❡s♦♥❞❡rs ✉♠ ❞✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣
❞❡r ▼❛tr✐③❡♥r❡❝❤♥✉♥❣ ✈❡r❞✐❡♥t ❣❡♠❛❝❤t ❤❛t✱ ✇ä❤❧t❡ ❡✐♥ ❚❤❡♠❛ ❛✉s ❞❡r ❆❧❣❡❜r❛✿
✒Ü❜❡r ❞✐❡ ▲ös✉♥❣ ✈♦♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠❡♥ ✐♥ ❣❛♥③❡♥ ❩❛❤❧❡♥ ✉♥❞ ✐❤r❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ③✉
❞❡r ✈♦♥ ❍❛❧♣❤❡♥ ✇✐❡❞❡r❡♥t❞❡❝❦t❡♥ ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r ❆s♣❡❦t❡✑✳ ❉❛❜❡✐ ❣✐♥❣ ❡s ❞❛r✉♠✱ ❞✐❡
❆♥③❛❤❧ ❣❛♥③③❛❤❧✐❣❡r ▲ös✉♥❣❡♥ ③✉ ❡r♠✐tt❡❧♥✱ ❞✐❡ ❡✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠ ③✉❧ässt✳ ❍✐❡r✲
③✉ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❏✳ ❏✳ ❙②❧✈❡st❡r ❢♦❧❣❡♥❞❡s Pr♦❜❧❡♠ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥✿ ✒❉✐❡ ❑♦❧✉♠♥❡♥ ❡✐♥❡r
r❡❝❤t✇✐♥❦❧✐❣❡♥ ▼❛tr✐① s♦ ❛♥③✉♦r❞♥❡♥✱ ❞❛ss ❛❧❧❡ ❯♥t❡r❞❡t❡r♠✐♥❛♥t❡♥ ✐♥ r❡❣❡❧♠äss✐❣❡r
❆✉❢❡✐♥❛♥❞❡r❢♦❧❣❡ ❞❛ss❡❧❜❡ ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡ ❩❡✐❝❤❡♥ ❤❛❜❡♥✑ ✭❚❇✱ ✸✹✺✮✳ ❍❛t ♠❛♥ ❡s ♠✐t
❡✐♥❡r ✭3 × 3✮✲▼❛tr✐① ③✉ t✉♥✱ s♦ ✐st ❞✐❡s❡s Pr♦❜❧❡♠ äq✉✐✈❛❧❡♥t ③✉ ❞❡♠ ❞❡r ❆s♣❡❦✲
t❡ ✉♥❞ ♣❡rs♣❡❦t✐✈✐s❝❤❡♥ P✉♥❦t❢♦❧❣❡♥ ✐♥ ❞❡r ❊❜❡♥❡✳ ❋r✳ ▼❡②❡r ❜❡❤❛♥❞❡❧t❡ ✒r❡❞✉③✐❜❧❡
❣❛♥③❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ♠❡❤r❡r❡r ❱❛r✐❛❜❧❡r✑✳ ❊r ❢♦r♠✉❧✐❡rt❡ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❩❡r❧❡❣✉♥❣
❞❡r❛rt✐❣❡r ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ✐♥ ③✇❡✐ ♦❞❡r ♠❡❤r ❋❛❦t♦r❡♥✱ ✈♦♥ ❞❡♥❡♥ ❡✐♥❡r ❧✐♥❡❛r ❜❡③ü❣❧✐❝❤
❡✐♥❡r ❱❛r✐❛❜❧❡♥ s❡✐♥ s♦❧❧✳ ❆❧❧❡ ❩❡r❧❡❣✉♥❣❡♥ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❛✉s ❡✐♥❡r ✒❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧③❡r❧❡✲
❣✉♥❣✑ ❣❡✇✐♥♥❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ✇✐❡❞❡r✉♠ ♠✐t ❞❡r ▲ös✉♥❣ ❡✐♥❡s ❧✐♥❡❛r❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠s
③✉s❛♠♠❡♥❤ä♥❣t✳ ❑✉rt ❍❡♥s❡❧✱ ❜❡❦❛♥♥t ❣❡❜❧✐❡❜❡♥ ✈♦r ❛❧❧❡♠ ❞✉r❝❤ s❡✐♥❡ p✲❛❞✐s❝❤❡♥
❩❛❤❧❡♥✱ s♣r❛❝❤ ✒❯❡❜❡r ❞✐❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡♥ ❚❤❡✐❧❡ ❞❡r ❉✐s❝r✐♠✐♥❛♥t❡
❜❡❧✐❡❜✐❣❡r ●❛tt✉♥❣❡♥✑✳ ❙❡✐♥ ❱♦rtr❛❣ ❣✐♣❢❡❧t❡ ✐♥ ❞❡♠ ❙❛t③✿ ✒■st n ❞❡r ●r❛❞ ❞❡r ❋✉♥✲
❞❛♠❡♥t❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡r ●❛tt✉♥❣✱ r ❞❡r ●r❛❞ ❞❡s❥❡♥✐❣❡♥ ❚❤❡✐❧❡s ❞❡rs❡❧❜❡♥ ❢ür ❡✐♥❡
Pr✐♠③❛❤❧ p ❛❧s ▼♦❞✉❧✱ ✇❡❧❝❤❡s ❢ür ❞✐❡s❡ Pr✐♠③❛❤❧ ❦❡✐♥❡ ❝♦♥❣r✉❡♥t❡♥ ❋❛❝t♦r❡♥ ❡♥t✲
❤ä❧t✱ s♦ ✐st pn−r ❞❡r ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡ ❚❤❡✐❧❡r ❞❡r ●❛tt✉♥❣s❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t❡✑ ✭❚❇✱ ✻✸✻✮✳ ❊✐♥
❧❡t③t❡r ❇❡✐tr❛❣ ③✉♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r ❆❧❣❡❜r❛ ✈♦♥ ❊✳ ❍❡ss ✒❯❡❜❡r q✉❛t❡r♥är❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡
❙✉❜st✐t✉t✐♦♥❡♥✑ ❜❡❤❛♥❞❡❧t❡ ❞✐❡ ❆♥❛❧♦❣❛ ❞❡r ❣❡✇ö❤♥❧✐❝❤❡♥ ❉r❡❤✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❙♣✐❡❣❡✲

✺✹



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

❧✉♥❣❡♥ ✐♠ ✈✐❡r❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❘❛✉♠ s♦✇✐❡ ❞✐❡ Ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞❡✱
❞✐❡ s✐❝❤ ❤✐❡r❜❡✐ ③✉♠ ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❋❛❧❧ ❡r❣❡❜❡♥✳
■♥ ❞❡r ❯♥t❡rr✐❝❤ts❡❦t✐♦♥ ❣❛❜ ❡s ③✇❡✐ ❘❡❢❡r❛t❡✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❞❡♠ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✉♥t❡rr✐❝❤t

✇✐❞♠❡t❡♥✳ ❑r✉♠♠❡✱ ❞❡r ✒❯❡❜❡r ❞✐❡ ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡r ❑r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❡ ❜❡✐♠ ❯♥✲
t❡rr✐❝❤t ✐♥ ❞❡♥ ❡rst❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡♥ ❞❡r ❙t❡r❡♦♠❡tr✐❡ ✉♥❞ ❚r✐❣♦♥♦♠❡tr✐❡✑ s♣r❛❝❤✱ ❢♦r✲
❞❡rt❡ ❞✐❡ ❇❡❛❝❤t✉♥❣ ❞❡r ❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❉✐s③✐♣❧✐♥✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡s❡ ❡✐♥❡ ✈♦rtr❡✤✐❝❤❡ Ü❜✉♥❣ ✐♠
❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❩❡✐❝❤♥❡♥ ❡r❧❛✉❜❡✳ ❊r ❢ü❤rt❡ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❞❛❢ür ❛♥✱ ✇✐❡ s✐❝❤ ❛✉s ❞❡r ❑r✐st❛❧✲
❧♦❣r❛♣❤✐❡ ✐♥ ♥❛tür❧✐❝❤❡r ❲❡✐s❡ ❋r❛❣❡♥ ❢ür ❞❡♥ ❙t❡r❡♦♠❡tr✐❡✉♥t❡rr✐❝❤t ❛❜❧❡✐t❡♥ ❧❛ss❡♥✳
■♥ ❡✐♥❡r ❆♥♠❡r❦✉♥❣ ③✉ ❞✐❡s❡♠ ❱♦rtr❛❣ ✇✐❡s ❲✐tt❡ ❞❛r❛✉❢ ❤✐♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❱♦r✇✉r❢ ♠❛♥✲
❣❡❧♥❞❡r ❆✉s❜✐❧❞✉♥❣ ✐♠ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❩❡✐❝❤♥❡♥ ❞✐❡ ❱♦r❜✐❧❞✉♥❣s❛♥st❛❧t❡♥✱ s♣❡③✐❡❧❧ ❞❛s
●②♠♥❛s✐✉♠✱ tr❡✛❡✳ ❲❡✐t❡r ❤❡✐ÿt ❡s✿ ✒❊r ❬❲✐tt❡❀ ❑✳❱✳❪ t❤❡✐❧t ❞✐❡ ❆♥s✐❝❤t ❑❡❦✉❧❡s✱
❞❛ss ❡✐♥❡ ❱❡r❡✐♥✐❣✉♥❣ ✈♦♥ ❛❦❛❞❡♠✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ t❡❝❤♥✐s❝❤❡♥ ❙t✉❞✐❡♥ ✇ü♥s❝❤❡♥s✇❡rt❤
s❡✐✳ ❆✉❝❤ ❞❡r ❩❡✐❝❤❡♥✉♥t❡rr✐❝❤t s♦❧❧❡ ❞✐❡ ❆✉s❜✐❧❞✉♥❣ ❞❡s ❆♥s❝❤❛✉✉♥❣s✈❡r♠ö❣❡♥s ✐♠
❆✉❣❡ ❤❛❜❡♥✑ ✭❚❇✱ ✷✾✶✮✳
■♥ s❡✐♥❡♠ ❇❡✐tr❛❣ ✒❉✐❡ ♥❡✉❡r❡ ●❡♦♠❡tr✐❡ ❛✉❢ ❞❡♥ ❤ö❤❡r❡♥ ▲❡❤r❛♥st❛❧t❡♥✑ ♣❧ä❞✐❡r✲

t❡ ❙❝❤♦❧③ ❢ür ❡✐♥❡ ✈❡rstär❦t❡ ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡r ❞❛rst❡❧❧❡♥❞❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡ ✐♥ ❞❡r
❙❝❤✉❧❡✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡s❡ ✲ ✐♠ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ③✉ ❞❡r r❡❝❤t ✈♦r❛✉ss❡t③✉♥❣sr❡✐❝❤❡♥ s②♥t❤❡t✐s❝❤❡♥
●❡♦♠❡tr✐❡ ✲ ✐♥ ❤♦❤❡♠ ▼❛ÿ❡ ❣❡❡✐❣♥❡t s✐❡✱ ❞❛s ❆♥s❝❤❛✉✉♥❣s✈❡r♠ö❣❡♥ ❞❡r ❙❝❤ü❧❡r ③✉
❡♥t✇✐❝❦❡❧♥✳ ■♥ ❞❡r ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞❡♥ ❉✐s❦✉ss✐♦♥✱ ✇❡❧❝❤❡ Pr♦✲ ✉♥❞ ❑♦♥tr❛♣♦s✐t✐♦♥❡♥ ❡♥t✲
❤✐❡❧t✱ ✜❡❧ ❞❡r ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❜❡♠❡r❦❡♥s✇❡rt❡ ❙❛t③✿ ✒❊r ✭▼ü❧❧❡r✮ ✈❡r✇❡✐st ❛✉❢ ❞✐❡ ❇❡❞❡✉t✉♥❣
❞❡r ❞❛rst❡❧❧❡♥❞❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡ ❢ür ❡✐♥③❡❧♥❡ ❇❡r✉❢s❦❧❛ss❡♥✳ ◆❛♠❡♥t❧✐❝❤ ✈♦♥ ❆❡r③t❡♥ ❤❛✲
❜❡ ❡r ✈✐❡❧❢❛❝❤❡ ❑❧❛❣❡♥ ü❜❡r ♠❛♥❣❡❧❤❛❢t❡ ❆✉s❜✐❧❞✉♥❣ ✐❤r❡s ❆♥s❝❤❛✉✉♥❣s✈❡r♠ö❣❡♥s
❣❡❤ört✑ ✭❚❇✱ ✶✼✶✮✳ ❋❧♦❤r ❣r✐✛ ✐♥ ❞❡r ❉✐s❦✉ss✐♦♥ ♥♦❝❤ ❡✐♥♠❛❧ ❞❡♥ ❚❡r♠✐♥✉s ✬♥❡✉❡r❡
●❡♦♠❡tr✐❡✬ ❛✉❢✱ ✇♦♠✐t ❤✐❡r ❞❡r ❆✉❢❜❛✉ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡ ❛✉❢ ❞❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣s❜❡❣r✐✛ ✭✐♠
❙✐♥♥❡ ❞❡s ✬❊r❧❛♥❣❡r Pr♦❣r❛♠♠❡s✬ ✭✶✽✼✷✮ ✈♦♥ ❋✳ ❑❧❡✐♥✮ ❣❡♠❡✐♥t ✇❛r✱ ✉♥❞ ❜❡s❝❤❡✐♥✐❣✲
t❡ ❞✐❡s❡r✿ ✒❉✉r❝❤ ❊rö✛♥✉♥❣ ✇❡✐t❡r ●❡s✐❝❤ts❦r❡✐s❡ ✇✐r❞ ❋r✐s❝❤❡ ✉♥❞ ▲❡❜❡♥❞✐❣❦❡✐t ❜❡✐
❞❡♥ ❙❝❤ü❧❡r♥ ❣❡✇❡❝❦t✑ ✭❚❇✱ ✶✼✶✮✳
❆♥❧äss❧✐❝❤ ❞❡r ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ❲✐❡s❜❛❞❡♥ ✶✽✽✼ ❤✐❡❧t ❙✳ ●ü♥t❤❡r ❡✐♥ ❘❡❢❡r❛t ✒❩✉r

●❡s❝❤✐❝❤t❡ ❞❡r st❡r❡♦❣r❛♣❤✐s❝❤❡♥ Pr♦❥❡❦t✐♦♥✑✳ ❉❛ ❙✳ ●ü♥t❤❡r s❡✐t ✶✽✽✻ Pr♦❢❡ss♦r ❢ür
●❡♦❣r❛♣❤✐❡ ✐♥ ▼ü♥❝❤❡♥ ✉♥❞ ❛❧s ❆✉t♦r ♠❡❤r❡r❡r ▲❡❤r❜ü❝❤❡r ❞❡r ●❡♦❣r❛♣❤✐❡ ❤❡r✈♦r✲
❣❡tr❡t❡♥ ✇❛r✱ ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ❤✐❡r❜❡✐ ✉♠ ❡✐♥ ❢ür ✐❤♥ ♥❛❤❡❧✐❡❣❡♥❞❡s ❚❤❡♠❛✸✺✳ ◆❡❜❡♥
✐❤r❡r ❘❡❧❡✈❛♥③ ❢ür ❞✐❡ ❑❛rt♦❣r❛♣❤✐❡ ♥❛♥♥t❡ ❞❡r ❱♦rtr❛❣❡♥❞❡ ③✇❡✐ ✇❡✐t❡r❡ ▼♦t✐✈❡✱
❞✐❡ ❞✐❡ ❇❡❤❛♥❞❧✉♥❣ ❞❡r st❡r❡♦❣r❛♣❤✐s❝❤❡♥ Pr♦❥❡❦t✐♦♥ ❛♥❣❡③❡✐❣t ❡rs❝❤❡✐♥❡♥ ❧❛ss❡♥✿
❊rst❡♥s s❡✐ s✐❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤ ❣❡s❡❤❡♥ ✇✐❝❤t✐❣✱ ✇❡✐❧ s❡✐ ❞❡♥ ❇❡❣r✐✛ ❞❡r ❲✐♥❦❡❧tr❡✉❡
✐♥✈♦❧✈✐❡r❡❀ s✐❡ ❜❡r❡✐t❡ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❞✐❡ ❇❡❤❛♥❞❧✉♥❣ ❞❡r ❘✐❡♠❛♥♥s❝❤❡♥ ❩❛❤❧❡♥❦✉❣❡❧
✈♦r❀ ③✇❡✐t❡♥s s♣✐❡❧❡ s✐❡ ❛✉❝❤ ✐♥ ❦r✐st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐s❝❤❡♥ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥ ❡✐♥❡ ❘♦❧❧❡✳ ❆❧s ❯r✲
❤❡❜❡r ❞❡r st❡r❡♦❣r❛♣❤✐s❝❤❡♥ Pr♦❥❡❦t✐♦♥ ♥❛♥♥t❡ ❙✳ ●ü♥t❤❡r ❍✐♣♣❛r❝❤♦s❀ ❛♥❣❡✇❡♥❞❡t
♦❞❡r ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇✉r❞❡ s✐❡ ✐♥ ❞❡r ❆♥t✐❦❡ ✉♥t❡r ❛♥❞❡r❡♠ ✈♦♥ ❱✐tr✉✈ ✉♥❞ Pt♦❧❡♠❛✐♦s✳
❉✐❡ ❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣ s❡❧❜st ❢ü❤rt❡ ❙✳ ●ü♥t❤❡r ❛✉❢ ❞❡♥ ❜❡❧❣✐s❝❤❡♥ ❏❡s✉✐t❡♥ ❆q✉✐❧♦♥✐✉s
✭✶✺✻✻✲✶✻✶✼✮ ③✉rü❝❦✳ ❙❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ✇✐r❞ ❞❛s ✶✼✷✻ ❡rs❝❤✐❡♥❡♥❡ ▲❡✐♣③✐❣❡r ❯♥✐✈❡rs✐täts✲
♣r♦❣r❛♠♠ ❞❡r ❞♦rt✐❣❡♥ Pr♦❢❡ss♦r ❈✳ ❆✳ ❍❛♥s❡♥ ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤ ❜❡s♣r♦❝❤❡♥✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡s❡s

✸✺❱❡r❣❧❡✐❝❤❡ ✒❊r❞❦✉♥❞❡ ✉♥❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ✐❤r❡r ❣❡❣❡♥s❡✐t✐❣❡♥ ❇❡③✐❡❤✉♥❣✑ ✈♦♥ ❙✳ ●ü♥t❤❡r ✭▼ü♥✲
❝❤❡♥✱ ✶✽✼✼✮✳

✺✺



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

❛❧❧❡r❧❡✐ ✐♥t❡r❡ss❛♥t❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥ ❞❡r st❡r❡♦❣r❛♣❤✐s❝❤❡♥ Pr♦❥❡❦t✐♦♥ ❡♥t❤❛❧t❡✳
❩✉r ●❡♦♠❡tr✐❡ ❣❛❜ ❡s ❜❡✐ ❞❡r ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ✶✽✽✼ ✐♥ ❲✐❡s❜❛❞❡♥ ❦❡✐♥❡

❱♦rträ❣❡✱ ✇♦❤❧ ❛❜❡r ③✇❡✐ ③✉r ❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ✈♦♥ ❖✳ ❙✐♠♦♥②✳ ■♥ ❋♦rts❡t③✉♥❣ s❡✐♥❡s ❇❡r❧✐♥❡r
❱♦rtr❛❣❡s s♣r❛❝❤ ❞✐❡s❡r ✒❯❡❜❡r ❞❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ❣❡✇✐ss❡r t♦♣♦❧♦❣✐s❝❤❡r ❚❤❛ts❛✲
❝❤❡♥ ♠✐t ♥❡✉❡♥ ❙ät③❡♥ ❞❡r ❤ö❤❡r❡♥ ❆r✐t❤♠❡t✐❦ ✉♥❞ ❞❡ss❡♥ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ❇❡❞❡✉t✉♥❣✑❀
✇❡✐t❡r ❣❛❜ ❡s ❡✐♥❡ ✒❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡✐♥❡s ♥❡✉❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐s❝❤❡♥ ❆♣♣❛r❛t❡s ③✉r ❍❡rst❡❧✲
❧✉♥❣ ❣❡✇✐ss❡r✱ ③❛❤❧❡♥t❤❡♦r❡t✐s❝❤ ✈❡r✇❡♥❞❜❛r❡r ❑♥♦t❡♥s②st❡♠❡✑✳ ❉❛❜❡✐ ❜❡♥✉t③t❡ ❞❡r
❲✐❡♥❡r ❚♦♣♦❧♦❣❡ ❞✐❡ ■❞❡❡✱ ❜❡st✐♠♠t❡ ❑♥♦t❡♥✈❡r❜✐♥❞✉♥❣❡♥ ✭❞❛s s✐♥❞ ❱❡r❦♥ü♣❢✉♥❣❡♥
♠❡❤r❡r❡r ❑♥♦t❡♥ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r✮ ❞✉r❝❤ ❢♦r♠❛❧❡ Pr♦❞✉❦t❡ ③✉ r❡♣räs❡♥t✐❡r❡♥✱ ❡✐♥ ❢ür ❞✐❡
❞❛♠❛❧✐❣❡ ❩❡✐t ❡rst❛✉♥❧✐❝❤ ❛❜str❛❦t❡r ❆♥s❛t③✳ ❉✐❡ ❊①♣♦♥❡♥t❡♥✱ ❞✐❡ ✐♥ ❞✐❡s❡ ❢♦r♠❛✲
❧❡♥ Pr♦❞✉❦t❡ ❡✐♥❣❡❤❡♥✱ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❛❧s ❚❡✐❧♥❡♥♥❡r ✈♦♥ ❑❡tt❡♥❜rü❝❤❡♥ ✐♥t❡r♣r❡t✐❡r❡♥✳
❆❧❧❡ ❑♥♦t❡♥✱ ❞✐❡ ③✉♠ s❡❧❜❡♥ s②♠❜♦❧✐s❝❤❡♥ Pr♦❞✉❦t ❢ü❤r❡♥✱ ❜✐❧❞❡♥ ❡✐♥❡ s♦❣❡♥❛♥♥t❡
st❛❜✐❧❡ ❑♥♦t❡♥❣r✉♣♣❡✳ ❖✳ ❙✐♠♦♥② ❧❡✐t❡t❡ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ③❛❤❧❡♥t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢✲
t❡♥ ❞❡r ❞✉r❝❤ ❞✐❡ Pr♦❞✉❦t❡ ❞❡r ❊①♣♦♥❡♥t❡♥ ❣❡❜✐❧❞❡t❡♥ ❩❛❤❧❡♥ ❛❜✳ ❇❡♠❡r❦❡♥s✇❡rt
❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ✇❡✐t❡r❡♥ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r ❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ✐st ❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❆♥❞❡✉t✉♥❣✿ ✒✳✳✳
❞❛ss s✐❝❤ ❛✉❢ ❞❡r ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❞❡s ❤✐❡r ❜❡s♣r♦❝❤❡♥❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣❡s ③✇✐s❝❤❡♥ t♦♣♦✲
❧♦❣✐s❝❤❡♥ ❚❤❛ts❛❝❤❡♥ ✉♥❞ ❛r✐t❤♠❡t✐s❝❤❡♥ ❙ät③❡♥ ❛✉❝❤ ✉♠❣❡❦❡❤rt ♥❡✉❡ t♦♣♦❧♦❣✐s❝❤❡
●❡s❡t③❡ ❛✉❢ ❛r✐t❤♠❡t✐s❝❤✲❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡♠ ❲❡❣ ❛❜❧❡✐t❡♥ ❧❛ss❡♥✑ ✭❚❇✱ ✷✸✵✮✳ ■♠ ●r✉♥❞❡
❣❡♥♦♠♠❡♥ ✐st ❞❛s ❞❛s Pr✐♥③✐♣ ❞❡r ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡♥ ❚♦♣♦❧♦❣✐❡✳ ❲❡✐t❡r ❢ü❤rt❡ ❖✳ ❙✐♠♦♥②
❛✉s✿

✒❆✉❝❤ ❞✐❡ ❉✐s❦✉ss✐♦♥ ❞✐❡s❡r ❊rs❝❤❡✐♥✉♥❣❡♥ ♥öt❤✐❣t ③✉r ❊✐♥❢ü❤r✉♥❣ ❡✐♥❡r
●❡♦♠❡tr✐❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡♥ ✐❤r❡r ●❡❜✐❧❞❡ ♥❡❜❡♥ ❞❡r ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢✲
t❡♥ ❞❡r ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣ ✉♥❞ ❇❡✇❡❣❧✐❝❤❦❡✐t ♥♦❝❤ ❥❡♥❡ ❣❡❣❡♥s❡✐t✐❣❡r ❯♥❞✉r❝❤✲
❞r✐♥❣❧✐❝❤❦❡✐t ❜❡✐❧❡❣t✱ ❢♦❧❣❧✐❝❤ ✇❡❞❡r ❡✐♥❡ ❈♦✐♥❝✐❞❡♥③ ✈♦♥ ▲✐♥✐❡♥ ♠✐t ▲✐♥✐❡♥
♥♦❝❤ ❡✐♥❡ s♦❧❝❤❡ ✈♦♥ ❋❧ä❝❤❡♥ ♠✐t ❋❧ä❝❤❡♥ ✐♠ ❙✐♥♥❡ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡ ❊✉❝❧✐❞s
③✉❧ässt✑ ✭❚❇✱ ✷✸✶✮✳

❉❡r ✒t♦♣♦❧♦❣✐s❝❤❡ ❆♣♣❛r❛t✑✱ ❞❡♥ ❖✳ ❙✐♠♦♥② ✈♦r❢ü❤rt❡ ✉♥❞ ❞❡r ✐♠ ❚❛❣❡❜❧❛tt ❛✉s✲
❢ü❤r❧✐❝❤ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇✐r❞✱ ❞✐❡♥t❡ ❞❛③✉✱ ❑♥♦t❡♥s②st❡♠❡ ③✉ ❡r③❡✉❣❡♥✳ ❆♥ ✐❤♠ ✇✐r❞
♥♦❝❤♠❛❧s ❞❡✉t❧✐❝❤✱ ✇✐❡ ❡♥❣ ❞✐❡ P✐♦♥✐❡r❡ ❞❡r ❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✐❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ❞✐❡s❡r ❉✐s③✐✲
♣❧✐♥ ③✉r ❘❡❛❧✐tät s❛❤❡♥✳ ❉❛s ❣❡✇✐❝❤t✐❣st❡ ❚❤❡♠❛ ❞❡r ❲✐❡s❜❛❞❡♥❡r ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ✇❛r
❡✐♥❞❡✉t✐❣ ❞✐❡ ❆❧❣❡❜r❛✱ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤ ❞r❡✐ ❱♦rträ❣❡ ❣❛❧t❡♥✳ ❏♦❤❛♥♥❡s ❙❝❤✉♠❛❝❤❡r s♣r❛❝❤
✒❯❡❜❡r ❞✐❡ ❜✐q✉❛❞r❛t✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✑✳ ❉❛❜❡✐ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡ ❡r ❞✐❡ ■❞❡❡ ❞❡r ✒❲✉r③❡❧✲
❢✉♥❦t✐♦♥❡♥✑ ✭❞❛s s✐♥❞ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❞❡r ❲✉r③❡❧♥ ❡✐♥❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣✮✱ ❞✐❡ ❡r ✐♥ s②♠♠❡tr✐✲
s❝❤❡ ✉♥❞ ♥✐❝❤ts②♠♠❡tr✐s❝❤❡ ❡✐♥t❡✐❧t❡✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❊❧❡♠❡♥t❡ ❞❡r ③✇❡✐t❡♥ ❑❧❛ss❡ ❞✉r❝❤
s♦❧❝❤❡ ❞❡r ❡rst❡♥ ❞❛rst❡❧❧❜❛r s✐♥❞✳ ❍❛✉♣t❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❡✐♥❡r ❑❧❛ss❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡❥❡♥✐❣❡♥
❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❣❡♥❛♥♥t✱ ❞✐❡ ❛❧❧❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❣❛♥③ ✉♥❞ r❛t✐♦♥❛❧ ❡r③❡✉❣❡♥✳ ❲❡✐✲
t❡r ✇✐r❞ ❞❡r ❇❡❣r✐✛ ❞❡r ❛ss♦③✐✐❡rt❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt✿ ❉❛s s✐♥❞ ❛❧❧❡ ❞✐❡❥❡♥✐❣❡♥
❋✉♥❦t✐♦♥❡♥✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ s②♠♠❡tr✐s❝❤❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❣❛♥③ r❛t✐♦♥❛❧ ❡r③❡✉❣t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡
❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❛ss♦③✐✐❡rt❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❣✐❜t ❆✉❢s❝❤❧✉ss ü❜❡r ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥✲
t❡♥ ❘❡s♦❧✈❡♥t❡♥✳ ■♥ s❡✐♥❡r ❋♦rts❡t③✉♥❣ ✒❯❡❜❡r ❞✐❡ ❆✉✢ös❜❛r❦❡✐t ❞❡r ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡♥
●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✈✐❡rt❡♥ ●r❛❞❡s✑ ❢♦r♠✉❧✐❡rt ❏✳ ❙❝❤✉♠❛❝❤❡r ❞❛♥♥ ❞❡♥ ❙❛t③✿ ✒❆❧❧❡ ❛ss②♠✲
♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❣❛♥③❡♥ ❲✉r③❡❧❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❡✐♥❡r ❜✐q✉❛❞r❛t✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ s✐♥❞ ❛❧s ❣❛♥③
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✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡ ❋✉♥❝t✐♦♥❡♥ ❞❡r ❈♦❡✣❝✐❡♥t❡♥ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞❛rst❡❧❧❜❛r✑ ✭❚❇✱ ✷✷✽✮✳ ❲❡✐✲
t❡r ✇✐r❞ ❡✐♥ ❑r✐t❡r✐✉♠ ❢ür ❞✐❡ ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡ ❆✉✢ös❜❛r❦❡✐t ✈♦♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❤ö❤❡r❡♥ ❛❧s
✈✐❡rt❡♥ ●r❛❞❡s ❤❡r❣❡❧❡✐t❡t✳ ❉✐r❡❦t♦r ❑❛✐s❡r ❛✉s ❲✐❡s❜❛❞❡♥ ✉♥t❡rs✉❝❤t❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥
✈♦♠ ❚②♣

±
∑

(C11 +X)(C22 +X) . . . (Cnn +X) = 0

✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ Cii ❡✐♥❡r q✉❛❞r❛t✐s❝❤❡♥ ▼❛tr✐① ❡♥tst❛♠♠❡♥ s♦❧❧❡♥ ♠✐t ❢♦❧❣❡♥✲
❞❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥✿ ❉✐❡ ❉✐❛❣♦♥❛❧❡❧❡♠❡♥t❡ s✐♥❞ ❛❧❧❡ r❡❡❧❧ ✉♥❞ ❞✐❡ ❊❧❡♠❡♥t❡ Cik ✉♥❞
Ckis✐♥❞ ❦♦♥❥✉❣✐❡rt ❦♦♠♣❧❡① ✭❡✐♥❡ s♦❧❝❤❡ ▼❛tr✐① ♥❡♥♥❡♥ ✇✐r ❤❡✉t❡ ❍❡r♠✐t✐s❝❤❀ ❞✐❡
❡rst❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t ❢♦❧❣t ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r ❛✉s ❞❡r ③✇❡✐t❡♥✮✳ ❉❛s ❙②♠❜♦❧ ±∑ ❣❡❤t ❛✉❢ ❈✳
●✳ ❏✳ ❏❛❝♦❜✐ ③✉rü❝❦ ✉♥❞ ❜❡❞❡✉t❡t ❞✐❡ ❉❡t❡r♠✐♥❛♥t❡✳ ❲✐r ❤❛❜❡♥ ❡s ❤✐❡r ✇♦❤❧ ♠✐t ❞❡♠
❝❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤❡♥ P♦❧②♥♦♠ ✭✐♥ ❢ür ✉♥s ❣❡✇♦❤♥t❡r ❙❝❤r❡✐❜✇❡✐s❡✮ ❡✐♥❡r ❍❡r♠✐t✐s❝❤❡♥
▼❛tr✐① ③✉ t✉♥✳ ❉❡r ❱♦rtr❛❣❡♥❞❡ ③❡✐❣t❡✱ ❞❛ss ❞✐❡ ▲ös✉♥❣❡♥ ❞❡r ❢r❛❣❧✐❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥
r❡❡❧❧ s✐♥❞✳
❉❡r ❇❡✐tr❛❣ ✒❯❡❜❡r ❡✐♥✐❣❡ ❣r✉♣♣❡♥t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥✑ ✈♦♥ ❋❡r❞✐♥❛♥❞

❘✉❞✐♦ ✲ ❞❡r ü❜r✐❣❡♥s ❛✉s ❲✐❡s❜❛❞❡♥ st❛♠♠t❡ ✲ ❜r❛❝❤t❡ ❡✐♥❡ ♥❡✉❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡r ❇❡✲
❣r✐✛❡ ✬Pr✐♠✐t✐✈✐tät✬ ✉♥❞ ✬■♠♣r✐♠✐t✐✈✐tät✬ ❢ür ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥s❣r✉♣♣❡♥ ✭❞❛s s✐♥❞ ✐♥ ❞✐❡s❡♠
❋❛❧❧❡ P❡r♠✉t❛t✐♦♥❡♥✮✱ ❞✐❡ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✐♠ ❇❡✇❡✐s ❡✐♥✐❣❡r ❣r✉♣♣❡♥t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡r ❙ät③❡
❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❢❛♥❞✳
❊✐♥ ❱♦rtr❛❣ ✇❛r ✐♥ ❲✐❡s❜❛❞❡♥ ❞❡r ■♥✈❛r✐❛♥t❡♥t❤❡♦r✐❡ ❣❡✇✐❞♠❡t✳ ❊s ✇❛r ❞✐❡s ❞❛s

❘❡❢❡r❛t ✈♦♥ ❏♦❤❛♥♥ ❊r✇✐♥ P❛♣♣❡r✐t③✱ ❞❡r ü❜❡r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧✐♥✈❛r✐❛♥t❡♥ r❡❞❡t❡✳ ❊s s❡✐
w ❡✐♥❡ ❦♦♠♣❧❡①❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ✈♦♥ z ✉♥❞ Dw ❜❡③❡✐❝❤♥❡t❡ ❞❛s ❉♦♣♣❡❧✈❡r❤ä❧t♥✐s ❞❡r ✈✐❡r
❋✉♥❦t✐♦♥s✇❡rt❡ w(z + αt)✱ w(z + βt)✱ w(z + γt) ✉♥❞ w(z + δt)✳ ❊♥t✇✐❝❦❡❧t ♠❛♥ Dw

♥❛❝❤ P♦t❡♥③❡♥ ✈♦♥ t✱ s♦ ❣❡❤ör❡♥ ❞✐❡ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ❞✐❡s❡r ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ③✉r ●r✉♣♣❡
❞❡r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧✐♥✈❛r✐❛♥t❡♥ w

′
= aw+b

cw+d
✭▼ö❜✐✉s✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❡r❤❛❧t❡♥ ❥❛ ❞❛s

❉♦♣♣❡❧✈❡r❤ä❧t♥✐s✮✳ ❯♠❣❡❦❡❤rt ❧ässt s✐❝❤ ❞✐❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧✐♥✈❛r✐❛♥t❡
(

w
′′

w′

)

−
(

3

2

w
′′

w′

)2

❞❛rst❡❧❧❡♥ ❛❧s

lim
t→0

Dw −Dz

t

✇♦❜❡✐ DZ❞❛s ❉♦♣♣❡❧✈❡r❤ä❧t♥✐s ❞❡r ✈✐❡r ♦❜❡♥ ❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❆r❣✉♠❡♥t❡ s❡✐♥ s♦❧❧✳ ❉❛✲
♠✐t ✇✐r❞ ❛❧s♦ ❡✐♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡♥ ✭❉♦♣♣❡❧✈❡r❤ä❧t♥✐ss❡♥✮ ✉♥❞
❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧✐♥✈❛r✐❛♥t❡♥ ❤❡r❣❡st❡❧❧t✳
❇❡♠❡r❦❡♥s✇❡rt ❜❡✐ ❞❡r ♥ä❝❤st❡♥ ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ✐st ❞❡r ❱♦rtr❛❣ ✒❉❡r ✭❡rst❡✮ ❣❡♦✲

♠❡tr✐s❝❤❡ ❯♥t❡rr✐❝❤t✱ ❡✐♥❡ ◆❛t✉r❣❡s❝❤✐❝❤t❡ ❞❡s ❘❛✉♠❡s✑ ✈♦♥ ❘❡❦t♦r ❉✐❡❦♠❛♥♥ ❛✉s
❱✐❡rs❡♥✱ ✐♥ ❞❡♠ ❢ür ❞✐❡ ❆✉❢❣❛❜❡ ❞❡s st❛rr❡♥ ❊✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ❙❝❤❡♠❛s ✐♠ ●❡♦♠❡tr✐❡✲
✉♥t❡rr✐❝❤t ③✉❣✉♥st❡♥ ❞❡r ❆s♣❡❦t❡ ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣ ✉♥❞ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❧ä❞✐❡rt ✇✐r❞✿
✒❲❡♥♥ ❡s ❣❡❧ä♥❣❡✱ ❞✐❡s❡ ❜❡✐❞❡♥ Pr✐♥❝✐♣❡ ❛❧s ❣❧❡✐❝❤❜❡r❡❝❤t✐❣t❡ ❍✐❧❢s♠✐tt❡❧ ③✉r ❊r❦❡♥♥t✲
♥✐s ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡r ❲❛❤r❤❡✐t❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ❯♥t❡rr✐❝❤t ❡✐♥③✉❢ü❤r❡♥✱ ❞❛♥♥ s❡✐ ❡s ❛✉❝❤ ❧❡✐❝❤t✱
❞❡♥s❡❧❜❡♥ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤❡♥ ✉♥❞ ❛♥r❡❣❡♥❞❡♥ ③✉ ♠❛❝❤❡♥✑ ✭❚❇✱ ✸✹✷✮✳ ❲❡✐t❡r
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✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

❤❡✐ÿt ❡s✿ ✒❉✐❡ ❣❡✇❛❧t✐❣❡♥ ❊rr✉♥❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡r ♥❡✉❡r❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ♥✐❝❤ts
✈♦♠ ❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ❇❡✇❡✐s❡♥ ✇✐ss❡✱ ❜❡r✉❤❡♥ ❛✉❢ ❞❡r ❊✐♥❢❛❝❤❤❡✐t ✐❤r❡r ▼✐tt❡❧✱ . . .✑
✭❚❇✱ ✸✹✸✮✳ ❊s ❢♦❧❣t❡ ❡✐♥❡ ❦✉r③❡ ❙❦✐③③❡✱ ✇✐❡ ❞✐❡ ❡❜❡♥❡ ●❡♦♠❡tr✐❡ ❛✉❢ ❞✐❡ ❇❡❣r✐✛❡
P❛r❛❧❧❡❧✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣✱ ③❡♥tr✐s❝❤❡ ✉♥❞ ❆❝❤s❡♥❞r❡❤✉♥❣ ❜❡❣rü♥❞❡t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ▼❛♥
❜❡♠❡r❦t✱ ❞❛ss ❞❛s ❚❤❡♠❛ ✬♥❡✉❡ ●❡♦♠❡tr✐❡✬ ✐♥ ❞❡r ❯♥t❡rr✐❝❤tss❡❦t✐♦♥ ❡✐♥❡ ✇✐❝❤t✐✲
❣❡ ❘♦❧❧❡ ❣❡s♣✐❡❧t ❤❛t ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❙❝❤♦❧③ ✶✽✽✼✮✳ Ü❜r✐❣❡♥s st❛♠♠t ✈♦♥ ❉✐❡❦♠❛♥♥ ❞❛s
❡rst❡ ●❡♦♠❡tr✐❡❧❡❤r❜✉❝❤✱ ❞❛s s②st❡♠❛t✐s❝❤ ✉♥❞ ❦♦♥s❡q✉❡♥t ❞❡♥ ❛❜❜✐❧❞✉♥❣st❤❡♦r❡t✐✲
s❝❤❡♥ ❙t❛♥❞♣✉♥❦t ❞✉r❝❤❢ü❤rt❡✳ ❆✉ÿ❡r ❞✐❡s❡♠ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡r ✉♥❞
♥❛t✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡r ❯♥t❡rr✐❝❤t ❣❡❤❛❧t❡♥❡♥ ❱♦rtr❛❣ ✜♥❞❡♥ ✇✐r ❜❡✐ ❞❡r ❱❡rs❛♠♠✲
❧✉♥❣ ❑ö❧♥ ✶✽✽✽ ❦❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡♥ ❇❡✐trä❣❡ ③✉ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❚❤❡♠❡♥❀ ❡✐♥❡ ❙❡❦t✐♦♥
❢ür ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❦❛♠ ❤✐❡r ♥✐❝❤t ③✉st❛♥❞❡✳
●❛♥③ ❛♥❞❡rs st❡❧❧t s✐❝❤ ❞✐❡ ❙✐t✉❛t✐♦♥ ✶✽✽✾ ✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣ ❞❛r✳ ❉❛s ✐st ❛✉❝❤ ♥✐❝❤t

❡rst❛✉♥❧✐❝❤✱ ✇❛r ❞♦❝❤ ❞❛♠❛❧s ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣ ❡✐♥ ❜❡❞❡✉t❡♥❞❡s ❩❡♥tr✉♠ ❞❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐✲
s❝❤❡♥ ✉♥❞ ✈♦r ❛❧❧❡♠ ❞❡r ♥❛t✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡♥ ❋♦rs❝❤✉♥❣❀ ✈✐❡❧❡ ❞❡r ❛❦t✐✈❡♥ ❙❡❦✲
t✐♦♥s♠✐t❣❧✐❡❞❡r ✇❛r❡♥ ❞✐❡s❡r ❙t❛❞t ✉♥❞ ✐❤r❡r ❯♥✐✈❡rs✐tät ❞✉r❝❤ ❧ä♥❣❡r❡ ❆✉❢❡♥t❤❛❧t❡
✈❡r❜✉♥❞❡♥ ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ✸ ✉♥t❡♥✮✳ ❉❛s ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❖r❞✐♥❛r✐❛t ✇❛r s❡✐t ✶✽✽✹ ♠✐t ▲❡♦
❑ö♥✐❣s❜❡r❣❡r✱ ❡✐♥❡♠ ❞❡r ❜❡❦❛♥♥t❡st❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r s❡✐♥❡r ❩❡✐t✱ ❜❡s❡t③t✱ ❞❡r ❞✐❡s❡s
❜✐s ✶✾✶✹ ✐♥♥❡❤❛❜❡♥ s♦❧❧t❡ ✭❡r ✇❛r s❝❤♦♥ ✶✽✻✾✲✶✽✼✺ ❖r❞✐♥❛r✐✉s ✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣ ❣❡✇❡s❡♥✱
③✇✐s❝❤❡♥ ✶✽✼✺ ✉♥❞ ✶✽✽✹ ✇❛r ❞❛s ❖r❞✐♥❛r✐❛t ♠✐t ▲❛③❛r✉s ❋✉❝❤s ❜❡s❡t③t ✲ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡
P✉♣♣❡ ✶✾✽✻✮✳ ❆❧s ❊①tr❛♦r❞✐♥❛r✐❡♥ ✇✐r❦t❡♥ ✶✽✽✾ ▼♦r✐t③ ❈❛♥t♦r✱ ❍❡r♠❛♥♥ ❙❝❤❛♣✐r❛✱
❈❛r❧ ❆✉❣✉st ❑♦❡❤❧❡r ✉♥❞ ❋r✐❡❞r✐❝❤ ❊✐s❡♥❧♦❤r ✲ ❛❧❧❡s ◆❛♠❡♥✱ ❞✐❡ ✐♠ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣
♠✐t ❞❡r ◆❛t✉r❢♦rs❝❤❡rt❛❣✉♥❣ ❜❡❣❡❣♥❡♥✳
❉✉r❝❤ ❞❛s ❲✐r❦❡♥ ✈♦♥ ▼✳ ❈❛♥t♦r ✇❛r ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❩❡♥tr✉♠ ✭✈✐❡❧❧❡✐❝❤t

♠✉ss ♠❛♥ s♦❣❛r s❛❣❡♥✿ ③✉ ❞❡♠✮ ❩❡♥tr✉♠ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❣❡s❝❤✐❝❤tss❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❣❡✇♦r✲
❞❡♥ ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❚r❡✉t❧❡✐♥ ✶✽✽✾ ✉♥t❡♥✮✳ ❇❡✐ ❞❡r ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣ tr✉❣ ▼✳ ❈❛♥t♦r ✒❯❡❜❡r
❞❡♥ ❯rs♣r✉♥❣ ③✇❡✐❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡r ❙❝❤✉❧r✐❝❤t✉♥❣❡♥ ✐♥ ❊✉r♦♣❛✑ ✈♦r✳ ❊r st❡❧❧t❡ ❞❛s
❲❡r❦ ❞❡s ▲❡♦♥❛r❞♦ ✈♦♥ P✐s❛ ✭✶✶✼✵✲✶✷✺✵✮✱ ❞❡r ❛✉❝❤ ❛❧s ❋✐❜♦♥❛❝❝✐ ❜❡❦❛♥♥t ✐st✱ ❞❡♠
❞❡s ❏♦r❞❛♥✉s ◆❡♠♦r❛r✐✉s ✭✉♠ ✶✷✷✵✮ ❣❡❣❡♥ü❜❡r✳ ❊rst❡r❡r r❡♣räs❡♥t✐❡rt ❈❛♥t♦r ③✉❢♦❧❣❡
❞✐❡ ❡❤❡r ♣r❛❦t✐s❝❤❡ ❆✉sr✐❝❤t✉♥❣ ✐♠ ●❡✐st❡ ❞❡s ❑❛✉❢♠❛♥♥❡s✱ ❧❡t③t❡r❡r ✈❡r❦ör♣❡rt ❞❡♥
r❡✐♥❡♥ ●❡❧❡❤rt❡♥✳ ❉✐❡ ❯rs♣rü♥❣❡ ❞❡r ■❞❡❡♥ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐s ❢ü❤rt❡ ❞❡r ❱♦rtr❛❣❡♥❞❡ ❛✉❢
❞❡♥ ❆r❛❜❡r ❆❧❦❛r❞✐ ✭❛❧✲❑❛r❛❣✐✱ ✉♠ ✶✵✸✵✮ ③✉rü❝❦✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❜❡✐ ◆❡♠♦r❛r✐✉s ❆❧♥❛s❛✲
✇✐ ✭❛♥✲◆❛s❛✇✐✱ ▼✐tt❡ ✶✶✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt✮ P❛t❡ ❣❡st❛♥❞❡♥ ❤❛❜❡✳ ❉✐❡ ❙❝❤✉❧❡♥ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥
▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r✱ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡ ▲❡❤r❜ü❝❤❡r ③✉♠ ❡❧❡♠❡♥t❛r❡♥ ❘❡❝❤♥❡♥ ✈❡r❢❛sst ❤❛❜❡♥ ✭♥ä♠✲
❧✐❝❤ ❞❛s ❜❡rü❤♠t❡ ✬▲✐❜❡r ❛❜❛❝✐✬ ✭✶✷✵✷✮ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ❞✐❡ ✬❊❧❡♠❡♥t❛ ❛r✐t❤♠❡t✐❝❛✬
✭✶✳ ❍ä❧❢t❡ ❞❡s ✶✸✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rts✮✮✱ ❜❡st❛♥❞❡♥ ❜✐s ✐♥s ✶✺✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt ❤✐♥❡✐♥ ❢♦rt✳ ❉✐❡
❙❝❤✉❧❡ ❞❡s ◆❡♠♦r❛r✐✉s ❦❛♥♥t❡ ❉✉♣❧✐③✐❡r❡♥ ✉♥❞ ❍❛❧❜✐❡r❡♥ ❛❧s ❡✐❣❡♥stä♥❞✐❣❡ ❘❡❝❤❡♥✲
♦♣❡r❛t✐♦♥❡♥✱ ❞✐❡ ❞❡s ❋✐❜♦♥❛❝❝✐ ♥✐❝❤t✳
❊✳ ❙❝❤rö❞❡r ❜❡❢❛sst❡ s✐❝❤ ✐♥ s❡✐♥❡♠ ❇❡✐tr❛❣ ♠✐t ❞❡r ▲♦❣✐❦✿ ✒❯❡❜❡r ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r

❯rt❤❡✐❧❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ▲♦❣✐❦ ❛❜③✉❣❡❜❡♥ ✈❡r♠❛❣ ü❜❡r ③✇❡✐ ❇❡❣r✐✛❡✑✳ ❉❛❜❡✐ ❣✐♥❣ ❡s ✉♠
❞✐❡ ❋r❛❣❡✱ ✇✐❡ ✈✐❡❧ ✐♥❤❛❧t❧✐❝❤ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❆✉ss❛❣❡♥ ❞✐❡ ❦❧❛ss✐s❝❤❡ ❙②❧❧♦❣✐st✐❦ ♠✐t
✐❤r❡♥ ▼✐tt❡❧♥ ü❜❡r ③✇❡✐ ❇❡❣r✐✛❡ A ✉♥❞ B ③✉ ❢♦r♠✉❧✐❡r❡♥ ❣❡st❛tt❡t✳ ❊r ❢❛♥❞ ❤✐❡r❢ür
❞✐❡ ❩❛❤❧ 215 − 1✱ ✐♥❞❡♠ ❡r ❞✐❡ ❢r❛❣❧✐❝❤❡♥ ❆✉ss❛❣❡♥ ✭♥❛❝❤ ❱♦r❜✐❧❞ ✈♦♥ ●❡♦r❣❡ ❇♦♦❧❡
✭✶✽✶✺✲✶✽✻✹✮✱ ❆✉❣✉st✉s ❉❡ ▼♦r❣❛♥ ✭✶✽✵✻✲✶✽✼✶✮ ✉♥❞ ❛♥❞❡r❡♥✮ ♥❛❝❤ s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❊❧❡✲
♠❡♥t❛r❢ä❧❧❡♥ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡✳ ❉✐❡ ③✇❡✐t❡ ✈♦♥ ❊✳ ❙❝❤rö❞❡r ❜❡❛❜s✐❝❤t✐❣t❡ ▼✐tt❡✐❧✉♥❣ ✒❯❡❜❡r

✺✽



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

■♥❞✐✈✐❞✉❛❧✉rt❤❡✐❧❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ■♥❞✐✈✐❞✉✉♠s✱ P✉♥❦t❡s✱ ✐♥ ❞❡r ❡①❛❦t❡♥ ▲♦✲
❣✐❦✑ ✇✉r❞❡ ✒❞❡r ✈♦r❣❡rü❝❦t❡♥ ❩❡✐t ❤❛❧❜❡r✑ ③✉rü❝❦❣❡③♦❣❡♥✳
■♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣ ✜♥❞❡♥ ✇✐r ③✇❡✐ ❱♦rträ❣❡ ③✉r ●❡♦♠❡tr✐❡✳ ❆rt❤✉r ▼♦r✐t③ ❙❝❤♦❡♥✢✐❡s✱

❞❡r s♣ät❡r ✐♠ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ♠✐t ❞❡r ❑r✐st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❡ ❜❡❦❛♥♥t ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧t❡✱ ❢ü❤r✲
t❡ ❡✐♥✐❣❡ ✒❘❛✉♠t❤❡✐❧✉♥❣s♠♦❞❡❧❧❡✑ ✈♦r✱ ❞❛s s✐♥❞ ✬P❛r❦❡tt✐❡r✉♥❣❡♥✬ ❞❡s ❘❛✉♠❡s ♠✐t
❦♦♥❣r✉❡♥t❡♥ P♦❧②❡❞❡r♥✱ ❞✐❡ ✐♠♠❡r ✐♥ ❞❡r s❡❧❜❡♥ ❲❡✐s❡ ❛♥❡✐♥❛♥❞❡r st♦ÿ❡♥✳ ❙♣❡③✐❡❧❧ ✐♥
❞❛s ●❡❜✐❡t ❞❡r ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡ ✜❡❧ ▼❛① ◆♦❡t❤❡rs ❇❡✐tr❛❣ ✒❯❡❜❡r ❞❡♥ ❋✉♥✲
❞❛♠❡♥t❛❧s❛t③ ❛✉s ❞❡r ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡♥ ❋✉♥❝t✐♦♥❡♥✑✱ ✐♥ ❞❡♠ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥
✉♥t❡rs✉❝❤t ✇✉r❞❡♥✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡ ❑✉r✈❡ f ❡r❢ü❧❧❡♥ ♠✉ss✱ ❞❛♠✐t s✐❡ s✐❝❤ ❜❡✐ ✈♦r❣❡❣❡❜❡♥❡♥
❑✉r✈❡♥ g ✉♥❞ h ✐♥ ❞❡r ❋♦r♠ f = Ag +Bh ❞❛rst❡❧❧❡♥ ❧ässt✳
❲❛❧t❡r ❉②❝❦ s♣r❛❝❤ ✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣ ✒❯❡❜❡r ▼❡t❤♦❞❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❇❡❤❛♥❞❧✉♥❣ ❣❡✇✐s✲

s❡r ❋r❛❣❡♥ ❞❡r ❆♥❛❧②s✐s s✐t✉s ♠❡❤r❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡r ▼❛♥♥✐❣❢❛❧t✐❣❦❡✐t❡♥✑✳ ❉❛❜❡✐ ❞ür❢t❡
❡s s✐❝❤ ✉♠ ❡✐♥❡ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❆r❜❡✐t❡♥ ✒❇❡✐trä❣❡ ③✉r ❆♥❛❧②s✐s s✐t✉s✑
❣❡❤❛♥❞❡❧t ❤❛❜❡♥✱ ❞✐❡ ✶✽✽✽ ✉♥❞ ✶✽✾✵ ✐♥ ❞❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❆♥♥❛❧❡♥ ❡rs❝❤✐❡♥❡♥ s✐♥❞
✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ P♦♥t ✶✾✼✹✱ ✶✸✶✲✶✺✶✱ ③✉♠ ❣r✉♣♣❡♥t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ ❆s♣❡❦t ❛✉❝❤ ❈❤❛♥❞❧❡r✲
▼❛❣♥✉s ✶✽✽✷✱ ✺✲✶✵✮✳ ❉②❝❦ ❡r❧ä✉t❡rt❡ ❞❛s ✈♦♥ ✐❤♠ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ③✉r ❇❡r❡❝❤✲
♥✉♥❣ ✒❝❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤❡r ❩❛❤❧❡♥✑ ✭✐♠ ❙✐♥♥❡ ❡t✇❛ ✉♥s❡r❡r ❇❡tt✐✲❩❛❤❧❡♥✮✳ ■♠ ❆♥s❝❤❧✉ss
❤✐❡r❛♥ ❣❛❜ ❡s ❡✐♥❡ ❉✐s❦✉ss✐♦♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❍✳ ❲❡❜❡r✱ ❞❡♠ ❍❛✉♣t❤❡r❛✉s❣❡❜❡r ❞❡r ❲❡r❦❡
❘✐❡♠❛♥♥s✱ ✉♥❞ ❲✳ ❉②❝❦ ü❜❡r ✒❞✐❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ❞❡r ✈♦r❣❡tr❛❣❡♥❡♥ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ③✉
❞❡♥ ✈♦♥ ❘✐❡♠❛♥♥ ✐♥ ❞❡♥ ♥❛❝❤❣❡❧❛ss❡♥❡♥ ❲❡r❦❡♥ ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❆♥❞❡✉t✉♥❣❡♥ s♦✇✐❡ ❞✐❡
❤✐❡r❤❡r ❣❡❤ör✐❣❡♥ ❆✉s❢ü❤r✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❇❡tt✐✑ ✭❚❇✱ ✶✾✻✮✸✻✳
❆♠ stär❦st❡♥ ✇❛r ✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣ ❞✐❡ ❆♥❛❧②s✐s ✈❡rtr❡t❡♥✳ ▲✳ ❑ö♥✐❣s❜❡r❣❡r ❜r❛❝❤t❡

✐♥ s❡✐♥❡♠ ❱♦rtr❛❣ ✒❯❡❜❡r ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✑ ❆❜❡❧s❝❤❡ ■♥t❡❣r❛❧❡
✉♥❞ ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠❡ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✐♥ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣✱ ▼❛rt✐♥
❑r❛✉s❡ ♠❛❝❤t❡ ❆✉s❢ü❤r✉♥❣❡♥ ✒❯❡❜❡r ❞✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r ❞♦♣♣❡❧t♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡♥ ❋✉♥❝✲
t✐♦♥❡♥ ③✇❡✐t❡r ❆rt ✐♥ tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❘❡✐❤❡♥✑✳ ❉❛❜❡✐ s❝❤rä♥❦t❡ ❡r ❞❡♥ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥
❋❛❧❧ ❡✐♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ✈♦♥

ϑ3(u+ w)

ϑ3(u)

❞✐❡ s✐❝❤ ✇✐❡❞❡r✉♠ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❲❡✐❡rstr❛ÿs❝❤❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❧ös❡♥ ❧ässt✳ ❆♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞
✇✐r❞ ❡✐♥ ❆✉s❞r✉❝❦ ❞❡r ❋♦r♠

ϕ(ξ, x) (ξ−1, x−1)

✐♥ tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❘❡✐❤❡♥ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t✳
❊✐♥ ❡r❦❧ärt❡r ❆♥❤ä♥❣❡r ❞❡r ❲❡✐❡rstr❛ÿs❝❤❡♥ ❙tr❡♥❣❡ ✭✇✐❡ ♠❛♥ ❞✐❡ ♥❡✉❡ ❆rt ✉♥❞

❲❡✐s❡✱ ❆♥❛❧②s✐s ③✉ ❜❡tr❡✐❜❡♥✱ ❞❛♠❛❧s ❣❡r♥❡ ♥❛♥♥t❡✮✱ ❆❧❢r❡❞ Pr✐♥❣s❤❡✐♠ ♥ä♠❧✐❝❤✱

✸✻●❡♠❡✐♥t ✇❛r ❤✐❡r ✇♦❤❧ ✐♥ ❡rst❡r ▲✐♥✐❡ ❞❛s ✒❋r❛❣♠❡♥t ❛✉s ❞❡r ❆♥❛❧②s✐s s✐t✉s✑ ✭❘✐❡♠❛♥♥ ✶✽✾✷✱ ✹✼✾✲
✹✽✷✮ s♦✇✐❡ ❞✐❡ ❡✐♥s❝❤❧ä❣✐❣❡ ❆r❜❡✐t ✈♦♥ ❊✳ ❇❡tt✐ ❛✉s ❞❡♠ ❏❛❤r❡ ✶✽✼✶✱ ✐♥ ❞❡r ❞✐❡s❡r ❘✐❡♠❛♥♥s❝❤❡♥
■❞❡❡♥ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❈❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r✉♥❣ ✈♦♥ ❋❧ä❝❤❡♥ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❇❡r❛♥❞✉♥❣sr❡❧❛t✐♦♥ ❛✉❢ ❤ö❤❡r❡
❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥ ü❜❡rtr✉❣✱ ✇❛s ✇✐❡❞❡r✉♠ ❍❡♥r✐ P♦✐♥❝❛ré ✭✶✽✺✹✲✶✾✶✷✮ s♣ät❡r ✐♥ ❞❡r ✬❆♥❛❧②s✐s s✐t✉s✲
❙❡r✐❡✬ ✭✶✽✾✺✲✶✾✵✹✮ ❞❛③✉ ❜❡✇♦❣✱ ✈♦♥ ❇❡tt✐✲❩❛❤❧❡♥ ③✉ s♣r❡❝❤❡♥✱ ❡✐♥ ❇r❛✉❝❤✱ ❞❡r s✐❝❤ ❜✐s ❤❡✉t❡
❣❡❤❛❧t❡♥ ❤❛t✳

✺✾



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

s♣r❛❝❤ ü❜❡r ❞✐❡ ✒❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r ❈♦♥✈❡r❣❡♥③ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤❡r ❘❡✐❤❡♥ ♠✐t ♣♦s✐t✐✲
✈❡♥ ●❧✐❡❞❡r♥✑✳ ❊r ❣❛❜ ❛✉s ❞✐❡s❡♠ ❆♥❧❛ss ❡✐♥❡♥ ❦✉r③❡♥ Ü❜❡r❜❧✐❝❦ ③✉r ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r
❑♦♥✈❡r❣❡♥③❦r✐t❡r✐❡♥ ❜❡✐ ❆✳ ▲✳ ❈❛✉❝❤②✱ ❏♦s♣❡❤ ❇❡rtr❛♥❞ ✭✶✽✷✷✲✶✾✵✵✮✱ ❖ss✐❛♥ ❇♦♥♥❡t
✭✶✽✶✾✲✶✽✾✷✮✱ ❊✳ ❊✳ ❑✉♠♠❡r✱ ❯❧✐ss❡ ❉✐♥✐ ✭✶✽✹✺✲✶✾✶✽✮ ✉♥❞ P✳ ❉✉ ❇♦✐s✲❘❡②♠♦♥❞✱ ✉♠
❞❛♥♥ ❞✐❡ ❋r❛❣❡ ❛✉❢③✉✇❡r❢❡♥ ✒❯♥t❡r ✇❡❧❝❤❡♥ ❡✐♥❢❛❝❤st❡♥ ❋♦r♠❡❧♥ ♠✉ss s✐❝❤ ❞❛s ❛❧❧✲
❣❡♠❡✐♥❡ ●❧✐❡❞ ❡✐♥❡r ❞✐✈❡r❣❡♥t❡♥ ❜③✇✳ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡♥ ❘❡✐❤❡ ❞❛rst❡❧❧❡♥ ❧❛ss❡♥❄✑ ✭❚❇✱
✶✽✾✮✳ ❉❛❜❡✐ ✇❛r ❡s s❡✐♥ ❩✐❡❧✱ ✒❛❧❧❡ ❜✐s❤❡r ❜❡❦❛♥♥t❡♥ ❑r✐t❡r✐❡♥ ✉♥t❡r ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡♥
●❡s✐❝❤ts♣✉♥❦t❡♥ ③✉ ✈❡r❡✐♥✐❣❡♥✑ ✭❚❇✱ ✶✽✾✮✳ ❋ür ❞✐❡ ❆✉s❢ü❤r✉♥❣ ❞✐❡s❡s ❯♥t❡r❢❛♥❣❡♥s
✇✐r❞ ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ❆✉❢s❛t③ ❞❡s ❱♦rtr❛❣❡♥❞❡♥ ✈❡r✇✐❡s❡♥ ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❱❡r③❡✐❝❤♥✐s ❄❄❄✮✳ ■♠
❆♥s❝❤❧✉ss ❤✐❡r❛♥ ❡♥ts♣❛♥♥ s✐❝❤ ❡✐♥❡ ❉✐s❦✉ss✐♦♥✱ ✐♥ ❞❡r ❘✳ ❍♦♣♣❡ ❞✐❡ ❆♥s✐❝❤t ✈❡r✲
tr❛t✱ ❞✐❡ ❇♦♥♥❡ts❝❤❡♥ ✭❧♦❣❛r✐t❤♠✐s❝❤❡♥✮ ❑r✐t❡r✐❡♥ ✇ür❞❡♥ ❜❡r❡✐ts ❞❛s ❣❛♥③ Pr♦❜❧❡♠
❧ös❡♥✳ ❉❡♠ ✇✐❞❡rs♣r❛❝❤ ❆✳ Pr✐♥❣s❤❡✐♠ ✉♥t❡r ❍✐♥✇❡✐s ❛✉❢ ❡✐♥ ❇❡✐s♣✐❡❧ ✈♦♥ P✳ ❉✉ ❇♦✐s✲
❘❡②♠♦♥❞✱ ❞❛s ❦❡✐♥❡♠ ❞❡r ❇♦♥♥❡ts❝❤❡♥ ❑r✐t❡r✐❡♥ ③✉❣ä♥❣❧✐❝❤ s❡✐✳ ●✳ ❈❛♥t♦r✱ ❞❡r s✐❝❤
❥❛ ✐♥t❡♥s✐✈ ♠✐t ❞❡r ❚❤❡♦r✐❡ tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐s❝❤❡r ❘❡✐❤❡♥ ❛✉s❡✐♥❛♥❞❡r❣❡s❡t③t ❤❛t✱ ♣✢✐❝❤✲
t❡t❡ ❞❡♠ ❘❡❢❡r❡♥t❡♥ ❜❡✐✳ ❙❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ✜♥❞❡♥ ✇✐r ♥♦❝❤ ❡✐♥❡♥ ❇❡✐tr❛❣ ✈♦♥ ❈❛r❧ ❘❡✉s❝❤❧❡✱
❞❡r ❡✐♥ ✈♦♥ ✐❤♠ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡s ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❞❡r ❑✉r✈❡♥❞✐s❦✉ss✐♦♥✱ ❙✐❣♥✐❡r✉♥❣s♣r✐♥③✐♣ ❣❡✲
♥❛♥♥t✱ ✈♦rst❡❧❧t❡ ✭❞✐❡s❡s ✇✐r❞ ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤ ❜❡✐ ❲✐❡❧❡✐t♥❡r ✶✾✸✵✱ ✶✾ ❣❡s❝❤✐❧❞❡rt✮✳ ❉✐❡
❆❧❣❡❜r❛ ✇❛r ✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❇❡✐tr❛❣ ✈♦♥ ❊✉❣❡♥ ◆❡tt♦ ✒❯❡❜❡r ❞❡♥ ❣rösst❡♥
❣❡♠❡✐♥s❛♠❡♥ ❚❤❡✐❧❡r ③✇❡✐❡r ❣❛♥③❡r ❋✉♥❝t✐♦♥❡♥✑ ✈❡rtr❡t❡♥✱ ✐♥ ❞❡♠ ❞✐❡s❡r ♠✐t ❍✐❧✲
❢❡ ❡✐♥❡r ❘❡✐❤❡ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥❞❡r ❉❡t❡r♠✐♥❛♥t❡♥ ❡✐♥ ❑r✐t❡r✐✉♠ ❞❛❢ür ❤❡r❧❡✐t❡t❡✱ ✇❛♥♥
❡✐♥❡ ❣❛♥③❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ h(x) ✉♥❞ g(x) ✈♦♠ ●r❛❞❡ n ✐st✳ ❆♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ❋r❛✲
❣❡st❡❧❧✉♥❣ ❞❛❤✐♥❣❡❤❡♥❞ ✈❡r❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡rt✱ ♦❜ ❡✐♥❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❣❡♥❛♥♥t❡♥
❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❛✉❝❤ ❞❛♥♥ ♥♦❝❤ ❤❡rst❡❧❧❜❛r s❡✐✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❢r❛❣❧✐❝❤❡♥ ❉❡t❡r♠✐♥❛♥t❡♥ ♥✐❝❤t
✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥✳
❊r✇ä❤♥✉♥❣ ✈❡r❞✐❡♥t ❞❡r ✈♦♥ P❡t❡r ❚r❡✉t❧❡✐♥ ✐♥ ❞❡r ❯♥t❡rr✐❝❤tss❡❦t✐♦♥ ❣❡❤❛❧t❡♥❡

❱♦rtr❛❣ ✒❯❡❜❡r ❞❛s ❣❡s❝❤✐❝❤t❧✐❝❤❡ ❊❧❡♠❡♥t ✐♠ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❯♥t❡rr✐❝❤t❡ ❞❡r ❤ö❤❡✲
r❡♥ ▲❡❤r❛♥st❛❧t❡♥✑✳ ❉✐❡s❡r ❜❡❣❛♥♥ s♦✿ ✒◆♦❝❤ s❡❧t❡♥ ✭♦❞❡r ♥✐❡❄✮ s❡✐ ❞✐❡s❡r ❙t♦✛ ❜❡❤❛♥✲
❞❡❧t✱ ✉♥❞ ❞♦❝❤ s❡✐ ❡s ❛♥❣❡③❡✐❣t✱ ❞❡♥s❡❧❜❡♥ ❛♥③✉s♣r❡❝❤❡♥✱ ③✉♠❛❧ ❤✐❡r ✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✇♦
Pr♦❢✳ ❈❛♥t♦r s❡✐t ❡✐♥❡♠ ❱✐❡rt❡❧❥❛❤r❤✉♥❞❡rt✱ ❡✐♥③✐❣ ❛♥ ❞❡✉ts❝❤❡♥ ❍♦❝❤s❝❤✉❧❡♥✱ st❡ts
ü❜❡r ●❡s❝❤✐❝❤t❡ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❱♦r❧❡s✉♥❣❡♥ ❤❛❧t❡✑ ✭❚❇✱ ✼✶✶✮✳
❉❛s ❘❡❢❡r❛t✱ ❞❛s ❧❛✉t ❚❛❣❡❜❧❛tt ❧❡❜❤❛❢t❡♥ ❇❡✐❢❛❧❧ ❢❛♥❞✱ ❜r❛❝❤t❡ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ❢ür ❞✐❡

❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❣❡s❝❤✐❝❤t❧✐❝❤❡r ❚❤❡♠❡♥ ✐♠ ❯♥t❡rr✐❝❤t ❞❡r ✒◆✐❡❞❡r❡♥ ✉♥❞ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥
❆❧❣❡❜r❛✱ ❢❡r♥❡r ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡✑✳ ▲❡✐❞❡r ❣✐❜t ❡s ✐♠ ❚❛❣❡❜❧❛tt ③✉ ❞✐❡s❡♥ ❇❡✐s♣✐❡❧❡♥
❦❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡♥ ❍✐♥✇❡✐s❡ ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❞❛s ❱❡r③❡✐❝❤♥✐s ❄❄❄✮✳ P✳ ❚r❡✉t❧❡✐♥ ❤❛t ✲ ♥❡❜❡♥
❡✐♥✐❣❡♥ ❤✐st♦r✐s❝❤❡♥ ❆r❜❡✐t❡♥ ✭✐♥ ❞❡♥ ❡rst❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❇ä♥❞❡♥ ❞❡r ❆❜❤❛♥❞❧✉♥❣❡♥ ③✉r
●❡s❝❤✐❝❤t❡ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✭✶✽✼✾✱ ✶✽✽✵✮ ③✉ ❈♦ÿ ✉♥❞ ③✉ ◆❡♠♦r❛r✐✉s ✲ ❛✉❝❤ ❡✐♥❡
●❡s❝❤✐❝❤t❡ ❞❡s ❑❛r❧sr✉❤❡r ❘❡❛❧❣②♠♥❛s✐✉♠s✱ ❛♥ ❞❡♠ ❡r ❉✐r❡❦t♦r ✇❛r✱ ❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳
❇❡❦❛♥♥t ❣❡❜❧✐❡❜❡♥ ✐st P✳ ❚r❡✉t❧❡✐♥ ✲ ä❤♥❧✐❝❤ ✇✐❡ ❛✉❝❤ ❋✳ ❏✳ ❑✳ ❉✐❡❦♠❛♥♥ ✲ ❛❧s ❲❡❣✲
❜❡r❡✐t❡r ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣s❣❡♦♠❡tr✐❡ ✐♠ ❙❝❤✉❧✉♥t❡rr✐❝❤t✳ ❩✉ ❚r❡✉t❧❡✐♥s ▲❡❜❡♥ ✉♥❞ ❲❡r❦
✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ♠❛♥ ❙tä❝❦❡❧ ✶✾✶✸✳
❆✉s ❞❡r ❇r❡♠❡r ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ❤❡r❛✉s ❡r❣✐♥❣ ❞❡r ●rü♥❞✉♥❣s❛✉❢r✉❢ ❢ür ❞✐❡ ❉❡✉t✲

s❝❤❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r✲❱❡r❡✐♥✐❣✉♥❣✳ ❉✐❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❙❡❦t✐♦♥ ✇✉r❞❡ ❤✐❡r ✈♦♥ ✸✶ ❍❡r✲
r❡♥ ✭❉❛♠❡♥ ✇✉r❞❡♥ ③✉ ❞❡♥ ❙❡❦t✐♦♥❡♥ ♥✐❝❤t ③✉❣❡❧❛ss❡♥✮ ❜❡s✉❝❤t✳ ❊s ❣❛❜ ✐♥s❣❡s❛♠t
③❡❤♥ r❡✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❱♦rträ❣❡✱ ✉♥t❡r ❞✐❡s❡♥ ❡✐♥ ❇❡✐tr❛❣ ✈♦♥ ❊♠✐❧ ▲❛♠♣❡ ❞✐❡

✻✵



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

❊✐♥r✐❝❤t✉♥❣❡♥ ✐♠ ❏❛❤r❜✉❝❤ ü❜❡r ❞✐❡ ❋♦rts❝❤r✐tt❡ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❜❡tr❡✛❡♥❞ ✭❞❛s
❏❛❤r❜✉❝❤ ✇❛r ❞❛♠❛❧s ❞❛s ❞❡✉ts❝❤s♣r❛❝❤✐❣❡ ❘❡❢❡r❛t❡♦r❣❛♥ ❢ür ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ◆❡✉❡r✲
s❝❤❡✐♥✉♥❣❡♥ ✲ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ✹✳✾✮✳ ■♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡ ✜♥❞❡♥ ✇✐r ❡✐♥❡♥ ❇❡✐tr❛❣ ✈♦♥
❈❤r✐st✐❛♥ ❍✉❣♦ ❊❞✉❛r❞ ❙t✉❞② ✒❯❡❜❡r ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣❡♥ ❞❡s ❘❛✉♠❡s✑✱ ✐♥ ❞❡♠ ❞✐❡s❡r ✐♥
❱❡r❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r✉♥❣ ❞❡r ❊✉❧❡rs❝❤❡♥ ❋♦r♠❡❧♥ ❡✐♥❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ rä✉♠❧✐❝❤❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣❡♥
❞✉r❝❤ ❛❝❤t ❤♦♠♦❣❡♥❡ P❛r❛♠❡t❡r ❛♥❣❛❜✱ ✉♥❞ ❞❡♥ ❱♦rtr❛❣ ✒❉❛s Pr✐♥❝✐♣ ❞❡s Pr♦❥✐❝✐r❡♥s
✐♥ ❞❡r ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥st❤❡♦r✐❡✑ ✈♦♥ ❋r❛♥③ ▼❡②❡r✳ ❉✐❡s❡r s❝❤✐❧❞❡rt❡✱ ✇✐❡ ♠❛♥ ❞✐❡ ❯♥t❡rs✉✲
❝❤✉♥❣ ❞❡r ❙✐♥❣✉❧❛r✐tät❡♥ ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡r ❑✉r✈❡♥ ❞❛❞✉r❝❤ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞❛ss ♠❛♥
♥✐❡❞❡r❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ Pr♦❥❡❦t✐♦♥❡♥ ❞❡r ❑✉r✈❡ ✉♥t❡rs✉❝❤t ✉♥❞ ❞❡r❡♥ ❙✐♥❣✉❧❛r✐tät❡♥ ❜❡✲
tr❛❝❤t❡t✳ ❆♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❞❡r ❋r❛❣❡ ♥❛❝❤ ❞❡r ❊①✐st❡♥③ ❡✐♥❡s ❞r❡✐❢❛❝❤❡♥ P✉♥❦t❡s ✇✐r❞
✈♦r❣❡❢ü❤rt✱ ✇✐❡ ❞❛s Pr♦❥❡❦t✐♦♥s✈❡r❢❛❤r❡♥ ❛r❜❡✐t❡t✳ ■♥ ❞❡♠ ✈♦♥ ❋✳ ▼❡②❡r ❣❡✇ä❤❧t❡♥
❇❡✐s♣✐❡❧ ✐st ❞❛s ❱❡r❢❛❤r❡♥ äq✉✐✈❛❧❡♥t ③✉r ▲ös✉♥❣ ❞❡r ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡♥ ❆✉❢❣❛✲
❜❡✱ ❞✐❡ ❞❡r ❱♦rtr❛❣❡♥❞❡ ❛✉s❞rü❝❦❧✐❝❤ ❛❧s ✇✐❝❤t✐❣ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✿

✒❉✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ▲ös✉♥❣ss②st❡♠❡ ③✉ ✜♥❞❡♥✱ ❞✐❡ ❞❡r ●❡s❛♠t❤❡✐t ❞❡r ●❧❡✐✲
❝❤✉♥❣❡♥ ❣❡♠❡✐♥s❛♠ s✐♥❞✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✉r❝❤ ◆✉❧❧st❡❧❧❡♥ ❛❧❧❡r ❯♥t❡r❞❡t❡r♠✐✲
♥❛♥t❡♥ ❡rst❡r ❖r❞♥✉♥❣ ❡✐♥❡r ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ ▼❛tr✐① ✭✈♦♥ n ❍♦r✐③♦♥t❛❧❡♥ ✉♥❞
n− r ❱❡rt✐❝❛❧❡♥✮ ❡♥tst❡❤❡♥✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❊❧❡♠❡♥t❡ ❞❡r ▼❛tr✐① ❧✐♥❡❛r❡ ❋✉♥❝✲
t✐♦♥❡♥ ❡✐♥❡r ❣❡❡✐❣♥❡t❡♥ ❆♥③❛❤❧ ✈♦♥ ❱❡rä♥❞❡r❧✐❝❤❡♥ s✐♥❞✑ ✭❱✱ ✶✵✮✳

❉✐❡s❡ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ r❡❝❤t❢❡rt✐❣t ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❘❡❞❡ ✈♦♥ ✬❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥st❤❡♦r✐❡✬ ✐♠ ❚✐t❡❧✱
❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞♦❝❤ ❞❛s ▲ös❡♥ ✈♦♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠❡♥ ❛❧s s✉❦③❡ss✐✈❡ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✈♦♥
❯♥❜❡❦❛♥♥t❡♥ ❛♥s❡❤❡♥✳ ❊✐♥❞❡✉t✐❣ ❞♦♠✐♥❛♥t ✇❛r ✐♥ ❇r❡♠❡♥ ❞✐❡ ❆♥❛❧②s✐s✳ ❉❛✈✐❞ ❍✐❧✲
❜❡rt✱ ❞❛♠❛❧s ♥♦❝❤ ✐♥ ❑ö♥✐❣s❜❡r❣✱ s♣r❛❝❤ ✒❯❡❜❡r ❞✐❡ st❡t✐❣❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❡✐♥❡r ▲✐♥✐❡
❛✉❢ ❡✐♥ ❋❧ä❝❤❡♥stü❝❦✑✱ ✇♦❜❡✐ ❡r ❡✐♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❞❡r ✐♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥
❏❛❤r ✈♦♥ ●✉✐s❡♣♣❡ P❡❛♥♦ ✭✶✽✺✽✲✶✾✸✾✮ ♣✉❜❧✐③✐❡rt❡♥ ✢ä❝❤❡♥❢ü❧❧❡♥❞❡♥ ❑✉r✈❡ ✈♦rst❡❧❧t❡
✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❤✐❡r③✉ ❞❛s ③✉ ❏ür❣❡♥s ✶✽✼✽ ●❡s❛❣t❡✮✳ ●❧❡✐❝❤ ③✇❡✐♠❛❧ ❡r❣r✐✛ ❊✳ ❙❝❤rö✲
❞❡r ❞❛s ❲♦rt✳ ■♥ s❡✐♥❡♠ ❡rst❡♥ ❇❡✐tr❛❣ ✒◆❡✉❡r❡s ü❜❡r ❇❡r♥♦✉❧❧✐✬s❝❤❡ ❋✉♥❝t✐♦♥❡♥ ✈♦♥
♥❛tür❧✐❝❤❡r ❖r❞♥✉♥❣s③❛❤❧✑ ❜❡❤❛♥❞❡❧t❡ ❡r ❋♦r♠❡❧♥ ③✉r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥
❏❛❝♦❜✐s❝❤❡♥ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❡r❣❡❜❡♥✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲P♦❧②♥♦♠❡ ♥❛❝❤
P♦t❡♥③❡♥ ✈♦♥ z = x(1 − x) ❡♥t✇✐❝❦❡❧t✳ ❊r ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞ ❞❛❜❡✐ ❞❛s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❡ ❇✐❧✲
❞✉♥❣s❣❡s❡t③✱ ❞❛s ❡r ♥❛❝❤ s❡✐♥❡♥ ❡✐❣❡♥❡♥ ❆♥❣❛❜❡♥ s❡❧❜st ✶✽✻✼ ❣❡❢✉♥❞❡♥ ❤❛t✱ ✉♥❞ ❡✐♥❡
r❡❦✉rs✐✈❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣✱ ❞✐❡ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❣❡✇✐ss❡♥ ❉✐❝❦s♦♥ ✭♠ö❣❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ ❆rt❤✉r ▲❡❡
❉✐①♦♥ ✭✶✽✻✼✲✶✾✺✺✮✮ st❛♠♠t❡✳ ❆♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❞✐s❦✉t✐❡rt❡ ❞❡r ❱♦rtr❛❣❡♥❞❡ ❞✐❡ s♣❡③✐✜✲
s❝❤❡♥ ❱♦r✲ ✉♥❞ ◆❛❝❤t❡✐❧❡ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❩✉❣❛♥❣s✇❡✐s❡♥✳ ■♥ s❡✐♥❡♠ ③✇❡✐t❡♥ ❇❡✐tr❛❣ ✉♥✲
t❡rs✉❝❤t❡ ❞❡r ❑❛r❧sr✉❤❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r ✒■♥t❡❣r❛❧❡✱ ❞✐❡ s✐❝❤ r❛t✐♦♥❛❧ ❞✉r❝❤ π ✉♥❞ lg 2
❛✉s❞rü❝❦❡♥✑ ❧❛ss❡♥✳ ❉❛♠✐t s✐♥❞ s♦❧❝❤❡ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ■♥t❡❣r❛❧❡ ❣❡♠❡✐♥t✱ ❞❡r❡♥ ❲❡rt
s✐❝❤ r❛t✐♦♥❛❧ ❞✉r❝❤ π ✉♥❞ lg 2 ❛✉s❞rü❝❦❡♥ ❧ässt✳ ❉✐❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❋♦r♠ ❞✐❡s❡r ■♥t❡❣r❛❧❡
❧❛✉t❡t ❡✐♥❡r ❱❡r♠✉t✉♥❣ ✈♦♥ ❊✳ ❙❝❤rö❞❡r ❣❡♠äÿ✿

J (r)
p,q =

∞̂

0

xrdx
p
√
ex q

√
ex − 1

❉❛❜❡✐ s✐♥❞ p ✉♥❞ q ❣❛♥③❡✱ r ❡✐♥❡ ♥❛tür❧✐❝❤❡ ❩❛❤❧✳ ❑♦♥✈❡r❣❡♥③❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❧❛ss❡♥
s✐❝❤ ❧❡✐❝❤t ❢ür ❞✐❡s❡ ■♥t❡❣r❛❧❡ ❛♥❣❡❜❡♥✳ ❙❡✐♥❡ ❱❡r♠✉t✉♥❣ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r r❛t✐♦♥❛❧❡♥

✻✶



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

❉❛rst❡❧❧❜❛r❦❡✐t ❦♦♥♥t❡ ❊✳ ❙❝❤rö❞❡r ✐♥ ❡✐♥✐❣❡♥ ❋ä❧❧❡♥✱ ③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❜❡✐

J
(2)
2,5 =

π

3

[

5− 42 log 2 + 30(lg 2)2
3

2

]3

❜❡stät✐❣❡♥✱ ❡✐♥ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡s ❘❡s✉❧t❛t ❧❛❣ ❥❡❞♦❝❤ ♥♦❝❤ ♥✐❝❤t ✈♦r✳ ❉✳ ❍✐❧❜❡rt ♠❛❝❤✲
t❡ ✐♥ ❡✐♥❡r ❆♥♠❡r❦✉♥❣ ❞❛r❛✉❢ ❛✉❢♠❡r❦s❛♠✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❞✐❡ ❢r❛❣❧✐❝❤❡♥ ■♥t❡❣r❛❧✇❡rt❡
❞✉r❝❤ ♠❡❤r❢❛❝❤❡s ❉✐✛❡r❡♥③✐❡r❡♥ ❡✐♥❡s ❊✉❧❡rs❝❤❡♥ ■♥t❡❣r❛❧s ❛✉❢ ❞✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r
●❛♠♠❛❢✉♥❦t✐♦♥ ③✉rü❝❦❢ü❤r❡♥ ❦ö♥♥❡✱ ❡✐♥❡ ❚❛ts❛❝❤❡✱ ❞✐❡ ❡s ♠ö❣❧✐❝❤ ❡rs❝❤❡✐♥❡♥ ❧❛s✲
s❡✱ ❡✐♥ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡s ❇✐❧❞✉♥❣s❣❡s❡t③ ③✉ ✜♥❞❡♥✳ ❯♥t❡r ❡✐♥❡♠ ❛♥❞❡r❡♥ ❆s♣❡❦t tr❛t❡♥
❞✐❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲❩❛❤❧❡♥ ✈❡r♠✉t❧✐❝❤ ✐♥ ❞❡♠ ❱♦rtr❛❣ ✈♦♥ ●❡♦r❣ ❈❛♥t♦r ❛✉❢✱ ❞❡r ✒ü❜❡r
❣❡✇✐ss❡♥ ●❡s✐❝❤ts♣✉♥❦t❡✱ ✇❡❧❝❤❡ s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❛r✐t❤♠❡t✐s❝❤❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❞❡r ❇❡r✲
♥♦✉❧❧✐✬s❝❤❡♥ ❩❛❤❧❡♥ ❛✉s ❞❡r ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r ❡♥❞❧✐❝❤❡♥ ❖r❞♥✉♥❣st②♣❡♥ ❡r❣❡❜❡♥✑ s♣r❛❝❤✳
▲✐❡❞❡r ✐st ❤✐❡rü❜❡r ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❜❡❦❛♥♥t✳
❆✉❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❆✉s❢ü❤r✉♥❣❡♥ ✈♦♥ P✳ ●♦r❞❛♥ ③✉ ❞❡♥ ✈♦♥ ❙✳ ▲✐❡ ✉♥❞ ❆♥❞r❡✇ ❘✉ss❡❧❧

❋♦rs②t❤ ✭✶✽✺✻✲✶✾✹✷✮ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt❡♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧✐♥✈❛r✐❛♥t❡♥ ✉♥❞ ✐❤r❡♥ ❇❡③✐❡❤✉♥❣❡♥ ③✉
❞❡♥ ❣❡✇ö❤♥❧✐❝❤❡♥ ■♥✈❛r✐❛♥t❡♥ ✐st ♥✐❝❤ts ✇❡✐t❡r ❜❡❦❛♥♥t✳
❋✳ ❑❧❡✐♥ ♠❡❧❞❡t❡ s✐❝❤ ✐♥ ❇r❡♠❡♥ ③✉ ❲♦rt✿ ✒❯❡❜❡r ❞✐❡ ◆✉❧❧st❡❧❧❡♥ ❞❡r ❤②♣❡r❣❡♦♠❡✲

tr✐s❝❤❡♥ ❘❡✐❤❡✑✳ ●❡❦❧ärt ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧t❡ ❞✐❡ ❋r❛❣❡✿ ✒❲✐❡ ♦❢t ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t ❞✐❡ ❤②♣❡r❣❡♦✲
♠❡tr✐s❝❤❡ ❘❡✐❤❡

F (a, b, c, d) = 1 +
a � b

1 � c
x+

a � a+ 1 � b � b+ 1

1 � 2 � c � c+ 1
x2 + . . .

③✇✐s❝❤❡♥ x = 0 ✉♥❞ x = 1❄✑ ✭❚❇✱ ✹✮✳ ❲❡♥♥ E ❞✐❡ ❣röÿt❡ ❣❛♥③❡ ❩❛❤❧ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✱ ❞✐❡
❦❧❡✐♥❡r ❛❧s

|a− b| − |1− c| − |c− a− b|+ 1

2

✐st✱ s♦ ❣✐❧t✿ ■st 1 − c ❦❧❡✐♥❡r✴❣❧❡✐❝❤ ♥✉❧❧✱ s♦ ✐st ❞✐❡ ❣❡s✉❝❤t❡ ❆♥③❛❤❧ ✈♦♥ ◆✉❧❧st❡❧❧❡♥
❣❧❡✐❝❤ E❀ ✐st ❛❜❡r 1 − c ❣röÿ❡r ❛❧s ♥✉❧❧✱ s♦ ✐st ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ◆✉❧❧st❡❧❧❡♥ ❣❧❡✐❝❤ E✱
❢❛❧❧s F (a, b, c, d) ❢ür x = 1 ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t✱ s♦♥st ♠✉ss ♠❛♥ ③✇✐s❝❤❡♥ E ✉♥❞ E + 1
❞❡r❣❡st❛❧t ❡♥ts❝❤❡✐❞❡♥✱ ❞❛ss F ③✇✐s❝❤❡♥ 0 ✉♥❞ 1 ❡✐♥❡ ❣❡r❛❞❡ ❆♥③❛❤❧ ✈♦♥ ◆✉❧❧st❡❧❧❡♥
❤❛❜❡♥ ♠✉ss✱ ❢❛❧❧s F ❢ür x = 1 ♣♦s✐t✐✈ ✐st✱ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ✉♥❣❡r❛❞❡ ❆♥③❛❤❧✱ ❢❛❧❧s F ❢ür x = 1
♥❡❣❛t✐✈ ✐st✳
❙❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ✜♥❞❡♥ ✇✐r ♥♦❝❤ ❡✐♥❡♥ ❱♦rtr❛❣ ❛✉s ❞❡♠ ●❡❜✐❡t ❞❡r ❆❧❣❡❜r❛✿ ❍❡r♠❛♥♥

▼✐♥❦♦✇s❦✐ tr✉❣ ❡✐♥❡♥ ✒❇❡✇❡✐s✱ ❞❛ss ❥❡❞❡r ❉✐s❝r✐♠✐♥❛♥t❡ ❡✐♥❡ ✈♦♥ ❊✐♥s ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡
❩❛❤❧ ✐st✑ ✈♦r✳ ❉✐❡s ❢♦❧❣t ❛✉s ❞❡r ❚❛ts❛❝❤❡✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❉✐s❦r✐♠✐♥❛♥t❡ ❡✐♥❡s ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡♥
❩❛❤❧❦ör♣❡rs ❡✐♥❡ Pr✐♠③❛❤❧ ❡♥t❤❛❧t❡♥ ♠✉ss✱ ❡✐♥❡ ❆✉ss❛❣❡✱ ❞✐❡ ❞❡r ❱♦rtr❛❣❡♥❞❡ ✐♠
❘❛❤♠❡♥ s❡✐♥❡r ✬●❡♦♠❡tr✐❡ ❞❡r ❩❛❤❧❡♥✬ ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❉✐❡✉❞♦♥♥é ✶✾✽✹✱ ✸✵✵✲✸✵✸✮ ❜❡✇✐❡✲
s❡♥ ❤❛t✳ ❉❛♥♥ ❤❡✐ÿt ❡s✿

✒❉✐❡ ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ❜❡s❝❤❧✐❡sst✱ ❞❡♥ ❞❡✉ts❝❤❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r♥ ❞✉r❝❤ ❞❡♥
❆❜t❤❡✐❧✉♥❣s✈♦rst❛♥❞ ❬●❡♦r❣ ❈❛♥t♦r❀ ❑✳❱✳❪ ♥❛❝❤st❡❤❡♥❞❡ ▼✐tt❤❡✐❧✉♥❣ ③✉✲
❦♦♠♠❡♥ ③✉ ❧❛ss❡♥✿

▼✐tt❤❡✐❧✉♥❣✳
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✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

❉✐❡ ✐♥ ❞❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤✲❛str♦♥♦♠✐s❝❤❡♥ ❆❜t❤❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ●❡s❡❧❧s❝❤❛❢t ❞❡✉t✲
s❝❤❡r ◆❛t✉r❢♦rs❝❤❡r ✉♥❞ ❆❡r③t❡ ❛♠ ✶✽✳ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✶✽✾✵ ✐♥ ❇r❡♠❡♥ ✈❡r✲
s❛♠♠❡❧t❡♥ ❍❡rr❡♥ ❜❡s❝❤❧✐❡ss❡♥ ❛✉❢ ●r✉♥❞ ❞❡r ✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣ ❣❡❣❡❜❡♥❡♥
❆♥r❡❣✉♥❣ ③✉r ❍❡r❜❡✐❢ü❤r✉♥❣ ❡✐♥❡r ❡♥❣❡r❡♥ ❱❡r❡✐♥✐❣✉♥❣ ❞❡r ❞❡✉ts❝❤❡♥
▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r✱ ✇❛s ❢♦❧❣t✿

✶✳ ❊s s♦❧❧ ❞❡r P❧❛♥ ❡✐♥❡r ❱❡r❡✐♥✐❣✉♥❣ ❞❡r ❞❡✉ts❝❤❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r ✐♠
❆♥s❝❤❧✉ss ❛♥ ❞✐❡ ❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡r ●❡s❡❧❧s❝❤❛❢t ❞❡✉ts❝❤❡r ◆❛t✉r❢♦rs❝❤❡r
✉♥❞ ❆❡r③t❡ ③✉r ❱❡r✇✐r❦❧✐❝❤✉♥❣ ❣❡❜r❛❝❤t ✇❡r❞❡♥✳
✷✳ ❉✐❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤✲❛str♦♥♦♠✐s❝❤❡ ❆❜t❤❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ●❡s❡❧❧s❝❤❛❢t s♦❧❧

❞❡♠ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❡✐♥❡♥ ❡r✇❡✐t❡rt❡♥ ❑r❡✐s ✐❤r❡r ❇❡t❤ät✐❣✉♥❣ ❡r❤❛❧t❡♥✱
✇❡❧❝❤❡r ❞✐❡ ❣❡s❛♠♠t❡♥ ✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡♥ ■♥t❡r❡ss❡♥ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦
✉♠❢❛sst✳ ✲ ❊s s♦❧❧❡♥ ❞✐❡ ❱❡r❤❛♥❞❧✉♥❣❡♥ ❞❡r ❏❛❤r❡s✈❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ✇✐ss❡♥✲
s❝❤❛❢t❧✐❝❤ ✐♥ ❡✐♥❣❡❤❡♥❞❡r ❲❡✐s❡ ❛❧s ❜✐s❤❡r ✈♦r❜❡r❡✐t❡t ✉♥❞ ❞❡r ❆❜t❤❡✐❧✉♥❣
❜❧❡✐❜❡♥❞❡ ❆✉❢❣❛❜❡♥ ③✉❣❡✇✐❡s❡♥ ✇❡r❞❡♥✳
✸✳ ❉✐❡ ❆❜t❤❡✐❧✉♥❣ ❜❡❛✉❢tr❛❣t ♠✐t ❞❡♥ ❤✐❡r❛✉s s✐❝❤ ❡r❣❡❜❡♥❞❡♥ ❆✉❢❣❛✲

❜❡♥ ❞❡♥ ♥❛❝❤ ➓✶✻ ❞❡r ❙t❛t✉t❡♥ ❞❡r ●❡s❡❧❧s❝❤❛❢t ❛❧❧❥ä❤r❧✐❝❤ ③✉ ✇ä❤❧❡♥❞❡♥
❆❜t❤❡✐❧✉♥❣s✈♦rst❛♥❞ ✭❞❡ss❡♥ ▼✐t❣❧✐❡❞❡r ❞❡r ●❡s❡❧❧s❝❤❛❢t ❞❡✉ts❝❤❡r ◆❛✲
t✉r❢♦rs❝❤❡r ✉♥❞ ❆❡r③t❡ ❛❧s ▼✐t❣❧✐❡❞❡r ❛♥❣❡❤ör❡♥✮✳
✹✳ ❉✐❡s❡r ❆✉s❝❤❧✉ss s♦❧❧ ❛❧❧❡ ❱♦❧❧♠❛❝❤t ❤❛❜❡♥✱ ✐♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❞✐❡ ✐♠ ❱♦r✲

st❡❤❡♥❞❡♥ ❛✉s❣❡❞rü❝❦t❡♥ ❆❜s✐❝❤t❡♥ ❞❡r ❆❜t❤❡✐❧✉♥❣ ✐♥ ❣❡❡✐❣♥❡t❡r ❲❡✐✲
s❡ ③✉r ❆✉s❢ü❤r✉♥❣ ③✉ ❜r✐♥❣❡♥✱ ✉♥❞ ❦❛♥♥ s✐❝❤✱ ✇❡♥♥ ❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤✱ ❞✉r❝❤
❈♦♦♣t❛t✐♦♥ ✈❡rstär❦❡♥✳
✺✳ ❉✐❡ ❆❜t❤❡✐❧✉♥❣ s♣r✐❝❤t ❞❡♥ ❲✉♥s❝❤ ❛✉s✱ ❞❛ss ❞❡r ✈♦♥ ✐❤r ③✉ ✇ä❤✲

❧❡♥❞❡ ❆✉ss❝❤✉ss ♠✐t ❞❡♠ ❱♦rst❛♥❞❡ ❞❡r ●❡s❡❧❧s❝❤❛❢t ✐♥ ❡✐♥❡ ❣❡r❡❣❡❧t❡
❣❡s❝❤ä❢t❧✐❝❤❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ tr✐tt✳ ❊s s♦❧❧ ü❜❡r ❞✐❡ ❋♦r♠ ❞✐❡s❡r ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ✐♥
❞❡r ♠♦r❣✐❣❡♥ ❞r✐tt❡♥ ❙✐t③✉♥❣ ❡✐♥❡ ❱❡r❤❛♥❞❧✉♥❣ ❡✐♥❣❡❧❡✐t❡t ✇❡r❞❡♥✱ ❡t✇❛
♠✐t ❞❡♠ ❱♦rs❝❤❧❛❣ ❛♥ ❞✐❡ ●❡s❡❧❧s❝❤❛❢t✱ ❡s ♠ö❣❡ ❞❡r ❱♦rst❛♥❞ ❞❡rs❡❧❜❡♥
s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❈❡♥tr❛❧❛✉ss❝❤✉ss ❡r❣ä♥③❡♥✱ ❜❡st❡❤❡♥❞ ❛✉s ❥❡ ❡✐♥❡♠ ❉❡✲
❧✐❣✐rt❡♥ ❥❡❞❡r ❆❜t❤❡✐❧✉♥❣✳
❉❡r ✈♦♥ ❞❡r ❆❜t❤❡✐❧✉♥❣ ③✉ ✇ä❤❧❡♥❞❡ ❆✉ss❝❤✉ss ❤❛t ❞❡♥ ❞❡✉ts❝❤❡♥

❋❛❝❤❣❡♥♦ss❡♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❇❡r✐❝❤t ✈♦♥ ❞❡♥ ❣❡❣❡♥✇ärt✐❣❡♥ ❱❡r❤❛♥❞❧✉♥❣❡♥
✉♥❞ ❇❡s❝❤❧üss❡♥ ❑❡♥♥t♥✐s ③✉ ❣❡❜❡♥✳

■♠ ❆✉❢tr❛❣ ❞❡r ✶✳ ❆❜t❡✐❧✉♥❣
❞✐❡ ❙❝❤r✐❢t❢ü❤r❡r
❉r✳ ❍✳ ❲❡❧❧♠❛♥♥

Pr♦❢✳ ❉r✳ ❊✳ P❛♣♣❡r✐t③✑
✭❚❇✱ ✶✸✴✶✹✮

❉✐❡s❡ ▼✐tt❡✐❧✉♥❣ ✐st ❣❧❡✐❝❤s❛♠ ❞✐❡ ●❡❜✉rts✉r❦✉♥❞❡ ❞❡r ❉❡✉ts❝❤❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r✲
❱❡r❡✐♥✐❣✉♥❣✳ ❉✐❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ❞❡r ❉▼❱ ✐st ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤
✉♥t❡rs✉❝❤t ✇♦r❞❡♥ ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❙❝❤❛r❧❛✉ ✶✾✾✵✮✱ ✇❡s❤❛❧❜ ✉♥s❡r ❙tr❡✐❢③✉❣ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ●❡✲
s❝❤✐❝❤t❡ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❛♥ ❞✐❡s❡r ❙t❡❧❧❡ ❛❜❜r❡❝❤❡♥ ❞❛r❢✳ ❊s ❢♦❧❣❡♥ ♥♦❝❤

✻✸



✷ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

❡✐♥✐❣❡ ❍✐♥✇❡✐s❡ ③✉r ♣❡rs♦♥❡❧❧❡♥ ❙tr✉❦t✉r ✲ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ③✉♠ ♠❡❤r❢❛❝❤ ❛♥❣❡s♣r♦❝❤❡✲
♥❡♥ ✬❤❛rt❡♥ ❑❡r♥✬ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ✲ s♦✇✐❡ ❡✐♥❡ ③✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥❞❡✱ ♥❛❝❤ ❙❛❝❤❣❡❜✐❡t❡♥
❣❡❣❧✐❡❞❡rt❡ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ✉♥s❡r❡r ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣❡♥✳
❆♥③✉♠❡r❦❡♥ ❜❧❡✐❜t ♥♦❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ❢ür ❞❡♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ✉♥❞

♥❛t✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡♥ ❯♥t❡rr✐❝❤t ③✉s❛♠♠❡♥❣❡❢❛sst❡♥ Pä❞❛❣♦❣❡♥ ✶✽✾✶ ❡✐♥❡♥ ä❤♥❧✐✲
❝❤❡♥ ❙❝❤r✐tt ✈♦❧❧③♦❣❡♥ ✇✐❡ ❞✐❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r✱ ✇❛s ✐♥ ❞❡r ●rü♥❞✉♥❣ ❞❡s ❋ör❞❡r✈❡r❡✐♥s
❢ür ❞❡♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤✲♥❛t✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡♥ ❯♥t❡rr✐❝❤t s❡✐♥❡♥ ❆✉s❞r✉❝❦ ❢❛♥❞ ✭✈❡r✲
❣❧❡✐❝❤❡ ▲♦r❡② ✶✾✸✽✮✳

✻✹



✸ ❩✉r ♣❡rs♦♥❡❧❧❡♥ ❙tr✉❦t✉r ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

❲❡❧❝❤❡ ❞❡r ✐♥ ❞❡♥ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❚❡✐❧♥❡❤♠❡r❧✐st❡♥ ✈❡r③❡✐❝❤♥❡t❡♥ P❡rs♦♥❡♥ ❞✐❡ ❙❡❦t✐♦♥
▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❜❡s✉❝❤t ❤❛❜❡♥✱ ❧ässt s✐❝❤ ✐♥ ❊r♠❛♥❣❡❧✉♥❣ ✈♦♥ s❡❦t✐♦♥s❜❡③♦❣❡♥❡♥ ▲✐st❡♥
♥✐❝❤t ✐♠♠❡r ❣❡♥❛✉ ❢❡stst❡❧❧❡♥✳ ❊s ✇❛r ✇♦❤❧ ❛✉❝❤ ü❜❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❡✐♥ ✉♥❞ ❞✐❡s❡❧❜❡ P❡rs♦♥
s✐❝❤ ❛♥ ♠❡❤r❡r❡♥ ❙❡❦t✐♦♥❡♥ ❜❡t❡✐❧✐❣❡♥ ❦♦♥♥t❡✳ ■♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧ ❞ür❢t❡ ❞✐❡ ❚❡✐❧♥❡❤♠❡r③❛❤❧
✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❜❡✐ ③✇❛♥③✐❣ ❣❡❧❡❣❡♥ ❤❛❜❡♥✳
❙✉❝❤t ♠❛♥ ❞✐❡❥❡♥✐❣❡♥ ❱♦rtr❛❣❡♥❞❡♥ ❤❡r❛✉s✱ ❞✐❡ ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦

♠✐t ♠❡❤r❡r❡♥ ❱♦rträ❣❡♥ ✈❡rtr❡t❡♥ ✇❛r❡♥✱ ❞✐❡ ❛❧s♦ ❡✐♥❡ ❆rt ✈♦♥ ✬❛❦t✐✈❡♥ ❑❡r♥✬ ❛✉s✲
♠❛❝❤t❡♥✱ s♦ st❡❧❧t ♠❛♥ ❜❛❧❞ ❢❡st✱ ❞❛ss ♥❛❝❤ ✶✽✺✻ ✭❛❧s♦ ✐♥ ❞❡♠ ❩❡✐tr❛✉♠✱ ❞❡r ♦❜❡♥ ❛❧s
③✇❡✐t❡ ✉♥❞ ❞r✐tt❡ P❤❛s❡ ❜❡♥❛♥♥t❡ ✇✉r❞❡✮✱ ❡✐♥✐❣❡ ❘❡❢❡r❡♥t❡♥ ✐♠♠❡r ✇✐❡❞❡r ❛✉❢tr❛✲
t❡♥✳ ❆♥❞❡rs ❣❡s❛❣t✿ ❲ä❤r❡♥❞ ✐♥ ❞❡r ❡rst❡♥ P❤❛s❡ ❞✐❡ ❛❦t✐✈❡♥ ❚❡✐❧♥❡❤♠❡r ✇❡❝❤s❡❧t❡♥✱
❜✐❧❞❡t❡ s✐❝❤ ❞❛♥❛❝❤ ✭❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✮ ❡✐♥ ✬❤❛rt❡r ❑❡r♥✬ ❤❡r❛✉s✱ ❞❡r
❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ❡✐♥❡ ❣❡✇✐ss❡♥ ❑♦♥st❛♥③ ✈❡r❧✐❡❤ ✉♥❞ ❛❧s ❑r✐st❛❧❧✐s❛t✐♦♥s③❡♥tr✉♠ ❞✐❡♥t❡✳
❉✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ▼✐t❣❧✐❡❞❡r ❞❡r ✬❤❛rt❡♥ ❑❡r♥s✬ st✐❡ÿ❡♥ ❜❡r❡✐ts ✐♥ ❞❡r ③✇❡✐t❡♥ P❤❛s❡ ③✉r
❙❡❦t✐♦♥ ✭✐♥ ❑❧❛♠♠❡r♥ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ✐❤r❡r ❇❡✐trä❣❡ s♦✇✐❡ ❞❛s ❏❛❤r ✐❤r❡s ❡rst❡♥ ✉♥❞
✐❤r❡s ❧❡t③t❡♥ ❇❡✐tr❛❣❡s✮✿

▼♦r✐t③ ❈❛♥t♦r ✭✻❀ ✶✽✺✼✲✶✽✽✾✮✱ ❇❡♥❡❞✐❦t ▲✐st✐♥❣ ✭✻❀ ✶✽✻✺✲✶✽✼✽✮✱ ❑❛r❧ ❘❡✉s❝❤❧❡
✭✺❀ ✶✽✺✻✲✶✽✻✹✮✱ ❖s❦❛r ❙❝❤❧ö♠✐❧❝❤ ✭✽❀ ✶✽✺✻✲✶✽✽✺✮✱ ❍❡✐♥r✐❝❤ ❙❝❤röt❡r ✭✼❀
✶✽✻✵✲✶✽✽✵✮✱ ❙✐♠♦♥ ❙♣✐t③❡r ✭✼❀ ✶✽✺✻✲✶✽✽✵✮✱ ❈❤r✐st✐❛♥ ❲✐❡♥❡r ✭✻❀ ✶✽✻✸✲
✶✽✽✺✮✳

❆♥ ❞✐❡s❡r ▲✐st❡ ✐st ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡s ❜❡♠❡r❦❡♥s✇❡rt✿ ❙♦ ❢ä❧❧t ❛✉❢✱ ❞❛ss ✐❤r❡ ▼✐t❣❧✐❡❞❡r
ü❜❡r✇✐❡❣❡♥❞ ③✉ ❞❡♥ ❤❡✉t❡ ✇❡♥✐❣❡r ❜❡❦❛♥♥t❡♥ ❱❡rtr❡t❡r♥ ✐❤r❡s ❋❛❝❤❡s ❣❡❤ör❡♥❀ ♥✉r
▼✳ ❈❛♥t♦r ✉♥❞ ❍✳ ❙❝❤röt❡r s✐♥❞ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ♠✐t ❡✐♥❡r ❇✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✐♠ ❉✐❝t✐♦♥❛r② ♦❢
❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❇✐♦❣r❛♣❤② ✈❡rtr❡t❡♥✱ ♥❛❝❤ ❑✳ ❘❡✉s❝❤❧❡ ✉♥❞ ❙✳ ❙♣✐t③❡r s✉❝❤t ♠❛♥ s♦❣❛r ✐♠
▲❡①✐❦♦♥ ❜❡❦❛♥♥t❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r ✈❡r❣❡❜❡♥s✳ ❇❡♠❡r❦❡♥s✇❡rt ✐st ❢❡r♥❡r✱ ❞❛ss ✇✐r ③✇❡✐
❛♥ ♣♦❧②t❡❝❤♥✐s❝❤❡♥ ❙❝❤✉❧❡♥ tät✐❣❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r ✭❖✳ ❙❝❤❧ö♠✐❧❝❤✱ ❈❤r✳ ❲✐❡♥❡r✮ ✜♥❞❡♥
s♦✇✐❡ ❡✐♥❡♥ ●②♠♥❛s✐❛❧❧❡❤r❡r ✭❑✳ ❘❡✉s❝❤❧❡✮ ✉♥❞ ♠✐t ❇✳ ▲✐st✐♥❣ ❡✐♥❡♥ P❤②s✐❦❡r ✉♥❞
▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r ✐♥ P❡rs♦♥❛❧✉♥✐♦♥✳ ❊s ❞❡✉t❡t ❛❧s♦ ♠❛♥❝❤❡s ♥♦❝❤ ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ✈❡rstär❦t❡♥
❆♥✇❡♥❞✉♥❣s❜❡③✉❣ ❤✐♥✳
■♠ ❋❛❧❧❡ ▼✳ ❈❛♥t♦r ❞❛r❢ ♠❛♥ ❞❛✈♦♥ ❛✉s❣❡❤❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❙❡❦t✐♦♥ ✐❤♠ ❡✐♥ ✇✐❧❧❦♦♠✲

♠❡♥❡s ❋♦r✉♠ ❢ür s❡✐♥❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❦❤✐st♦r✐s❝❤❡♥ ❋♦rs❝❤✉♥❣❡♥ ❧✐❡❢❡rt❡✱ ü❜❡r ❞✐❡ ③✉
❜❡r✐❝❤t❡♥ s♦♥st ✇♦❤❧ ♥✐❝❤t ❛❧❧③✉ ✈✐❡❧ ●❡❧❡❣❡♥❤❡✐t ❜❡st❛♥❞ ✭▼✳ ❈❛♥t♦r ✇❛r ❛✉❝❤ ✐♠
❍❡✐❞❡❧❜❡r❣❡r ❉♦③❡♥t❡♥✈❡r❡✐♥ ♠✐t ❞❡r❛rt✐❣❡♥ ❱♦rträ❣❡♥ ❛❦t✐✈✮✳
❉❛s ❇✐❧❞ ä♥❞❡rt❡ s✐❝❤ ❞❛♥♥ ✐♥ ❞❡r ❞r✐tt❡♥ P❤❛s❡✳ ❉♦rt ✜♥❞❡♥ ✇✐r ❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥

◆❛♠❡♥✿

❙✐❣♠✉♥❞ ●ü♥t❤❡r ✭✻❀ ✶✽✼✹✲✶✽✽✼✮✱ ❘❡✐♥❤♦❧❞ ❍♦♣♣❡ ✭✾❀ ✶✽✼✷✲✶✽✽✸✮✱ ❋r❛♥③

✻✺



✸ ❩✉r ♣❡rs♦♥❡❧❧❡♥ ❙tr✉❦t✉r ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

▼❡②❡r ✭✺❀ ✶✽✽✹✲✶✽✾✵✮✱ ❊r♥st ❙❝❤rö❞❡r ✭✼❀ ✶✽✼✾✲✶✽✾✵✮✱ ❍❡✐♥r✐❝❤ ❲❡❜❡r ✭✺❀
✶✽✻✼✲✶✽✾✵✮✳

❯♥t❡r ❞❡♥ ●❡♥❛♥♥t❡♥ ❞ür❢t❡ ❍✳ ❲❡❜❡r ✇♦❤❧ ❞❡r ❜❡❦❛♥♥t❡st❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r ③✉ s❡✐♥❡r
❩❡✐t ❣❡✇❡s❡♥ s❡✐♥✳ ❆✉❝❤ ❊✳ ❙❝❤rö❞❡r ✉♥❞ ❋r✳ ▼❡②❡r ✇❛r❡♥ ❦❡✐♥❡ ❯♥❜❡❦❛♥♥t❡♥❀ ❛❧❧❡r✲
❞✐♥❣s ❞ür❢t❡ s✐❝❤ ❙❝❤rö❞❡rs ❇❡❦❛♥♥t❤❡✐t ❡❤❡r ❛✉❢ s❡✐♥❡ ❇❡✐trä❣❡ ③✉r ❆♥❛❧②s✐s ❜❡③♦❣❡♥
❤❛❜❡♥ ✭❞✐❡ ❤❡✉t❡ ✈♦❧❧❦♦♠♠❡♥ ✈❡r❣❡ss❡♥ s✐♥❞✮ ❞❡♥♥ ❛✉❢ s❡✐♥❡ ❆r❜❡✐t❡♥ ③✉r ▲♦❣✐❦✳ ❙✳
●ü♥t❤❡r ♠❛❝❤t❡ s✐❝❤ ❤❛✉♣tsä❝❤❧✐❝❤ s❡✐♥❡♥ ◆❛♠❡♥ ❛❧s ❍✐st♦r✐❦❡r ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✉♥❞
❞❡s ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✉♥t❡rr✐❝❤ts s♦✇✐❡ ❛❧s ▲❡❤r❜✉❝❤❛✉t♦r✳ ❉✐❡ ●❡♥❛♥♥t❡♥ s✐♥❞ ❞❡♥♥ ❛✉❝❤
sä♠t❧✐❝❤ ♠✐t ❡✐♥❡r ❇✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✐♠ ❉✐❝t✐♦♥❛r② ✈❡rtr❡t❡♥✳
●❛♥③ ❛♥❞❡rs ✐st ❞✐❡ ❙✐t✉❛t✐♦♥ ❜❡✐ ❞❡♠ ❇❡r❧✐♥❡r Pr✐✈❛t❞♦③❡♥t❡♥ ❘✳ ❍♦♣♣❡✱ ❞❡r

✈❡r❣❡❜❧✐❝❤ ✉♠ ❡✐♥❡ ❢❡st❡ ❆♥st❡❧❧✉♥❣ ✉♥❞ ❇❡③❛❤❧✉♥❣ ✉♥❞ ❞✐❡ ❞❛♠✐t ✈❡r❜✉♥❞❡♥❡ ❆♥✲
❡r❦❡♥♥✉♥❣ ❦ä♠♣❢t❡ ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❇✐❡r♠❛♥♥ ✶✾✽✽✱ ✽✻✲✽✽✮✳ ■♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ s❝❤❡✐♥t ❍♦♣♣❡
❥❡❞♦❝❤ r❡s♣❡❦t✐❡rt ❣❡✇❡s❡♥ ③✉ s❡✐♥❀ ❞✐❡ ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ü❜❡rtr✉❣ ✐❤♠ s♦❣❛r ❞✐❡ ❡❤r❡♥✲
✈♦❧❧❡ ❆✉❢❣❛❜❡ ❡✐♥❡s ö✛❡♥t❧✐❝❤❡♥ ❱♦rtr❛❣❡s ✭✶✽✼✷✮✳ ❊✐♥ ✇❡✐t❡r❡r ❆✉ÿ❡♥s❡✐t❡r✱ ❞❡r ✐♥
❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤ ③✉ ❲♦rt ❦❛♠✱ ✇❛r ❞❡r ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣❡r ❍❡r♠❛♥♥ ❙❝❤❛♣✐r❛✱ ❞❡r
s❡✐♥❡ ❚❤❡♦r✐❡ ✭❞✐❡ ❛♥s♦♥st❡♥ ♥✉r ✐♥ ●❡st❛❧t ✈♦♥ ❙❡♣❛r❛t❞r✉❝❦❡♥ ❡rs❝❤✐❡♥✮ ✐♥ ❞r❡✐ ❱♦r✲
trä❣❡♥ ✈♦rst❡❧❧t❡✳ ■♥s❣❡s❛♠t ✇✐r❞ ♠❛♥ ❞✐❡ ❙❡❦t✐♦♥ ❛❧s ❡✐♥ ✇❡✐t❣❡❤❡♥❞ ♦✛❡♥❡s ●❡❜✐❧❞❡
❜❡③❡✐❝❤♥❡♥ ♠üss❡♥✱ ✐♥ ❞❡♠ ❞✐❡ ❣❛♥③ ●r♦ÿ❡♥ ❞❡r ❉✐s③✐♣❧✐♥ ❥❡❞❡♥❢❛❧❧s ❦❡✐♥❡ ❞♦♠✐♥❛♥t❡
❘♦❧❧❡ s♣✐❡❧t❡♥✳ ❉✐❡ ❑♦♥t✐♥✉✐tät ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ✇✉r❞❡ ✲ ♠✐t ❆✉s♥❛❤♠❡ ✈♦♥ ❍✳ ❲❡❜❡r
✈✐❡❧❧❡✐❝❤t ✲ ✈♦♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r♥ ♠✐tt❧❡r❡♥ ❇❡❦❛♥♥t❤❡✐ts❣r❛❞❡s ❣❛r❛♥t✐❡rt✳ ❉❛❜❡✐ ❜❧✐❡❜
❞✐❡ ❙❡❦t✐♦♥ ❛✉❝❤ ❢ür ❆✉ÿ❡♥s❡✐t❡r ✉♥❞ ❣ä♥③❧✐❝❤ ❯♥❜❡❦❛♥♥t❡ ③✉❣ä♥❣❧✐❝❤✱ ✇❡s❤❛❧❜ ♠❛♥
s✐❡ ❛❧s ❡✐♥ ✇✐❝❤t✐❣❡s ❋♦r✉♠ ❞❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ✬❇r❡✐t❡♥❢♦rs❝❤✉♥❣✬ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r❡♥
❦❛♥♥✳ ■♥ ✐❤r ❣❡✇✐♥♥❡♥ ✇✐r ❛❧s♦ ❡✐♥❡♥ ❊✐♥❜❧✐❝❦ ✐♥ ❞❡♥ ❆❧❧t❛❣ ❞❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❋♦r✲
s❝❤✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ③✇❡✐t❡♥ ❍ä❧❢t❡ ❞❡s ✶✾✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rts✳ ❇❡♠❡r❦❡♥s✇❡rt ✐st ❢❡r♥❡r✱ ❞❛ss
❞❡r ❆♥t❡✐❧ ❞❡r ❤❛✉♣t❛♠t❧✐❝❤ ❋♦rs❝❤❡♥❞❡♥ ❛♥ ❞❡♥ ❙❡❦t✐♦♥s❜❡✐trä❣❡♥ ③✉r r❡✐♥❡♥ ▼❛✲
t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡♥ ✽✵❡r ❏❛❤r❡♥ st❛r❦ ③✉♥❛❤♠✿ ■♠ ❩✉❣❡ ❡✐♥❡r ✬Pr♦❢❡ss✐♦♥❛❧✐s✐❡r✉♥❣✬✶✱
✇✉r❞❡♥ ❛❧❧♠ä❤❧✐❝❤ ❞✐❡ ✬❆♠❛t❡✉r❡✬ ③✉rü❝❦❣❡❞rä♥❣t✳
❙❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ s❡✐ ♥♦❝❤ ❡✐♥ ❧❡t③t❡r ●❡s✐❝❤ts♣✉♥❦t ③✉r ♣❡rs♦♥❡❧❧❡♥ ❙tr✉❦t✉r ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥

❛♥❣❡❢ü❤rt✿ ❉✐❡ ✬❇❡r❧✐♥❡r ❙❝❤✉❧❡✬ ✭❛❧s♦ ❑✳ ❲❡✐❡rstr❛ÿ✱ ▲✳ ❑r♦♥❡❝❦❡r✱ s♣ät❡r ▲✳ ❋✉❝❤s✱ ●✳
❋r♦❜❡♥✐✉s ✉♥❞ ❍✳ ❆✳ ❙❝❤✇❛r③✮ ✇❛r ❤✐❡r ♥✉r s❝❤✇❛❝❤ ✈❡rtr❡t❡♥✱ s✐❡❤t ♠❛♥ ❡✐♥♠❛❧ ✈♦♥
❢rü❤❡♥ ❆✉❢tr✐tt❡♥ ❲❡✐❡rstr❛ÿ✬ ❛❜ ✉♥❞ ❞❡r ❆♥✇❡s❡♥❤❡✐t ❑r♦♥❡❝❦❡rs ❜❡✐ ❞❡r ❇❡r❧✐♥❡r
❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣✱ ✇♦ ❡r ❣❡✇✐ss❡r♠❛ÿ❡♥ ✬❍❛✉s❤❡rr✬ ❣❡✇❡s❡♥ ✐st✳ ❙t❛r❦ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ✇❛r ❞❡r
❊✐♥✢✉ss ❞❡r ●r✉♣♣❡ ✉♠ ❞✐❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❆♥♥❛❧❡♥ ♠✐t ❋✳ ❑❧❡✐♥✱ ❆✳ ❈❧❡❜s❝❤✱ ❍✳
❲❡❜❡r✱ ❋r✳ ▼❡②❡r ✉♥❞ ❛♥❞❡r❡♥✳ ❆✉✛❛❧❧❡♥❞ ✐st ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❚❛ts❛❝❤❡✱ ❞❛ss ✈✐❡❧❡ ❛✉s ❞❡r
❍❡✐❞❡❧❜❡r❣❡r ❙❝❤✉❧❡ ❤❡r✈♦r❣❡❣❛♥❣❡♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ❛❦t✐✈ ✇❛r❡♥ ✭▼✳
❈❛♥t♦r✱ ❍✳ ❲❡❜❡r✱ ❊✳ ❙❝❤rö❞❡r✱ ❏✳▲ür♦t❤✱ ▼✳ ◆♦❡t❤❡r✮✳

✶❉❡r ❇❡❣r✐✛ ✬Pr♦❢❡ss✐♦♥❛❧✐s✐❡r✉♥❣✬ ✇✐r❞ ❤✐❡r ✐♥ ❡✐♥❡♠ r❡❝❤t ✇❡✐t❡♥ ❙✐♥♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ❞❡r ♥✐❝❤t ❞❡♥
❆♥s♣r✉❝❤ ❡r❤❡❜t✱ ✐♥ ❛❧❧❡♥ ❍✐♥s✐❝❤t❡♥ ♠✐t ❞❡♠❥❡♥✐❣❡♥ ❞❡r ♠♦❞❡r♥❡♥ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢tss♦③✐♦❧♦❣✐❡ ❞❡✲
❝❦✉♥❣s❣❧❡✐❝❤ ③✉ s❡✐♥✳ ❱❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❤✐❡r③✉ ❞✐❡ ❆✉s❢ü❤r✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❏❡r❡♠② ●r❛② ✐♥ ❙❝❤♦❧③ ✶✾✾✵✱
✸✷✺✲✸✺✸✳
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✹ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥❞❡ ❇❡♠❡r❦✉♥❣❡♥

■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❇❡✐trä❣❡ ❛✉s ❞❡♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♠ ❣rö✲
ÿ❡r❡♥ s❛❝❤❧✐❝❤❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣✱ ✐♥ ❞❡♥ s✐❡ s✐❝❤ ❡✐♥♦r❞♥❡♥✱ ❜❡tr❛❝❤t❡t✳ ❊s ✇✐r❞ ✈❡r✲
s✉❝❤t✱ ❞✐❡ ❜❡♠❡r❦❡♥s✇❡rt❡♥ ❚❡♥❞❡♥③❡♥ ❤❡r❛✉s③✉❛r❜❡✐t❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ✉♠❢❛ss❡♥❞❡ ❇❡✲
✇❡rt✉♥❣ ❞❡r ❲✐❝❤t✐❣❦❡✐t ❞❡s ❚❤❡♠❛s r❡✐♥❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❢ür ❞✐❡ ❙❡❦t✐♦♥ ③✉ ❣❡❜❡♥✳
❉❛❜❡✐ ✇❡r❞❡♥ ♥✉r ❛✉s❣❡✇ä❤❧t❡ ❇❡✐trä❣❡ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t❀ ❡✐♥ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡r❡s ❇✐❧❞ ❣✐❜t
❞❡r ✈♦r❛♥❣❡❤❡♥❞❡ ③✇❡✐t❡ ❚❡✐❧✳

✹✳✶ P❤✐❧♦s♦♣❤✐❡ ✉♥❞ ●❡s❝❤✐❝❤t❡ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦

■♠ ❇❡r❡✐❝❤ P❤✐❧♦s♦♣❤✐❡✴●r✉♥❞❧❛❣❡♥ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✱ ❞❡r ♠✐t ✐♥s❣❡s❛♠t ③❡❤♥ ❱♦rträ✲
❣❡♥ ✈❡rtr❡t❡♥ ✇❛r✱ ❞♦♠✐♥✐❡rt❡♥ ③✇❡✐ ❚❤❡♠❡♥❦r❡✐s❡✿ ❞❛s ❱❡r❤ä❧t♥✐s ✈♦♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦
✉♥❞ ◆❛t✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❡✐♥❡rs❡✐ts ✉♥❞ ❞✐❡ ✐♠ ❯♠❦r❡✐s ❞❡r ♥✐❝❤t❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ●❡♦✲
♠❡tr✐❡ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ ❡r❦❡♥♥t♥✐st❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ Pr♦❜❧❡♠❡✱ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❞✐❡ ❋r❛❣❡ ♥❛❝❤
❆rt ✉♥❞ ❲❡s❡♥ ❞❡r s♣❡③✐✜s❝❤ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❊r❦❡♥♥t♥✐s✱ ❛♥❞❡r❡rs❡✐ts✳ ■♥ ❞✐❡ ❡rst❡
❘✉❜r✐❦ ❣❡❤ör❡♥ ❞✐❡ ❇❡✐trä❣❡ ❩❡❝❤ ✶✽✹✹✱ P❡t③✈❛❧ ✶✽✺✽✱ ❍♦♣♣❡ ✶✽✽✷ ✉♥❞ ❲♦r♣✐t③❦②
✶✽✽✹✱ ❛✉❢ ❞❡r❡♥ ■♥❤❛❧t ✉♥❞ ❊✐♥s❝❤ät③✉♥❣ ❜❡r❡✐ts ❛♥ ❛♥❞❡r❡r ❙t❡❧❧❡ ❡✐♥❣❡❣❛♥❣❡♥ ✇♦r✲
❞❡♥ ✐st✳ ❩✉♠ ③✇❡✐t❡♥ ❚❤❡♠❡♥❦r❡✐s s✐♥❞ ❞✐❡ ❱♦rträ❣❡ ❍♦♣♣❡ ✶✽✼✷✱ ❱♦❣t ✶✽✼✹✱ ❍♦♣♣❡
✶✽✼✺✱ ❍♦♣♣❡ ✶✽✼✻ ✉♥❞ ❙❝❤ü❧❡r ✶✽✼✼ ③✉ r❡❝❤♥❡♥ s♦✇✐❡ ❡✐♥✐❣❡ ✐♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ●❡♦♠❡✲
tr✐❡ ✉♥❞ ❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ③✉ ❜❡s♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❇❡✐trä❣❡✳ ❇❡♠❡r❦❡♥s✇❡rt❡r✇❡✐s❡ s❡t③❡♥ ❛❧❧❡ ③✉
❞✐❡s❡♠ ❚❤❡♠❛ ❣❡❤ör✐❣❡♥ ❇❡✐trä❣❡ ❡rst ♥❛❝❤ ✶✽✼✵ ❡✐♥✳ ❍✐❡r❛♥ ✇✐r❞ ❞❡✉t❧✐❝❤✱ ❞❛ss
❞✐❡ ❘❡③❡♣t✐♦♥ ❞❡r ♥✐❝❤t❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡ ✐♥ ❜r❡✐t❡r❡♥ ❑r❡✐s❡♥ ❡rst ✐♥ ❞✐❡s❡♠
❩❡✐tr❛✉♠ ❜❡❣❛♥♥✳ ❆❧s ❆♥stöÿ❡ ❤✐❡r❢ür ✇❡r❞❡♥ ❣❡♥❛♥♥t ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❱♦❧❦❡rt ✷✵✶✸✮✿

❼ ❞✐❡ ❱❡rö✛❡♥t❧✐❝❤✉♥❣ ❞❡s ❇r✐❡❢✇❡❝❤s❡❧s ●❛✉ÿ✲❙❝❤✉♠❛❝❤❡r ✭✶✽✻✵✲✶✽✻✻✮✱ ✇❡❧❝❤❡r
③❡✐❣t❡✱ ❞❛ss ❞❡r ✒❋ürst ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✑ ❡r♥st❤❛❢t ❛♥ ❞✐❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ❡✐♥❡r
♥✐❝❤t❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡ ❣❡❣❧❛✉❜t ❤❛tt❡❀

❼ ❞✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✈♦♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ❢ür ❞✐❡ ♥✐❝❤t❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡ ❞✉r❝❤ ❊✉❣❡✲
♥✐♦ ❇❡❧tr❛♠✐ ✭✶✽✸✺✲✶✾✵✵❀ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ✶✽✻✽✮ ✉♥❞ ❋✳ ❑❧❡✐♥
✭♣r♦❥❡❦t✐✈❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ✶✽✼✶✮✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ❧♦❣✐s❝❤❡ ●❧❡✐❝❤❜❡✲
r❡❝❤t✐❣✉♥❣ ✭r❡❧❛t✐✈❡ ❑♦♥s✐st❡♥③✮ ❞❡r ♥✐❝❤t❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡ ③❡✐❣t❡♥✳ ❉✐❡✲
s❡r ❧♦❣✐s❝❤❡ ❆s♣❡❦t s♣✐❡❧t❡ ❛❜❡r ❛♥❢❛♥❣s ✲ ❤✐❡r❛✉❢ ❤❛t ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ ❛✉❢♠❡r❦s❛♠
❣❡♠❛❝❤t ✭❧♦❝✳ ❝✐t✳✮ ✲ ❦❡✐♥❡ ❘♦❧❧❡✱ ✇❡s❤❛❧❜ ❛♥③✉♥❡❤♠❡♥ ✐st✱ ❞❛ss ❞❡r ❡r❦❡♥♥t♥✐s✲
t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ❆s♣❡❦t ✭s✐❡❤❡ ✉♥t❡♥✮ ❞♦♠✐♥✐❡rt❡❀

❼ ❞✐❡ ❡r❦❡♥♥t♥✐st❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ❆✉s✇❡rt✉♥❣ ❞❡s ❇❡❧tr❛♠✐✲▼♦❞❡❧❧s ❞✉r❝❤ ❍❡r♠❛♥♥
✈♦♥ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ✭✶✽✷✶✲✶✽✾✹✮ ✐♠ ❙✐♥♥❡ ❡✐♥❡r ❡♠♣✐r✐st✐s❝❤ ♦r✐❡♥t✐❡rt❡♥ ❛♥t✐❦❛♥t✐✲
s❝❤❡♥ P❤✐❧♦s♦♣❤✐❡ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡ ✭✶✽✻✽✱ ✶✽✼✵✮✳
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✹ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥❞❡ ❇❡♠❡r❦✉♥❣❡♥

❉✐❡ P♦s✐t✐♦♥ ✈♦♥ ❍❡❧♠❤♦❧t③✬ ✇✉r❞❡ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ✈♦r ❛❧❧❡♠ ✈♦♥ ❞❡♠ ❇❡r❧✐✲
♥❡r Pr✐✈❛t❞♦③❡♥t❡♥ ❘❡✐♥❤♦❧❞ ❍♦♣♣❡ ✈❡rtr❡t❡♥✱ ❞❡r ❛✉❝❤ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r P❤✐❧♦s♦♣❤✐❡
❛❧❧❣❡♠❡✐♥ ❡✐♥❡ ❖r✐❡♥t✐❡r✉♥❣ ❛♥ ❞❡r ◆❛t✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t ✉♥❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❢♦r❞❡rt❡ ✭✐♥
s❡✐♥❡♠ ö✛❡♥t❧✐❝❤❡♥ ❱♦rtr❛❣ ✶✽✼✷✮✿ ✒▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✉♥❞ ◆❛t✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t s✐♥❞ ❞✐❡ P❛✲
r❛❞✐❣♠❛t❛ ❞❡r ❯♥✐✈❡rs❛❧✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t✑ ✭❍♦♣♣❡ ✶✽✼✷✱ ✶✵✺✮✳ ❉❡r ❯rs♣r✉♥❣ ❞❡r ●❡♦♠❡✲
tr✐❡ ✉♥❞ ✐❤r❡r ❆①✐♦♠❡ ✐♥ ❞❡r ❊r❢❛❤r✉♥❣ ✇✐r❞ ✈♦♥ ❘✳ ❍♦♣♣❡ ❛❧s ❋❛❦t✉♠ ✈♦r❛✉s❣❡s❡t③t❀
❢ür ✐❤♥ ✐st ♥✉r ❞✐❡ ❋r❛❣❡ ♦✛❡♥✱ ✇✐❡ s✐❝❤ ❞❡r❡♥ ❑♦♥st✐t✉t✐♦♥ ✈♦❧❧③✐❡❤t✱ ❡✐♥ ❚❤❡♠❛✱ ❞❛s
❛✉❝❤ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ✉♥❞ s♣ät❡r ❍❡♥r✐ P♦✐♥❝❛ré ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t❡ ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❍❡✐♥③♠❛♥♥ ✶✾✽✾✮✳
❊✐♥❡ ●❡❣❡♥♣♦s✐t✐♦♥ ❤✐❡r③✉ ✈❡rtr❛t ❘✳ ❱♦❣t✱ ❞❡r ❜❡❤❛✉♣t❡t❡✱ ❞❛ss ❞❛s ❋❛❦t✉♠ ♥✐❝❤t✲
❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡ ♥❡✉tr❛❧ s❡✐ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❞❡r ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❊♠♣✐r✐s♠✉s✴■❞❡❛❧✐s♠✉s✳
❉✐❡s ❦♦♠♠t ❞❡r ❜❡❦❛♥♥t❡♥ ♥❡✉❛♥t✐❦❛♥t✐s❝❤❡♥ ❚❤❡s❡ ♥❛❤❡ ✭✈❡rtr❡t❡♥ ❡t✇❛ ✈♦♥ ❖tt♦
▲✐❡❜♠❛♥♥ ✐♥ ▲✐❡❜♠❛♥♥ ✶✽✼✻✮✱ ❞✐❡ ♥✐❝❤t❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡ ❡rs❝❤ütt❡r❡ ♥✐❝❤t ❞✐❡
❑❛♥t✐s❝❤❡ ❇❡❤❛✉♣t✉♥❣ ✈♦♠ s②♥t❤❡t✐s❝❤❡♥ ❆♣r✐♦r✐✱ ✇❡✐❧ s✐❡ ❜❧♦ÿ ❧♦❣✐s❝❤✱ ♥✐❝❤t ❛❜❡r
❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤ ♠ö❣❧✐❝❤ s❡✐✳ ❉✐❡s❡ P♦s✐t✐♦♥ ❣❡r✐❡t ♥❛tür❧✐❝❤ ♥❛❝❤ ❞❡r ❱❡r❜r❡✐t✉♥❣ ❞❡r
▼♦❞❡❧❧❡ ✐♥ ❣röÿ❡r❡ ❇❡✇❡✐s♥♦t✱ ✇✉r❞❡ ❛❜❡r ❞❡♥♥♦❝❤ ❛✉❢r❡❝❤t❡r❤❛❧t❡♥✳
◆❡❜❡♥ ❞❡r Pr♦❜❧❡♠❛t✐❦ ❞❡r ♥✐❝❤t❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡ ✐♠ ❡♥❣❡r❡♥ ❙✐♥♥❡ ✭❛❧s♦

❞❡r ❤②♣❡r❜♦❧✐s❝❤❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡✮ s♣✐❡❧t❡ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❋r❛❣❡ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❙t❛t✉s ❤ö❤❡r❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥❛❧❡r ❘ä✉♠❡ ❡✐♥❡ ✇✐❝❤t✐❣❡ ❘♦❧❧❡✱ ❞❡r❡♥ ❊✐♥❢ü❤r✉♥❣ ♠❛♥ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ③✉r ✬❛♥t✐❡✉❦❧✐✲
❞✐s❝❤❡♥ ❘❡✈♦❧✉t✐♦♥✬ r❡❝❤♥❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉✐r❡❦t ❣r❡✐❢❜❛r ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❱♦r❜❡❤❛❧t❡ ❣❡❣❡♥ ❞✐❡
❘ä✉♠❡ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ✐♥ ❞❡♠ ❚✐t❡❧ ✈♦♥ ❖s❦❛r ❙❝❤❧ö♠✐❧❝❤ ✒Ü❜❡r ❞✐❡ ❯♥③✉✲
❧äss✐❣❦❡✐t ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡ ✐♥ ✈✐❡r ✉♥❞ ♠❡❤r ❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥✑ ✭❙tr❛ÿ❜✉r❣✱ ✶✽✽✺✮❀ ✐♥❞✐r❡❦t
✇❡r❞❡♥ ❞✐❡s❡ ❛❜❡r ❛✉❝❤ ✐♥ ❞❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❘❡❝❤t❢❡rt✐❣✉♥❣s✈❡rs✉❝❤❡♥ ❞❡✉t❧✐❝❤✱ ❞✐❡
❞✐❡❥❡♥✐❣❡♥ ❘❡❞♥❡r ✈♦r❜r❛❝❤t❡♥✱ ❞✐❡ ü❜❡r n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ●❡♦♠❡tr✐❡ s♣r❛❝❤❡♥ ✭s✐❡❤❡
✉♥t❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✹✳✷ ●❡♦♠❡tr✐❡ ✉♥❞ ❚♦♣♦❧♦❣✐❡✮✳ ■♥t❡r❡ss❛♥t❡ P❛r❛❧❧❡❧❡♥ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤
❛♥ ❞✐❡s❡r ❙t❡❧❧❡ ③✉r ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ✬❇r✐t✐s❤ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❆❞✈❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢
❙❝✐❡♥❝❡s✬✱ ❞✐❡ ❥❛ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❩✉s❛♠♠❡♥s❡t③✉♥❣ ✉♥❞ ❩✐❡❧✈♦rst❡❧❧✉♥❣❡♥ ❞✉r❝❤❛✉s ♠✐t ❞❡r
❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ❞❡✉ts❝❤❡r ➘r③t❡ ✉♥❞ ◆❛t✉r❢♦rs❝❤❡r ✈❡r❣❧❡✐❝❤❜❛r ✐st ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❤✐❡r③✉
❘✐❝❤❛r❞s ✶✾✽✽✱ ❑❛♣✐t❡❧ ✷✮✳ ❙❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ s❡✐ ♥♦❝❤ ❛✉❢ ❞✐❡ P❧ü❝❦❡rs❝❤❡ ▲✐♥✐❡♥❣❡♦♠❡tr✐❡
✈❡r✇✐❡s❡♥✱ ❞✐❡ ✈♦♥ ✐❤r❡♠ ❙❝❤ö♣❢❡r ✶✽✻✹ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ✈♦r❣❡st❡❧❧t ✉♥❞ ❞❛♥♥ ♥♦❝❤✲
♠❛❧s ✈♦♥ P❛✉❧ ●♦r❞❛♥ ✶✽✻✼ ③✉r ❙♣r❛❝❤❡ ❣❡❜r❛❝❤t ✇✉r❞❡✳ ❉✐❡s❡ st❡❧❧t ❛✉❝❤ ❡✐♥❡ ❆rt
✈♦♥ ♥✐❝❤t❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡r ●❡♦♠❡tr✐❡ ❞❛r✱ ✐♥s♦❢❡r♥ s✐❡ ❡s ❡r❧❛✉❜t✱ ❞❡♥ ❣❡✇ö❤♥❧✐❝❤❡♥ ❘❛✉♠
❛❧s ✈✐❡r❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ③✉ ❜❡tr❛❝❤t❡♥✱ ✈♦r❛✉s❣❡s❡t③t✱ ♠❛♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t ●❡r❛❞❡♥ ✉♥❞ ♥✐❝❤t
♠❡❤r P✉♥❦t❡ ❛❧s ●r✉♥❞❡❧❡♠❡♥t❡✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s s❝❤❡✐♥t ❞✐❡s❡r ♥✐❝❤t❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡ ■♠♣❡t✉s
❞❡r P❧ü❝❦❡rs❝❤❡♥ ■❞❡❡♥ ❛♥❢ä♥❣❧✐❝❤ ♥✐❝❤t r❡❝❤t ❣❡✇ür❞✐❣t ✇♦r❞❡♥ ③✉ s❡✐♥ ✭❛✉❝❤ ✐♥
❊♥❣❧❛♥❞ ♥✐❝❤t✱ ✇✐❡ ♠❛♥ ❜❡✐ ❘✐❝❤❛r❞s ✶✾✽✽✱ ✺✽ ♥❛❝❤❧❡s❡♥ ❦❛♥♥✮❀ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❤✐❡❧t
P❧ü❝❦❡r s❡❧❜st ❛♥ ❞❡r ❊✐♥③✐❣❦❡✐t ❞❡s ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❘❛✉♠s ❢❡st✳
■♥s❣❡s❛♠t ✐st ❞❡r ❆✉❢s❝❤✇✉♥❣✱ ❞❡♥ ❞❡r ❚❤❡♠❡♥❦r❡✐s ♥✐❝❤t❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡ ✉♥❞ n✲❞✐♠❡♥✲

s✐♦♥❛❧❡ ●❡♦♠❡tr✐❡ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ♥❛❤♠✱ ❛✉✛❛❧❧❡♥❞✱ ✇❛s ✇✐❡❞❡r✉♠ ❛❧s ❇❡❧❡❣ ❞❛❢ür
❣❡❧t❡♥ ❞❛r❢✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❡✐♥❣❛♥❣s ❢♦r♠✉❧✐❡rt❡♥ ❚❤❡s❡♥ ③✉r ❘❡③❡♣t✐♦♥s❣❡s❝❤✐❝❤t❡ ❞✐❡s❡r
●❡❣❡♥stä♥❞❡ ③✉tr❡✛❡♥❞ s✐♥❞✳
❊✐♥ ❛♥❞❡r❡s ✇✐❝❤t✐❣❡s ●r✉♥❞❧❛❣❡♥♣r♦❜❧❡♠✱ ❞❛s ✈✐❡❧❡ ❇❡r❡✐❝❤❡ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❜❡✲

rü❤rt✱ ✇✉r❞❡ ✶✽✽✸ ✈♦♥ ❖tt♦ ❙t♦❧③ ❛♥❣❡s♣r♦❝❤❡♥✱ ❛❧s ❡r ❛✉❢ ❞✐❡ ❘♦❧❧❡ ❞❡r ❆r❝❤✐♠❡❞✐✲
s❝❤❡♥ ❆①✐♦♠s ✭✇✐r s♣r❡❝❤❡♥ ❤❡✉t❡ ♠❡✐st ✲ ❤✐st♦r✐s❝❤ ❛♥❣❡♠❡ss❡♥❡r ✲ ✈♦♠ ❆①✐♦♠ ✈♦♥
❆r❝❤✐♠❡❞❡s✲❊✉❞♦①♦s✮ ❤✐♥✇✐❡s ✉♥❞ ❞❛♠✐t ✭✉♥❞ ♥❛tür❧✐❝❤ ❞✉r❝❤ s❡✐♥❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥

✻✽



✹ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥❞❡ ❇❡♠❡r❦✉♥❣❡♥

❆r❜❡✐t❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❆♥♥❛❧❡♥ ✶✽✽✶ ✉♥❞ ✶✽✽✸✮ ❞❛s ■♥t❡r❡ss❡ ❤✐❡r❛♥ ✇✐❡✲
❞❡r ✇❛❝❤r✐❡❢✶✳ ■♥ ❞❡r ●❡s❝❤✐❝❤t❡ ❞❡r ❆♥❛❧②s✐s ❦♦♠♠t ❞✐❡s❡♠ ❆①✐♦♠ ✭❞❛s ❜❡s❛❣t✱ ❞❛ss
✐♠ ❋❛❧❧❡ ③✇❡✐❡r ●röÿ❡♥ ❞✐❡ ❦❧❡✐♥❡r❡ ✐♠♠❡r s♦ ♦❢t ③✉ s✐❝❤ ❤✐♥③✉❣❡❢ü❣t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✱
❞❛ss s✐❡ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❞✐❡ ❣röÿ❡r❡ ü❜❡rtr✐✛t✮ ❡✐♥❡ ❙❝❤❧üss❡❧st❡❧❧✉♥❣ ③✉✱ ✐♥s♦❢❡r♥ ❡s ❞✐❡
✉♥❡♥❞❧✐❝❤❦❧❡✐♥❡♥ ●röÿ❡♥ ✭■♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧✐❡♥✮✱ ❞✐❡ ❜✐s ✇❡✐t ✐♥s ✶✾✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt ❤✐♥❡✐♥
✐♥ ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧✲ ✉♥❞ ■♥t❡❣r❛❧r❡❝❤♥✉♥❣ ✐♥ ●❡st❛❧t ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❡ ❣❡❜rä✉❝❤❧✐❝❤
✇❛r❡♥✱ ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿt✳ ❉❛♥❡❜❡♥ s♣✐❡❧t ❞❛s ❢r❛❣❧✐❝❤❡ ❆①✐♦♠ ❛❜❡r ❛✉❝❤ ✐♥ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡
✲ ❣❡r❛❞❡ ✐♠ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ♠✐t ❞❡♠ P❛r❛❧❧❡❧❡♥❛①✐♦♠ ✲ ❡✐♥❡ ✇✐❝❤t✐❣❡ ❘♦❧❧❡✱ ❞✐❡ ✈♦r
❛❧❧❡♠ ▼❛① ❉❡❤♥ ✭✶✽✼✽✲✶✾✺✷✮ ✐♠ ❆♥s❝❤❧✉ss ❛♥ ❉✳ ❍✐❧❜❡rt ✉♥t❡rs✉❝❤t❡✷✳ ■♥s♦❢❡r♥ ❞❛r❢
♠❛♥ ❞❡♥ ❇❡✐tr❛❣ ✈♦♥ ❖✳ ❙t♦❧③ ❛❧s ❡✐♥❡♥ ✇✐❝❤t✐❣❡♥ ▼♦♠❡♥t ✐♥ ❞❡r ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r
●r✉♥❞❧❛❣❡♥❞✐s❦✉ss✐♦♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡♥✳
❇❡✐trä❣❡ ❞❡r ●❡s❝❤✐❝❤t❡ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✜♥❞❡♥ ✇✐r ✐♥ ❛❧❧❡♥ ❞r❡✐ P❤❛s❡♥ ❞❡r ❊♥t✲

✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥✳ ■♥ ❞❡r ❡rst❡♥ ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ❞❛❜❡✐ ❢❛st ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ✉♠
❇❡r✐❝❤t❡ ü❜❡r ❞❡♥ ❙t❛♥❞ ❞❡r ❑❡♣❧❡r✲❆✉s❣❛❜❡ ✈♦♥ ❋r✐s❝❤✳ ❆❜ ✶✽✺✼ ✐st ❞❛♥♥ ❞✐❡ ▼❛✲
t❤❡♠❛t✐❦❣❡s❝❤✐❝❤t❡ ✐♥ P❡rs♦♥ ✈♦♥ ▼♦r✐t③ ❈❛♥t♦r ♣räs❡♥t✱ ❞❡r ü❜❡r ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ●❡✲
❣❡♥stä♥❞❡ ❛✉s ❆♥t✐❦❡ ✉♥❞ ❘❡♥❛✐ss❛♥❝❡ ✐♥s❣❡s❛♠t ❢ü♥❢♠❛❧ ✈♦rtr✉❣✳
◆❡❜❡♥ ❈❛♥t♦r tr❛t ❙✐❡❣♠✉♥❞ ●ü♥t❤❡r✱ ❞❡ss❡♥ ❇❡✐trä❣❡ s✐❝❤ ✈♦♥ ❞❡♥❡♥ ❈❛♥t♦rs

❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ stär❦❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤✲t❡❝❤♥✐s❝❤❡♥ ❈❤❛r❛❦t❡r ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❡♥✳ ❇❡✐ ❙✳ ●ü♥✲
t❤❡r ❣❡❤❡♥ ♦❢t ✭③✳❇✳ ❜❡✐ s❡✐♥❡♠ ❉❡t❡r♠✐♥❛♥t❡♥✈♦rtr❛❣ ✶✽✼✹✮ ❤✐st♦r✐s❝❤❡ ✉♥❞ s②st❡♠❛✲
t✐s❝❤❡ ■♥t❡r❡ss❡♥ ❍❛♥❞ ✐♥ ❍❛♥❞✱ ✇♦❜❡✐ ❡r s❡✐♥❡ ❚❤❡♠❡♥ ❤❛✉♣tsä❝❤❧✐❝❤ ❞❡r ♥❡✉❡r❡♥
▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❡♥t❧❡❤♥t❡✳ ❉✐❡ ❲❡rts❝❤ät③✉♥❣✱ ❞✐❡ ❞✐❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❣❡s❝❤✐❝❤t❡ ✐♥♥❡r❤❛❧❜
❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ❢❛♥❞✱ ❦♦♠♠t ♥✐❝❤t ♥✉r ✐♥ ❞❡r r❡❧❛t✐✈ ❤♦❤❡♥ ❆♥③❛❤❧ ✈♦♥ ❱♦rträ❣❡♥ ✭✷✵✮
③✉♠ ❆✉s❞r✉❝❦✱ s♦♥❞❡r♥ ❛✉❝❤ ✐♥ ❞❡r ❚❛ts❛❝❤❡✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❙✳ ●ü♥t❤❡r ❣❧❡✐❝❤ ③✇❡✐♠❛❧
❞✐❡ ●❡❧❡❣❡♥❤❡✐t ❣❛❜✱ ❞✐❡s❡s ●❡❜✐❡t ✐♥ ö✛❡♥t❧✐❝❤❡♥ ❙✐t③✉♥❣❡♥ ③✉ ❜❡❤❛♥❞❡❧♥ ✉♥❞ ❢ür ❡s
③✉ ✇❡r❜❡♥ ✭✶✽✼✺✱ ✶✽✼✼✮✳
■♥ ❞✐❡s❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❱♦rträ❣❡♥ ❢♦r♠✉❧✐❡rt❡ ●ü♥t❤❡r ❞✐❡ ❆✉❢❣❛❜❡♥ ✉♥❞ ❩✐❡❧❡ ♠❛t❤❡✲

♠❛t✐❦❤✐st♦r✐s❝❤❡r ❋♦rs❝❤✉♥❣✱ ✇♦❜❡✐ ❡r ❛❧s ❞❡r❡♥ ●r✉♥❞❛✉❢❣❛❜❡ ✲ ❣❛♥③ ✐♠ ❙✐♥♥❡ ❞❡r
❍❡✐❞❡❧❜❡r❣❡r ❚r❛❞✐t✐♦♥ ✈♦♥ ❆❧❢r❡❞ ❆r♥❡t❤ ✭✶✽✵✷✲✶✽✺✽✮ ✉♥❞ ▼♦r✐t③ ❈❛♥t♦r ✲ ♣♦st✉❧✐❡r✲
t❡✱ ❞✐❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❣❡s❝❤✐❝❤t❡ ✐♥ ❞❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ❞❡r ●❡✐st❡s❣❡s❝❤✐❝❤t❡ ③✉ st❡❧❧❡♥
✉♥❞ s✐❡ ❛❧s ✒❡✐♥ ✈♦r③ü❣❧✐❝❤❡s ▼✐tt❡❧ ③✉r ❊r❦❡♥♥t♥✐s ❞❡s ❞❛♠❛❧s ❤❡rrs❝❤❡♥❞❡♥ ❣❡✐st✐✲
❣❡♥ ▲❡❜❡♥s✑ ✭●ü♥t❤❡r ✶✽✺✼✱ ✶✷✶✮ ❡✐♥③✉s❡t③❡♥✳ ■♥ ❜❡♠❡r❦❡♥s✇❡rt❡r ❑❧❛r❤❡✐t s♣r❛❝❤
❞❡r ❱♦rtr❛❣❡♥❞❡ ❞✐❡ ❆♥s✐❝❤t ❛✉s✱ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢ts❣❡s❝❤✐❝❤t❡ s❡✐ ❡✐♥ ◆❛❝❤✈♦❧❧③✉❣ ❞❡r
❜r✉❝❤❧♦s❡♥ ❆❦❦✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✈♦♥ ❲✐ss❡♥✿ ✒❯♥s❡r❡ ❆✉❢❣❛❜❡ ❜❡st❡❤t ✐♥ ❡rst❡r ▲✐♥✐❡ ❞❛r✲
✐♥✱ ❞✐❡ ❛❧❧❡♥t❤❛❧❜❡♥ ③✉ ❚❛❣❡ tr❡t❡♥❞❡ ❈♦♥t✐♥✉✐tät ❞❡s ❲✐ss❡♥s ❞❛r③✉❧❡❣❡♥✱ ③✉ ③❡✐❣❡♥✱
❞❛ss ❛❧❧ü❜❡r❛❧❧ ✐♥ ❞❡♠ ✇❡✐t❡♥ ●❡❜✐❡t ❡✐♥ st❡t✐❣❡r ❋♦rts❝❤r✐tt ✈♦♥ ❞❡♥ ä❧t❡st❡♥ ❩❡✐✲
t❡♥ ❤❡r ❞❡♠ ❣❡ü❜t❡♥ ❆✉❣❡ ❦❡♥♥t❧✐❝❤ ❣❡♠❛❝❤t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✑ ✭●ü♥t❤❡r ✶✽✼✺✱ ✽✹✮✳
❉❡r ❣❡✐st❡s❣❡s❝❤✐❝❤t❧✐❝❤❡ ❆♥s❛t③✱ ❞❡r s❝❤♦♥ ♣❛r❛❞✐❣♠❛t✐s❝❤ ❜❡✐ ❆✳ ❆r♥❡t❤ ✐♠ ❚✐t❡❧
✒❉✐❡ ●❡s❝❤✐❝❤t❡ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ✐❤r❡r ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ③✉r ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡s r❡✐✲
♥❡♥ ●❡✐st❡s✑ ✭✶✽✺✷✮ s❡✐♥❡s ♠❛t❤❡♠❛t✐❦❤✐st♦r✐s❝❤❡♥ ❍❛✉♣t✇❡r❦❡s ③✉♠ ❆✉s❞r✉❝❦ ❦❛♠✱
tr❛t ✐♥ ✉♥s❡r❡♠ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt✱ ✈♦r ❛❧❧❡♠ ✇♦❤❧ ✉♥t❡r ❞❡♠ ❊✐♥✢✉ss ✈♦♥ ❏♦❤❛♥♥❡s ❊❤r❡♥✲

✶❯♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❖✳ ❙t♦❧③ ✐st ▼♦r✐t③ P❛s❝❤ ❡t✇❛ ③✉r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❩❡✐t ③✉ ä❤♥❧✐❝❤❡♥ ❊✐♥s✐❝❤t❡♥ ❣❡❧❛♥❣t❀
✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❞❡ss❡♥ ✒❱♦r❧❡s✉♥❣❡♥ ü❜❡r ♥❡✉❡r❡ ●❡♦♠❡tr✐❡✑ ✈♦♥ ✶✽✽✷✳

✷❱❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❤✐❡r③✉ ❱♦❧❦❡rt ✷✵✶✺✳

✻✾



✹ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥❞❡ ❇❡♠❡r❦✉♥❣❡♥

❢r✐❡❞ ❍♦✛♠❛♥♥ ✭✶✾✵✵✲✶✾✽✸✮✱ ③✉❣✉♥st❡♥ ❡✐♥❡r stär❦❡r❡♥ Pr♦❜❧❡♠♦r✐❡♥t✐❡r✉♥❣ ③✉rü❝❦✳
❉✐❡ ✈♦♥ ❙✳ ●ü♥t❤❡r ✈❡rtr❡t❡♥❡ ❆♥s✐❝❤t✱ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢ts❣❡s❝❤✐❝❤t❡ s❡✐ ✐♥ ❡rst❡r ▲✐♥✐❡
❦♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤❡ ❆❦❦✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✈♦♥ ❲❛❤r❤❡✐t✱ ✇✉r❞❡ ③❡✐t✇❡✐s❡ ✉♥t❡r ❞❡♠ ❊✐♥❞r✉❝❦
❞❡r ❚❤❡s❡♥ ✈♦♥ ❚❤♦♠❛s ❑✉❤♥ ✭✶✾✻✷✮ ✐♥t❡♥s✐✈ ❞✐s❦✉t✐❡rt✳
❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥❞ ❞❛r❢ ♠❛♥ ❢❡stst❡❧❧❡♥✱ ❞❛ss s♦✇♦❤❧ ❞✐❡ P❤✐❧♦s♦♣❤✐❡ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞✐❡

●❡s❝❤✐❝❤t❡ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥t❡❣r❛❧❡ ❇❡st❛♥❞t❡✐❧❡ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ❣❡✇❡s❡♥ s✐♥❞✱ ❞✐❡ ♠❡❤r
♦❞❡r ♠✐♥❞❡r ❦♦♥st❛♥t ♣räs❡♥t ✇❛r❡♥✳ ❉❡r ❛✉✛ä❧❧✐❣❡ ❘ü❝❦❣❛♥❣ ❞❡r ❚❤❡♠❡♥ ❛✉s ❞✐❡s❡♠
❇❡r❡✐❝❤ ✐♥ ❞❡r ❞r✐tt❡♥ P❤❛s❡ ❦❛♥♥ ❛✉❝❤ ❛❧s ❆✉s❞r✉❝❦ ❞❡r ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡♥ Pr♦❢❡ss✐♦♥❛❧✐✲
s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ❣❡s❡❤❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ✐♥s♦❢❡r♥ s✐❝❤ ❣❡r❛❞❡ ❇❡✐trä❣❡ ❛✉s ❞❡r ●❡s❝❤✐❝❤t❡
✉♥❞ ❞❡r P❤✐❧♦s♦♣❤✐❡ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❢ür ❡✐♥ ❜r❡✐t❡r❡s P✉❜❧✐❦✉♠ ✈♦♥ ◆✐❝❤ts♣❡③✐❛❧✐st❡♥
❡✐❣♥❡♥✳

✹✳✷ ●❡♦♠❡tr✐❡ ✉♥❞ ❚♦♣♦❧♦❣✐❡

❆♥❡r❦❛♥♥t❡r♠❛ÿ❡♥ ❜✐❧❞❡t❡ ❞✐❡ ●❡♦♠❡tr✐❡ ❡✐♥❡s ❞❡r ✇✐❝❤t✐❣st❡♥ ❆r❜❡✐ts❣❡❜✐❡t❡ ❞❡r
▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r ❞❡s ✶✾✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rts✳ ❍✐❡r ❣❛❜ ❡s ③✉♠ ❡✐♥❡♥ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣❡♥ ♠✐t ✇❡✐t✲
r❡✐❝❤❡♥❞❡♥ ❋♦❧❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✉♥❞ ❢ür ❞✐❡ ❊r❦❡♥♥t♥✐st❤❡♦r✐❡✱
✇✐❡ ❞✐❡ ♥✐❝❤t❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡♥✱ ③✉♠ ❛♥❞❡r❡♥ ❡rö✛♥❡t❡♥ ❆♥sät③❡ ✇✐❡ ❞✐❡ ❉✐❢✲
❢❡r❡♥t✐❛❧❣❡♦♠❡tr✐❡✱ ❞✐❡ ♠✐t ❈✳ ❋✳ ●❛✉ÿ❡♥s ✒❉✐sq✉✐s✐t✐♦♥❡s ❣❡♥❡r❛❧❡s ❝✐r❝❛ s✉♣❡r✜❝✐❡s
❝✉r✈❛s✑ ✭✶✽✷✼✮ ③✉ ❡✐♥❡r s❡❧❜ststä♥❞✐❣❡♥ ❉✐s③✐♣❧✐♥ ✇✉r❞❡✱ ✉♥❞ ❞✐❡ ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡ ●❡♦✲
♠❡tr✐❡✱ ❞❡r❡♥ ❋♦rts❝❤r✐tt❡ ❛✉❢s ❡♥❣st❡ ♠✐t ❞❡♥❡♥ ❞❡r ❆❧❣❡❜r❛ ✈❡r❦♥ü♣❢t ✇❛r❡♥✱ s♦✇✐❡
❞✐❡ s✐❝❤ ❛❧❧♠ä❤❧✐❝❤ ❡♥t❢❛❧t❡♥❞❡ ❦♦♠❜✐♥❛t♦r✐s❝❤❡ ❚♦♣♦❧♦❣✐❡✱ ❞✐❡ ✈♦r ❛❧❧❡♠ ❞✉r❝❤ ❞❛s
❲❡r❦ ✈♦♥ ❇❡r♥❤❛r❞ ❘✐❡♠❛♥♥ ✇✐❝❤t✐❣❡ ❆♥r❡❣✉♥❣❡♥ ❡r❢✉❤r✱ ♥❡✉❡ ✉♥❞ r❡✐❝❤❤❛❧t✐❣❡
❋♦rs❝❤✉♥❣s♠ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥✳
❆✉❢ ❞✐❡s❡♠ ❍✐♥t❡r❣r✉♥❞ ❡rst❛✉♥t ❡s ♥✐❝❤t✱ ❞❛ss ♠❡❤r ❛❧s ❡✐♥ ❉r✐tt❡❧ ❛❧❧❡r ❇❡✐✲

trä❣❡ ③✉r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✱ ❞✐❡ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ❣❡❤❛❧t❡♥ ✇✉r❞❡♥✱ ③✉ ❞❡♠ ❇❡r❡✐❝❤
●❡♦♠❡tr✐❡✴❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❣❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ▲❡❞✐❣❧✐❝❤ ✐♥ ❞❡r ❡rst❡♥ P❤❛s❡ ✐st ❞✐❡
●❡♦♠❡tr✐❡ s❝❤✇❛❝❤ ✈❡rtr❡t❡♥ ✭❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❇❡✐tr❛❣ ③✉r ❙t❡r❡♦♠❡tr✐❡ ✉♥❞ ❡✐♥❡♥ ❛♥✇❡♥✲
❞✉♥❣s❜❡③♦❣❡♥❡♥ ③✉r ●❡♦❞äs✐❡✮✳ ■♥ ❞❡♥ ♥ä❝❤st❡♥ ❜❡✐❞❡♥ P❤❛s❡♥ ♥✐♠♠t ❞✐❡ ●❡♦♠❡tr✐❡
ü❜❡r♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉❀ s✐❡ ✇✐r❞ ③✉♠ ✇✐❝❤t✐❣st❡♥ ❚❤❡♠❛ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ü❜❡r❤❛✉♣t ✭✶✸ ❜❡✲
③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ✹✹ ❱♦rträ❣❡✮✱ ✇♦❜❡✐ ✐♥ ❞❡r ❞r✐tt❡♥ P❤❛s❡ ♥♦❝❤ ✶✸ ❚❤❡♠❡♥ ❛✉s ❞❡r
❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❤✐♥③✉❦❛♠❡♥✳
Ü❜❡r ❞✐❡ ❡❤❡r ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐s❝❤❡♥ ❇❡✐trä❣❡ ✐♠ ❑♦♥t❡①t ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡ ✇✉r❞❡ s❝❤♦♥

♦❜❡♥ ❜❡r✐❝❤t❡t✳ ■♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡ s❡❧❜st ✜♥❞❡♥ ✇✐r ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣
✈♦r ❛❧❧❡♠ ❘❡❢❡r❛t❡✱ ❞✐❡ ❞✐❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ✉♥❞ ❱❡r❤ä❧t♥✐ss❡ ❡✐♥❡r n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥
●❡♦♠❡tr✐❡ ✭n ≥ 4✮ ❡r❢♦rs❝❤❡♥ ✭❉✉rè❣❡ ✶✽✽✵✱ ❍♦♣♣❡ ✶✽✽✸✱ ▼❛②❡r ✶✽✽✹✱ ❙❝❤❧❡❣❡❧ ✶✽✽✹✱
❍❡ss ✶✾✽✻✱ ❉②❝❦ ✶✽✽✾✮✳
❑♥♦t❡♥t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ Pr♦❜❧❡♠❡ ✇❡r❞❡♥ ❤❡✉t❡ ❞❡r ❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ③✉❣❡r❡❝❤♥❡t✳ ■♥ ❞❡r ❙❡❦✲

t✐♦♥ tr❛t ❖s❦❛r ❙✐♠♦♥② ❛❜ ✶✽✽✻ ❛❧s ❡✐♥ ❢rü❤❡r ❱❡rtr❡t❡r ❞✐❡s❡r ❉✐s③✐♣❧✐♥ ❛✉❢✱ ❞✐❡ s✐❝❤
❥❛ ❡✐♥ ❣✉t❡s ❙tü❝❦ ✇❡✐t ♦❤♥❡ ❞✐❡ ♠♦❞❡r♥❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐s❝❤❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥ r❡✐♥ ❦♦♠❜✐♥❛✲
t♦r✐s❝❤ ❡♥t✇✐❝❦❡❧♥ ❧ässt✳ ❉❡r ❡rst❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r✱ ❞❡r s✐❝❤ ♠✐t ❑♥♦t❡♥ ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t❡✱
✐st ❏✳ ❇✳ ▲✐st✐♥❣ ❣❡✇❡s❡♥ ✭✶✽✹✽✮✱ ❞❡r ❤✐❡r③✉ ✈♦♥ ●❛✉ÿ ❛♥❣❡r❡❣t ✇✉r❞❡✱ ✇❡❧❝❤❡r s✐❝❤
❢ür ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❱❡r❤ä❧t♥✐ss❡ ✐♥ ✈❡rs❝❤❧✉♥❣❡♥❡♥ ▲❡✐t❡r♥ ✐♥t❡r❡ss✐❡rt❡ ✭✐♥ ❞✐❡s❡♥

✼✵



✹ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥❞❡ ❇❡♠❡r❦✉♥❣❡♥

❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ❣❡❤ör❡♥ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ●❛✉ÿs❝❤❡♥ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ü❜❡r ❱❡rs❝❤❧✐♥❣✉♥❣s✲
③❛❤❧❡♥✮✳ ❱❡r♠✉t❧✐❝❤ s♣✐❡❧t❡ ❛✉❝❤ ❞❛s ✈♦♥ ❲✐❧❧✐❛♠ ❚❤♦♠s♦♥ ✭✶✽✷✹✲✶✾✵✼✮ ❛✉❢❣❡st❡❧❧t❡
❆t♦♠♠♦❞❡❧❧✱ ❞❛s ❆t♦♠❡ ❛❧s ❑♥♦t❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡r ❆rt ✈♦♥ ➘t❤❡r ❛✉✛❛sst❡ ✭✒❲✐r❜❡❧❛✲
t♦♠❡✑✮✱ ❡✐♥❡ ❘♦❧❧❡ ❜❡✐♠ ❆✉❢s❝❤✇✉♥❣✱ ❞❡♥ ❞✐❡ ❑♥♦t❡♥t❤❡♦r✐❡ ✐♥ ❞❡r ③✇❡✐t❡♥ ❍ä❧❢t❡
❞❡s ✶✾✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rts ❡r❢✉❤r✳ ❊✐♥❡♥ ❣❡✇✐ss❡♥ ❆❜s❝❤❧✉ss ❡rr❡✐❝❤t❡ s✐❡ ♠✐t P❡t❡r ●✉✲
t❤r❡❡ ❚❛✐t ✭✶✽✸✶✲✶✾✵✶✮✱ ❞❡♠ ❡s ✶✽✼✾ ❣❡❧❛♥❣✱ ❞✐❡ ❛❧t❡r♥✐❡r❡♥❞❡♥ ❑♥♦t❡♥ ♠✐t ❜✐s ③✉
③❡❤♥ Ü❜❡r❦r❡✉③✉♥❣❡♥ ③✉ ❦❧❛ss✐✜③✐❡r❡♥ ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❉❡❤♥✲❍❡❡❣❛r❞ ✶✾✵✼✱ ✷✵✼✲✷✶✺✱ s♦✲
✇✐❡ ❊♣♣❧❡ ✶✾✾✾✮✳ ❉✐❡ ●r✉♥❞✐❞❡❡✱ ❑♥♦t❡♥ ❣❡✇✐ss❡ ■♥✈❛r✐❛♥t❡♥ ✭✐♠ ❡✐♥❢❛❝❤st❡♥ ❋❛❧❧❡
❩❛❤❧❡♥✮ ③✉③✉♦r❞♥❡♥✱ ✜♥❞❡t s✐❝❤ ❛✉❝❤ ❜❡✐ ❖✳ ❙✐♠♦♥② ✶✽✽✻ ✉♥❞ ✶✽✽✼✳ ❉❡r ❊✉❧❡rs❝❤❡
P♦❧②❡❞❡rs❛t③✱ ❡✐♥❡r ❞❡r ä❧t❡st❡♥✱ ❤❡✉t❡ ③✉r ❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❣❡r❡❝❤♥❡t❡♥ ❙ät③❡✱ ✇✉r❞❡ ✐♥ ❞❡r
❙❡❦t✐♦♥ ③✇❡✐♠❛❧ ❛♥❣❡s♣r♦❝❤❡♥✿ ❡✐♥♠❛❧ ✈♦♥ ❇✳ ▲✐st✐♥❣ ✶✽✻✼ ✐♠ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ s❡✐♥❡r
❈❡♥s✉st❤❡♦r✐❡✱ ✉♥❞ ❡✐♥♠❛❧ ✈♦♥ ❘✳ ❍♦♣♣❡ ♠✐t ❡❧❡♠❡♥t❛r✐s✐❡r♥❞❡r ❚❡♥❞❡♥③ ✭✶✽✼✽✮✳
❍❡✉t❡ ❜❡❤❛♥❞❡❧t ♠❛♥ ❞✐❡s❡♥ ❙❛t③ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❡❤❡r ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡♥ ❑♦♥t❡①t✱ ✇❛s ❡rst
❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❆❧❣❡❜r❛✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ✐♥ ❞❡♥ ✷✵❡r ✉♥❞ ✸✵❡r ❏❛❤r❡♥ ❞❡s ✶✾✳ ❏❛❤r✲
❤✉♥❞❡rts ♠ö❣❧✐❝❤ ✇✉r❞❡ ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❉✐❡✉❞♦♥♥é ✶✾✽✾✮✳ ■♥s♦❢❡r♥ ❞ür❢t❡ ❞❡♥ ❱❡rs✉❝❤❡♥
▲✐st✐♥❣s ♥✉r ♥♦❝❤ ❤✐st♦r✐s❝❤❡s ■♥t❡r❡ss❡ ③✉❦♦♠♠❡♥✳ ❇❡♠❡r❦❡♥s✇❡rt ❜❡✐ ▲✐st✐♥❣ ✇✐❡
❜❡✐ ❙✐♠♦♥② ✐st✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡ ❋♦rs❝❤❡r ❞✐❡ ❚♦♣♦❧♦❣✐❡ st❡ts ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❡♥❣❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣
♠✐t ❞❡r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ◆❛t✉r s❛❤❡♥✳ ■♥s♦❢❡r♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛✉❝❤ ❞✐❡s❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐✲
❦❡r ③✉r ❣r♦ÿ❡♥ ❛♥t✐❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣ r❡❝❤♥❡♥✱ ❣❛❧t ❞♦❝❤ ❞✐❡ ●❡♦♠❡tr✐❡ ❊✉❦❧✐❞s
③✇❡✐t❛✉s❡♥❞ ❏❛❤r❡ ❧❛♥❣ ❛❧s ❞❛s ▼✐tt❡❧ ❞❡r ❲❛❤❧ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ♥❛tür❧✐❝❤❡♥
rä✉♠❧✐❝❤❡♥ ❱❡r❤ä❧t♥✐ss❡✳
➘❤♥❧✐❝❤❡s ✇✐❡ ❞❛s ♦❜❡♥ ③✉ ❇✳ ▲✐st✐♥❣ ●❡s❛❣t❡ tr✐✛t ❛✉❝❤ ❛✉❢ ❲❛❧t❡r ❉②❝❦s ❇❡✐✲

tr❛❣ ✈♦♥ ✶✽✽✾ ③✉✿ ❉✐❡ ▼❡t❤♦❞❡♥✱ ♠✐t ❞❡♥❡♥ ❡r s❡✐♥❡ ❑❧❛ss✐✜❦❛t✐♦♥ ③✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡r
▼❛♥♥✐❣❢❛❧t✐❣❦❡✐t❡♥ ❡r③✐❡❧t❡ ✭✉♥❞ ❞✐❡ ❡r ❛✉❢ ❞❡♥ ❤ö❤❡r❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❋❛❧❧ ③✉ ❡r✇❡✐t❡r♥
s✉❝❤t❡✮ s✐♥❞ ❤❡✉t❡ ✇❡✐t❣❡❤❡♥❞ ü❜❡r❤♦❧t✳ ❉❡♥♥♦❝❤ ❜✐❧❞❡♥ s❡✐♥❡ ❆r❜❡✐t❡♥ ❡✐♥❡♥ ▼❛r❦✲
st❡✐♥ ✐♥ ❞❡r ●❡s❝❤✐❝❤t❡ ❞❡r ❚♦♣♦❧♦❣✐❡✱ ❡♥t❤❛❧t❡♥ s✐♥❞ ❞♦❝❤ ❡rst♠❛❧s ❡✐♥❡ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡
❊✐♥t❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❋❧ä❝❤❡♥ ✉♥t❡r ❊✐♥s❝❤❧✉ss ❞❡s ♥✐❝❤t♦r✐❡♥t✐❡r❜❛r❡♥ ❋❛❧❧❡s✳ ❊✐♥❡♥ ❡✐♥✐✲
❣❡r♠❛ÿ❡♥ str❡♥❣❡♥ ❇❡✇❡✐s ❢ür ❞✐❡s❡s ❊r❣❡❜♥✐s ❡r❜r❛❝❤t❡♥ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❡rst ▼❛① ❉❡❤♥
✉♥❞ P❛✉❧ ❍❡❡❣❛r❞ ✐♥ ✐❤r❡♠ ❊♥③②❦❧♦♣ä❞✐❡❛rt✐❦❡❧ ✈♦♥ ✶✾✵✼ ✭✈❣❧✳ ❱♦❧❦❡rt ✷✵✵✷✮✳
❊✐♥ ❞r✐tt❡s ✇✐❝❤t✐❣❡s ❚❤❡♠❛ ❛✉s ❞❡♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r ❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❦❛♠ ✶✽✼✽ ❛✉s ❛❦t✉✲

❡❧❧❡♠ ❆♥❧❛ss ③✉r ❙♣r❛❝❤❡✿ ❞✐❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥s❡r❤❛❧t✉♥❣✳ ❲ä❤r❡♥❞ s✐❝❤ ❞✐❡s❡ ✐♠ ③✇❡✐❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❋❛❧❧ ♠✐t ▼✐tt❡❧♥ ❞❡r ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ❆♥❛❧②s✐s ❜❡❤❛♥❞❡❧♥ ❧ässt ✭✇✐❡ ✉♥t❡r
❛♥❞❡r❡♠ ❊♥♥♦ ❏ür❣❡♥s ✐♥ s❡✐♥❡♠ ❱♦rtr❛❣ ✶✽✼✽ ③❡✐❣t❡✮✱ ❡r❢♦r❞❡rt ❞❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❋❛❧❧
❞✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ♥❡✉❡r ▼❡t❤♦❞❡♥ ✭❇r♦✉✇❡r ✶✾✶✵✮✱ ❞✐❡ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ✐♥ ❞✐❡ ♠♦❞❡r♥❡
❉✐♠❡♥s✐♦♥st❤❡♦r✐❡ ♠ü♥❞❡t❡♥✳ ❆✉❝❤ ❉❛✈✐❞ ❍✐❧❜❡rts ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❱❡r❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤✉♥❣
❞❡r P❡❛♥♦s❝❤❡♥ ❑✉r✈❡ ✭❜❡✐ ❞❡r ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ✶✽✾✵ ✐♥ ❇r❡♠❡♥✮ st❡❤t ♠✐t ❞❡r ❋r❛❣❡
❞❡r ❉✐♠❡♥s✐♦♥s❡r❤❛❧t✉♥❣ ✐♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣✳
❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥❞ ❞❛r❢ ♠❛♥ ❢❡stst❡❧❧❡♥✱ ❞❛ss ✐♥ ❞❡♥ ❣❡s❝❤✐❧❞❡rt❡♥ ❇❡r❡✐❝❤❡♥ ✭n✲

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ●❡♦♠❡tr✐❡✱ ❚♦♣♦❧♦❣✐❡✮ ❡✐♥❡rs❡✐ts ❡✐♥✐❣❡ ✇✐❝❤t✐❣❡✱ ❤❛✉♣tsä❝❤❧✐❝❤ ✐♥ ❞❡r
③✇❡✐t❡♥ ❍ä❧❢t❡ ❞❡s ✶✾✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rts ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡♥ ❆♥sät③❡ ✉♥❞ ❋r❛❣❡st❡❧❧✉♥❣❡♥ ❞✐s✲
❦✉t✐❡rt ✇✉r❞❡♥✱ ❞❛ss ❞❛❜❡✐ ❛❜❡r ❛✉❝❤ ❛♥❞❡r❡rs❡✐ts ❞✐❡ ♠❡t❤♦❞✐s❝❤❡♥ ❇❡s❝❤rä♥❦✉♥❣❡♥
❞❡✉t❧✐❝❤ ❣❡✇♦r❞❡♥ s✐♥❞✱ ✇❡❧❝❤❡ ❡rst ✐♠ ▲❛✉❢❡ ❞❡s ✷✵✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rts ü❜❡r✇✉♥❞❡♥ ✇❡r✲
❞❡♥ ❦♦♥♥t❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ♠❡♥❣❡♥t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ❆❧❣❡❜r❛✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r
❦♦♠❜✐♥❛t♦r✐s❝❤❡♥ ❚♦♣♦❧♦❣✐❡✳

✼✶



✹ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥❞❡ ❇❡♠❡r❦✉♥❣❡♥

■♠ ✶✽✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt ♣✢❡❣t❡ ♠❛♥ ❞✐❡ ●❡♦♠❡tr✐❡ ✐♥ ❞✐❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ✉♥❞
❞✐❡ ✒♥❡✉❡r❡✑ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❡✐♥③✉t❡✐❧❡♥✳ ▲❡t③t❡r❡ ❡♥tst❛♥❞ ❛✉s ❞❡r ❱❡rs❝❤♠❡❧③✉♥❣ ❞❡r tr❛✲
❞✐t✐♦♥❡❧❧❡♥ ♣r♦❥❡❦t✐✈❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡ ✭✐♥ s②♥t❤❡t✐s❝❤❡r ❇❡❤❛♥❞❧✉♥❣✮✱ ✇✐❡ s✐❡ ●❛s♣❛r❞
▼♦♥❣❡ ✉♥❞ ❏❡❛♥ ❱✐❝t♦r P♦♥❝❡❧❡t ❣❡s❝❤❛✛❡♥ ❤❛tt❡♥✱ ♠✐t ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❛❧❣❡❜r❛✐✲
s❝❤❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥ ❞✉r❝❤ ❊✐♥❢ü❤r✉♥❣ ❣❡❡✐❣♥❡t❡r ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ✭③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❤♦♠♦❣❡♥❡
❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✮✳ ❆❧s ❙❝❤ö♣❢❡r ❞✐❡s❡r ♥❡✉❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡ ❣❡❧t❡♥ ▼✐❝❤❡❧ ❈❤❛s❧❡s ✐♥ ❋r❛♥❦✲
r❡✐❝❤ ✉♥❞ ❏✉❧✐✉s P❧ü❝❦❡r ✐♥ ❉❡✉ts❝❤❧❛♥❞✳ ❲✐❝❤t✐❣❡ ❱❡rtr❡t❡r ✇❛r❡♥ ✉♥t❡r ❛♥❞❡r❡♠
❆❧❢r❡❞ ❈❧❡❜s❝❤✱ ❞❡r ❛✉❝❤ ✐♥ ❞❡r ◆❛t✉r❢♦rs❝❤❡r✈❡rs❛♠♠❧✉♥❣ ❛❦t✐✈ ✇❛r✱ ✉♥❞ ▲✉❞✇✐❣
❖tt♦ ❍❡ss❡✳
❊✐♥❡ ❱✐❡❧③❛❤❧ ✈♦♥ ❙❡❦t✐♦♥s✈♦rträ❣❡♥ ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t❡ s✐❝❤ ♠✐t ❞✐❡s❡r ✒♥❡✉❡r❡♥✑ ●❡♦♠❡✲

tr✐❡ ✭✇✐r ✇ür❞❡♥ ❤❡✉t❡ ✇♦❤❧ ❡❤❡r ✈♦♥ ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡r ●❡♦♠❡tr✐❡ ✭✐♠ ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ❙✐♥♥❡✮
r❡❞❡♥✮✳
❉✐❡ ❣r♦ÿ❡ ❋ü❧❧❡ ✈♦♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡♥ ❧ässt s✐❝❤ ❣r♦❜ ✐♥ ❞r❡✐ ❑❛t❡❣♦r✐❡♥ ❡✐♥♦r❞♥❡♥✿ ❑✉r✲

✈❡♥t❤❡♦r✐❡ ✭s✐❡❜❡♥ ❱♦rträ❣❡✮✱ ❋❧ä❝❤❡♥t❤❡♦r✐❡ ✭♥❡✉♥ ❱♦rträ❣❡✮ s♦✇✐❡ s♦♥st✐❣❡s✳ ❉✐❡
❆❜❣r❡♥③✉♥❣ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥t❤❡♦r✐❡ ✉♥❞ ❞❡r ❆❧❣❡❜r❛ ✐st ❞❛❜❡✐ ❣❡❧❡❣❡♥t✲
❧✐❝❤ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐s❝❤✱ ✇❡✐❧ ❥❛ ▼❡t❤♦❞❡♥ ❛✉s ❜❡✐❞❡♥ ●❡❜✐❡t❡♥ ❊✐♥③✉❣ ✐♥ ❞✐❡ ●❡♦♠❡tr✐❡
❤✐❡❧t❡♥✳
❉✐❡ ♠❡✐st❡♥ ❱♦rträ❣❡ ❜❡❤❛♥❞❡❧t❡♥ ❦♦♥❦r❡t❡ ❋r❛❣❡st❡❧❧✉♥❣❡♥ ✲ ❞✐❡ s✐❝❤ ♥❛tür❧✐❝❤

❢ür ❡✐♥❡ ✈♦rtr❛❣s♠äÿ✐❣❡ ❇❡❤❛♥❞❧✉♥❣ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❜❡s❝❤rä♥❦t❡♥ ❩❡✐tr❛✉♠ ❜❡s♦♥❞❡rs ❣✉t
❡✐❣♥❡♥ ✭③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❇r✐❧❧ ✶✽✻✼ ✉♥❞ ❙❝❤röt❡r ✶✽✾✼✮✳ ❇❡♠❡r❦❡♥s✇❡rt ✐st ❛✉❝❤ ❉✉rè❣❡
✶✽✼✷✱ ❡✐♥ ❇❡✐tr❛❣✱ ✐♥ ❞❡♠ ❞❡r ❱❡r❢❛ss❡r ❞❛s ❛❧t❡ ◆❡✇t♦♥s❝❤❡ ❱♦r❤❛❜❡♥ ✭❛✉s ❞❡♠ ❜❡✲
❦❛♥♥t❡♥ ❆♥❤❛♥❣ ③✉r ✒❖♣t✐❝❦s✑ ✶✼✵✹✮ ❡✐♥❡r ❑❧❛ss✐✜❦❛t✐♦♥ ❞❡r ❑✉r✈❡♥ ❞r✐tt❡r ❖r❞♥✉♥❣
✇✐❡❞❡r ❛♥❣❡❤t✳ ❆✉❝❤ ❞✐❡ ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r ❋❧ä❝❤❡♥t❤❡♦r✐❡ ❛✉❢❣❡❣r✐✛❡♥❡♥ ❋r❛❣❡♥ ✇❛r❡♥
ü❜❡r✇✐❡❣❡♥❞ ❤❛♥❞❢❡st✿ ●❡st❛❧t ❞❡r ❑✉♠♠❡rs❝❤❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ❙t❡✐♥❡rs❝❤❡♥ ❋❧ä❝❤❡ s♦✇✐❡
❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡r ❋❧ä❝❤❡ ❞r✐tt❡r ❖r❞♥✉♥❣ ♠✐t ✷✼ ●❡r❛❞❡♥✳ ❖❢t ✇✉r❞❡♥ ❞✐❡ t❤❡♦r❡t✐✲
s❝❤❡♥ ❆✉s❢ü❤r✉♥❣❡♥ ❞✉r❝❤ ❱♦r❢ü❤r✉♥❣ ✈♦♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ✉♥t❡rstüt③t ✉♥❞ ❡r❣ä♥③t✳
❊✐♥❡♥ r❡❝❤t ❜r❡✐t❡♥ ❘❛✉♠ ♥❛❤♠ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❡♦♠❡tr✐❡ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ❡✐♥

✭③❡❤♥ ❱♦rträ❣❡✳ ❍✐❡r ❣✐♥❣ ❡s ③✉♠ ❡✐♥❡♥ ✉♠ ❞✐❡ ✭❤❡✉t❡ s♦ ❣❡♥❛♥♥t❡♥✮ ❋r❡♥❡ts❝❤❡♥
❋♦r♠❡❧♥✱ ❛❧s♦ ✉♠ ❞✐❡❥❡♥✐❣❡♥ ●r✉♥❞❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✱ ❞✐❡ ❞❛s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❡✐♥❡r ❑✉r✈❡ ✐♠
❘❛✉♠ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ✉♥❞ ❞❡r❡♥ ❲❡✐t❡r❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ♠✐t ❞❡♥ ◆❛♠❡♥ P❛✉❧ ❙❡rr❡t ✉♥❞
●❛st♦♥ ❉❛r❜♦✉① ✈❡r❦♥ü♣❢t ✐st ✭❊♥♥❡♣❡r ✶✽✻✺✱ ❍♦♣♣❡ ✶✽✼✸ ✉♥❞ ❍♦♣♣❡ ✶✽✼✹✮✱ ✉♠ ❞✐❡
❑rü♠♠✉♥❣st❤❡♦r✐❡ ✈♦♥ ❋❧ä❝❤❡♥ ✭♠✐t ❡❧❡♠❡♥t❛r✐s✐❡r❡♥❞❡r ❚❡♥❞❡♥③ ●✉❣❧❡r ✶✽✺✻✱ ❩❡❝❤
✶✽✺✽✮ ✉♥❞ ❞❡r❡♥ ❱❡r❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r✉♥❣ ❛✉❢ ❤ö❤❡r❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥ ✭▼❛❤❧❡r ✶✽✽✷✮ s♦✇✐❡ ✉♠
❊①tr❡♠❛❧♣r♦❜❧❡♠❡ ✭❣❡♦❞ät✐s❝❤❡ ▲✐♥✐❡♥✿ ❲❡✐❡rstr❛ÿ ✶✽✻✶❀ ▼✐♥✐♠❛❧✢ä❝❤❡♥✿ ❊♥♥❡♣❡r
✶✽✻✶✱ ▲✐❡ ✶✽✼✼✮✳ ❉✐❡ s♣ät❡r ✈♦♥ ❆❧❢r❡❞ ❊♥♥❡♣❡r ✭✶✽✻✹✮ ❣❡❢✉♥❞❡♥❡ ▼✐♥✐♠❛❧✢ä❝❤❡
s♣✐❡❧t ❛✉❝❤ ❤❡✉t❡ ♥♦❝❤ ✲ ä❤♥❧✐❝❤ ✇✐❡ ❞✐❡ ❙❝❤❡r❦s❝❤❡♥ ✈♦♥ ✶✽✸✸ ✲ ❡✐♥❡ ✇✐❝❤t✐❣❡ ❘♦❧❧❡
❛❧s ✇❡❣❡♥ s❡✐♥❡r ❊✐♥❢❛❝❤❤❡✐t ❣❡s❝❤ät③t❡s ❇❡✐s♣✐❡❧ ✭❉✐❡✉❞♦♥♥é ✶✾✽✹✱ ✻✶✹✮✳
■♠ ❏❛❤r❡ ✶✽✻✼ tr❛t ●❡♦r❣ ❩❡❤❢✉ÿ ♠✐t ③✇❡✐ ❇❡✐trä❣❡♥ ③✉♠ ❚❤❡♠❛ ❘✐❡♠❛♥♥s❝❤❡ ❋❧ä✲

❝❤❡♥ ❤❡r✈♦r✱ ü❜❡r ❞✐❡ ✇✐r ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ✐♥❤❛❧t❧✐❝❤ ♥✐❝❤ts ❡r❢❛❤r❡♥✳ ❉❡r ❇❡✐tr❛❣ ❍❡✐♥r✐❝❤
❲❡❜❡rs ❛✉s ❞❡♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❏❛❤r ❜❡❤❛♥❞❡❧t ❡✐♥❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❋r❛❣❡st❡❧❧✉♥❣✱
❣❡❤t ❡s ✐❤♠ ❞♦❝❤ ❞❛r✉♠✱ ❡✐♥ ▼❛ÿ ❢ür ❞✐❡ ❱❡r③❡rr✉♥❣ ③✉ ❞❡✜♥✐❡r❡♥✱ ❞✐❡ ❞✐❡ ❦♦♥❢♦r♠❡
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❡✐♥❡r ❋❧ä❝❤❡ ❛✉❢ ❞✐❡ ❊❜❡♥❡ ❜❡✇✐r❦t✳
■♥s❣❡s❛♠t ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❢❡stst❡❧❧❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❡♦♠❡tr✐❡ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ❡✐♥❡

✇✐❝❤t✐❣❡ ❘♦❧❧❡✱ ✐♥ ❡t✇❛ ❞❡r ❞❡r ♥❡✉❡r❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❜❛r❡ ❘♦❧❧❡ s♣✐❡❧t❡✳

✼✷



✹ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥❞❡ ❇❡♠❡r❦✉♥❣❡♥

❆❧❧❡r❞✐♥❣s ❦r❡✐s❡♥ ❞✐❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❇❡✐trä❣❡ ♥✉r ✉♠ ❡✐♥✐❣❡ ✇❡♥✐❣❡ ❚❤❡✲
♠❡♥❜❡r❡✐❝❤❡✱ ❞✐❡ ❣r♦ÿ❡ ❱✐❡❧❢❛❧t ❛♥ ❊✐♥③❡❧❡r❣❡❜♥✐ss❡♥✱ ❞✐❡ ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r ♥❡✉❡r❡♥
●❡♦♠❡tr✐❡ ❜❡❣❡❣♥❡t✱ ❢❡❤❧t ❤✐❡r✳
◆❡❜❡♥ ❞❡♥ ❇❡✐trä❣❡♥✱ ❞✐❡ ✐♥ ❞✐❡ ❣❡♥❛♥♥t❡♥ ●r♦ÿ❣❡❜✐❡t❡ ❢❛❧❧❡♥✱ ❣❛❜ ❡s ♥♦❝❤ ❡✐✲

♥❡ ❘❡✐❤❡ ✈♦♥ ❱♦rträ❣❡♥ ③✉ ❚❤❡♠❡♥ ❞❡r ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ s②♥t❤❡t✐s❝❤❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡✱ ✉♥t❡r
❛♥❞❡r❡♠ ✈♦♥ ❍❡✐♥r✐❝❤ ❙❝❤röt❡r✱ ❞❡r ❋r❛❣❡♥ ✇✐❡ ❞✐❡ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡s ■♥✈♦❧✉t✐♦♥s❜❡✲
❣r✐✛❡s ✭✶✽✻✽✮ ✉♥❞ ❞✐❡ ♣r♦❥❡❦t✐✈❡ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❦♦♠♣❧❡①❡r ❩❛❤❧❡♥ ✭✶✽✼✻✮ ❜❡❤❛♥❞❡❧t❡
✭❡rst❡r❡s ✐♠ ❆♥s❝❤❧✉ss ❛♥ ❏❛❝♦❜ ❙t❡✐♥❡r✱ ❧❡t③t❡r❡s ❛♥ ❈❤r✐st✐❛♥ ✈♦♥ ❙t❛✉❞t✮✳ ❉✐❡ ♣r♦✲
❥❡❦t✐✈❡ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❞❡r ❦♦♠♣❧❡①❡♥ ❩❛❤❧❡♥ ❛❧s ♠❡tr✐❦❢r❡✐❡ ❉♦♣♣❡❧✈❡r❤ä❧t♥✐ss❡ ❣✐❧t
❛❧s ❞❡r ❆✉s❣❛♥❣s♣✉♥❦t ❢ür ❞✐❡ ❇❡❤❛♥❞❧✉♥❣ ❞❡s ❑♦♠♣❧❡①❡♥ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ●❡♦♠❡✲
tr✐❡✳ ❲❡✐t❡r ✜♥❞❡♥ ✇✐r ❆✉s❢ü❤r✉♥❣❡♥ ③✉ ❞❡♥ ●r✉♥❞❢♦r♠❡❧♥ ❞❡r s♣❤är✐s❝❤❡♥ ●❡♦♠❡✲
tr✐❡ ✭❍❛♥s❡♥ ✶✽✺✶✱ ❙t♦❧③ ✶✽✻✾✮✱ ③✉r ❛❜③ä❤❧❡♥❞❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡ ✭❙❝❤✉❜❡rt ✶✽✼✻✮ s♦✇✐❡ ③✉
❋r❛❣❡♥ ❞❡r ❊❧❡♠❡♥t❛r❣❡♦♠❡tr✐❡ ✉♥❞ ❞❡r ❙t❡r❡♦♠❡tr✐❡ ✭③✳❇✳ ③✉ ❙t❡r♥♣♦❧②❡❞❡r♥ ❬❙❝❤rö✲
t❡r ✶✽✼✹❪ ✉♥❞ ③✉ ❞❡♥ ❆r❝❤✐♠❡❞✐s❝❤❡♥ ❑ör♣❡r♥ ❬❍❡ss ✶✽✼✷❪✮✳ ❆✉❝❤ ❤✐❡r ✇✉r❞❡♥ ♦❢t
▼♦❞❡❧❧❡ ✈♦r❣❡st❡❧❧t❀ ❡✐♥ ❩❡✐❝❤❡♥ ❞❛❢ür✱ ✇✐❡ ✇✐❝❤t✐❣ ❞❡r ❦♦♥❦r❡t✲❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤❡ ❇❡③✉❣
❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❞❛♠❛❧s ♥♦❝❤ ✇❛r✳

✹✳✸ ❆❧❣❡❜r❛

❉✐❡ ❇❡✐trä❣❡✱ ❞✐❡ ✐♥ ❞❛s ●r♦ÿ❣❡❜✐❡t ❆❧❣❡❜r❛ ❢❛❧❧❡♥✱ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❜✐s ❛✉❢ ✇❡♥✐❣❡ ❆✉s♥❛❤✲
♠❡♥ ❡✐♥❡♠ ❞❡r ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❞r❡✐ ❚❡✐❧❣❡❜✐❡t❡ ③✉♦r❞♥❡♥✿ ●❧❡✐❝❤✉♥❣s❧❡❤r❡✱ ❧✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛
✉♥❞ ■♥✈❛r✐❛♥t❡♥t❤❡♦r✐❡✳ Ü❜❡r ❞✐❡ ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡ ❩❛❤❧❡♥t❤❡♦r✐❡ ✇✐r❞ ✐♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ❩❛❤✲
❧❡♥t❤❡♦r✐❡ ❜❡r✐❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✳
❉✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣s❧❡❤r❡ ❜✐❧❞❡t❡ ❜✐s ❣❡❣❡♥ ❊♥❞❡ ❞❡s ✶✾✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rts ❞❛s ❑❡r♥stü❝❦ ❞❡r

❆❧❣❡❜r❛ ü❜❡r❤❛✉♣t✸✳ ❯♥t❡r ❞❡♠ ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ❜❛❤♥❜r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❆r❜❡✐t❡♥ ✈♦♥ ❏♦s❡♣❤
▲♦✉✐s ▲❛❣r❛♥❣❡✱ ➱✈❛r✐st❡ ●❛❧♦✐s ✉♥❞ ❛♥❞❡r❡♥ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡ s✐❝❤ ❛✉s ❣❧❡✐❝❤✉♥❣st❤❡♦r❡✲
t✐s❝❤❡♥ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣❡♥ ❆♥sät③❡ ❞❡r ●r✉♣♣❡♥t❤❡♦r✐❡ ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❲✉ss✐♥❣ ✶✾✻✾✮ ✉♥❞
✐♥ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣ ❜❡✐❞❡r ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣s✇❡✐s❡♥ ❞✐❡ ●❛❧♦✐s✲❚❤❡♦r✐❡✳ ▲❡t③t❡r❡ s❡t③t❡ s✐❝❤
❡rst ♥❛❝❤ ✉♥❞ ♥❛❝❤ ✐♠ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❇❡✇✉ssts❡✐♥ ❞✉r❝❤✳ ❙♦ s❛❤ s✐❝❤ ❋r❛♥③ ▼❡②❡r
♥♦❝❤ ✶✽✽✺ ❣❡♥öt✐❣t✱ ❞✐❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥ ❞✐❡s❡r ❚❤❡♦r✐❡ ✐♥ s❡✐♥❡♠ ❱♦rtr❛❣ ❞❛r③✉❧❡❣❡♥✳
❍❡✐♥r✐❝❤ ❲❡❜❡r✱ ❞❡♠ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥ ❞❛s ❱❡r❞✐❡♥st ③✉❡r❦❛♥♥t ✇✐r❞✱ ✐♠ ❞❡✉ts❝❤s♣r❛❝❤✐❣❡♥
❘❛✉♠ ❞✐❡ ●❛❧♦✐s✲❚❤❡♦r✐❡ ✭✶✽✾✸✮ ❜❡❦❛♥♥t ❣❡♠❛❝❤t ③✉ ❤❛❜❡♥✱ ❡r❣r✐✛ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐✲
♦♥ ♥✐❝❤t ❞❛s ❲♦rt ③✉ ❞✐❡s❡♠ ❚❤❡♠❛✳ ■♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣s❧❡❤r❡ ❣❛❜ ❡s ♥❡❜❡♥
❞❡♠ ❜❡r❡✐ts ❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❇❡✐tr❛❣ ✈♦♥ ❋✳ ▼❡②❡r ❘❡❢❡r❛t❡ ü❜❡r ❉✐s❦r✐♠✐♥❛♥t❡♥ ✭❛✉❝❤
❛❜str❛❦t✮ ✉♥❞ ❘❡s♦❧✈❡♥t❡♥ ✈♦♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❜③✇✳ ❩❛❤❧❦ör♣❡r♥ ✭▲✉t❤❡r ✶✽✻✵✱ ❍❡♥s❡❧
✶✽✼✻✱ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ✶✽✾✵✮ s♦✇✐❡ ü❜❡r ❞✐❡ ❆✉✢ös✉♥❣ ❜❡st✐♠♠t❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣st②♣❡♥ ✭❡t✇❛
❞❡r❥❡♥✐❣❡♥ ✈✐❡rt❡♥ ●r❛❞❡s✿ ❯♥❣❡r ✶✽✺✶✱ ▼❛tt❤✐❡s❡♥ ✶✽✻✽✱ ❙❝❤✉♠❛❝❤❡r ✶✽✽✼✮✳ P❛✉❧
●♦r❞❛♥ st❡❧❧t❡ ✶✽✼✼ ❞✐❡ ❛✉❢ ❈❤❛r❧❡s ❍❡r♠✐t❡ ✉♥❞ ▲❡♦♣♦❧❞ ❑r♦♥❡❝❦❡r ③✉rü❝❦❣❡❤❡♥❞❡
■❞❡❡✱ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ü♥❢t❡♥ ●r❛❞❡s ♠✐t ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡♥ ▼✐tt❡❧♥ ✭❡❧❧✐♣t✐s❝❤❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥✮
③✉ ❧ös❡♥✱ ✈♦r ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❑❧❡✐♥ ✶✾✼✵✱ ✸✺✻❢ ✉♥❞ ❲❡❜❡r ✶✽✾✾✱ ✶✹✳ ❆❜s❝❤♥✐tt✮✳
❉❡r ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s❛t③ ❞❡r ❆❧❣❡❜r❛ t❛✉❝❤t ③✇❡✐♠❛❧ ❛❧s ❚❤❡♠❛ ❛✉❢✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ✶✽✹✺ ❜❡✐

❈♦♥r❛❞ ❯❧❧❤❡rr✱ ❞❡r ❡✐♥❡♥ ♠❡❤r ♦❞❡r ✇❡♥✐❣❡r ❞✐r❡❦t❡♥ tr❛❞✐t✐♦♥❡❧❧❡♥ ❇❡✇❡✐s ✈♦rtr✉❣✱

✸❩✉r ●❡s❝❤✐❝❤t❡ ❞❡r ❆❧❣❡❜r❛ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ♠❛♥ ❙❝❤♦❧③✳

✼✸



✹ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥❞❡ ❇❡♠❡r❦✉♥❣❡♥

✉♥❞ ✶✽✼✾ ❜❡✐ ❊♥♥♦ ❏ür❣❡♥s✱ ❞❡r ✈❡r♠✉t❧✐❝❤ ✭❡s ❣✐❜t ③✉ ❞✐❡s❡♠ ❱♦rtr❛❣ ❦❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡♥
■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥✮ ❞❡♥ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s❛t③ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡s ❙❛t③❡s ü❜❡r ❞✐❡ ■♥✈❛r✐❛♥③ ❞❡s
●❡❜✐❡t❡s ❜❡✇✐❡s ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❞❡♠ ❤❡✉t❡ ♥♦❝❤ ❣❡ü❜t❡♥ ❇r❛✉❝❤ ❢♦❧❣t❡✱ ❞✐❡s❡♥ ❙❛t③ ❛❧s
❋♦❧❣❡r✉♥❣ ❛✉s ❛♥❞❡r❡♥ t✐❡✢✐❡❣❡♥❞❡♥ ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡♥ ❙ät③❡♥ ✭❤❡✉t❡ ♠❡✐st ❞❡r ❙❛t③ ✈♦♥
▲✐♦✉✈✐❧❧❡✮ ③✉ ❣❡✇✐♥♥❡♥✳ ❍✐❡r♠✐t tr✐tt ❡✐♥❡ ❜❡♠❡r❦❡♥s✇❡rt❡ ❤✐st♦r✐s❝❤❡ ❯♠❦❡❤r✉♥❣
❡✐♥✿ ❉❡r ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s❛t③✱ ❞❡r ❡✐♥st ❛❧s ●r✉♥❞❧❛❣❡ ✉♥❞ ❆♥❢❛♥❣ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣s❧❡❤r❡
❣❛❧t✱ ✇✐r❞ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❑♦rr♦❧❛r ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥t❤❡♦r✐❡✳
❊✐♥ ✇❡✐t❡r❡r st❛r❦ ✈❡rtr❡t❡♥❡r ❚❡✐❧❜❡r❡✐❝❤ ❞❡r ❆❧❣❡❜r❛ ✭♥❡✉♥ ❱♦rträ❣❡✮ ✇❛r ❞✐❡

❤❡✉t❡ s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✭❞❛♠❛❧s s♣r❛❝❤ ♠❛♥ ✈♦♥ ❋♦r♠❡♥ ✉♥❞ ❧✐♥❡❛r❡♥
❙✉❜st✐t✉t✐♦♥❡♥✮✳ ◆❡❜❡♥ ❡✐♥✐❣❡♥ ♥✉r s❝❤❧❡❝❤t ❞♦❦✉♠❡♥t✐❡rt❡♥ ❇❡✐trä❣❡♥ ③✉r ❉❡t❡r♠✐✲
♥❛♥t❡ ✉♥❞ ✐❤r❡♥ ❱❡r❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r✉♥❣❡♥ ✭❩❡❤❢✉ss ✶✽✻✼✱ ❩❡❤❢✉ss ✶✽✻✾ ✉♥❞ ▲✐♣s ✶✽✼✾✮
❜❡❤❛♥❞❡❧t❡♥ ❞✐❡ ❢r❛❣❧✐❝❤❡♥ ❱♦rträ❣❡ ♠❡✐st Pr♦❜❧❡♠❡✱ ❞✐❡ ♠✐t ❞❡♠ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✲
✈❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ❋♦r♠❡♥ ✭ü❜❡r✇✐❡❣❡♥❞ q✉❛❞r❛t✐s❝❤❡♥✮ ✉♥❞ ■♥✈❛r✐❛♥t❡♥ ✉♥t❡r ❞❡♥s❡❧❜❡♥
③✉s❛♠♠❡♥❤✐♥❣❡♥✳ ❇❡❦❛♥♥t❧✐❝❤ s♣✐❡❧t❡♥ ❞✐❡s❡ ❋r❛❣❡♥ ❜❡✐ ❞❡r ❍❡r❛✉s❜✐❧❞✉♥❣ ❞❡r ▼❛tr✐✲
③❡♥r❡❝❤♥✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡r ■♥✈❛r✐❛♥t❡♥t❤❡♦r✐❡ ✭s✐❡❤❡ ✉♥t❡♥✮ ❡✐♥❡ ✇✐❝❤t✐❣❡ ❘♦❧❧❡✳ ❆❧s ▼♦❞❡❧❧
❢ür ❡✐♥ ❛♥③✉str❡❜❡♥❞❡s ❊r❣❡❜♥✐s t❛✉❝❤t ✭③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❜❡✐ ❇❛❝❤♠❛♥♥ ✶✽✼✶ ✉♥❞ ❘♦✲
s❛♥❡s ✶✽✼✹✮ ❞❛s❥❡♥✐❣❡ ✈♦♥ ❈❤✳ ❍❡r♠✐t❡ ✭✶✽✺✺✮ ü❜❡r ❞✐❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜✐♥är❡r ✉♥❞
t❡r♥är❡r q✉❛❞r❛t✐s❝❤❡r ❋♦r♠❡♥ ✭❞❛s s✐♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡ P♦❧②♥♦♠❡ ✈♦♠ ●r❛❞❡ ③✇❡✐ ✐♥
③✇❡✐ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ❞r❡✐ ❱❛r✐❛❜❧❡♥✮ ✐♥ s✐❝❤ ❛✉❢✱ ✇❡❧❝❤❡s ❞❡♥ ❤❡✉t❡ ♥♦❝❤ ❣❡❧ä✉✜❣❡♥
❇❡❣r✐✛ ❞❡r ❍❡r♠✐t✐s❝❤❡♥ ▼❛tr✐① ❜❡✐♥❤❛❧t❡t❡ ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❉✐❡✉❞♦♥♥é ✶✾✽✺✱ ✶✵✶❢✮✳ ❉❡r
❇❡✐tr❛❣ ✈♦♥ ❏❛♠❡s ❏♦s❡♣❤ ❙②❧✈❡st❡r ✐♥ ❇❡r❧✐♥ ✶✽✽✻ ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t❡ s✐❝❤ ❞✐r❡❦t ♠✐t ▼❛✲
tr✐③❡♥ ✉♥❞ ❞❡r❡♥ ❯♥t❡r❞❡t❡r♠✐♥❛♥t❡♥✳ ❙♦❧❝❤❡ ❯♥t❡r❞❡t❡r♠✐♥❛♥t❡♥ s♣✐❡❧t❡♥ ❞❛♠❛❧s
✐♥ ❞❡r ❣❡r❛❞❡ ✐♥ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❜❡✜♥❞❧✐❝❤❡♥ ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r ❊❧❡♠❡♥t❛rt❡✐❧❡r ✭❍❡♥r② ❏♦❤♥
❙t❛♥❧❡② ❙♠✐t❤✱ ✶✽✻✶ ✲ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❉✐❡✉❞♦♥♥é ✶✾✽✺✱ ✶✵✸✮ ❡✐♥❡ ✇✐❝❤t✐❣❡ ❘♦❧❧❡✳ ❉✐❡s❡
✇✉r❞❡ ✈♦♥ ❍❡♥r✐ P♦✐♥❝❛ré ✭✶✽✺✹✲✶✾✶✷✮ ❣❡❣❡♥ ❊♥❞❡ ❞❡s ❏❛❤r❤✉♥❞❡rts ♥❡✉ ❡♥t❞❡❝❦t
✉♥❞ ✐♥ ü❜❡rr❛s❝❤❡♥❞❡r ❲❡✐s❡ ✐♥ ❞❡r ❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ✭❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡s ❚♦rs✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥✮
❛♥❣❡✇❡♥❞❡t✳
▼❡❤r❡r❡ ❇❡✐trä❣❡ ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t❡♥ s✐❝❤ ♠✐t ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ✉♥❞ ✐❤r❡♥ ❊✐❣❡♥✲

s❝❤❛❢t❡♥✳ ❆✉❢ ❲❡❜❡r ✶✽✽✷✱ ✐♥ ❞❡r ❞✐❡ ❜❛❤♥❜r❡❝❤❡♥❞❡ ❆r❜❡✐t ✈♦♥ ❲❡❜❡r ✉♥❞ ❉❡❞❡❦✐♥❞
✈♦r❣❡st❡❧❧t ✇✉r❞❡✱ ✐st ❜❡r❡✐ts ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤ ❡✐♥❣❡❣❛♥❣❡♥ ✇♦r❞❡♥✳ ▲✉❞✇✐❣ ❙t✐❝❦❡❧❜❡r❣❡r
s♣r❛❝❤ ü❜❡r ❡✐♥❡ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡s ❇é③♦✉ts❝❤❡♥ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥s✈❡r❢❛❤r❡♥s✱ ✇❡❧❝❤❡s ❡s ❣❡✲
st❛tt❡t✱ ❞✐❡ ❙❝❤♥✐tt♣✉♥❦t❡ ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡r ❑✉r✈❡♥ ③✉ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ✭✶✽✽✸✮✱ ❋r❛♥③ ▼❡②❡r
❜❡❤❛♥❞❡❧t❡ ❞✐❡ ❩❡r❧❡❣✉♥❣ ❣❛♥③❡r ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ✐♥ ❋❛❦t♦r❡♥ ✭✶✽✽✻✮ ✉♥❞ ❊✉❣❡♥ ◆❡tt♦
❣✐♥❣ ❛✉❢ ❞❡♥ ❣röÿt❡♥ ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡♥ ❚❡✐❧❡r ❣❛♥③❡r ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❡✐♥ ✭✶✽✽✾✮✳ ❉✐❡ ❜❡✐❞❡♥
❧❡t③t❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❇❡✐trä❣❡ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥ ❛❧s♦ ♠♦❞❡r♥ ❣❡s♣r♦❝❤❡♥ ❞✐❡ ❙tr✉❦t✉r ✈♦♥ P♦✲
❧②♥♦♠r✐♥❣❡♥✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r ❡rst❡ ♠✐t ❞❡r s✐♠✉❧t❛♥❡♥ ▲ös✉♥❣ ✈♦♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ③✉ t✉♥
❤❛t✳
❉✐❡ ❆❧❣❡❜r❛ ❣❡✇❛♥♥ ✐♠ ❇❡r✐❝❤ts③❡✐tr❛✉♠ ❛❧s ❚❤❡♠❛ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ st❛r❦ ❛♥ ❇❡❞❡✉✲

t✉♥❣✿ ❲ä❤r❡♥❞ ✐♥ ❞❡r ❡rst❡♥ P❤❛s❡ ♥✉r ❞r❡✐ ❇❡✐trä❣❡ ❞❡r ❆❧❣❡❜r❛ ③✉❣❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥
❦ö♥♥❡♥ ✭③✇❡✐ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣s❧❡❤r❡ ✉♥❞ ❡✐♥❡r ❞❡r ❆♥✇❡♥❞✉♥❣✮ ✉♥❞ ❛✉❝❤ ✐♥ ❞❡r ③✇❡✐t❡♥
P❤❛s❡ ♥✉r ③✇❡✐ ❇❡✐trä❣❡ ③✉r ●❧❡✐❝❤✉♥❣s❧❡❤r❡ ③✉ ✜♥❞❡♥ s✐♥❞✱ st❡✐❣t ❞✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡
❆♥③❛❤❧ ♥❛❝❤ ✶✽✻✺ ❛✉❢ ✷✺✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❛❜str❛❦t❡ ❆❧❣❡❜r❛ ❞❡✉t❧✐❝❤ ü❜❡r✇✐❡❣t✳ ❆✉❢ ❞✐❡
■♥✈❛r✐❛♥t❡♥t❤❡♦r✐❡✱ ❞✐❡ ❥❛ ❡♥❣ ♠✐t ❞❡r ❧✐♥❡❛r❡♥ ❆❧❣❡❜r❛ ✈❡r❦♥ü♣❢t ✇❛r✱ ✇✐r❞ ✇❡✐t❡r
✉♥t❡♥ ❡✐♥❣❡❣❛♥❣❡♥✳

✼✹



✹ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥❞❡ ❇❡♠❡r❦✉♥❣❡♥

✹✳✹ ❆♥❛❧②s✐s

❉❡r ●r♦ÿ❜❡r❡✐❝❤ ❆♥❛❧②s✐s✱ ③✉ ❞❡♠ ✐♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥t❤❡♦r✐❡ ✉♥❞
❞✐❡ ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❣❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥ ✭✇♦❜❡✐ ❡s ❣❡r❛❞❡ ❜❡✐ ❞❡r
❧❡t③t❡r❡♥ ♠❛♥♥✐❣❢❛❧t✐❣❡ Ü❜❡rs❝❤♥❡✐❞✉♥❣❡♥ ♠✐t ❞❡♥ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✱
✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ✐♥ P❤②s✐❦ ✉♥❞ ❆str♦♥♦♠✐❡✱ ❣✐❜t✮✱ s♣✐❡❧t❡ ✐♥ ❛❧❧❡♥ ❞r❡✐ P❤❛s❡♥ ❡✐♥❡ ✇✐❝❤✲
t✐❣❡ ❘♦❧❧❡✳
❊✐♥❡ ❆♥❞❡✉t✉♥❣ ❞❡r ✐♥ ❞❡♥ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥ ❞❡r ❆♥❛❧②s✐s ❛❜ ❇❡❣✐♥♥ ❞❡s ✶✾✳ ❏❛❤r❤✉♥✲

❞❡rts ✈♦r❣❡❤❡♥❞❡♥ ❱❡rä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ✜♥❞❡♥ ✇✐r ✐♥ ❞❡r ❡rst❡♥ P❤❛s❡ ✐♥ ❞❡♥ ❇❡✐trä❣❡♥
✈♦♥ ▼❛rt✐♥ ❖❤♠ ✭✶✽✹✺✮ ✉♥❞ ✈♦♥ ❖s❦❛r ❙❝❤❧ö♠✐❧❝❤ ✭✶✽✺✶✮✳ ❉❡r ❡rst❡r❡ ✈❡rtr❛t ❞❡♥
❙t❛♥❞♣✉♥❦t ❞❡r ❦♦♠❜✐♥❛t♦r✐s❝❤❡♥ ❙❝❤✉❧❡✱ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ✈❡rt❡✐❞✐❣t❡ ❡r ❡✐♥❡♥ ❢♦r♠❛❧❡♥
❯♠❣❛♥❣ ♠✐t ✭❡✈❡♥t✉❡❧❧ ❞✐✈❡r❣✐❡r❡♥❞❡♥✮ ❘❡✐❤❡♥✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❙❝❤❧ö♠✐❧❝❤ ❞❡♥ ❈❛✉❝❤②✲
s❝❤❡♥ ❙t❛♥❞♣✉♥❦t ✭♥✉r ❦♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ❘❡✐❤❡♥ ❤❛❜❡♥ ü❜❡r❤❛✉♣t ❡✐♥❡♥ ❙✐♥♥✮ ❡✐♥♥❛❤♠✳
❆♥❞❡rs ❛❧s ❜❡✐ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡✱ ✇♦ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥❢r❛❣❡♥ ♥❛❝❤ ✶✽✼✵ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ❡✐♥❡
✇✐❝❤t✐❣❡ ❘♦❧❧❡ s♣✐❡❧t❡♥✱ ❜❧✐❡❜ ❞✐❡s❡r ❆s♣❡❦t ✐♥ ❞❡r ❆♥❛❧②s✐s ✲ ♠✐t ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❣❡✲
♥❛♥♥t❡♥ ❆✉s♥❛❤♠❡♥ ✲ ✉♥❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t✳ ❊✐♥❡ ♠ö❣❧✐❝❤❡✱ ✇❡♥♥ ❛✉❝❤ r❡❝❤t s♣❡❦✉❧❛t✐✈❡
❊r❦❧är✉♥❣ ❤✐❡r❢ür ✇är❡✱ ❞❛ss ✐♥ ❉❡✉ts❝❤❧❛♥❞ ♠✐t ❱❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥ ❞❡r ❦♦♠❜✐♥❛t♦r✐s❝❤❡♥
❙❝❤✉❧❡ ✭❞❡r❡♥ ❧❡t③t❡ ❜❡❞❡✉t❡♥❞❡r❡ ❱❡rtr❡t❡r ✇♦❤❧ ▼❛rt✐♥ ❖❤♠ ❬❜✐s ✶✽✼✷❪ ✉♥❞ ❋r❛♥③
❋❡r❞✐♥❛♥❞ ❙❝❤✇❡✐♥s ❬❜✐s ✶✽✺✻❪ ❣❡✇❡s❡♥ s❡✐♥ ❞ür❢t❡♥✮ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❖♣♣♦s✐t✐♦♥ ❣❡❣❡♥ ❞✐❡
❛♥❣❡str❡❜t❡♥ ❱❡rä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥ ❞❡r ❆♥❛❧②s✐s ❜❡s❡✐t✐❣t ✇❛r✳
❉✐❡ ❘❡✐❤❡♥❧❡❤r❡✱ ❞❛s ❑❡r♥stü❝❦ ❞❡r ♥❡✉❡♥ ❆♥❛❧②s✐s✱ ✇✉r❞❡ ♥♦❝❤♠❛❧s ✶✽✼✷ ✈♦♥

❖✳ ❙❝❤❧ö♠✐❧❝❤ s♦✇✐❡ ✶✽✽✾ ✈♦♥ ❆❧❢r❡❞ Pr✐♥❣s❤❡✐♠ ❛♥❣❡s♣r♦❝❤❡♥ s♦✇✐❡ ✉♥t❡r ❡✐♥❡♠
s❡❤r s♣❡③✐❡❧❧❡♥ ❆s♣❡❦t ✈♦♥ ❋❡❧✐① ❑❧❡✐♥ ✶✽✾✵✳ ❊✐♥❡♥ ü❜❡rr❛s❝❤❡♥❞ ♠♦❞❡r♥❡♥ ●❡❞❛♥✲
❦❡♥✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❛✉s❣❡❤❡♥❞ ✈♦♠ ❣❡✇ö❤♥❧✐❝❤❡♥ ❉✐✛❡r❡♥③✐❡r❡♥ ❡✐♥❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡s
♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❖♣❡r✐❡r❡♥s ③✉ ❡♥t✇✐❝❦❡❧♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ✐❤r❡rs❡✐ts ✇✐❡❞❡r✉♠ ❡✐♥❡ ■♥t❡r♣r❡✲
t❛t✐♦♥ ❞❡r ▲✐♦✉✈✐❧❧❡s❝❤❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ❣❡❜r♦❝❤❡♥❡r ❖r❞♥✉♥❣ ❡r❧❛✉❜t✱ ✜♥❞❡t s✐❝❤ ❜❡✐
❆♥t♦♥ ❑❛r❧ ●rü♥✇❛❧❞ ✶✽✻✽ ✭ä❤♥❧✐❝❤❡ ■❞❡❡♥ ✈❡r❢♦❧❣t❡ ü❜r✐❣❡♥s ❡t✇❛ ③✉r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❩❡✐t
❊r♥st ❙❝❤rö❞❡r❀ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ▲ür♦t❤ ✶✾✵✸✱ ❱■✮✳ ■♥ ❡✐♥❡ ✈❡r✇❛♥❞t❡ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s s❡❤r ❛❧❣❡✲
❜r❛✐s❝❤ ♦r✐❡♥t✐❡rt❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❣✐♥❣ ❊✳ ❙❝❤rö❞❡r s♣ät❡r ❞❛♥♥ ♠✐t s❡✐♥❡r ✒❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥
❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r ❱❡r❦♥ü♣❢✉♥❣❡♥✑✱ ✇❡❧❝❤❡ s❝❤♦♥ ❛✉❢ ❞❡♠ ❍✐♥t❡r❣r✉♥❞ s❡✐♥❡r ✒❆❧❣❡❜r❛ ❞❡r
▲♦❣✐❦✑ ③✉ s❡❤❡♥ ✐st✳
❊✐♥❡♥ ❜r❡✐t❡♥ ❘❛✉♠ ♥❛❤♠ ❞❛s ❚❤❡♠❛ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❡✐♥ ✭♥❡✉♥ ❱♦rträ❣❡✮✱

✇ä❤r❡♥❞ ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ♥✉r ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❇❡✐tr❛❣ ✭❙❝❤rö❞❡r ✶✽✽✻✮ ❜❡rü❝❦✲
s✐❝❤t✐❣t ✇✉r❞❡♥✳ ❇❡✐ ❞❡♥ ❡rst❡r❡♥ ü❜❡r✇♦❣ ❞❛s ❙t✉❞✐✉♠ s♣❡③✐❡❧❧❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ♦❞❡r
●❧❡✐❝❤✉♥❣st②♣❡♥ ✉♥❞ ✐❤r❡r ▲ös✉♥❣s♠❡t❤♦❞❡♥✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r❡ ●❡s✐❝❤ts♣✉♥❦t❡
✭✐♠ ❙✐♥♥❡ ❛❜str❛❦t❡r ❊✐①st❡♥③✲ ♦❞❡r ❊✐♥❞❡✉t✐❣❦❡✐tssät③❡✮ ❢❡❤❧t❡♥✳
❱♦♥ ❡t✇❛ ❣❧❡✐❝❤❣r♦ÿ❡r ❇❡❞❡✉t✉♥❣ ✇✐❡ ❞✐❡ ❛♥✇❡♥❞✉♥❣s❜❡③♦❣❡♥❡♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐✲

❝❤✉♥❣❡♥ ✇❛r ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ❡✐♥ ●❡❜✐❡t✱ ❞❛s ③✉ ❥❡♥❡r ❩❡✐t ❛❧s ❡✐♥❡s ❞❡r ❛❜str❛❦t❡st❡♥
ü❜❡r❤❛✉♣t ❣❛❧t✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞✐❡ ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r ❤ö❤❡r❡♥ ❚r❛♥s③❡♥❞❡♥t❡♥ ✭✇✐❡ ♠❛♥ s✐❝❤ ❛✉s✲
❞rü❝❦t❡✮✳ ❙t✐❝❤✇♦rt❡ ❤✐❡r③✉ ❧❛✉t❡♥✿ ❡❧❧✐♣t✐s❝❤❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥✱ ❦♦♠♣❧❡①❡ ▼✉❧t✐♣❧✐❦❛t✐♦♥✱
▼♦❞✉❧❛r❣❧❡✐❝❤✉♥❣✱ ❚❤❡t❛❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ ✉s✇✳ ❍✐❡r③✉ ✜♥❞❡♥ ✇✐r ✐♠♠❡r❤✐♥ ③❡❤♥ ❇❡✐trä✲
❣❡✱ ✉♥t❡r ❛♥❞❡r❡♠ ✈♦♥ ❋✳ ❑❧❡✐♥ ✭✶✽✼✼✮✱ ▲✉❞✇✐❣ ❑✐❡♣❡rt ✭✶✽✽✶✱ ✶✽✽✸✮ ✉♥❞ ❍✳ ❲❡❜❡r
✭✶✽✽✺✮✳ ❇❡✐♠ ❧❡t③t❣❡♥❛♥♥t❡♥✱ ❞❡r ✶✽✾✶ ✐♥ s❡✐♥❡♥ ✒❆❦❛❞❡♠✐s❝❤❡♥ ❱♦r❧❡s✉♥❣❡♥✳✳✳✑ ✭❲❡✲
❜❡r ✶✾✵✽✮ ❛✉❢❜❛✉❡♥❞ ❛✉❢ ❡✐❣❡♥❡♥ ❱♦r❛r❜❡✐t❡♥ ❞❛s Pr♦❜❧❡♠ ❞❡r ❦♦♠♣❧❡①❡♥ ▼✉❧t✐♣❧✐✲

✼✺



✹ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥❞❡ ❇❡♠❡r❦✉♥❣❡♥

❦❛t✐♦♥ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❣❡✇✐ss❡♥ ❆❜s❝❤❧✉ss ❜r❛❝❤t❡✱ ✇✐r❞ s❝❤♦♥ ✐♠ ❱♦rtr❛❣st✐t❡❧ ❞❡r ❇❡③✉❣
✈♦♥ ❦♦♠♣❧❡①❡r ▼✉❧t✐♣❧✐❦❛t✐♦♥ ✉♥❞ ❩❛❤❧❡♥t❤❡♦r✐❡ ❢♦r♠✉❧✐❡rt✳ ❊s ✐st ♥✐❝❤t ❡rst❛✉♥❧✐❝❤✱
❞❛ss ❞✐❡s❡s Pr♦❜❧❡♠✱ ❞❛s ❢ür ♠❡❤r❡r❡ ❚❡✐❧❣❡❜✐❡t❡ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✇✐❝❤t✐❣ ✐st
✭❩❛❤❧❡♥t❤❡♦r✐❡✱ ❆❧❣❡❜r❛✱ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥t❤❡♦r✐❡✮✱ s♦ ❣r♦ÿ❡ ❇❡❛❝❤t✉♥❣ ❢❛♥❞✳
❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❇❡✐trä❣❡ ♠✉ss ♠❛♥ ❞❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ✬❤ö❤❡r❡ ❚r❛♥s③❡♥❞❡♥t❡♥✬

✇♦❤❧ ❛❧s ❡✐♥❡♥ ❞❡r ✇✐❝❤t✐❣st❡♥ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ü❜❡r❤❛✉♣t ❡✐♥st✉❢❡♥✳ ❲✐❡ s❝❤♥❡❧❧ ❞❛s
■♥t❡r❡ss❡ ❤✐❡r❛♥ ❡r❧♦s❝❤✱ ③❡✐❣t ❞❛s ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❩✐t❛t ✈♦♥ ❋✳ ❑❧❡✐♥ ❛✉s ❞❡r ❩❡✐t ❞❡s ❊rst❡♥
❲❡❧t❦r✐❡❣❡s✿ ✒❆❧s ✐❝❤ st✉❞✐❡rt❡✱ ❣❛❧t❡♥ ❞✐❡ ❆❜❡❧s❝❤❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ✲ ✐♥ ◆❛❝❤✇✐r❦✉♥❣ ❞❡r
❏❛❝♦❜✐s❝❤❡♥ ❚r❛❞✐t✐♦♥ ✲ ❛❧s ❞❡r ✉♥❜❡str✐tt❡♥❡ ●✐♣❢❡❧ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✱ ✉♥❞ ❥❡❞❡r ✈♦♥
✉♥s ❤❛tt❡ ❞❡♥ s❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤❡♥ ❊❤r❣❡✐③✱ ❤✐❡r ✇❡✐t❡r③✉❦♦♠♠❡♥✳ ❯♥❞ ❥❡t③t❄ ❉✐❡
❥✉♥❣❡ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ❦❡♥♥t ❞✐❡ ❆❜❡❧s❝❤❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❦❛✉♠ ♠❡❤r✑ ✭❑❧❡✐♥ ✶✾✼✵✱ ✸✶✷✮✳
❑❧❡✐♥ ♥❡♥♥t ❢ür ❞❡r❛rt✐❣❡ P❤ä♥♦♠❡♥❡ ③✇❡✐ ●rü♥❞❡✿

✶✳ ❊s tr❡t❡♥ ✐♥ ❞❡r ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t ♥❡✉❡ ❋r❛❣❡st❡❧❧✉♥❣❡♥ ❛✉❢✱ ❞✐❡ ❞✐❡ ❥✉♥❣❡♥ ❋♦rs❝❤❡r
✈♦♥ ❞❡♥ ❛❧t❡♥ ❛❜❧❡♥❦❡♥✳

✷✳ ❉✐❡ ❛❧t❡♥ ❋r❛❣❡♥ ❡r❢♦r❞❡r♥✱ ✇❡✐❧ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❣✉t ❛✉s❣❡❛r❜❡✐t❡t✱ ❡✐♥ ❜r❡✐t❡s
❙t✉❞✐✉♠ ✉♥❞ ❡✐♥ ❤♦❤❡s t❡❝❤♥✐s❝❤❡s ◆✐✈❡❛✉✳

❉❡r ❡rst❡ ü❜r✐❣❡♥s✱ ❞❡r ❞❡♥ ❢r❛❣❧✐❝❤❡♥ ❚❤❡♠❡♥❦r❡✐s ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ❛♥s♣r❛❝❤✱ ✇❛r
❍❡✐♥r✐❝❤ ❙❝❤röt❡r ✭✶✽✻✵✮ ✲ ❛❧s♦ ❡✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r ❛✉s ❞❡r ❏❛❝♦❜✐✲❙❝❤✉❧❡ ✭❞❡r ❛✉❝❤
❞❡r❡♥ ❱❡r❞✐❡♥st❡ ❜❡t♦♥t❡✮✳ ❆❧❧❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❇❡✐trä❣❡ ❢❛❧❧❡♥ ❞❛♥♥ ✐♥ ❞❡♥ ❩❡✐tr❛✉♠ ♥❛❝❤
✶✽✼✼✳
■♥ ❞❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r ❆♥❛❧②s✐s ❣❡❤ör❡♥ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ♥♦❝❤ ❡✐♥❡ ❘❡✐❤❡ ✈♦♥ ❱♦rträ❣❡♥✱ ❞✐❡

s♣❡③✐❡❧❧❡ ❚❤❡♠❡♥ ✭③✳❇✳ ❞✐❡ ❑✉❣❡❧❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ ♦❞❡r ❞✐❡ ●❛♠♠❛❢✉♥❦t✐♦♥❡♥✮ ❜❡❤❛♥❞❡❧t❡♥
✭P♦❝❤❤❛♠♠❡r ✶✽✼✸✱ ❙♣✐t③❡r ✶✽✼✻✮✳

✹✳✺ ■♥✈❛r✐❛♥t❡♥t❤❡♦r✐❡

➘❤♥❧✐❝❤❡s✱ ✇✐❡ ❞❛s✱ ✇❛s ❋✳ ❑❧❡✐♥ ③✉♠ ❚❤❡♠❛ ❆❜❡❧s❝❤❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❣❡s❛❣t ❤❛t✱ ❧✐❡ÿ❡
s✐❝❤ ❛✉❝❤ ③✉r ■♥✈❛r✐❛♥t❡♥t❤❡♦r✐❡ s❛❣❡♥✱ ❡✐♥❡r ❚❤❡♦r✐❡✱ ❞✐❡ ✐♥ ❞❡r ③✇❡✐t❡♥ ❍ä❧❢t❡ ❞❡s
✶✾✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rts ❛✉❢❜❧ü❤t❡✱ ✉♠ ♥❛❝❤ ❞❡♥ ❍✐❧❜❡rts❝❤❡♥ ❆r❜❡✐t❡♥ ✶✽✾✵✲✶✽✾✸ ✇❡✐t❣❡✲
❤❡♥❞ ✇✐❡❞❡r ③✉ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥ ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❤✐❡r③✉ ❋✐s❤❡r ✶✾✻✼✮✳ ❊✐♥✐❣❡ ❞❡r ✇✐❝❤t✐❣st❡♥
Pr♦t❛❣♦♥✐st❡♥ ❞✐❡s❡s ❋♦rs❝❤✉♥❣s♣r♦❣r❛♠♠❡s ✭❙✳ ❆r♦♥❤♦❧❞✱ ❆✳ ❈❧❡❜s❝❤✱ P✳ ●♦r❞❛♥✮
✇❛r❡♥ ♠❡❤r ♦❞❡r ♠✐♥❞❡r ❛❦t✐✈❡ ❚❡✐❧♥❡❤♠❡r ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥✳
❉✐❡ ■♥✈❛r✐❛♥t❡♥t❤❡♦r✐❡ ❤❛tt❡ ❤❛✉♣tsä❝❤❧✐❝❤ ③✇❡✐ ❲✉r③❡❧♥ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❛✉❝❤ ③✇❡✐

❆✉sr✐❝❤t✉♥❣❡♥✳ ❉✐❡ ❡✐♥❡ ❧❛❣ ✐♥ ❞❡♠ ❇❡r❡✐❝❤✱ ❞❡♥ ✇✐r ❤❡✉t❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛ ♥❡♥♥❡♥✳
❉❛❜❡✐ ❣✐♥❣ ❡s ❞❛r✉♠✱ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✈♦♥ ❋♦r♠❡♥ ✭❤♦♠♦❣❡♥❡♥ P♦❧②♥♦♠❡♥✮ ③✉ ✜♥✲
❞❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❜❡✐ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ✈❡r♠ö❣❡ ▼❛tr✐③❡♥ ♥✐❝❤t ✭♦❞❡r ♥✉r ✐♥ ❜❡st✐♠♠t❡r✮
❲❡✐s❡ ä♥❞❡r♥✱ ✇♦r❛✉s s✐❝❤ ❞✐❡ ❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣ ✬■♥✈❛r✐❛♥t❡✬ ❡r❦❧ärt✳ ❉✐❡s❡ ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡
❘✐❝❤t✉♥❣ ❜❡❣❡❣♥❡t ✐♠ ❱♦rtr❛❣ ✈♦♥ ❆❧❢r❡❞ ❈❧❡❜s❝❤ ✭✶✽✻✼✮✱ ❞❡♠ ❡s ✉♠ ❞✐❡ ❉❛rst❡❧✲
❧✉♥❣ ❜✐♥är❡r ❋♦r♠❡♥ ✈♦♥ ✉♥❣❡r❛❞❡♥ ●r❛❞❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡s ■♥✈❛r✐❛♥t❡♥s②st❡♠
❣✐♥❣✳ ❊✐♥❡ ❛♥❞❡r❡ ❘✐❝❤t✉♥❣✱ ❞✐❡ ▼❡t❤♦❞❡♥ ❞❡r ❆♥❛❧②s✐s ✈❡r✇❡♥❞❡t❡ ✉♥❞ s♦❣❡♥❛♥♥t❡
❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧✐♥✈❛r✐❛♥t❡♥ st✉❞✐❡rt❡✱ ♥❛❤♠ ✐❤r❡♥ ❆✉s❣❛♥❣ ✈♦♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
✐♥ ❡❧❧✐♣t✐s❝❤❡♥ ■♥t❡❣r❛❧❡♥✳ ■♥ ●♦r❞❛♥ ✶✽✾✵ ✇❡r❞❡♥ ❙♦♣❤✉s ▲✐❡ ✉♥❞ ❆♥❞r❡✇ ❘✉ss❡❧❧

✼✻



✹ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥❞❡ ❇❡♠❡r❦✉♥❣❡♥

❋♦rs②t❤ ❛❧s ❲❡❣❜❡r❡✐t❡r ❞✐❡s❡r ❘✐❝❤t✉♥❣ ❣❡♥❛♥♥t✱ ❞✐❡ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ♥❡❜❡♥ ❞❡♠ ❜❡✲
r❡✐ts ❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❇❡✐tr❛❣ ✈♦♥ P✳ ●♦r❞❛♥ ♥♦❝❤ ❞✉r❝❤ ❆r♦♥❤♦❧❞ ✶✽✻✵✱ ❑✐❡♣❡rt ✶✽✽✻ ✉♥❞
P❛♣♣❡r✐t③ ✶✽✽✼ ✈❡rtr❡t❡♥ ✇❛r✳

✹✳✻ ❩❛❤❧❡♥t❤❡♦r✐❡

❊✐♥❡ ä❤♥❧✐❝❤❡ ❩✇✐s❝❤❡♥st❡❧❧✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❆♥❛❧②s✐s ✉♥❞ ❆❧❣❡❜r❛ ✇✐❡ ❞✐❡ ■♥✈❛r✐❛♥t❡♥✲
t❤❡♦r✐❡ ♥✐♠♠t ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❩❛❤❧❡♥t❤❡♦r✐❡ ❡✐♥✱ ❞✐❡ ③✉ ❞❡♥ ❦♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤st❡♥ ❚❤❡♠❡♥
❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ❣❡❤ört❡✳ ❋rü❤❡ ❇❡✐trä❣❡ ❤✐❡r③✉ ✇❛r❡♥ ❙❝❤❡r❦ ✶✽✹✻✱ ❙❝❤❡r❦ ✶✽✹✻❛ s♦✇✐❡
❘❡✉s❝❤❧❡ ✶✽✺✻❀ s♣ät❡r❡ ❘❡❢❡r❛t❡ ❜❡③♦❣❡♥ s✐❝❤ ♠❡✐st ❛✉❢ ❞✐❡ ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡ ❩❛❤❧❡♥t❤❡♦r✐❡✱
✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❛✉❢ ❞✐❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲❩❛❤❧❡♥ ✭▲✐♣s❝❤✐t③ ✶✽✽✸✱ ❈❛♥t♦r ✶✽✾✵✱ ❙❝❤rö❞❡r ✶✽✾✵✮✳
■♥ ❘✉❞♦❧❢ ▲✐♣s❝❤✐t③✬ ❇❡✐tr❛❣ ✒Ü❜❡r ❡✐♥✐❣❡ ❛r✐t❤♠❡t✐s❝❤❡ ❙ät③❡✑ ✭✶✽✽✻✮ ❦❧✐♥❣t ❡✐♥ ✇✐❝❤✲
t✐❣❡s ❊r❡✐❣♥✐s ❥❡♥❡r ❩❡✐t ❛♥✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞❡r ◆❛❝❤✇❡✐s ❞❡r ❚r❛♥s③❡♥❞❡♥③ ✈♦♥ e ✭❈❤❛r❧❡s
❍❡r♠✐t❡ ✶✽✼✸✮ ✉♥❞ ✈♦♥ π ✭❋❡r❞✐♥❛♥❞ ▲✐♥❞❡♠❛♥♥ ✶✽✽✷✮ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❞❡r ❯♥❧ös❜❛r❦❡✐t
❞❡r ◗✉❛❞r❛t✉r ❞❡s ❑r❡✐s❡s ✭✐♠ ❙✐♥♥❡ ❡✐♥❡r ❑♦♥str✉❦t✐♦♥ ♠✐t ❩✐r❦❡❧ ✉♥❞ ▲✐♥❡❛❧✮ ✐♠
❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❊✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡✳

✹✳✼ ▲♦❣✐❦ ✉♥❞ ▼❡♥❣❡♥❧❡❤r❡

❊✐♥ ❧❡t③t❡r ❇❡r❡✐❝❤✱ ③✉ ❞❡♠ ❡✐♥✐❣❡ ❱♦rträ❣❡ ✈♦r❧✐❡❣❡♥✱ ❧ässt s✐❝❤ ♠✐t ✭♠❛t❤❡♠❛t✐✲
s❝❤❡r✮ ▲♦❣✐❦ ✉♥❞ ▼❡♥❣❡♥❧❡❤r❡ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ❉✐❡ ❚❛ts❛❝❤❡✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡ ❞❛♠❛❧s ♥♦❝❤
❥✉♥❣❡♥ ●❡❜✐❡t❡ ü❜❡r❤❛✉♣t ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ✐♥ ❊rs❝❤❡✐♥✉♥❣ tr❛t❡♥✱ ✐st ♥❛tür❧✐❝❤ ❞❡♠
❊♥❣❛❣❡♠❡♥t ✈♦♥ ❊✳ ❙❝❤rö❞❡r ✲ ❛❧s Pr♦t❛❣♦♥✐st❡♥ ❞❡r ▲♦❣✐❦ ✲ ✉♥❞ ✈♦♥ ●❡♦r❣ ❈❛♥t♦r
✲ ❡✐♥❡r ❞❡r ❙❝❤ö♣❢❡r ❞❡r ▼❡♥❣❡♥❧❡❤r❡ ✲ ③✉ ✈❡r❞❛♥❦❡♥✳ ❆✉✛❛❧❧❡♥❞ ✐st✱ ❞❛ss s✐❝❤ ●✳
❈❛♥t♦r ♥✉r ❡✐♥♠❛❧ ✭✶✽✽✸✮ ③✉r ▼❡♥❣❡♥❧❡❤r❡ ✲ ❣❡♥❛✉❡r ❣❡s❛❣t✿ ③✉r tr❛♥s✜♥✐t❡♥ ❆r✐t❤✲
♠❡t✐❦ ✲ ä✉ÿ❡rt❡✳ ❙❡✐♥ ❇❡✐tr❛❣ ✶✽✾✵✱ ❛❧s♦ ❛✉❢ ❞❡r ❱❡rs❛♠♠❧✉♥❣✱ ❞✐❡ ✐❤♥ ③✉♠ ❱♦r✲
s✐t③❡♥❞❡♥ ❞❡r ♥❡✉ ③✉ ❡rs❝❤❛✛❡♥❞❡♥ ❉❡✉ts❝❤❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r✈❡r❡✐♥✐❣✉♥❣ ❜❡st✐♠♠t❡✱
❜❡❤❛♥❞❡❧t❡ ❡r ❞✐❡ ✈ö❧❧✐❣ ✉♥❦♦♥tr♦✈❡rs❡♥ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲❩❛❤❧❡♥✳ ❊✳ ❙❝❤rö❞❡r ✇✐❞♠❡t❡ s✐❝❤
❦♦♠❜✐♥❛t♦r✐s❝❤✲❧♦❣✐s❝❤❡♥ Pr♦❜❧❡♠❡♥✱ ✇♦❜❡✐ ❜❡♠❡r❦❡♥s✇❡rt ✐st✱ ❞❛ss ❡r ✐♥ ❣r♦ÿ❡♠
❯♠❢❛♥❣ ❡♥❣❧✐s❝❤s♣r❛❝❤✐❣❡ ❆✉t♦r❡♥ ③✐t✐❡rt❡✳ ❍✐❡r❛♥ ✇✐r❞ ③✇❡✐❡r❧❡✐ ❞❡✉t❧✐❝❤✿ ❊rst❡♥s✱
❞❛ss ❙❝❤rö❞❡r ❡✐♥❡ ✇✐❝❤t✐❣❡ ❘♦❧❧❡ ❛❧s ▼✐tt❧❡r ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♠ ❛♥❣❡❧sä❝❤s✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠
✉♥❞ ❉❡✉ts❝❤❧❛♥❞ s♣✐❡❧t❡ ✭❞❛s ✇✐r❞ ❛✉❝❤ ❛♥ ❞❡♥ ▲✐t❡r❛t✉r✈❡r③❡✐❝❤♥✐ss❡♥ ❞❡r ❜❡✐❞❡r
❡rst❡♥ ❇ä♥❞❡ ❞❡r ✒❆❧❣❡❜r❛ ❞❡r ▲♦❣✐❦✑ ❦❧❛r✱ ✇♦ ♠❛♥ ✇❡✐t❡r❤✐♥ ❡r❦❡♥♥t✱ ❞❛ss ❙❝❤rö❞❡r
✐♥ ❉❡✉ts❝❤❧❛♥❞ ✲ ♠✐t ❆✉s♥❛❤♠❡ ✈♦♥ ●♦tt❧♦❜ ❋r❡❣❡ ✲ ❦❡✐♥❡r❧❡✐ ❆♥❦♥ü♣❢✉♥❣s♣✉♥❦✲
t❡ ❤❛tt❡✮✱ ✉♥❞ ③✇❡✐t❡♥s✱ ❞❛ss ❊✳ ❙❝❤rö❞❡r ♠✐t s❡✐♥❡♥ ❋♦rs❝❤✉♥❣❡♥ ✐♥ s❡✐♥❡r ❍❡✐♠❛t
✇❡✐t❣❡❤❡♥❞ ❛❧❧❡✐♥❡ ❞❛st❛♥❞ ✭✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ▲ür♦t❤ ✶✾✵✸✮✳

✹✳✽ ▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡r ❯♥t❡rr✐❝❤t

❩✉♠ ❆❜s❝❤❧✉ss s❡✐ ♥♦❝❤ ❛✉❢ ❡✐♥✐❣❡ ❱♦rträ❣❡ ③✉♠ ❚❤❡♠❛ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✉♥t❡rr✐❝❤t ✈❡r✲
✇✐❡s❡♥✱ ❞✐❡ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ❢ür ♥❛t✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡♥ ❯♥t❡rr✐❝❤t ❣❡❤❛❧t❡♥ ✇✉r❞❡✳
❩✇❡✐ ❚❤❡♠❡♥ ❢❛❧❧❡♥ ❤✐❡r ❛✉❢✿ ❩✉♠ ❡✐♥❡♥ ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐✲
❝❤❡r ❙tr❡♥❣❡ ✉♥❞ ❢ür ❞❛s ❙❝❤ü❧❡r✈❡rstä♥❞♥✐s ♥♦t✇❡♥❞✐❣❡r ❊❧❡♠❡♥t❛r✐s✐❡r✉♥❣✱ ❞✐❡ ✈♦♥

✼✼



✹ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥❞❡ ❇❡♠❡r❦✉♥❣❡♥

❋❡②❡r❛❜❡♥❞ ✶✽✽✵ ❛♥❣❡s♣r♦❝❤❡♥ ✇✉r❞❡✱ ✉♥❞ ③✉♠ ❛♥❞❡r❡♥ ❞✐❡ ❆✉s❡✐♥❛♥❞❡rs❡t③✉♥❣ ③✇✐✲
s❝❤❡♥ ❣r✉♣♣❡♥t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡r ✉♥❞ ❛①✐♦♠❛t✐s❝❤❡r ❆✉✛❛ss✉♥❣ ✐♠ ●❡♦♠❡tr✐❡✉♥t❡rr✐❝❤t
✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣s❣❡♦♠❡tr✐❡ ✈❡rs✉s ❊✉❦❧✐❞✐s❝❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❡✮ ❜❡✐ ❙❝❤♦❧③ ✶✽✽✻ ✉♥❞ ❉✐❡❦♠❛♥♥
✶✽✽✽✳ ❊s ✐st ✇♦❤❧ ♥✐❝❤t ü❜❡rtr✐❡❜❡♥✱ ③✉ s❛❣❡♥✱ ❞❛ss ❜❡✐❞❡ ❚❤❡♠❡♥ ❛✉❝❤ ♥♦❝❤ ❤❡✉t❡
❡✐❡♥ ✇✐❝❤t✐❣❡ ❘♦❧❧❡ ✐♥ ❞❡r ❢❛❝❤❞✐❞❛❦t✐s❝❤❡♥ ❉✐s❦✉ss✐♦♥ s♣✐❡❧❡♥✳

✹✳✾ Ü❜❡rs✐❝❤t ③✉r ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❉✐s③✐♣❧✐♥❡♥

❇❡tr❛❝❤t❡t ♠❛♥ ❞✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r ❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❚❡✐❧❣❡❜✐❡t❡ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦
✭❆❧❣❡❜r❛✱ ❆♥❛❧②s✐s✱ ●❡♦♠❡tr✐❡✱ ●❡s❝❤✐❝❤t❡✴P❤✐❧♦s♦♣❤✐❡ ✉♥❞ ❩❛❤❧❡♥t❤❡♦r✐❡✮ r❡❧❛t✐✈
③✉❡✐♥❛♥❞❡r✱ s♦ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❛s ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❇✐❧❞✿

✶✳ P❤❛s❡ ✷✳ P❤❛s❡ ✸✳ P❤❛s❡
❆❧❣❡❜r❛ ✶✽✱✼✺✪ ✹✪ ✭✶✶✪✮ ✶✺✱✺✪ ✭✾✱✺✪✮
❆♥❛❧②s✐s ✷✺✪ ✶✷✪ ✭✷✸✱✻✪✮ ✷✻✱✼✪ ✭✸✵✱✺✪✮
●❡♦♠❡tr✐❡ ✶✽✱✼✺✪ ✹✵✪ ✭✸✼✱✶✪✮ ✸✼✱✸✪ ✭✸✼✪✮
●❡s❝❤✐❝❤t❡✴
P❤✐❧♦s♦♣❤✐❡ ✶✽✱✼✺✪ ✸✷✪ ✭✶✵✱✼✪✮ ✶✷✱✹✪ ✭✶✺✪✮
❩❛❤❧❡♥t❤❡♦r✐❡ ✶✽✱✼✺✪ ✶✷✪ ✭✻✱✼✪✮ ✸✱✶✪ ✭✺✱✶✪✮
❙♦♥st✐❣❡s ✲ ✲ ✺✪

❛❜s♦❧✉t❡ ❆♥③❛❤❧
❞❡r ❱♦rträ❣❡ ✶✻ ✷✺ ✶✻✶

✭❇❡✐ ❞✐❡s❡r ❆✉s✇❡rt✉♥❣ ✇✉r❞❡♥ ❞✐❡ ❇❡✐trä❣❡ ③✉ ❞❡♥ ❇❡r❡✐❝❤❡♥ ▲♦❣✐❦ ✉♥❞ ▼❡♥✲
❣❡♥❧❡❤r❡ ✉♥t❡r ❙♦♥st✐❣❡s ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t❀ ❞✐❡ ❇❡✐trä❣❡ ③✉r ■♥✈❛r✐❛♥t❡♥t❤❡♦r✐❡ ✇✉r❞❡♥
❣❡♠äÿ ✐❤r❡♠ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❙t❛♥❞♣✉♥❦t ❞❡r ❆❧❣❡❜r❛ ✭❡✐♥ ❱♦rtr❛❣✮ ❜❡③✐❡❤✉♥❣s✇❡✐s❡ ❞❡r
❆♥❛❧②s✐s ✭✈✐❡r✮ ③✉❣❡♦r❞♥❡t✳✮
❊s ❧✐❡❣t ❛✉❢ ❞❡r ❍❛♥❞✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❢ür ❞✐❡ ❡rst❡ P❤❛s❡ ❡r♠✐tt❡❧t❡♥ ❆♥t❡✐❧❡ ❛✉❢❣r✉♥❞

❞❡r ❣❡r✐♥❣❡♥ ●❡s❛♠t❛♥③❛❤❧ ❛♥ ❱♦rträ❣❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ❞❛♠✐t ✈❡r❜✉♥❞❡♥❡♥ ❣r♦ÿ❡♥ ❆♥✲
❢ä❧❧✐❣❦❡✐t ❢ür ❙♦♥❞❡r❡✐♥✢üss❡ ♥✉r s❡❤r ❜❡❞✐♥❣t ❤❡r❛♥❣❡③♦❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ✭s♦ ✐st
❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✐❡ ❩❛❤❧❡♥t❤❡♦r✐❡ st❛r❦ ✈❡rtr❡t❡♥✱ ✇❡✐❧ ❍❡✐♥r✐❝❤ ❋r✐❡❞r✐❝❤ ❙❝❤❡r❦ ✶✽✹✻
✐♥ ❑✐❡❧ ✲ ❣❡✇✐ss❡r♠❛ÿ❡♥ ❛❧s ❍❛✉s❤❡rr ✲ ❣❧❡✐❝❤ ③✇❡✐ ❱♦rträ❣❡ ③✉ ❞✐❡s❡r ❉✐s③✐♣❧✐♥ ❤✐❡❧t✮✳
❉❡s❤❛❧❜ ✇✐❧❧ ✐❝❤ ♠✐❝❤ ❛✉❢ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❧❡t③t❡♥ P❤❛s❡♥ ❜❡s❝❤rä♥❦❡♥✳ ❍✐❡r ③❡✐❣❡♥ s✐❝❤

♠❡❤r❡r❡ ❚❡♥❞❡♥③❡♥✿

✶✳ ❉✐❡ ●❡♦♠❡tr✐❡ ✇❛r ✐♥ ❜❡✐❞❡♥ P❤❛s❡♥ ❞❛s ❜❡❤❡rrs❝❤❡♥❞❡ ❚❤❡♠❛❀ ✐❤r ❆♥t❡✐❧ ❜❧✐❡❜
❢❛st ✉♥✈❡rä♥❞❡rt✳

✷✳ ❲❡s❡♥t❧✐❝❤ ❤✐♥③✉ ❣❡✇♦♥♥❡♥ ❤❛❜❡♥ ❞✐❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❞✐❡ ❆♥❛❧②s✐s ✭❡rst❡r❡ ✈❡r✲
✈✐❡r❢❛❝❤t ✐♥ ❡t✇❛ ✐❤r❡♥ ❆♥t❡✐❧✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❞✐❡ ③✇❡✐t❡ ❞❡♥ ✐❤r❡♥ ✈❡r❞♦♣♣❡❧t✮✳

✸✳ ❉✐❡ ●❡❜✐❡t❡ ●❡s❝❤✐❝❤t❡✴P❤✐❧♦s♦♣❤✐❡ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ s♦✇✐❡ ❩❛❤❧❡♥t❤❡♦r✐❡ ✈❡r✲
❧✐❡r❡♥ ❜❡✐❞❡ ❡r❤❡❜❧✐❝❤ ❛♥ ❇❡❞❡✉t✉♥❣✳

✼✽



✹ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥❞❡ ❇❡♠❡r❦✉♥❣❡♥

❆✉❢s❝❤❧✉ssr❡✐❝❤ ✐st ❡✐♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ❞❡♥ ✈♦♥ ❲❛❧t❡r P✉r❦❡rt ❡r♠✐tt❡❧t❡♥ ❆♥t❡✐❧❡♥ ❞❡r
❣❡♥❛♥♥t❡♥ ●❡❜✐❡t❡ ❢ür ❞✐❡ ❏❛❤r❡ ✶✽✻✾✴✼✵ ✉♥❞ ✶✽✾✵ ❛♥ ❞❡♥ ❘❡❢❡r❛t❡♥ ✐♠ ✒❏❛❤r❜✉❝❤
❢ür ❞✐❡ ❋♦rts❝❤r✐tt❡ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✑✱ ❞❛s ♠❛♥ ❛❧s ❡✐♥❡♥ ❤❛❧❜✇❡❣s r❡♣räs❡♥t❛t✐✈❡♥
❙♣✐❡❣❡❧✹ ❞❡r ❞❛♠❛❧✐❣❡♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ Pr♦❞✉❦t✐♦♥ ❛♥s❡❤❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉✐❡ ❩❛❤❧❡♥ ✈♦♥
❲✳ P✉r❦❡rt s✐♥❞ ✐♥ ❞❡r ♦❜✐❣❡♥ ❚❛❜❡❧❧❡ ❡✐♥❣❡❦❧❛♠♠❡rt ✇✐❡❞❡r❣❡❣❡❜❡♥✳ ▼❛♥ ❜❡♠❡r❦t✿

✶✳ ❉✐❡ ❆♥t❡✐❧❡ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ✉♥❞ ✐♠ ❏❛❤r❜✉❝❤ st✐♠♠❡♥ ③✐❡♠❧✐❝❤
❣❡♥❛✉ ü❜❡r❡✐♥✳

✷✳ ❙♦✇♦❤❧ ✐♠ ❏❛❤r❜✉❝❤ ❛❧s ❛✉❝❤ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ✇ä❝❤st ❞✐❡ ❆♥❛❧②s✐s st❛r❦ ❛♥✱ ✇♦❜❡✐
❞❡r ❩✉✇❛❝❤s ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤ ❞❡✉t❧✐❝❤❡r ❛✉s❢ä❧❧t✳

✸✳ ❲ä❤r❡♥❞ ❞✐❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ✐❤r❡♥ ❆♥t❡✐❧ ✈❡r✈✐❡r❢❛❝❤t✱ ♥✐♠♠t s✐❡ ✐♠
❏❛❤r❜✉❝❤ ❧❡✐❝❤t ❛❜✳ ❉✐❡ ❆♥t❡✐❧❡ ✐♥ ❞❡r ❞r✐tt❡♥ P❤❛s❡ ✉♥❞ ✈♦♥ ✶✽✾✵ ❞✐✛❡r✐❡r❡♥
❤✐❡r ❜❡trä❝❤t❧✐❝❤✳

✹✳ ●❡s❝❤✐❝❤t❡✴P❤✐❧♦s♦♣❤✐❡ ♥✐♠♠t ✐♠ ❏❛❤r❜✉❝❤ ✉♠ ✺✵✪ ③✉✱ ✇ä❤r❡♥❞ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦✲
t✐♦♥ ❡✐♥❡ ❞❡✉t❧✐❝❤ ❣❡❣❡♥t❡✐❧✐❣❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ③✉ ✈❡r③❡✐❝❤♥❡♥ ✐st✳ ❍✐❡r ❞✐✛❡r✐❡r❡♥
❞✐❡ ❩❛❤❧❡♥ ❞❡r ③✇❡✐t❡♥ P❤❛s❡ ✈♦♥ ❞❡♥ ❩❛❤❧❡♥ ✶✽✻✾✴✼✵ ❡r❤❡❜❧✐❝❤✳

✺✳ ❉✐❡ ❇❡❞❡✉t✉♥❣ ❞❡r ❩❛❤❧❡♥t❤❡♦r✐❡ ♥✐♠♠t s♦✇♦❤❧ ✐♠ ❏❛❤r❜✉❝❤ ❛❧s ❛✉❝❤ ✐♥ ❞❡r
❙❡❦t✐♦♥ ❛❜✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❆❜♥❛❤♠❡ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ stär❦❡r ❛✉s❢ä❧❧t✳

❆✉❢ ❡✐♥❡♥ ❦♥❛♣♣❡♥ ◆❡♥♥❡r ❣❡❜r❛❝❤t ❦❛♥♥ ♠❛♥ s♦♠✐t s❛❣❡♥✿ ❉✐❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✇❛r✱ ❣❡✲
♠❡ss❡♥ ❛♠ ❏❛❤r❜✉❝❤ ❛❧s ❙♣✐❡❣❡❧ ❢ür ❞✐❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ Pr♦❞✉❦t✐♦♥✱ ✐♥
❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ❞❡✉t❧✐❝❤ ü❜❡rr❡♣räs❡♥t✐❡rt✱ ✇ä❤r❡♥❞ ●❡s❝❤✐❝❤t❡✴P❤✐❧♦s♦♣❤✐❡ ❞❡r ▼❛t❤❡✲
♠❛t✐❦ ❡❤❡r ✉♥t❡r❜❡✇❡rt❡t ✇❛r✳ ❇❡❞❡♥❦t ♠❛♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✲ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❞✐❡
✐♥ ❞❡r ❞r✐tt❡♥ P❤❛s❡ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ s✐❝❤ ❛♥s❛t③✇❡✐s❡ ❡♥t❢❛❧t❡♥❞❡ ❛❜str❛❦t❡ ❆❧❣❡❜r❛ ✲
❞❛♠❛❧s ③✉ ❞❡♥ ♥❡✉❡♥✱ ❢♦rs❝❤✉♥❣s❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ ♥✉r ✇❡♥✐❣❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r♥ ③✉✲
❣ä♥❣❧✐❝❤❡♥ ●❡❜✐❡t❡♥ ③ä❤❧t❡✱ s♦ ❧✐❡❣t ❞❡r ❙❝❤❧✉ss ♥❛❤❡✱ ❞❛ss ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤
③✉r ❆❧❧❣❡♠❡✐♥♣r♦❞✉❦t✐♦♥ ❡✐♥ ❤ö❤❡r❡s ✉♥❞ ❛♥s♣r✉❝❤s✈♦❧❧❡r❡s ◆✐✈❡❛✉ ❡rr❡✐❝❤t ✇✉r❞❡✳
❉✐❡ ●❡♦♠❡tr✐❡ ❜❡✇❛❤rt❡ ✐♥ ❞❡r ❞r✐tt❡♥ P❤❛s❡ ✐❤r❡ ❡✐♥❞❡✉t✐❣❡ ❱♦r♠❛❝❤tst❡❧❧✉♥❣✱

❞✐❡s ③✉♠ ❚❡✐❧ ❞❡s❤❛❧❜✱ ✇❡✐❧ ✐❤r ✐♥ ●❡st❛❧t ❞❡r ❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡✐♥ ♥❡✉❡s ♣r♦❞✉❦t✐✈❡s ❚❡✐❧✲
❣❡❜✐❡t ❡r✇✉❝❤s✳ ❉✐❡ ❆♥❛❧②s✐s s❝❤❧♦ss ③✉r ●❡♦♠❡tr✐❡ ❛✉❢✱ ✐♠ ❲❡s❡♥t❧✐❝❤❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡
❩✉♥❛❤♠❡ ✐♥ ❞❡♥ ❇❡r❡✐❝❤❡♥ ❤ö❤❡r❡ ❚r❛♥s③❡♥❞❡♥t❡♥ ✉♥❞ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧✐♥✈❛r✐❛♥t❡♥✳ ❉❡r
❩✉✇❛❝❤s ❜❡✐ ❞❡r ❆❧❣❡❜r❛ ❣❡s❝❤❛❤ s♦✇♦❤❧ ✐♠ ●❡❜✐❡t ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣s❧❡❤r❡✱ ✇♦ ♥❡❜❡♥ ❞✐❡

✹❇❡✐ ❞✐❡s❡♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✉ss ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❞❛s ❏❛❤r❜✉❝❤ ♥✐❝❤t ♥✉r ❞❡✉ts❝❤❡
s♦♥❞❡r♥ ❛✉❝❤ ❛✉s❧ä♥❞✐s❝❤❡ P✉❜❧✐❦❛t✐♦♥❡♥ ✐♥ ❇❡tr❛❝❤t ③♦❣✳ ❙♦♠✐t ❞rü❝❦❡♥ ❞✐❡ ❛✉❢ ❞❛s ❏❛❤r❜✉❝❤
❜❡③♦❣❡♥❡♥ ❆♥❣❛❜❡♥ ❡❤❡r ❡✐♥❡♥ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡♥ ❚r❡♥❞ ❛✉s✳ ❊✐♥ ✇❡✐t❡r❡r ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ③✇✐s❝❤❡♥
❏❛❤r❜✉❝❤ ✉♥❞ ❙❡❦t✐♦♥ ❧✐❡❣t ❞❛r✐♥✱ ❞❛ss ❡rst❡r❡s ❣❡❞r✉❝❦t❡ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ♠❡✐st ❡✐♥❡r ❣❡✇✐ss❡♥ ◗✉❛✲
❧✐täts❦♦♥tr♦❧❧❡ ✉♥t❡r❧✐❡❣❡♥❞❡ ❆r❜❡✐t❡♥ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣❡✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❧❡t③t❡r❡ ♠❡❤r ♦❞❡r ♠✐♥❞❡r ❥❡❞❡r✲
♠❛♥♥ ❞✐❡ ●❡❧❡❣❡♥❤❡✐t ③✉ ❱♦rträ❣❡♥ ❜♦t✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s s❝❤❡✐♥❡♥ ❞✐❡ ❍ür❞❡♥✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡ ❆r❜❡✐t ❜✐s ③✉♠
❉r✉❝❦ ③✉ ü❜❡r✇✐♥❞❡♥ ❤❛tt❡✱ ✐♠ ❧❡t③t❡♥ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt ✐♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧ ♥✐❝❤t ❛❧❧③✉ ❤♦❝❤ ❣❡✇❡s❡♥ ③✉
s❡✐♥✱ ✇❡s❤❛❧❜ ❞❡r ❣❡♥❛♥♥t❡ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ✇♦❤❧ ❛❧s ♥✐❝❤t ❛❧❧③✉ ❣r❛✈✐❡r❡♥❞ ❛♥③✉s❡❤❡♥ ✐st✳
■♥t❡r❡ss❛♥t ✐st ❞❛rü❜❡r ❤✐♥❛✉s ❡✐♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✐♥ ❋r❛♥❦r❡✐❝❤✱ ❞✐❡ s❡✐♥❡r✲

③❡✐t ❞✉r❝❤ ❡✐♥✐❣❡ ❙♦♥❞❡r❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❡❤❡r ❛✉s ❞❡♠ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡♥ ❘❛❤♠❡♥ ❤❡r❛✉s✜❡❧✳ ❍✐❡r③✉
✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ♠❛♥ ●✐s♣❡rt ✶✾✾✶✳

✼✾



✹ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥❞❡ ❇❡♠❡r❦✉♥❣❡♥

tr❛❞✐t✐♦♥❡❧❧❡♥ ❋r❛❣❡♥ ❞✐❡ ❛❜str❛❦t❡ ●❧❛♦✐s✲❚❤❡♦r✐❡ tr❛t✱ ❛❧s ❛✉❝❤ ✐♥ ❞❡r ❧✐♥❡❛r❡♥ ❆❧❣❡✲
❜r❛ ✉♥❞ ✐♥ ❞❡r ●r✉♣♣❡♥✲✴❑ör♣❡rt❤❡♦r✐❡✳ ❆❧❧❡ ❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣❡♥ ❢❛♥❞❡♥ ❛❧❧❡r✲
❞✐♥❣s ✐♥ ❞❡r ●r✉♥❞❧❛❣❡♥❞❡❜❛tt❡✱ s♦✇❡✐t s✐❡ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ❛✉s❣❡tr❛❣❡♥ ✇✉r❞❡✱ ❦❡✐♥❡
❘❡s♦♥❛♥③✳ ❍✐❡r ❦❛♠❡♥ ♥✉r ❞✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣❡♥ ❛✉s ❞❡♠ ❇❡r❡✐❝❤ ●❡♦♠❡tr✐❡✴❚♦♣♦❧♦❣✐❡
③✉r ❙♣r❛❝❤❡✳ ❉✐❡ ❣r✉♥❞❧❛❣❡♥t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ❘❡✢❡①✐♦♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ✐♥ ❞❡r ❆♥❛❧②s✐s
✉♥❞ ✐♥ ❞❡r ❆❧❣❡❜r❛ ❜❧✐❡❜ ✇❡✐t❣❡❤❡♥❞ ❞❡♠ ✷✵✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt ✈♦r❜❡❤❛❧t❡♥✳ ■♥ ❞❡r ❞r✐t✲
t❡♥ P❤❛s❡✱ ✐♥ ❞❡r ✐♠♠❡r❤✐♥ ❞r❡✐ ❱✐❡rt❡❧ ❛❧❧❡r r❡✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❱♦rträ❣❡ ❣❡❤❛❧t❡♥
✇✉r❞❡♥✱ ❣❡st❛❧t❡t❡ s✐❝❤ ❞❛s ❆♥❣❡❜♦t ❛♥ ❇❡✐trä❣❡♥ ❛✉❝❤ ✐♥ ❞❡♠ ❙✐♥♥❡ ✈✐❡❧❢ä❧t✐❣❡r✱
❞❛ss ❤✐❡r ❡rst♠❛❧s ❘❡❢❡r❛t❡ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ■♥❤❛❧t ❣❡❤❛❧t❡♥ ✇✉r❞❡♥✱ ❞❡r s✐❝❤ ❦❛✉♠ ❞❡♥
❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ●❡❜✐❡t❡♥ ③✉♦r❞♥❡♥ ❧ässt✳
■♥s❣❡s❛♠t ❜❡♠❡r❦t ♠❛♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❙❡❦t✐♦♥ ❡✐♥❡rs❡✐ts ❡✐♥❡♥ r❡❝❤t tr❡✉❡♥ ❊✐♥❞r✉❝❦

✈♦♥ ❞❡r ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ③✇❡✐t❡♥ ❍ä❧❢t❡ ❞❡s ✈♦r❛♥❣❡❣❛♥✲
❣❡♥❡♥ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rts ✈❡r♠✐tt❡❧t✱ ❞❛ss s✐❡ ❛❜❡r ✐♥ ❡✐♥✐❣❡♥ ❝❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤❡♥ P✉♥❦t❡♥
❞♦❝❤ ✈♦♥ ❞❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ▲✐♥✐❡ ✐♥ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❛✉❢ ❢♦rt❣❡s❝❤r✐tt❡♥❡r❡ ✉♥❞ s♣❡③✐❡❧❧❡r❡
❋r❛❣❡st❡❧❧✉♥❣❡♥ ❛❜✇❡✐❝❤t✳ ❍✐❡r③✉ ♣❛sst ❛✉❝❤ ❣✉t ❞✐❡ ❚❛ts❛❝❤❡✱ ❞❛ss ✐♥ ❞❡r ❞r✐tt❡♥
P❤❛s❡ ❞✐❡ ❡❤❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥✈❡rstä♥❞❧✐❝❤❡♥ ❱♦rtr❛❣st❤❡♠❡♥ ❛✉s ❞❡♥ ❇❡r❡✐❝❤❡♥ P❤✐❧♦s♦✲
♣❤✐❡✴●❡s❝❤✐❝❤t❡ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉♠ ❏❛❤r❜✉❝❤ st❛r❦ ✉♥t❡rr❡♣räs❡♥t✐❡rt
s✐♥❞✳ ❘ü❝❦❜❧✐❝❦❡♥❞ ❡rs❝❤❡✐♥t ❡s ❞❛r✉♠ ♥✉r ❦♦♥s❡q✉❡♥t✱ ✇❡♥♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r
✐♥ ●❡st❛❧t ❞❡r ❉❡✉ts❝❤❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r✲❱❡r❡✐♥✐❣✉♥❣ ✐❤r ❡✐❣❡♥❡s ❋♦r✉♠ s❝❤✉❢❡♥✱ ✐♥
❞❡ss❡♥ ❘❛❤♠❡♥ ✇❡♥✐❣❡r ❘ü❝❦s✐❝❤t❡♥ ❛✉❢ ❡✐♥ ❜r❡✐t❡s ✬♥✐❝❤t✲♣r♦❢❡ss✐♦♥❡❧❧❡s✬ P✉❜❧✐❦✉♠
❣❡♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥ ♠✉sst❡✳ ❉✐❡s ✇❛r ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❞❡r ❙❝❤❧✉ssstr✐❝❤ ✉♥t❡r ❡✐♥❡ ❊♥t✇✐❝❦✲
❧✉♥❣✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ✐♥ ❞❡r ❙❡❦t✐♦♥ ü❜❡r ❏❛❤r③❡❤♥t❡ ❤✐♥✇❡❣ ✈♦❧❧③♦❣❡♥ ❤❛tt❡✳
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✹✳✶✵ Ü❜❡rs✐❝❤t ③✉r ❩✉♦r❞♥✉♥❣ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❱♦rträ❣❡ ③✉
❣röÿ❡r❡♥ ❙❛❝❤❣❡❜✐❡t❡♥

❱♦r❜❡♠❡r❦✉♥❣✿ ❉✐❡ ❩✉♦r❞♥✉♥❣ ❡✐♥❡s ❱♦rtr❛❣❡s ③✉ ❡✐♥❡♠ ❙❛❝❤❣❡❜✐❡t ✐st ♥✐❝❤t ✐♠♠❡r
❡✐♥❞❡✉t✐❣ ♠ö❣❧✐❝❤✿ ❙♦❧❧ ♠❛♥ P✳ ●♦r❞❛♥s ❆✉s❢ü❤r✉♥❣❡♥ ③✉ ❆✉✢ös✉♥❣ ✈♦♥ ●❧❡✐❝❤✉♥✲
❣❡♥ ❢ü♥❢t❡♥ ●r❛❞❡s ♠✐t ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡♥ ▼✐tt❡❧♥ ③✉r ❆❧❣❡❜r❛ ♦❞❡r ③✉r ❆♥❛❧②s✐s r❡❝❤♥❡♥❄
❲♦❤✐♥ ❣❡❤ört ❉✳ ❍✐❧❜❡rts ✢ä❝❤❡♥❢ü❧❧❡♥❞❡ ❑✉r✈❡♥❄ ■♥ s♦❧❝❤❡♥ ❋ä❧❧❡♥ ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ❋❡st❧❡✲
❣✉♥❣ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❙❝❤✇❡r♣✉♥❦t ❞❡s ❢r❛❣❧✐❝❤❡♥ ❇❡✐tr❛❣❡s ❣❡❧❡❣t✱ ✇❡s❤❛❧❜ ❍✐❧❜❡rts ❇❡✐tr❛❣
❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡ ✉♥❞ ●♦r❞❛♥s ❞❡r ❆❧❣❡❜r❛ ③✉❣❡r❡❝❤♥❡t ✇✉r❞❡✳ ❊s st❡❤t ❛✉ÿ❡r ❋r❛❣❡✱
❞❛ss ♠❛♥ ❤✐❡r ✈✐❡❧❡ ❊✐♥✇ä♥❞❡ ❡r❤❡❜❡♥ ❦❛♥♥✱ ✇❡s❤❛❧❜ ❞✐❡ ♥❛❝❤st❡❤❡♥❞❡ ▲✐st❡ ♥✉r ❛❧s
❆♥❤❛❧ts♣✉♥❦t ❣❡♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧t❡✳ ❉✐❡ ✈♦r❛♥❣❡st❡❧❧t❡ ❩❛❤❧ ❣✐❜t ❞✐❡ P❤❛s❡ ❛♥✱
❞❡r ❞❡r ❇❡✐tr❛❣ ③✉③✉♦r❞♥❡♥ ✐st✳

P❤✐❧♦s♦♣❤✐❡ ✉♥❞ ●❡s❝❤✐❝❤t❡ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦

✷ ❆r❣❡❧❛♥❞❡r ✶✽✺✼
✸ ❇r✐❧❧ ✶✽✼✼
✷ ❈❛♥t♦r ✶✽✺✼
✷ ❈❛♥t♦r ✶✽✺✽
✷ ❈❛♥t♦r ✶✽✻✹
✸ ❈❛♥t♦r ✶✽✼✾
✸ ❈❛♥t♦r ✶✽✽✾
✶ ❉r❡❝❤s❧❡r ✶✽✺✶
✶ ❋r✐s❝❤ ✶✽✹✺
✷ ❋r✐s❝❤ ✶✽✺✽
✸ ❋r✐s❝❤ ✶✽✻✶
✸ ●ü♥t❤❡r ✶✽✼✹
✸ ●ü♥t❤❡r ✶✽✼✹❛
✸ ●ü♥t❤❡r ✶✽✼✺
✸ ●ü♥t❤❡r ✶✽✼✼
✸ ●ü♥t❤❡r ✶✽✼✼❛

✸ ●ü♥t❤❡r ✶✽✽✼
✸ ❍♦♣♣❡ ✶✽✼✷
✸ ❍♦♣♣❡ ✶✽✼✺
✸ ❍♦♣♣❡ ✶✽✼✻
✸ ▼❛❤❧❡r ✶✽✽✷
✷ P❡t③✈❛❧ ✶✽✺✽
✷ ❘❡✉s❝❤❧❡ ✶✽✺✻
✸ ❙❝❤ü❧❡r ✶✽✼✼
✸ ❙♣✐t③❡r ✶✽✼✽
✸ ❙t♦❧③ ✶✽✽✸
✸ ❱♦❣t ✶✽✼✹
✸ ❲❡✐ss❡♥❜♦r♥ ✶✽✽✷
✷ ❲✐tt❡♥st❡✐♥ ✶✽✻✺
✸ ❲♦r♣✐t③❦② ✶✽✽✹
✶ ❩❡❝❤ ✶✽✹✹
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✹ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥❞❡ ❇❡♠❡r❦✉♥❣❡♥

●❡♦♠❡tr✐❡ ✉♥❞ ❚♦♣♦❧♦❣✐❡

✸ ❇r✐❧❧ ✶✽✻✼
✸ ❇✉r♠❡st❡r ✶✽✼✹
✷ ❈❧❡❜s❝❤ ✶✽✻✹
✸ ❈❧❡❜s❝❤ ✶✽✻✼
✸ ❈r❡♠♦♥❛ ✶✽✼✼
✸ ❉✉rè❣❡ ✶✽✼✷
✸ ❉✉rè❣❡ ✶✽✽✵
✸ ❉②❝❦ ✶✽✽✾
✷ ❊♥♥❡♣❡r ✶✽✻✶
✷ ❊♥♥❡♣❡r ✶✽✻✺
✷ ❊s❝❤❡r ✶✽✺✽
✸ ●♦r❞❛♥ ✶✽✻✼
✸ ●♦r❞❛♥ ✶✽✻✼❛
✸ ●♦r❞❛♥ ✶✽✻✼❜
✷ ●✉❣❧❡r ✶✽✺✻
✶ ❍❛♥s❡♥ ✶✽✺✶
✸ ❍❛✉❝❦ ✶✽✽✺
✸ ❍❡ss ✶✽✼✷
✸ ❍❡ss ✶✽✼✽
✸ ❍✐❧❜❡rt ✶✽✾✵
✸ ❍♦♣♣❡ ✶✽✼✸
✸ ❍♦♣♣❡ ✶✽✼✹
✸ ❍♦♣♣❡ ✶✽✼✽
✸ ❍♦♣♣❡ ✶✽✽✵
✸ ❍♦♣♣❡ ✶✽✽✸
✸ ❏ür❣❡♥s ✶✽✼✽
✸ ❑❧❡✐♥ ✶✽✼✼
✸ ▲✐❡ ✶✽✼✼
✸ ▲✐❡ ✶✽✽✻
✸ ▲✐st✐♥❣ ✶✽✻✼
✸ ▲✐st✐♥❣ ✶✽✼✽
✸ ▲✐st✐♥❣ ✶✽✼✽❛
✸ ▲✐st✐♥❣ ✶✽✼✽❜
✸ ▲ür♦t❤ ✶✽✼✽
✸ ▼❛❤❧❡r ✶✽✽✷
✸ ▼❡②❡r ✶✽✽✹
✸ ▼❡②❡r ✶✽✾✵

✸ ◆♦❡t❤❡r ✶✽✽✾
✷ P❧ü❝❦❡r ✶✽✻✹
✸ ❘❡✐t❧✐♥❣❡r ✶✽✼✺
✸ ❘❡②❡ ✶✽✼✸
✸ ❙❝❤❧❡❣❡❧ ✶✽✽✹
✷ ❙❝❤❧ö♠✐❧❝❤ ✶✽✻✷
✸ ❙❝❤❧ö♠✐❧❝❤ ✶✽✻✼
✸ ❙❝❤❧ö♠✐❧❝❤ ✶✽✼✷❜
✸ ❙❝❤❧ö♠✐❧❝❤ ✶✽✽✺
✸ ❙❝❤♦❡♥✢✐❡s ✶✽✽✾
✶ ❙❝❤♥ür❧❡✐♥ ✶✽✹✺
✸ ❙❝❤röt❡r ✶✽✻✽
✸ ❙❝❤röt❡r ✶✽✼✹
✸ ❙❝❤röt❡r ✶✽✼✹❛
✸ ❙❝❤röt❡r ✶✽✼✻
✸ ❙❝❤röt❡r ✶✽✼✾
✸ ❙❝❤röt❡r ✶✽✼✾❛
✸ ❙❝❤röt❡r ✶✽✼✾❜
✸ ❙❝❤✉❜❡rt ✶✽✼✻
✷ ❙❝❤üt③ ✶✽✻✼
✸ ❙✐♠♦♥② ✶✽✽✻
✸ ❙✐♠♦♥② ✶✽✽✼
✸ ❙✐♠♦♥② ✶✽✽✼❛
✸ ❙t♦❧③ ✶✽✻✾
✸ ❙t✉❞② ✶✽✾✵
✸ ❲❡❜❡r ✶✽✻✼
✷ ❲❡✐❡rstr❛ÿ ✶✽✻✶
✸ ❲✐❡♥❡r ✶✽✻✼
✸ ❲✐❡♥❡r ✶✽✻✽
✸ ❲✐❡♥❡r ✶✽✼✾
✸ ❲✐❡♥❡r ✶✽✽✸
✸ ❲✐❡♥❡r ✶✽✽✺
✶ ❲✐♥❦❧❡r ✈♦♥

❇rü❝❦❡♥❜r❛♥❞
✶✽✹✸

✷ ❩❡❝❤ ✶✽✺✽
✸ ❩❡❤❢✉ss ✶✽✻✼❛
✸ ❩❡❤❢✉ss ✶✽✻✼❜

✽✷



✹ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥❞❡ ❇❡♠❡r❦✉♥❣❡♥

❆❧❣❡❜r❛

✸ ❇❛❝❤♠❛♥♥ ✶✽✼✶
✶ ❇❡s❦✐❜❛ ✶✽✹✸
✸ ❍❡ss ✶✽✽✻
✸ ●♦r❞❛♥ ✶✽✼✼
✸ ●rä❢❡ ✶✽✼✾
✸ ●ü♥t❤❡r ✶✽✼✺
✸ ❍❡♥s❡❧ ✶✽✽✻
✸ ❏ür❣❡♥s ✶✽✼✾
✸ ❑❛✐s❡r ✶✽✽✼
✸ ▲✐♣s ✶✽✼✾
✷ ▲✉t❤❡r ✶✽✻✵
✸ ▼❛tt❤✐❡s❡♥ ✶✽✻✽
✸ ▼❡②❡r ✶✽✽✺
✸ ▼❡②❡r ✶✽✽✻
✸ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ✶✽✾✵

✷ ◆❡tt♦ ✶✽✾✵
✸ ❘♦s❛♥❡s ✶✽✼✹
✸ ❘✉❞✐♦ ✶✽✽✼
✸ ❙❝❤rö❞❡r ✶✽✼✾
✸ ❙❝❤✉♠❛❝❤❡r ✶✽✽✼
✸ ❙❝❤✉♠❛❝❤❡r ✶✽✽✼❛
✸ ❙❝❤üt③ ✶✽✻✼
✸ ❙t✐❝❦❡❧❜❡r❣❡r ✶✽✽✸
✸ ❙②❧✈❡st❡r ✶✽✽✻
✶ ❯❧❧❤❡rr ✶✽✹✺
✶ ❯♥❣❡r ✶✽✺✶
✸ ❲❡❜❡r ✶✽✽✷
✸ ❩❡❤❢✉ss ✶✽✻✼
✸ ❩❡❤❢✉ss ✶✽✻✾

❆♥❛❧②s✐s ✉♥❞ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥t❤❡♦r✐❡

✸ ❆✉❣✉st ✶✽✽✻
✸ ❇r❛✉♥♠ü❤❧ ✶✽✽✺
✸ ❇✉r❦❤❛r❞t ✶✽✽✻
✸ ❊♥♥❡♣❡r ✶✽✼✺
✸ ❋r❛♥③ ✶✽✽✵
✸ ●r✉❡♥❡✇❛❧❞ ✶✽✻✽
✸ ●ü♥t❤❡r ✶✽✽✶
✶ ❍✉t❤❡r ✶✽✹✾
✸ ❑✐❡♣❡rt ✶✽✽✶
✸ ❑✐❡♣❡rt ✶✽✽✸
✸ ❑❧❡✐♥ ✶✽✼✼
✸ ❑❧❡✐♥ ✶✽✾✵
✸ ❑ö♥✐❣s❜❡r❣❡r ✶✽✽✺
✸ ❑ö♥✐❣s❜❡r❣❡r ✶✽✽✾
✸ ❑r♦♥❡❝❦❡r ✶✽✽✻
✸ ❑r❛✉s❡ ✶✽✽✾
✸ ▲✐♥❞❡♠❛♥♥ ✶✽✼✼
✸ ▼❡②❡r ✶✽✽✺
✸ ▼✐♥❞✐♥❣ ✶✽✼✶
✶ ❖❤♠ ✶✽✹✺
✸ P♦❝❤❤❛♠♠❡r ✶✽✼✷
✸ Pr✐♥❣s❤❡✐♠ ✶✽✽✾
✸ ❘❡❝❤t ✶✽✻✾

✸ ❘❡✉s❝❤❧❡ ✶✽✽✾
✸ ❘✉♥❣❡ ✶✽✽✻
✸ ❙❝❤❛♣✐r❛ ✶✽✼✾
✸ ❙❝❤❛♣✐r❛ ✶✽✽✶
✸ ❙❝❤❛♣✐r❛ ✶✽✽✷
✸ ❙❝❤❛♣✐r❛ ✶✽✽✹
✶ ❙❝❤❧ö♠✐❧❝❤ ✶✽✺✶
✸ ❙❝❤❧ö♠✐❧❝❤ ✶✽✼✷
✸ ❙❝❤❧ö♠✐❧❝❤ ✶✽✼✷❛
✸ ❙❝❤rö❞❡r ✶✽✽✻
✸ ❙❝❤rö❞❡r ✶✽✾✵
✷ ❙❝❤röt❡r ✶✽✻✵
✸ ❙♣✐t③❡r ✶✽✼✺
✸ ❙♣✐t③❡r ✶✽✼✻
✸ ❙♣✐t③❡r ✶✽✼✼
✸ ❙t✐❝❦❡❧❜❡r❣❡r ✶✽✽✸
✸ ❚❤♦♠❡ ✶✽✼✸
✸ ❲❡❜❡r ✶✽✻✼
✸ ❲❡❜❡r ✶✽✽✺
✶ ❲❡✐❧❡r ✶✽✺✶
✷ ❲✐♥❦❧❡r ✶✽✺✻
✸ ❩♠✉r❦♦ ✶✽✼✺
✸ ❩♠✉r❦♦ ✶✽✽✶

✽✸



✹ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥❞❡ ❇❡♠❡r❦✉♥❣❡♥

❩❛❤❧❡♥t❤❡♦r✐❡

✸ ❈❛♥t♦r ✶✽✾✵
✸ ▲✐♣s❝❤✐t③ ✶✽✽✸
✸ ▲✐♣s❝❤✐t③ ✶✽✽✻
✸ ▼❛tt❤✐❡s❡♥ ✶✽✻✽
✷ Pr✐♥③ ✶✽✺✻
✷ ❘❡✉s❝❤❧❡ ✶✽✺✻

✷ ❘❡✉s❝❤❧❡ ✶✽✻✹
✶ ❙❝❤❡r❦ ✶✽✹✻
✶ ❙❝❤❡r❦ ✶✽✹✻❛
✸ ❙❝❤rö❞❡r ✶✽✾✵
✶ ❙t❡r♥ ✶✽✺✹

■♥✈❛r✐❛♥t❡♥t❤❡♦r✐❡

✷ ❆r♥❤♦❧❞ ✶✽✻✵
✸ ❈❧❡❜s❝❤ ✶✽✻✼❛
✸ ●♦r❞❛♥ ✶✽✾✵

✸ ❑✐❡♣❡rt ✶✽✽✻
✸ P❛♣♣❡r✐t③ ✶✽✽✼

✽✹



▲✐t❡r❛t✉r✈❡r③❡✐❝❤♥✐s

❆♠♣èr❡✱ ❆♥❞ré ▼❛r✐❡ ✭✶✽✸✻✮✳ ✏❙✉r ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ q✉❛tr✐❡♠❡ ❞❡❣ré✑✳ ■♥✿
❈♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡t ♣❤②s✐q✉❡ ♣❛r ◗✉❡t❡❧❡t✱ ✾ ✭✶✽✹✼✮ ✭❞❡✉ts❝❤❡ Ü❜❡rs❡t✲
③✉♥❣ ✐♥✿ ❆r❝❤✐✈ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✉♥❞ P❤②s✐❦✱ ✶✭✶✻✮ ✭✶✽✹✶✮✮✳

❇❡❦❡♠❡②❡r✱ ❇❡r♥❞ ✭✶✾✽✼✮✳ ▼❛rt✐♥ ❖❤♠ ✭✶✼✾✷ ✲ ✶✽✼✷✮✿ ❯♥✐✈❡rs✐tä✐ts✲ ✉♥❞ ❙❝❤✉❧♠❛t❤❡✲
♠❛t✐❦ ✐♥ ❞❡r ♥❡✉❤✉♠❛♥✐st✐s❝❤❡♥ ❇✐❧❞✉♥❣sr❡❢♦r♠✳ ●ött✐♥❣❡♥✿ ❱❛♥❞❡♥❤♦❡❝❦ ✫ ❘✉♣r❡❝❤t✳

❇✐❡r♠❛♥♥✱ ❑✉rt ❘❛✐♠✉♥❞ ✭✶✾✽✽✮✳ ❉✐❡ ❇❡r❧✐♥❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✉♥❞ ✐❤r❡ ❉♦③❡♥t❡♥ ❛♥ ❞❡r
❇❡r❧✐♥❡r ❯♥✐✈❡rs✐tät ✶✽✶✵ ✲ ✶✾✸✸✳ ❇❡r❧✐♥ ❬❉❉❘❪✿ ❆❦❛❞❡♠✐❡✲❱❡r❧❛❣✳

❇r❛✉♥♠ü❤❧✱ ❆♥t♦♥ ✈♦♥ ✭✶✾✵✸✮✳ ❱♦r❧❡s✉♥❣❡♥ ü❜❡r ●❡s❝❤✐❝❤t❡ ❞❡r ❚r✐❣♦♥♦♠❡tr✐❡✿ ❇❛♥❞
✷✳ ▲❡✐♣③✐❣✿ ❚❡✉❜♥❡r✳

❇♦tt❛③✐♥✐✱ ❯♠❜❡rt♦ ✭✶✾✽✻✮✳ ❚❤❡ ❍✐❣❤❡r ❈❛❧❝✉❧✉s✿ ❆ ❍✐st♦r② ♦❢ ❘❡❛❧ ❛♥❞ ❈♦♠♣❧❡① ❆♥❛❧✲
②s✐s ❢r♦♠ ❊✉❧❡r t♦ ❲❡✐❡rstr❛ss✳ ◆❡✇ ❨♦r❦ ✉✳❛✳✿ ❙♣r✐♥❣❡r✳

❇r♦✉✇❡r✱ ▲✉✐t③❡♥ ❊❣❜❡rt✉s ❏❛♥ ✭✶✾✼✻✮✳ ❈♦❧❧❡❝t❡❞ ❲♦r❦s✿ ❇❛♥❞ ✷✳ ❍❛♥s ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧
✭❍rs❣✳✮✳ ❆♠st❡r❞❛♠ ✉✳❛✳✿ ◆♦rt❤ ❍♦❧❧❛♥❞✳

❇rü❝❦♥❡r✱ ▼❛① ✭✶✾✵✵✮✳ ❱✐❡❧❡❝❦❡ ✉♥❞ ❱✐❡❧✢❛❝❤❡✳ ▲❡✐♣③✐❣✿ ❚❡✉❜♥❡r✳

❈❛♥t♦r✱ ▼♦r✐t③ ✭✶✾✵✶✮✳ ✏◆❛❝❤r✉❢ ❛✉❢ ❖s❦❛r ❙❝❤❧ö♠✐❧❝❤✑✳ ■♥✿ ❇✐❜❧✐♦t❤❡❝❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛ ✸✳
❋♦❧❣❡ ✷✱ ✷✻✵✲✷✽✶✳

❈❛✉❝❤②✱ ❆✉❣✉st✐♥ ▲♦✉✐s ✭✶✽✷✸✮✳ ✏❘és✉♠é❡ ❞❡s ❧é❭❝④❝⑥♦♥s ❞♦♥♥é❡s à ❧❵➱❝♦❧❡ ❘♦②❛❧❡ P♦❧②✲
t❡❝❤♥✐q✉❡ s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧✑ ■♥✿ ❆✳ ▲✳ ❈❛✉❝❤② ✭❍rs❣✳✮✱ ❖❡✉✈r❡s ❝♦♠♣❧❡t❡s ✷❡

sér✐❡ ✹✱ ✺✲✷✻✷✳

❈❤❛❜❡rt✱ ❏❡❛♥✲▲✉❝ ✭✶✾✾✵✮✳ ✏❯♥ ❞❡♠✐✲s✐❡❝❧❡ ❞❡ ❢r❛❝t❛❧❡s✿ ✶✽✼✵ ✲ ✶✾✷✵✑✳ ■♥✿ ❍✐st♦r✐❛ ▼❛t❤✲
❡♠❛t✐❝❛ ✶✼✱ ✸✸✾✲✸✻✸✳

❈❤❛♥❞❧❡r✱ ❇r✉❝❡ ✫ ▼❛❣♥✉s✱ ❲✐❧❤❡❧♠ ✭✶✾✽✷✮✳ ❚❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❝❛❧ ❣r♦✉♣ t❤❡♦r②✿
❆ ❝❛s❡ st✉❞② ✐♥ t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ ✐❞❡❛s✳ ◆❡✇ ❨♦r❦ ✲ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣ ✲ ❇❡r❧✐♥✿ ❙♣r✐♥❣❡r✳

❈♦♥♥❡s✱ ❆❧❛✐♥ ✭✶✾✾✷✮✳ ✏❙✉r ❧❡ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐té ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✑✳ ■♥✿ ❊❧❡♠❡♥t❡ ❞❡r

✽✺



▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✹✼✱ ✶✾✲✷✻✳

❉❛✉❜❡♥✱ ❏♦s❡♣❤ ❲✳ ✭✶✾✼✺✮✳ ✏❚❤❡ ■♥✈❛r✐♥❛❝❡ ♦❢ ❉✐♠❡♥s✐♦♥✿ Pr♦❜❧❡♠s ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② ❉❡✈❡❧✲
♦♣♠❡♥t ♦❢ ❙❡t ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❚♦♣♦❧♦❣②✑✳ ■♥✿ ❍✐st♦r✐❛ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛ ✷✱ ✷✼✸✲✷✽✽✳

❉❡❤♥✱ ▼❛① ✫ ❍❡❡❣❛r❞✱ P❛✉❧ ✭✶✾✵✼✮✳ ✏❆♥❛❧②s✐s s✐t✉s✑✳ ■♥✿ ❊♥③②❦❧♦♣ä❞✐❡ ❞❡r ♠❛t❤❡♠❛✲
t✐s❝❤❡♥ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ♠✐t ❊✐♥s❝❤❧✉ÿ ✐❤r❡r ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥✳ ❉r✐tt❡r ❇❛♥❞✿ ●❡♦♠❡tr✐❡✳
❘❡❞✐❣✐❡rt ✈♦♥ ❲✳ ❋✳ ▼❡②❡r ✉♥❞ ▼✳ ▼♦❤♥♥❛♥♥✳ ❊rst❡r ❚❡✐❧✳ ❊rst❡ ❍ä❧❢t❡✳ ✭▲❡✐♣③✐❣✱
✶✾✵✼ ✲ ✶✾✶✵✮✱ ✶✺✸ ✲ ✷✷✵✳

❉✐❡✉❞♦♥♥é✱ ❏❡❛♥ ✭✶✾✼✹✮✳ ❈♦✉rs ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳ ❇❛♥❞ ✶✿ ❆♣❡rç✉ ❤✐st♦r✐q✉❡ s✉r
❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳ P❛r✐s✿ P❯❋✳

❉✐❡✉❞♦♥♥é✱ ❏❡❛♥ ✭❍rs❣✳✮ ✭✶✾✽✹✮✳ ●❡s❝❤✐❝❤t❡ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✳ ✶✼✵✵ ✲ ✶✾✵✵✳ ❇r❛✉♥✲
s❝❤✇❡✐❣ ✲ ❲✐❡s❜❛❞❡♥✿ ❱✐❡✇❡❣✳

❉✐❡✉❞♦♥♥é✱ ❏❡❛♥ ✭✶✾✽✾✮✳ ❆ ❍✐st♦r② ♦❢ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❛♥❞ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❚♦♣♦❧♦❣② ✶✾✵✵ ✲ ✶✾✻✵✳
❇♦st♦♥ ✲ ❇❛s❡❧✿ ❙♣r✐♥❣❡r✳

❉✉ ❇♦✐s ✲ ❘❡②♠♦♥❞✱ P❛✉❧ ✭✶✽✼✼✮✳ ✏❯❡❜❡r ❞✐❡ P❛r❛❞♦①✐❡♥ ❞❡s ■♥✜♥✐tär❝❛❧❝ü❧s✑✳ ■♥✿ ▼❛t❤✲
❡♠❛t✐s❝❤❡ ❆♥♥❛❧❡♥ ✶✶✱ ✶✹✾✲✶✻✼✳

❉✉❜✉❝s✱ ❏❡❛♥✲P❛✉❧ ✭✶✾✽✽✮✳ ✏▲✳ ❊✳ ❏✳ ❇r♦✉✇❡r✿ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡t ❝♦♥str✉❝t✐✈✐s♠❡✑✳ ■♥✿ ❘❡✈✉❡
❞✬❤✐st♦✐r❡ ❞❡s s❝✐❡♥❝❡s ✹✶✱ ✶✸✸ ✲ ✶✺✺✳

❊✐s❡♥❧♦❤r✱ ❆✉❣✉st ✭✶✽✼✼✮✳ ❊✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡s ❍❛♥❞❜✉❝❤ ❞❡r ❆❧t❡♥ ❆❣②♣t❡r ✭P❛♣②r✉s
❘❤✐♥❞ ❞❡s ❇r✐t✐s❤ ▼✉s❡✉♠✮ ✐✐❜❡rs❡t③t ✉♥❞ ❡r❦❧ärt✳ ▲❡✐♣③✐❣✿ ❚❡✉❜♥❡r✳

❊♥♥❡♣❡r✱ ❆✳ ✭✶✽✻✹✮✳ ✏❆♥❛❧②t✐s❝❤✲❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥✑✳ ■♥✿ ❩❡✐ts❝❤r✐❢t ✜✐r
▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✉♥❞ P❤②s✐❦ ✷✱ ✾✻✲✶✷✺✳

❊♣♣❧❡✱ ▼♦r✐t③ ✭✶✾✾✾✮✳ ❉✐❡ ❊♥tst❡❤✉♥❣ ❞❡r ❑♥♦t❡♥t❤❡♦r✐❡✳ ❇r❛✉♥s❝❤✇❡✐❣✴❲✐❡s❜❛❞❡♥✿
❱✐❡✇❡❣✳

❊r❞♠❛♥♥✱ ❇❡♥♥♦ ✭✶✽✼✼✮✳ ❉✐❡ ❆①✐♦♠❡ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡✳ ▲❡✐♣③✐❣✿ ❱♦ss✳

❊②t❡❧✇❡✐♥✱ ❏♦❤❛♥♥ ❆✉❣✉st ✭✶✽✷✹✮✳ ●r✉♥❞❧❡❤r❡♥ ❞❡r ❤ö❤❡r❡♥ ❆♥❛❧②s✐s✳ ✷ ❇ä♥❞❡✳ ❇❡r❧✐♥✿
❘❡✐♠❡r✳

❋❡❞❡r✐❝♦✱ P❛sq✉❛❧❡ ❏♦s❡♣❤ ✭✶✾✽✷✮✳ ❉❡s❝❛rt❡s ♦♥ P♦❧②❤❡❞r❛✳ ◆❡✇ ❨♦r❦✴❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✴❇❡r❧✐♥✿
❙♣r✐♥❣❡r✳

❋✐s❤❡r✱ ❈✳ ❙✳ ✭✶✾✻✼✮✳ ✏❚❤❡ ❧❛st ✐♥✈❛r✐❛♥t t❤❡♦r✐sts✑✳ ■♥✿ ❆r❝❤✐✈❡s ❡✉r♦♣é❡♥♥❡s ❞❡ s♦❝✐♦❧♦✲
❣✐❡ ✽✱ ✷✶✻✲✷✹✹✳

✽✻



❋r❡✐✱ ●ü♥t❡r ✭✶✾✽✾✮✳ ✏❍❡✐♥r✐❝❤ ❲❡❜❡r ❛♥❞ t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❝❧❛ss ✜❡❧❞ t❤❡♦r②✑✳ ■♥✿ ❉❛✈✐❞
❘♦✇❡ ✫ ❏♦❤♥ ▼❝❈❧❡❛r② ✭❍rs❣✳✮✿ ❚❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ ♠♦❞❡r♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❇❛♥❞ ✶✿ ■❞❡❛s
❛♥❞ t❤❡✐r ❘❡❝❡♣t✐♦♥✱ ✹✷✺✲✹✺✵✳ ❙❛♥ ❉✐❡❣♦✿ ❆❝❛❞❡♠✐❝ Pr❡ss✳

❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧✱ ❍❛♥s ✭✶✾✻✶✮✳ ✏■♠ ❯♠❦r❡✐s ❞❡s s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❘❛✉♠♣r♦❜❧❡♠s✑✳ ■♥✿ ❨♦s❤✉❛
❇❛r✲❍✐❧❧❡❧ ❡t ❛❧✳ ✭❍rs❣✳✮✿ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✸✷✷✲✸✷✼✳ ❆♠❡rst❡r❞❛♠✿ ◆♦rt❤
❍♦❧❧❛♥❞✳

❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧✱ ❍❛♥s ✭✶✾✻✶❛✮✳ ✏❉✐❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡ ✉♠ ❞✐❡ ❲❡♥❞❡ ❞❡s ✶✾✳
❏❛❤r❤✉♥❞❡rts✑✳ ■♥✿ ▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤✲♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❙❡♠❡st❡r❜❡r✐❝❤t❡ ✼✱ ✷✲✷✺✳

❋r✐❡❞❡❧♠❡②❡r✱ ❏❡❛♥✲P✐❡rr❡ ✫ ❋✉❝❤s✱ ❆✐♠é ✭✶✾✽✾✮✳ ✏▲✬❛❝t✐✈✐té ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ à ❙tr❛s❜♦✉r❣
❡t ❡♥ ❆❧s❛❝❡ ❞❡ ✶✺✸✽ à ♥♦s ❥♦✉rs✑✳ ■♥✿ ▲❡s s❝✐❡♥❝❡s ❡♥ ❆❧s❛❝❡s✱ ✸✸✲✹✼✳ ❙tr❛s❜♦✉r❣✿
❖❜❡r❧✐♥✳

❋r✐❡❞❡❧♠❡②❡r✱ ❏❡❛♥✲P✐❡rr❡ ✫ ❱♦❧❦❡rt✱ ❑❧❛✉s ✭✶✾✾✷✮✳ ✏◗✉❡❧❧❡ ré❛❧✐té ♣♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡s❄✑
■♥✿ ▲❡ ❧✐✈r❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✐♠ ❉r✉❝❦✮✳

●❡②❡r✱ ❲✉❧❢✲❉✐❡t❡r ✭✶✾✽✶✮✳ ✏❉✐❡ ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❡✐♥❡r ❱❡rä♥❞❡r✲
❧✐❝❤❡♥ ❜❡✐ ❉❡❞❡❦✐♥❞ ✉♥❞ ❲❡❜❡r✑✳ ■♥✿ ❲✐♥❢r✐❡❞ ❙❝❤❛r❧❛♥ ✭❍rs❣✳✮✿ ❘✐❝❤❛r❞ ❉❡❞❡❦✐♥❞
✶✽✸✶ ✲ ✶✾✸✶✳ ❇r❛✉♥s❝❤✇❡✐❣✴❲✐❡s❜❛❞❡♥✿ ❱✐❡✇❡❣✳

●✐s♣❡rt✱ ❍❡❧❡♥❡ ✭✶✾✾✶✮✳ ✏▲❛ ❋r❛♥❝❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✿ ▲❛ ❙♦❝✐été ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❋r❛♥❝❡
✭✶✽✼✷ ✲ ✶✾✶✹✮✑✳ ■♥✿ ❈❛❤✐❡rs ❞✬❤✐st♦✐r❡ ❡t ❞❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❡ ❞❡s s❝✐❡♥❝❡s ✸✹✱ ✼✲✶✽✵✳

❍❛♥❦❡❧✱ ❍❡r♠❛♥♥ ✭✶✽✻✼✮✳ ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r ❝♦♠♣❧❡①❡♥ ❩❛❤❧❡♥s②st❡♠❡✳ ▲❡✐♣③✐❣✿ ❚❡✉❜♥❡r✳

❍❛r❞②✱ ●♦❞❢r❡② ❍❛r♦❧❞ ✭✶✾✶✵✮✳ ❖r❞❡rs ♦❢ ■♥✜♥✐t②✿ ❚❤❡ ✬✐♥✜♥✐tär❝❛❧❝ü❧✬ ♦❢ P❛✉❧ ❞✉ ❇♦✐s✲
❘❡②♠♦♥❞✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✿ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳

❍❡✐♥③♠❛♥♥✱ ●❡r❤❛r❞ ✭✶✾✽✾✮✳ ❩✇✐s❝❤❡♥ ❖❜❥❡❦t❦♦♥str✉❦t✐♦♥ ✉♥❞ ❙tr✉❦t✉r❛♥❛❧②s❡✿ Ü❜❡r✲
❧❡❣✉♥❣❡♥ ③✉r P❤✐❧♦s♦♣❤✐❡ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✈♦♥ ❏✉❧❡s ❍❡♥r✐ P♦✐♥❝❛ré ✉♥❞ ❈❤❛r❧❡s ❙❛♥❞❡rs
P❡✐r❝❡✳ ❍❛❜✐❧✐t❛t✐♦♥ss❝❤r✐❢t ❙❛❛r❜rü❝❦❡♥✳

❍❡❧♠❤♦❧t③✱ ❍❡r♠❛♥♥ ✭✶✽✻✽✮✳ ✏❯❡❜❡r ❞✐❡ ❚❤❛ts❛❝❤❡♥✱ ❞✐❡ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡ ③✉♠ ●r✉♥❞❡
❧✐❡❣❡♥✑✳ ■♥✿ ◆❛❝❤r✐❝❤t❡♥ ✈♦♥ ❞❡r ❑ö♥✐❣❧✐❝❤❡♥ ●❡s❡❧❧s❝❤❛❢t ❞❡r ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ③✉ ●♦t✲
t✐♥❣❡♥✱ ✶✾✸✲✷✷✷✳ ❆✉❝❤ ✐♥✿ ❍✳ ✈♦♥ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ✭✶✾✻✽✮✳ Ü❜❡r ●❡♦♠❡tr✐❡✱ ✸✷✲✻✵✳ ❉❛r♠✲
st❛❞t✿ ❲✐ss❡♥s❝❤❛t❧✐❝❤❡ ❇✉❝❤❣❡s❡❧❧s❝❤❛❢t✳

❍❡❧♠❤♦❧t③✱ ❍❡r♠❛♥♥ ✭✶✽✼✵✮✳ ✏❯❡❜❡r ❞❡♥ ❯rs♣r✉♥❣ ✉♥❞ ❞✐❡ ❇❡❞❡✉t✉♥❣ ❞❡r ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥
❆①✐♦♠❡✑✳ ■♥✿ ❍✳ ✈♦♥ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ✭✶✾✻✽✮✿ Ü❜❡r ●❡♦♠❡tr✐❡✱ ✶✲✸✶✳ ❉❛r♠st❛❞t✿ ❲✐s✲
s❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡ ❇✉❝❤❣❡s❡❧❧s❝❤❛❢t✳

✽✼



❍❡r♠✐t❡✱ ❈❤❛r❧❡s ✭✶✾✶✻✮✳ ✏❇r✐❡❢❡ ✈♦♥ ❈❤✳ ❍❡r♠✐t❡ ❛♥ P✳ ❞✉ ❇♦✐s✲❘❡②♠♦♥❞ ❛✉s ❞❡♥
❏❛❤r❡♥ ✶✽✼✺ ✲ ✶✽✽✽✑✳ ■♥✿ ❆r❝❤✐✈ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✉♥❞ P❤②s✐❦✱ ✸✭✷✹✮✱ ✶✾✸✲✷✶✵✳

■❢r❛❤✱ ●❡♦r❣❡s ✭✶✾✽✾✮✳ ❯♥✐✈❡rs❛❧❣❡s❝❤✐❝❤t❡ ❞❡r ❩❛❤❧✳ ❋r❛♥❦❢✉rt ❛✳▼✳✿ ❈❛♠♣✉s✳

❏❛✛❡✱ ▲✳ ✭✶✾✸✾✮✳ ❘❛❜❜✐ ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥✿ t❤❡ ❧✐❢❡ ♦❢ ❍❡r♠❛♥♥ ❙❝❤❛♣✐r❛✳ ❏❡r✉s❛❧❡♠✿
❱❡r❧❛❣ ✉♥❜❡❦❛♥♥t✳

❏❛❤♥❦❡✱ ◆✐❡❧s ❍✳ ✭✶✾✾✵✮✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✉♥❞ ❇✐❧❞✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ❍✉♠❜♦❧❞ts❝❤❡♥ ❘❡❢♦r♠✳ ●öt✲
t✐♥❣❡♥✿ ❱❛♥❞❡♥❤♦❝❦ ✫ ❘✉♣r❡❝❤t✳

❏❛❤♥❦❡✱ ◆✐❡❧s ❍✳ ✭✶✾✾✵✮✳ ✏❉✐❡ ❆❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡ ❆♥❛❧②s✐s ✐♠ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✉♥t❡rr✐❝❤t ❞❡s ✶✾✳
❏❛❤r❤✉♥❞❡rts✑✳ ■♥✿ ❉❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✉♥t❡rr✐❝❤t ✸✻✱ ✻✶✲✼✹✳

❏♦s♣❡❤✱ ●❡♦r❣❡ ●❤❡✈❡r❣❤❡s❡ ✭✶✾✾✶✮✳ ❚❤❡ ❈r❡st ♦❢ t❤❡ P❡❛❝♦❝❦✳ ▲♦♥❞♦♥✴◆❡✇ ❨♦r❦✿ P❡♥✲
❣✉✐♥✳

❏♦❤♥s♦♥✱ ❉✳ ▼✳ ✭✶✾✼✾✮✳ ✏❚❤❡ Pr♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ■♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ●r♦t❤ ♦❢
▼♦❞❡r♥ ❚♦♣♦❧♦❣②✑✳ ■♥✿ ❆r❝❤✐✈❡ ❢♦r ❍✐st♦r② ♦❢ ❊①❛❝t ❙✐❡♥❝❡s ✷✵✱ ✾✼✲✶✽✽✳

❏♦❤♥s♦♥ ❉✳ ▼✳ ✭✶✾✽✶✮✳ ✏❚❤❡ Pr♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ■♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ●r♦t❤ ♦❢
▼♦❞❡r♥ ❚♦♣♦❧♦❣② ■■✑✳ ■♥✿ ❆r❝❤✐✈❡ ❢♦r ❍✐st♦r② ♦❢ ❊①❛❝t ❙❝✐❡♥❝❡s ✷✺✱ ✽✺✲✷✻✼✳

❑❧❡✐♥✱ ❆❞♦❧❢ ✭✶✾✾✵✮✳ ❘✐♥❣❡♥ ✉♠ ❞✐❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤✲♥❛t✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡ ❇✐❧❞✉♥❣✳ ❇♦♥♥✿
❉ü♠♠❧❡r✳

❑❧❡✐♥✱ ❋❡❧✐① ✭✶✾✼✵✮✳ ❱♦r❧❡s✉♥❣❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✐♠ ✶✾✳ ❏❛❤r❤✉♥✲
❞❡rt✳ ◆❛❝❤❞r✉❝❦ ❞❡r ❆✉s❣❛❜❡♥ ❇❡r❧✐♥✱ ✶✾✷✻ ✭❚❡✐❧ ■✮ ✉♥❞ ❇❡r❧✐♥✱ ✶✾✷✼ ✭❚❡✐❧ ❧■✮✳ ❇❡r❧✐♥✴❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✴◆❡✇
❨♦r❦✿ ❙♣r✐♥❣❡r✳

❑♦❝❤✱ ❍❡❧❣❛ ✭✶✾✾✵✮✳ ✏❖s❦❛r ❳❛✈❡r ❙❝❤❧ö♠✐❧❝❤ ✲ ❡✐♥ ❋ör❞❡r❡r ❞❡s ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❯♥t❡r✲
r✐❝❤ts ❢ür ❚❡❝❤♥✐❦❡r ✉♥❞ ■♥❣❡♥✐❡✉r❡✑✳ ■♥✿ ❙❝❤r✐❢t❡♥r❡✐❤❡ ❢✉r ●❡s❝❤✐❝❤t❡ ❞❡r ◆❛t✉r✇✐s✲
s❡♥s❝❤❛❢t❡♥✱ ❚❡❝❤♥✐❦ ✉♥❞ ▼❡❞✐③✐♥ ✷✼✱ ✶✲✶✵✳

❑♦❡❤❧❡r✱ ❈❛r❧ ✭✶✽✾✾✮✳ ✏❍❡r♠❛♥♥ ❙❝❤❛♣✐r❛✑✳ ■♥✿ ❏❛❤r❡s❜❡r✐❝❤t ❞❡r ❉❡✉ts❝❤❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r✲
❱❡r❡✐♥✐❣✉♥❣ ✷✱ ✻✶✲✻✻✳

❑r❛✉s❡✱ ▼❛rt✐♥ ✭✶✽✾✼✮✳ ✏●✉st❛✈ ❋❡r❞✐♥❛♥❞ ▼❡❤❧❡r ✰✑✳ ■♥✿ ▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❆♥♥❛❧❡♥ ✹✽✱
✻✵✸✲✻✵✻✳

❑r❛✉s❡✱ ▼❛rt✐♥ ✭✶✾✵✽✮✳ ✏❊♥♥♦ ❏ür❣❡♥s✑✳ ■♥✿ ❏❛❤r❡s❜❡r✐❝❤t ❞❡r ❉❡✉ts❝❤❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r✲
❱❡r❡✐♥✐❣✉♥❣ ✶✼✱ ✶✻✸✲✶✼✵✳
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❑r❛③❡r✱ ❆❞♦❧❢ ✭✶✾✵✸✮✳ ▲❡❤r❜✉❝❤ ❞❡r ❚❤❡t❛❢✉♥❦t✐♦♥❡♥✳ ▲❡✐♣③✐❣✿ ❚❡✉❜♥❡r✳

▲❛❦❛t♦s✱ ■♠r❡ ✭✶✾✼✻✮✳ Pr♦♦❢s ❛♥❞ ❘❡❢✉t❛t✐♦♥s✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ✉✳❛✳✿ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t②
Pr❡ss✳

▲❛♠♣❡✱ ❊♠✐❧ ✭✶✾✵✵✮✳ ✏❘❡✐♥❤♦❧❞ ❍♦♣♣❡✑✳ ■♥✿ ❏❛❤r❡s❜❡r✐❝❤t ❞❡r ❉❡✉ts❝❤❡♥ ▼❛t❤❡♠❛❧✐❦❡r✲
❱❡r❡✐♥✐❣✉♥❣ ✶✵✱ ✸✸✲✺✽✳

▲❛♠♣❡✱ ❊♠✐❧ ✭✶✾✵✺✮✳ ✏●✉✐❞♦ ❍❛✉❝❦ ✰✑✳ ■♥✿ ❏❛❤r❡s❜❡r✐❝❤t ❞❡r ❉❡✉ts❝❤❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r✲
❱❡r❡✐♥✐❣✉♥❣ ✶✹✱ ✷✽✾✲✸✶✶✳

▲✐❡❜♠❛♥♥✱ ❖tt♦ ✭✶✽✽✵✮✳ ❩✉r ❆♥❛❧②s✐s ❞❡r ❲✐r❦❧✐❝❤❦❡✐t✳ ❇❡r❧✐♥✿ ❚rü❜♥❡r✳

▲✐st✐♥❣✱ ❇❡♥❡❞✐❦t ✭✶✽✹✼✮✳ ✏❱♦rst✉❞✐❡♥ ③✉r ❚♦♣♦❧♦❣✐❡✑✳ ■♥✿ ●ött✐♥❣❡r ◆❛❝❤r✐❝❤t❡♥✱ ✽✶✶✲
✽✼✺✳

▲♦r❡②✱ ❲❛❧t❡r ✭✶✾✶✻✮✳ ❉❛s ❙t✉❞✐✉♠ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❛♥ ❞❡♥ ❞❡✉ts❝❤❡♥ ❯♥✐✈❡rs✐tä✐t❡♥ s❡✐t
❆♥❢❛♥❣ ❞❡s ✶✾✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rts✳ ▲❡✐♣③✐❣✴❇❡r❧✐♥✿ ❚❡✉❜♥❡r✳

▲♦r❡②✱ ❲❛❧t❡r ✭✶✾✸✽✮✳ ❉❡r ❉❡✉ts❝❤❡ ❱❡r❡✐♥ ③✉r ❋ör❞❡r✉♥❣ ❞❡s ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ✉♥❞
♥❛t✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡♥ ❯♥t❡rr✐❝❤ts ❡✳❱✳ ✶✽✾✶✲✶✾✸✽✳ ❋r❛♥❦❢✉rt ❛✳ ▼✳✿ ❙❛❧❧❡✳

▲♦r✐❛✱ ●✐♥♦ ✭✶✽✾✶✮✳ ✏❊s❛♠❡ ❞✐ ❛❧❝✉♥✐ r✐❝❡r❝❤❡ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t✐ ❧✬❡s✐st❡♥③❛ ❞✐ r❛❞✐❝✐ ♥❡❧❧❡
❡q✉❛③✐♦♥✐ ❛❧❣❡❜r✐❝❤❡✑✳ ■♥✿ ❇✐❜❧✐♦t❤❡❝❛ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛ ✷✱ ❋♦❧❣❡ ✺✱ ✾✾✲✶✶✷✳

▲♦r✐❛✱ ●✐♥♦ ✭✶✾✷✶✮✳ ❙t♦r✐❛ ❞❡❧❧❛ ●❡♦♠❡tr✐✈❛ ❉❡s❝r✐tt✐✈❛✳ ▼✐❧❛♥♦✿ ❍♦❡♣❧✐✳

▲ür♦t❤✱ ❏ür❣❡♥ ✭✶✾✵✸✮✳ ✏❊r♥st ❙❝❤rö❞❡r ✰✑✳ ■♥✿ ❏❛❤r❡s❜❡r✐❝❤t ❞❡r ❉❡✉ts❝❤❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r✲
❱❡r❡✐♥✐❣✉♥❣ ✶✷✱ ✷✹✾✲✷✻✺✳

▼❛tt❤✐❡s❡♥✱ ▲✉❞✇✐❣ ✭✶✽✼✽✮✳ ●r✉♥❞③ü❣❡ ❞❡r ❛♥t✐❦❡♥ ✉♥❞ ♠♦❞❡r♥❡♥ ❆❧❣❡❜r❛ ❞❡r ❧✐tt❡r❛❧❡♥
●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✳ ▲❡✐♣③✐❣✿ ❚❡✉❜♥❡r✳

▼❡②❡r✱ ❋r❛♥③ ✭✶✾✵✹✮✳ ✏❊✐♥❧❡✐t❡♥❞❡r ❇❡r✐❝❤t ü❜❡r ❞❛s ❯♥t❡r♥❡❤♠❡♥ ❞❡r ❍❡r❛✉s❣❛❜❡ ❞❡r
❊♥❝②❦❧♦♣ä❞✐❡ ❞❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥✑✳ ■♥✿ ❊♥❝②❦❧♦♣ä❞✐❡ ❞❡r ♠❛t❤❡♠❛✲
t✐s❝❤❡♥ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ♠✐t ❊✐♥s❝❤❧✉ÿ ✐❤r❡r ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥✳ ❊rst❡r ❇❛♥❞✱ ❊rst❡r ❚❡✐❧✱
r❡❞✐❣✐❡rt ✈♦♥ ❲✐❧❤❡❧♠ ❋r❛♥③ ▼❡②❡r ✭▲❡✐♣③✐❣✱ ✶✽✾✽✲✶✾✵✹✮✱ ❱✲❳❳■❳✳

▼ü❧❧❡r✱ ❋❡❧✐① ✭✶✾✵✺✮✳ ✏❑❛r❧ ❙❝❤❡❧❧❜❛❝❤✿ ❘ü❝❦❜❧✐❝❦ ❛✉❢ s❡✐♥ ✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡s ❲❡r❦✑✳ ■♥✿
❆❜❤❛♥❞❧✉♥❣❡♥ ③✉r ●❡s❝❤✐❝❤t❡ ❞❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✷✵✱ ✶✲✽✻✳

P♦✐♥❝❛ré✱ ❏✉❧❡s ❍❡♥r✐ ✭✶✾✶✸✮✳ ❉❡r♥✐èr❡s ♣❡♥sé❡s✳ P❛r✐s✿ ❋❧❛♠♠❛r✐♦♥✳

✽✾



P♦♥t✱ ❏❡❛♥✲❈❧❛✉❞❡ ✭✶✾✼✹✮ ▲❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s ♦r✐❣✐♥❡s à P♦✐♥❝❛ré✳ P❛r✐s✿ ❋❧❛♠✲
♠❛r✐♦♥✳

Pr❡♦❜r❛s❝❤❡♥s❦②✱ ❲✳ ✭✶✽✽✷✮✳ ✏❇❡s♣r❡❝❤✉♥❣ ✈♦♥ ❉r✳ ❍❡r♠❛♥♥ ❙❝❤❛♣✐r❛ ✬●r✉♥❞❧❛❣❡ ③✉
❡✐♥❡r ❚❤❡♦r✐❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r ❈♦❢✉♥❝t✐♦♥❡♥ ✉♥❞ ✐❤r❡r ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥❵✑✳ ■♥✿ ❩❡✐ts❝❤r✐t ✜✐r
▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✉♥❞ P❤②s✐❦ ✷✼✱ ✷✶✲✷✻✳

P✉♣♣❡✱ ❉✐❡t❡r ✭✶✾✽✻✮✳ ▼❛♥✉s❦r✐♣t ③✉r ●❡s❝❤✐❝❤t❡ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❛♥ ❞❡r ❯♥✐✈❡rs✐✲
t❛t ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✳ ■♥✿ ❙❝❤❛r❧❛✉ ✭✶✾✾✵✮✱ ❊✐♥ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✳ ❇r❛✉♥s❝❤✇❡✐❣✿
❱✐❡✇❡❣✳✻

P✉r❦❡rt✱ ❲❛❧t❡r ✫ ■❧❣❛✉❞s✱ ❍❛♥s ❏♦❛❝❤✐♠ ✭✶✾✽✼✮✳ ●❡♦r❣ ❈❛♥t♦r ✶✽✹✺✲✶✾✶✽✳ ❇❛s❡❧✴❇♦st♦♥✴❙t✉tt❣❛rt✿
❇✐r❤ä✉s❡r✳

❘❡✐❝❤✱ ❑❛r✐♥ ✭✶✾✽✾✮✳ ✏▼✐❝❤❛❡❧ ❙t✐❢❡❧✑✳ ■♥✿ ▼❛ÿ✱ ❩❛❤❧ ✉♥❞ ●❡✇✐❝❤t✿ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❛❧s
❙❝❤❧üss❡❧ ③✉ ❲❡❧t✈❡rstä♥❞♥✐s ✉♥❞ ❲❡❧t❜❡❤❡rrs❝❤✉♥❣✳ ❲❡✐♥❤❡✐♠✿ ❱❈❤✳

❘❡♠♠❡rt✱ ❘❡✐♥❤♦❧❞ ✭✶✾✽✺✮✳ ✏❑♦♠♣❧❡①❡ ❩❛❤❧❡♥✑✳ ■♥✿ ❍❛♥s✲❉✐❡t❡r ❊❜❜✐♥❣❤❛✉s❡♥ ❡t ❛❧✳
✭❍rs❣✳✮✿ ❩❛❤❧❡♥✳ ❉❛r♠st❛❞t✿ ❙♣r✐♥❣❡r✳

❘✐❝❤❛r❞s✱ ❏♦❛♥ ✭✶✾✽✽✮✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❱✐s✐♦♥s✿ ❚❤❡ P✉rs✉✐t ♦❢ ●❡♦♠❡tr② ✐♥ ❱✐❝t♦r✐❛♥
❊♥❣❧❛♥❞✳ ❙❛♥ ❉✐❡❣♦ ✉✳❛✳✿ ❆❝❛❞❡♠✐❝ Pr❡ss✳

❘✐❝❤❡♥❤❛❣❡♥✱ ●♦tt❢r✐❡❞ ✭✶✾✽✻✮✳ ❈❛r❧ ❘✉♥❣❡ ✭✶✽✺✻✲✶✾✷✼✮✿ ❱♦♥ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦
③✉r ◆✉♠❡r✐❦✳ ●ött✐♥❣❡♥✿ ❱❛♥❞❡♥❤♦❡❝❦ ✫ ❘✉♣r❡❝❤t✳

❙❝❤❛♣✐r❛✱ ❍❡r♠❛♥♥ ✭✶✽✽✵✮✳ ✏▼✐s❝❤♥❛t❤ ❍❛♠♠✐❞♦t❤✱ ▲❡❤r❡ ✈♦♥ ❞❡♥ ▼❛❛ss❡♥✑✳ ■♥✿
❩❡✐ts❝❤r✐❢t ❢ür ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✉♥❞ P❤②s✐❦ ✷✺✱ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t✱ ✶✲✺✻✳

❙❝❤❛r❧❛✉❲✐♥❢r✐❡❞ ✭❍rs❣✳✮ ✭✶✾✾✵✮✳ ❊✐♥ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✳ ❇r❛✉♥s❝❤✇❡✐❣✴❲✐❡s❜❛❞❡♥✿
❱✐❡✇❡❣✳

❙❝❤❡r❦✱ ❍✳ ❋✳ ✭✶✽✸✺✮✳ ✏❇❡♠❡r❦✉♥❣❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ ❦❧❡✐♥st❡ ❋❧ä❝❤❡ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❣❡❣❡❜❡♥❡r ●r❡♥✲
③❡♥✑✳ ■♥✿ ❏♦✉r♥❛❧ ❢✉r ❞✐❡ r❡✐♥❡ ✉♥❞ ❛♥❣❡✇❛♥❞t❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✶✸✱ ✶✽✺✲✷✵✽✳

❙❝❤❧❡❣❡❧✱ ❱✐❝t♦r ✭✶✽✽✻✮✳ ✏❯❡❜❡r ❊♥t✇✐❝❦❧❡❧✉♥❣ ✉♥❞ ❙t❛♥❞ ❞❡r ♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡✱
♠✐t ❜❡s♦♥❞❡r❡r ❇❡r✐✐❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡r ✈✐❡r❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥✑✳ ■♥✿ ◆♦✈❛ ❆❝t❛ ▲❡♦♣♦❧❞✐♥❛ ✹✽✱
✾✷✲✾✻✱ ✶✵✽✲✶✶✵✱ ✶✸✸✲ ✶✸✺✱ ✶✹✾✲✶✺✷ ✉♥❞ ✶✻✵✲✶✻✸✳

❙s❝❤❧ö♠✐❧❝❤✱ ❖s❦❛r ✭✶✽✺✹✮✳ ✏●❡♦♠❡tr✐❡✱ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡✑✳ ■♥✿ ❏✳ ❙✳ ❊rs❝❤ ✫ ❏✳ ●✳ ●r✉❜❡r
✭❍rs❣✳✮✿ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❊♥❝②❦❧♦♣ä❞✐❡ ❞❡r ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✉♥❞ ❑ü♥st❡✳ ❊rst❡ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✲●✱
❤❡r❛✉s❣❡❣❡❜❡♥ ✈♦♥ ▼✳❍✳❊✳ ▼❡✐❡r✳ ✺✾✳ ❚❤❡✐❧ ●❡♦r❣✐❛s✲●❡♦r❣ ■■■ ✭❑ö♥✐❣ ✈♦♥ ❊♥❣❧❛♥❞✮
❬▲❡✐♣③✐❣❪✱ ✷✹✹✲✷✺✽✳

✾✵



❙❝❤❧ö♠✐❧❝❤✱ ❖s❦❛r ✭✶✽✻✷✮✳ ✏❯❡❜❡r ❞✐❡ ❜❡❞✐♥❣t ❝♦♥✈❡r❣✐❡r❡♥❞❡♥ ❘❡✐❤❡♥✑✳ ■♥✿ ❩❡✐ts❝❤r✐❢t
❢ür ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✉♥❞ P❤②s✐❦ ✼✱ ✷✽✸✲ ✷✽✹✳

❙❝❤❧ö♠✐❧❝❤✱ ❖s❦❛r ✭✶✽✼✼✮✳ ✏P❤✐❧♦s♦♣❤✐s❝❤❡ ❆♣❤♦r✐s♠❡♥ ❡✐♥❡s ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡rs✑✳ ■♥✿ ❩❡✐ts❝❤r✐❢t
✜✐r P❤✐❧♦s♦♣❤✐❡ ✉♥❞ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐s❝❤❡ ❑r✐t✐❦✳ ◆❡✉❡ ❋♦❧❣❡ ✼✵✲✼✶✱ ✶✲✶✺✳

❙❝❤♠✐tt✱ ❲♦❧❢r❛♠ ✭✶✾✼✽✮✳ ✏❙tr✉❦t✉r ✉♥❞ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡s ♥❛t✉r❤✐st♦r✐s❝❤✲♠❡❞✐❝✐♥✐s❝❤❡♥
❱❡r❡✐♥s ③✉ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣ ✐♠ ✶✾✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt✑✳ ■♥✿ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣❡r ❏❛❤r❜ü❝❤❡r ✷✷✱ ✼✶✲✾✷✳

❙❝❤♦❧③✱ ❊r❤❛r❞ ✭❍rs❣✳✮ ✭✶✾✾✵✮✳ ●❡s❝❤✐❝❤t❡ ❞❡r ❆❧❣❡❜r❛✳ ▼❛♥♥❤❡✐♠✴❲✐❡♥✴❩ür✐❝❤✿ ❇■✳

❙❝❤♦✉t❡♥✱ P✐❡t❡r ❍✳ ✭✶✾✵✺✮✳ ▼❡❤r❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ●❡♦♠❡tr✐❡✳ ❩✇❡✐t❡r ❚❡✐❧✿ ❉✐❡ P♦❧②t♦♣❡✳
▲❡✐♣③✐❣✿ ●ös❝❤❡♥✳

❙❝❤rö❞❡r✱ ❊r♥st ✭✶✾✻✻✮✳ ❱♦r❧❡s✉♥❣❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ ❆❧❣❡❜r❛ ❞❡r ▲♦❣✐❦✳ ✸ ❇ä♥❞❡✳ ◆❡✇ ❨♦r❦✿
❈❤❡❧s❡❛✳

❙❝❤✉❜❡rt✱ ❍❡r♠❛♥♥ ✭✶✽✽✻✮✳ ✏❇❡✐trä❣❡ ③✉r ❛❜③ä❤❧❡♥❞❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡✑✳ ■♥✿ ▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡
❆♥♥❛❧❡♥ ✶✵✱ ✶✲✶✶✻✳

❙❡✐❞❡❧✱ P❤✐❧✐♣♣ ▲✉❞✇✐❣ ✈♦♥ ✭✶✽✺✺✮✳ ✏❇❡♠❡r❦✉♥❣❡♥ ü❜❡r ❞❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥
❞❡♠ ❇✐❧❞✉♥❣s❣❡s❡t③ ❡✐♥❡s ❑❡tt❡♥❜r✉❝❤❡s ✉♥❞ ❞❡r ❆rt ❞❡s ❋♦rt❣❛♥❣❡s s❡✐♥❡r ◆ä❤❡r✉♥❣s✲
❜rü❝❤❡✑✳ ■♥✿ ❆❜❤❛♥❞❧✉♥❣❡♥ ❞❡r ❇❛②❡r✐s❝❤❡♥ ❆❦❛❞❡♠✐❡ ❞❡r ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥✱ ✺✺✾✲✻✵✷✳

❙✐♠♦♥✱ ▼❛① ✭✶✾✽✺✮✳ ❉✐❞❛❦t✐❦ ✉♥❞ ▼❡t❤♦❞✐❦ ❞❡s ❘❡❝❤♥❡♥s ✉♥❞ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✳ P❛❞❡r✲
❜♦r♥ ✉✳❛✳✿ ❙❝❤ö♥✐♥❣❤✳

❙tä❝❦❡❧✱ P❛✉❧ ✭✶✾✵✻✮✳ ✏❉❛s ❆r❝❤✐✈ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✉♥❞ P❤②s✐❦✱ ●❡❧❡✐t✇♦rt✑✳ ■♥✿ ❏❛❤r❡s✲
❜❡r✐❝❤t ❞❡r ❉❡✉ts❝❤❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r✲❱❡r❡✐♥✐❣✉♥❣ ✶✺✱ ✸✷✸✲✸✸✺✳

❙tä❝❦❡❧✱ P❛✉❧ ✭✶✾✶✸✮✳ ✏◆❛❝❤r✉❢ ❛✉❢ P❡t❡r ❚r❡✉t❧❡✐♥✑✳ ■♥✿ ❇❡r✐❝❤t❡ ✉♥❞ ▼✐tt❡✐❧✉♥❣❡♥✱
✈❡r❛♥❧❛ÿt ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❯♥t❡rr✐❝❤ts❦♦♠♠✐ss✐♦♥✳ ❍❡❢t ❱❧❧❧✱
✶✷✼✲✶✷✽✳
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