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Vortragsmanuskrigtvon W. Threlfall:

Dreidim. spharische Geometrie
(Kolloquium Dresden, 20.X1.1930)

! Transkription von Dirk Steinmetz (Oktober 200@rganzungen stehen in [...],
nicht mit vollstdndiger Sicherheit lesbare Passaigefi..}. Falls nichts Gegen-
teiliges vermerkt, bedeutet kursiv gesetzter Tdrt: Original stenografiert. Da es
sich hierbei hauptséchlich um relativ klein geseibeine spatere Anmerkungen
handelt, sind diese Passagen oft schwer lesbar.
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Klassifikation der starren Bewegungen der drejelim
sionalen]spharischen Geometrie.

Spharische Gedqjetrie] ist eine nichteulibische] Geo-
m[etrie].

Uberblick tiber die nichteuklidischen Geometrien:

Um Geometrie zu treibgn muld bestimmte [4, 2Z-],
3], ... dimensionale Flache gegeben sein, z. B. Eb@ne,
gel, projektiver Raum, und eine Transformationeppga)
die die Punkte der Flache vertauscht.

Wir beschranken uns auf solche Transformationengrup
pen, die eine quadratische Differentialform, dietmaehe
Grundform, invariant lassen, und die Lie-HelmhattzEn
Beweglichkeitsbedingungen erflllen. Damit ist gemei
dal’ es eine Abbildung in der Gruppe gibt, die eifesten
Punkt in einen beliebigen Uberfuhrt, bei festgefmdn
Punkt eine feste Richtung durch den Punkt in eglebige
USW.

_2-

Mit andern Worten: Der Raum soll 1. im Kleinen pyt-
hagoreisch und 2. im Grol3en homogen sein.

Man kennt fur jedes n vier wesentliclerschiedene
n-dimlensionale] Flachen, die eine solche Geom. auf sich
tragen. Wir nennen diese Flachen (nach Weyl) aligeen
Kugelflachen oder Kugelraume. Sie sind so definiert

X1, Xo ... X1 Koordinaten eines n+1 djamsionalen]
Raumes(Die Punkte dieses Raumes umkehrbar eindeutig
und stetig den Systemen von n+1 Zahlen zugeordfietie
(n+1) dimensionale] ebene Manijiyfaltig] k[ei] t)> mit der

Grundform
2 2

dx; +dx; +[..]+dx] + —d)|(<”+l , abgekirzt (dx,dx) + —d)|(<”+1 :

Fir n = 3 und K = +1 euklidischer,RK = -1 pseu-
doeuklidischer R (X, vy, z, t) = (X, X2, X3, X4) = die Welt
der spejellen] Relativitatsjthedrie]. In diesem R, ist dien-
dim[ensionale]Flache gegeben:

K(X§ +x5 +[.]+x2) + x5, =1 oder K(x,x) +x;,, =1.

n+l
Fiar K = 1 ,Kugel®, fur K = -1 ,zweischaliges Hyper-
boloid“. Im Fallen = 3das (dreidimensional€)..} Hyper-
boloid der zeitartigen Funktionen.

2 Kursiv gesetzter Text: im Original als FuRRnote.
%im Original dariiber stenografiert: ,mit verstamtiier Kiirzung geschrieben:*.
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Elimination von x4 liefert
Xne1 DXaer = = K (X dXg + X dXo + ... + %, dXy);

» _KE(x,dx)*,

dXn+1 - ’
1-K(x,X)

usw

-3-

K(x,dx)?
1-K(x,X)
Wir geben fur n = 2 die 4 Flachen wirklich an

ds? = (dx,dx) + (K)

1. K=-1 Hyperbolische Geometrie, Geometrie au
der Pseudosphéare, die sich als ganzes nicht inedkh
Raum, wohl aber in den pseudoeuklidischen mit den
form dx? +dx; —dxZ =dx® +dy” —dt* legen laRt. In der
Relativitatstheorie mit Unterdrickung einer Rauntkioo
nate EigenJflache der zeitartigen Vektorgigewohnliches
zweischaliges Hyperboloid im xyt-Bildraum).

2. K=0 Euklidische Geometrie

3.a K=1 spharische Geometrie; auf der nietisio-
nalen] Sphére, natirliche Gedgermie], die die Sphéare vom
einbettenden (n+[L)dim[ensionalen|Raum bezieht.

3.b K=1 -elliptische Geometrie, geht durchrbea
tralpunktidentifizierung aus 3a hervor, spielt self der
projektiven Ebene fab. LaRlt sich nicht mit naturlicher
Metrik in den euklidischen Raum legdfine anderg|...}
und{kleine} Darstellung beE. Study]



Dreidimensionale sphérische Geometrie - Vortragsmanuskript von W. Threlfall, 20.11.1930 Seite 5 von 23

Transkription von Dirk Steinmetz

-4 -

Es gilt der Satz:

Jeder n-dirfensionale]Raum, der im Kleinen pythago-
reisch ist und im Grossen homogen, lasst sich igineh
(d. h. eine endliche Umgebung jeden Punktes) aug éer
drei Raume 1, 2, 3 abbilden.

Welche Raume aber im Kleinen pythagoreisch und im
Grol3en homogen sind, dartber weil3 man in n Dimaesio
nur, dafld es die 4 angefiihrten gibt; nur in 2 [Pigioneh
weil3 man, dal3 dies die einzigen sind. In 2 DimeTesio
gibt es also im Grof3en genau 4 Geometrien:

Geometrie:  Schauplatz: Zusammenhang:

1. hyperbolischehyperbolische Ebene Kreisinneres, offen
Pseudosphéare

2. euklidische
3a sphéarische

euklidische Ebene " "

Kugel Kugel

3b elliptische elliptische Ebene projekt. Ebene

-5-

Eine andere Frage entsteht, wenn man auf die For-
derung der Homogenitat im Grof3en (Beweglichkeitsbed
gungen) verzichtet und nur verlangt, dal3 der Fl&ahe
pythagoreische Metrik aufgepragt ist, von Uber&iaper
Krimmung K. Dann ist die endliche Umgebung jeden
Punktes auch noch auf die jeden andern starr undrfill-
ten Beweglichkeitsbedingungen abbildbar. Aber didbiA
dung kann nicht mehr durch eine solche der gankmhé
ersetzt werden. Die konstante Krimmung definieren w
durch den Wert K der Kugelrdume, verlangen alsB, dia
endliche Umgebung jeden Punktes auf die eines Bsinkt
eines Kugelraumes starr abbildbar ist, oder miteamd
Worten, daR das Linienelement dsgx dx dx, durch Ko-
ordinatentransformation in der_endlichemgebung jeden
Punktes auf die Form (K) gebracht werden kann. éies
zweite Frage ist also die nach den Rdumen, dechresie
Metrik von konstanter Krimmung aufpragen lait. iSte
nur fur 2 Dimensionen durch den Satz von der curaat
integra geldst. Das Ergebnis, das
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uns hier interessiert, ist: Die einzigen zweidinmenalen Uns geht jetzt nur die spharische und elliptiscle®-G
Flachen, denen man die Krummung K1 aufpragen kann, mletrie] an, und zwar nur die reellen Punkte. In zwei Di-
sind die Kugel [nd] die projektive] Ebene. mensionen ist die spharische Gegarie] die natltiche]

In drei Dimensionen gilt das nicht mehr. AuBer der Geonetrie] auf dergewohnlicherkugeflache
Hypersphare (K und dem prdgktiven] Raum (R) gibt es Um uns von ihr ein ebenes Bild zu machen, werden di
noch andere geschlossene Raume die ebenfalls @n ihr reellen Punkte der Kugel sterepghisch]in die Aquator-
ganzen Ausdehnung wie die Hypersphare konstant ge- ebene projiziert. Die Aquatorebene tragt vom eitenelen
krimmt sind. Eine entsprechende Erscheinung trigwei euklidischen Rdie euklidische Metrik. Wir pragen ihr aber
Dimensionen bei K8 und K=-1 auf. Der euklidischen jetzt kinstlich von der Kugel her die spharischarieuf.
Ebene wie der Ringflache kann man B. die konstante Die stereogaphische] Abbfildung] wird umkehrbar eindeu-
Krimmung 0 aufpragen, abeur auf der-Ringflacheukli- tig, wenn die eukidische] Ebene durch einen einzigen un-
dischen Ebengiltnieht ist die Beweglichkeitsbedingung eigentlichen Punkt geschlossen wird, Bild des Rtaas-
erfallt. zentrums.

Konforme Ebene K

Spharische Geraden (Hauptkreise) Diametralkreise
des Einheitskreises

Gruppe starrer Drehungen der Kugel Gruppe von
Kreisverwandtschaften, die Diametralkreise in Diaale
kreise (des Einheitskreises) tberfihren.
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Nebenbei bemerkt: Man kann die Gruppe auch dadurch
charakterisieren, dald ortHogale] Kreise des nullteiligen
Einheitskreises (Radius i) unter einander vertauser-
den. Aber dieser nullteilige Kreis gehdrt nicht der aus
reellen Runlktleln bestehenden konformen Ebene an,
sondern er liegt in der komplexen euklidischen Ehete
auch komplexe Punkte enthélt, aber keine uneigett,
sondern offen ist{... ... }* Bei der Gruppe von Kreisver-
wandtschaften der_konjpken] euklidischen] Ebene die
(reelle) Orthogonalkreise des nullteiligen EinHaksses
unter einander verknupft, werden die reellen eigdmn
Punkte der euktiischen] Ebene ebenso verknipft, wie die
der konformen Ebenebei der Diarfetrallkreise des Ein-
heitskreises in ebensolche Ubergehen, mit Ausnatume
des uneigentlichen Punktes. Aber bei dieser Grwgrden
die komplexen Punkte des euklidischen Raumes ceingh
CremonatransformatiorfPunkttransformation)verknupft;
eine dieser Trans-

“ Langere FuRnote in Stenografie.

-9-

formationender euklidischen Ebenst z. B.die elliptische
Inversion am einteiligen Einheitskreis. Bei dies@ben
alle Punkte—vender beidenMinimalgeraden durch den
Nullpunkt kein Bild in der komplexen euklidischerad®n
Ebene; sie erhalten ein Bild erst, wenn man dididigkhe
Raum Ebene zur projektiven Ebene schliel3t. Dann aber
gibt es nicht nur einen reellen uneigentlichen Pyhkku-
fungspunkt reeller Punktfolgen), sondern eine garede
Gerade.

Man kann freilich die komplexe euklidische Ebene
auch so schlie3en, dal? die erwahnte Gruppe desverei
wandtschaften jeden Punkt abbildet und die reddenkte
nur durch_eineruneigentichen] reellen geschlossen wer-
den. Dann muf3 man zur Kugelflache schlief3en unédiat
nen Anlal3 mehr, diese geschlossene euklidischeeBlamn
der algebraischen Kugelflache zu unterscheiden M-
malgeraden durch den Nullplkt sind dann geradlinige
Erzeugende der Kugelflache und sie gehen bei agiher-
ten Gruppe in andere geradlinige Erzeugende uber.
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Zweites ebenes Bild der spharischen Geoij

Zentrische Projektion vom Mittelpunkt in eine nichirch

ihn gehende Ebene, etwa die uneigentd] Ebene des
euklidischen] Raumes. Deren Punkte entsprechen um-
kehrbar eindeutig den durch den Nullpunkt geher{@era-
den. Die uneigeritthe] Ebene ist eine prektive] Ebene.
Denn jede Gerade ist durch ein Tripel von Verh&#ahlen

X1: Xo : Xa; (Xq, X, X3) # (0, 0, 0) bestimmt. Also sind die
kartesischen Koordinaten des dididchen]Raumes prggk-

tive] Koordinaten seiner uneigentlichen Ebene.

Projektion umkehrbar zwei-eindeytg) Paar von Dia-
metralpunkten =  prgktiver] Punkt = ellipflischer] Punkt

Sphéajische] Gerade (Hauptkreisy:  piektive] Gerade
= elliptische] Gerade Langa

Gruppe der starren Kugeldrehungen Gruppe von
Kollineationen, die den absoluten Kugelkreis imdiewe-
gen (Schnitt von Kugel[od] uneigenticher] Ebene).

® Seite 10 ist unbeschrieben.

-12 -

Wir haben also in der uneigdithen] Ebene den null-
teiligen Einheitskreis zu betrachten

X? +x2+x2=0 (proj. Koord. der uneignitl. Ebene).

und eine Gruppe von Kollineationen, die ihn in sidyer-
fuhrt.

Bisherige Ergebnisse Ubertragen sich auf drei Dimen
sionen. Schauplatz der spharischen Gewiej reelle Punk-
te der Hypersphéare

X2+X2+x2+x2=1
Im eukl. Raum; X X,, X3, X4 kartesische Koordinaten.
Gruppe die der starren Bewegungen der Hyperspharen.

Spharische Bewegungen deg R orthogonale homogene
Trlan]sflormaltfio] n.

Geraden dieser spharischen Gamia] = Hauptkreise
der Hypersphare, spharische Ebenen = Hauptkugeln =
Schnitte der Hypersphare mit Hyperebenen durchNdgir
punkt.

Unter dieser ,Aquatorhyperebene;'x 0,
(X1, X2, X3, X4) = (0, O, O, 1) = ,Nordpol*
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Stereogaphische] Projektion] von Nordpol in Aquator-
raum ¥ = 0. Dieser Rtragt vom einbettenden euklidischen
R, die euklidische Metrik und wir kénnen ihn uns daiher
Anschauung bringen. Wir schlie3en ihn, um die Adlniig
umkehrbar eindeutig zu machen, zum konformen Ragm K
durch einenuneigentlichen] Punkt und pragen ihm kinst-
lich die Metrik der Hypersphéare awfie wir durch die ste-
reographische Projektion von der Hypersphare aui ih
Ubertragen.

Schnitt der Hypersphare mit der Projektionsebehe is
die Aquatorkugel = Einheitskugel des Bildraumese
stimmt mit ihrem Original Uberein.

Spharische Geraden = Kreise, die die Einheitskdigel
metral schneiden. Sphiache] Ebenen = Diametralkugeln
der Einheitskugel. Lange der spjfisghen]Geraden &

Gruppe sphéarischer Bewegungen Gruppe von Ku-
gelverwandtschaften, die Diametralkugeln der Eisher
gel vertauscht.

Beispiel einer solchen Bewegung. Kugeln durch
Einheitskreis der xy-Ebene um diesen herumwirbeln.

-14 -

Sehen wir von der euklidischen Metrik ab, die den
Bildraum tragt und betrachten wir nur die spharmscso
hat es keinen Sinn, von einer Einheitskugel, voklidi
schen Geraden, vom uneigentlichen Punkt u.s.wedarr.
Denn die Lange | des Radius ist ein euklidischegrife
die Gerade durch den Nullpkt geht durch eine spbie
Bewegung in irgend einen andern Diametralkreis ,idber
uneigentliche Punkt in einen beliebigen andern iphé
schen.

Neben der steredgphischen]Projektion] benutzen wir
die zentrische vom Mittelpunkt in eine HyperebeneB.
die uneigentliche deaum projektiven Raum abgeschlosse-
neneuklidischen R Diese ist ein projektiver Raum.P

Spharischer Punkt- ellipt[ischer] PunkdesP;
" Gerade- " Gerade
Ebene - Ebene

Gruppe sphdischer] Bewegungen] - Gruppe von Kol-
I[ineationen] die die nullteilige Kugel deszRSchnitt von
Hypersphare und uneigejitther] Hyperebene) in sich trans-
formiert.
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Elliptische Geometrie im st bestimmt durch die Parameterform.

Gruppe von Kollineationen, die die nuliteilige Kuige Bei festem 1: 1, sind (2) die Gleichungen einer projekti-

X2+ X2+x2+x2=0 (1) ven Geraden. lhre Punkte umkehrbar eindeutig dareRaon
Verhéltniszahlen {J1l,) zugeordnet; (] I,) # (0, 0). Rechte

in sich Uberfihren, ,automorphen Kollineationen dak- o . _
geradlinige Erzeugende der Flache. Entsprechelke Lin

teiligen Kugel®. Kartesische Koordinaten im eukiichen]

R4 sind projektive Koordinaten in seinen uneigghign] Bei den autororphen] Koll[ineationen] gehen Geraden in
Ps;. Denn X: Xo: X3: X4 bestimmt eine Gerade deg &urch Geraden Uber, also Gerade auf der Flache in Gaxgfdger
den Nullpunkt, also einen pfektiven] Punkt der uneigentli- Flache. Ferner schneidende Gerade in schneidemdd; n
chen Hyperebene, die unsergs P schneidende in nichtschneidende. Da sich nun zizeugen-

de derselben Schar niemals, zwei verschiedenerrisehaei-
den, weil durch jeden Rn]kt genau eine rechtelnd] linke
gehf]® so gehen die Erzeugenden scharenweise in einander
Uber; also jede Schar in sich oder die beiden 8Bohaein-
ander, und zwar gehen bei einer Kadbtion]der Deferminante]
+1 die Scharen einzeln in sich Uber, bei eineDdderminante]
Y1Y2=Y3Ya=0 (1) —1 vertauschen sie sich; Daher Benennung rephidinks.
trangformlerbar. Die Punkte dieser Flache eindedtigch Ferner bildet eine nichtsipggre] Koll[ineation] die Ge-
zwei homogene Parameter:r, und] I, : |, darstellbar:

Nullteilige Kugel ist Flache 2. Ordnung. Weil alle
nichtausgearteten Flachen 2[rddung] projektiv komplex
in einander Uberfihrbar sind, so ist die nullteligugel
durch eine Koordfan]sflormajtliojn mit komplexen Koeff
zienlt[e]n in die Form

raden des fumkehrbar eindeutig ab. Also werden auch die
Yi=liry, Yo=br, Ya=1irs, Ya=lor. (2) (komplexen) Parameterwerte | =1, ulnd] r = 1, : 1, um-
: - - A - kehrbar eindeutig auf sich oder auf einander alidgthiDa
1), (1 d] (2) sind Gleichungen derselben Flache; (2) in , ) o o ) ;
(1), (1) Und] (2) si Ichung S (@)1 diese Abbildung algebraisdst, weil die y sich algebraisch
transformieren (sogar linear) und die [hd)} r mit den y
algebraisch zu-

® Kursiv gesetzter Text: im Original als FuRRnote.



Dreidimensionale sphérische Geometrie - Vortragsmanuskript von W. Threlfall, 20.11.1930 Seite 11 von 23

Transkription von Dirk Steinmetz

-17 -

sammenhangen, so isekanntlichnach einem funktionen-
theorelischen] Satze die von einer aut@phen] Koll[ineati-
on] bewirkte Verknipfung der geradlinigen Erzeugenden
durch eine linear@&r[an]sflormaltfio]n der | und r gegeben:
= al+b

cl+d

Eine solche lineare Tanjsflormajtiojn hat bekanntlich
im allglemeinen]zwei Fixelemente; zwei Erzeugende jeder
Schar bleiben also im afkgneinen]fest. Diese kénnen nicht
in eine Gerade zusammenfallédenn die nullteilige Kugel
ist eine Flache, die in einem reellen Koordinatstey
reelle KoeffiZien]tleln hat. Mit _einergeradlinigen Erzeu-
genden tragt sie also auch die konjugiert kompé&xesich,
und diese gehort der gleichen Schar an, weil zwejuk
giert komplexe Erzeugende sich nicht schneidenn&iB-
ten sich namlich, wenn tberhaupt, in einem rediankte
schneiden, reelle Punkte aber hat die nullteiligeged
nicht. — Ebenso sind die automorphen Kollineatioiman
reellen Koordinatensystem reell, also bleibt miteeiEr-
zeugenden auch die konjugiert komplexe fest. Doesgen
konjugiert komplexen Erzeugenden der-

-18 -

selben Schar kdnnen aber nicht zusammenfalleneddss
dann reell sein mufdten.

In jeder der beiden Scharen geradliniger Erzeugende
der nullteiligen Kugel gibt es daher entweder genaei
festbleibende, oder alle bleiben fest (Folgerung dem
Fundamentalsatz der Algebra, angewandt auf diergtiad
sche Gleichung in |, die die Fixel@gmte] der lifearen]
Tr[an]sflormaltfio]n liefert). In jedem Falle bleiben mindes-
tens zwei Geraden jeder Schar fest, die konjugariplex
sind.

Zwei Fixgeraden der rechten Schar seien

E;sund By = Eg3, (rechte Schar)
der linken Schar

Epsund B4 = B, (linke Schar)

Diese 4 geradlinigen Erzeugenden bilden auf ddtenu
gen Kugel sozusagen ein windschiefes Viereck uhdese
den sich in 4 paarweise konjugiert komplexen Punkte

j11 j2=I|.1 j31 J4=J_3
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Die Bezeichnung ist so gewahlt, daf3 dtirch j uind] jx
geht. Die Inzidenzen veranschaulichen wir durcle siche-
matische reelle Figr] Die konjugiert komplexen Punktg |
Jo und g, j; bleiben als Schnitte
von in sich bewegten Geraden
bei der elliptischen Bewegung
fest, also sind auch ihre reellen
Verbindungsgeraden(die das
windschiefe Viereck zum Tetra-
E., eder erganzeh)Fixgeraden, die

nur in sich bewegt werden: £
Ess. Bei jeder elliptischen Bewegung gibt es daher-min
destens zwei reelle Geraden, die in sich bewegtewer

Sie?

rechte Schar

Ieyog SYuI|

E13 E24

" Kursiv gesetzter Text: im Original als FuRnote.
8 Hier bricht der Text mitten im Satz ab.

- 20 -

Nun drei Falle unterscheiden:

I. Es gibt in beiden Erzeugendenscharen der nidkeei
Kugel genau zwei in sich bewegte Geraden: Allgemei-
ne elliptische Bewegung

[I. In der rechten Schar gibt es genau zwei, in |ohdeen
werden alle Geraden in sich bewegt: elliptischehRec
drehung; ebenso Linksdrehung

lll. In beiden Scharen werden alle Erzeugendendain lse-
wegt. Dann bleibt jeder Punkt der nullteiligen Kuge
fest: lIdentische Kollineation des.P
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Uns interessiert besonders die elliptische Rechtsdr
hung. Durch sie gehen etwa die rechten Erzeugekgen
und B4 in sich Uber, wahrend nicht nur die linken Erzeu-
genden E und] Ey;, sondern alle in sich bewegt werden.
Daher bleiben alle Punkte der beiden rechten Eeelen
E1s Und] Ey4 einzeln fest, folglich werden alle reellen Gera-
den in sich bewegt, die durch einen Punkt venuiad den
konjugiert komplexen vonJZgehen und zwar erleiden die-
se Geraden eine elliptisch starre Verschiebungcim it
den beiden konjugiert komplexen Schnittpunkten Fals
punkten.

Diese reellen Geraden machen eine reelle elligisch
nienkongruenz aus, mit den beiden Erzeugendemnibd]
E,4 der nullteiligen Kugel als Leitlinien. Wir nennaine
solche Kongruenz eine Rechtsdrehkongruenz der- ellip
tischen Geometrie. Die beiden Leitlinien schneidgrh,
weil derselben Schar angehdjfigniemal$] und sind, well
konjugiert komplex, immer verschieden. Die Geraden

-22 -

dieser Kongruenz sind die Bahngeraden der ellipéisc
Bewegung des £ durch jeden reellefPunkt geht genau
eine hindruch.

Um uns ein_Bildvon dieser Rechtsdrehkongruenz zu
machen, teilen wir die reellen Kongruenzgeradenesud
Schar ineinander geschachtelter einschaliger Hgbade
auf. Zu den beiden ausgezeichneten Erzeugendeeater
ten Schar & und] Ey, die fest bleiben, nehmen wir zwei
beliebige konjugiert komplexe Erzeugende der linkehar
E14 Und] Exz hinzu. Diese 4 Erzeugenden bilden ein wind-
schiefes Viereck, durch das ein Biuschel von Hyperéen
hindurchgeht, darunter die nullteilige Kugel. Darkeeel-
ler Punkt des fauf dem Viereck liegt, geht durch jeden re-
ellen Punkt x genau ein Hyperboloid hindurch. Ichadte
es, indem ich durch x die Kongruenzgeradeldt Rechts-
kongruenz lege, die die LeitliniennFind B4 in konjugiert
komplexen Punkten schneidet. Das gesuchte Hypedbolo
ist dann durch die drei Geraden seiner ,linken“dtigen-
denschar, &, Ex;zund &
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bestimmt. Die rechte Erzeugendedes durch x gehenden
Hyperboloids gehort dann einer
': E Linksdrehkongruenz an, die zu
- j‘» -+ +~——E5  |eitlinien die beiderzur Rechts-
e
:14“‘ —Ey,

drehkongruenzwillkirlich et-
gefthrtenhinzugenommener-
zeugenden £ und] E,z hat.
Liegt der reelle Rnlkt x auf
einer der beiden reellen Geraden
Ein, Ess die die gegebene
Rechtsdrehkongruenz und die hinzugenommene Linksdre
kongruenz gemein haben, so fallen linke und reEnteu-
gende, Eund E, in eine Gerade & beZiehungsweise]Ez4
zusammen, das Hyperboloid artet in diese Gerade aus
Unter den Hyperboloiden befinden sich also zweara-

den ausgeartete. Wahlt man zu diesen Geraden zAchs
und uneigentliche Gerade der xy-Ebene, so ist gigeH
boloidschar in prggktiven] ulnd] kartesischen Koordinaten
durch die Gleichungen bestimmt

p(Xi+x2)-oc(XX+x3)=0 pO homog. Parameter

K (Z®+1)=x*+y?

w
Schnittfigur mit xz Ebene >—> A

L XT'Y

;o‘

_24 -

Die ausgearteten Hyperboloide, sozusagen die Achsen
des Buschels, sind durch die Rechtskongruenz giepé-
ben, sondern erst durch die willktrlich hinzugenanen
Leitlinien E4 ulnd] E,s einer Linksdrehkongruenz be-
stimmt. JedeGerade der Rechtskongruenz kann man zu
einem ausgearteten Hyperboloid machen. Man hat nur
durch x die Kongruenzgerade € E;4 der Rechtsdrehkon-
gruenz zu legen und die konjugiert komplexen Sc¢hnit
punkte  und j, von B4 mit den Leitlinien Es und B4 her-
zunehmen, die durch sie gehenden linken ErzeugeBden
ulnd] Eys der nullteiligen Kugel sind die Leitlinien der
Linkskongruenz, die die gesuchte Hyperboloidscher b
stimmt ynd] E;, ist die zu = Es4 gehorige zweite Achse,
die konfugierte] Polare von Ein BeZug] auf die nullteilige
Kugel.
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Mit andern Worten lal3t sich der Sachverhalt sotdhrs
len: Jede Rechtskongruenz und jede Linkskongruenz
schickt durch einen reellen Punkt_je eengruenzgerade
hindurch. Wenn nur ein reeller Punkansgezeichnet wird,
so lant sich mit seiner Hilfe jeder Rechtskongrueme
Linkskongruenz eindeutig zuordrignnamlich di¢] die
dieselbe Kongruenzgerade hindurchschickt wie diehie
kongruenz. Ist die Rechtskongruenz gegeben, Lieitli; 3
ulnd] Ey4 so finde ich die Leitlinien der Linkskongruenz,
indem ich die Kongruenzgerade der Rechtskongrugnz E
Ess durch x lege und durch ihre konjugiert komplexe
Schnittpunkteq u[nd] j, mit den Leitlinien &z u. B4 die lin-
ken Erzeugendenfu[nd] Ey; der nullteiligen Kugel lege.
Diese sind die Leitlinien der Linksdrehkongrueizsher
haben wir nur die elliptische Geometrie betrachtet.

Der von HerrnH[erbert] Jeifert] stammende Gedanke,
durch Auszeichnung eines Punktes jeder Rechtsdrehko
gruenz eine Linksdrehkongruenz zuzuordnen, istdfé@r
weitere Behandlung der sphérischen Bewegungententsc
dend. Die Durchfiihrung istin 8 1-3 und § 7 debdit von
Wiilliam] Trhrelfall] in den Mathlematischen]Ann[alen] 104
geleistet, fur die hiermit der Anschluf3 erreicdit |

. X
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Ubergang von dem ellif¥chen] P; in den euklidischen
R,. Denn_euklidischeR, noch leichter anzuschauen als ein

Transkription von Dirk Steinmetz
Durch Projektion der Punkte des R, vom Nullpunkt aus in die un-
eigentliche Hyperebene P, — ein dreidimensionaler projektiver Raum —

elliptischerP;.?

Bewegungen der dreidimensionalen sphirischen Geometrie.

Die euklidisch starren Bewegungen des reellen®) vierdimensionalen
Raumes R, um einen festen Punkt, den Nullpunkt, werden durch die
reellen linearen homogenen Transformationen der Koordinaten gegeben, die
die Quadratsumme x} 4 z? 4 z? 4+ 2, die Entfernung vom Nullpunkt,
ungeindert lassen. Sie fithren insbesondere die Einhestshypersphdre
z! + 2] + 2 + 22 =1 in sich iiber. Nur mit solchen Bewegungen haben
wir es zu tun; wir nennen sie die sphdrischen Bewegungen des R,. Die
reellen Punkte der Hypersphire bilden nidmlich den Schauplatz der reellen
dreidimensionalen sphdrischen oder konformen Geometrie; sie werden in
die spiter untersuchten Diskontinuititsbereiche der endlichen sphirischen
Bewegungsgruppen zerlegt.

Um die sphirischen Bewegungen zu iiberblicken, betrachten wir den
nullteiligen Hyperkegel 27 + ] + 25 + 27 = 0, der ebenfalls in sich bewegt
wird. Er trigt zwei Scharen von (zweidimensionalen) Ebenen auf sich, die
durch den Nullpunkt gehenden isotropen Ebenen des reellen R,.

An der dreidinfensionalen]Fig[ur] erlautern. Projektions-
zentrum vor der Zeichenebene = Mitfelpkt der Hyper-

sphare

Die bei-
den Scharen sind nur durch eine sphirische Bewegung zweiter Art (Trans-
formationsdeterminante — 1) ineinander iiberfilhrbar und werden darum
als rechte und linke Schar unterschieden. Zwei Ebenen derselben Schar
haben nur den Nullpunkt gemein, zwei Ebenen verschiedener Scharen
schneiden sich in einer Mantellinie des Hyperkegels: ¢sotrope Gerade des
reellen R,. Wir haben es nur mit solchen Geraden, Ebenen und Hyper-
ebenen des R, zu tun, die durch den Nullpunkt gehen, und wir werden
diese Beschrinkung hinfort nicht immer ausdriicklich wiederholen.

gehen die isotropen Ebenen in die geradlinigen Erzeugenden der nullteiligen
Kugel des P, iiber, welche der Schnitt des Hyperkegels und der Hyper-
sphiire mit der uneigentlichen Hyperebene ist, die Gruppe sphérischer Be-
wegungen aber in die automorphen Kollineationen der nullteiligen Kugel
des P,. Der P, wird durch diese Bewegungsgruppe zum dreidimensionalen
elliptischen Raum, der auch durch Diametralpunktidentifizierung der reellen
Punkte der Hypersphire entsteht und der Schauplatz der elliptischen Geo-
metrie ist. Weil der sphirische, nicht der elliptische Raum die universelle
Uberlagerungsmannigfaltigkeit unserer Diskontinuitétsbereiche ist, interessiert
uns nicht die elliptische, sondern nur die zu ihr zweistufig isomorphe
sphirische Geometrie.

Den Mantellinien des nullteiligen Hyperkegels, also den isotropen
Geraden, kann man umkehrbar eindeutig die reellen orientierten Ebenen
des R,, die durch den Nullpunkt gehen, zuordnen?). Jede nichtorientierte
reelle Ebene schneidet den Hyperkegel in ihren beiden isotropen Geraden.
Einer nichtorientierten Ebene ist damit ein Paar konjugiert komplexer iso-
troper Geraden zugeordnet. Diese Geraden werden in einem aus den bei-
den reellen senkrechten Einheitsvektoren e, und e, bestehenden Koordina-
tensystem der Ebene von den beiden Vektoren 4 ¢e, + e, aufgespannt.
Orientiert man nun die Ebene durch Hinzufiigung eines Koordinatensystems,
8o kann man die orientierte Ebene mit der von - Ze, + ¢, aufgespannten
isotropen Geraden koppeln. Umgekehrt bestimmt jede isotrope Gerade j
mit ihrer konjugiert komplexen ; %) eine nichtorientierte reelle Ebene, und
diese erhélt eine Orientierung durch Auszeichnung derjenigen Koordinaten-
systeme, in denen die isotrope Gerade j vom Vektor + ie, + e, aufge-
spannt wird. Die zu zwei konjugiert komplexen isotropen Geraden gehori-
gen reellen orientierten Ebenen heiflen entgegengesetzt orientiert und iiber-
lagern dieselbe nichtorientierte Ebene.

Die sphirischen Bewegungen erster Art des R, werden nach den iso-
tropen Geraden eingeteilt, die sie in sich iiberfiihren. Mindestens vier solche
isotrope Fixgeraden sind vorhanden. [Denn die isotropen Ebenen jeder der
beiden Scharen bilden ein biniéires Gebiet®), das von einer sphirischen Be-
wegung des R, eine lineare Transformation in sich erleidet. Wenn eine
isotrope Ebene bei dieser Transformation festbleibt, so auch ihre konjugiert
komplexe, die zur selben Schar gehort. Da keine isotrope Ebene reell ist,

° Im folgenden sind die Anmerkungen Threlfalls zueugickten Text (1. Fahnen-
korrektur der Mathematischen Annalen 104) an deeiéen Stelle direkt einge-
fugt.

fallen die beiden Fixelemente dieser Transformation nicht in eines zusammen;
es gibt daher in jeder Schar mindestens zwel getrennte isotrope Fixebenen,
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die nur in sich bewegt werden. Wir nennen die der rechten Schar E,; und
E,, = E,4, die der linken E,; und E;,=E,;. Sie schneiden sich in vier
paarweise konjugiert komplexen isotropen Geraden

ji» Ja=1h TJs Ja=Ts>

die zwei weitere reelle Verbindungsebenen E,, und E,, haben. Die Ge-
raden j, und j, spannen immer die mit E;, bezeichnete Ebene auf. —
Die ersten vier Ebenen, die paarweise konjugiert komplexen isotropen,
schneiden aus der nullteiligen Kugel des uneigentlichen P, gleichsam ein
windschiefes Viereck von geradlinigen Erzeugenden aus, die beiden reellen
Ebenen schneiden den P, in den beiden reellen Kanten (konjugierten Po-
laren der nullteiligen Kugel), die das Viereck zum Tetraeder ergénzen.
Diese beiden Ebenen E,, und E,, stehen total senkrecht aufeinander.
Denn j, steht senkrecht auf j;, weil alle Geraden derselben isotropen Ebene
aufeinander senkrecht stehen; aus demselben Grunde steht j, senkrecht
auf j,, also auf allen Geraden von Eg,, und gleiches gilt von j,. Also
stehen alle Geraden von E,,, als linear abhingig von j, und j,, senkrecht
auf allen von E,,, d.h. E,, und E,, sind total senkrecht und haben daher
nur den Nullpunkt des R, gemeinsam. Die schematische Fig. 1 deutet die
Lageverhaltnisse eines Schnittes mit dem uneigentlichen P, an. Die aus-
gezogenen Linien stellen die beiden reellen Diagonalen des windschiefen
Vierecks dar.] Von jeder sphirischen Beweyung des R, werden daher min-
destens zwei reelle total senkrechte Ebenen in sich gedreht. — Die vier
isotropen Geraden 7, j,, 5, j, sind hiernach linear unabhiingig und spannen
den ganzen R, auf

Nun tritt eine dreifache Fallunterscheidung ein, je nachdem

I es sowohl in der rechten als in der linken isotropen Schar nur zwei
Fixebenen gibt, oder

IL in einer Schar zwei, in der andern alle Ebenen Fixebenen sind, oder

TIL. in beiden Scharen alle Ebenen Fixebenen sind.

Wir Ubernehmen die Ergebnisse aus dem elliptischen
Ps. Den isotropen Fixgeraden entsprechen die Fixgunkt

der nullteiligen Kugel.

I. Allgemesne sphdrische Bewegqung.
‘ ‘Die. beiden Ebenen E,, und E,, sind jetzt die einzigen reellen Ebenen
die in sich gedreht werden, j,, j, und j;, j, die einzigen konjugiert kom-
plexen Geradenpaare, die in sich bewegt werden, deren Vektoren also etwa

mit den Faktoren

e'? e-w’ eiw e—iw

() G Gs) ()

sich multiplizieren. Die Faktoren haben den Betrag 1 als Eigenwerte einer
reellen orthogonalen Matrix.

Punkt x auf isotroper Fixgeraden gegeben. Bildpunkt
Xi' =P X =2 lik Xi X

Wenn sich die isotropen Geraden(y[nd] j,) der zu |
gehorigen orientierten Ebene mit éediehungsweisele™)
multiplizieren, so heifl3t das nichts andgfeals dal3 die
reellen Punkte durch den Winkep gedreht werden.

(Beweis:_ DerPunkt] (x,y) = (i,1) durch
X'=Xx cosp —y sind

y'=+ xsing +y cosb
transformieren.)

. Wire o =y, so wiirde die isotrope Ebene E,s
der rechten Schar eine homogene Ahnlichkeitstransformation mit dem

Faktor e'? erleiden, weil zwei unabhiingige ihrer Vektoren, nimlich zwei
die die Geraden j, und j, aufspannen, sich mit diesem Faktor multipliziertenj
Das gleiche geschihe mit der konjugiert komplexen Ebene E,, der rechten
Schar. Also wiirde eine ganze Schar reeller Ebenen durch den Winkel ¢
in sich gedreht, nimlich jede Ebene, die von einem Vektor der Ebene E
und dem konjugiert komplexen der Ebene E,, aufgespannt wird. Wiixl';
= — y, 8o trite ein gleiches fiir die beiden konjugiert komplexen Ebenen
E,s und E,, der linken Schar ein — gegen die Voraussetzung der Einzig-
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keit von E,, und E,;,. Eine allgemeine sphdrische Bewegung dreht daher
zwes bestimmte reelle, total senkrechte Ebenen durch Winkel, die dem ab-
soluten Betrage nach verschieden sind, starr in sich; Lage und Orientierung
dieser Ebenen sowie die Drehwinkel bestimmen die Bewegung eindeutig. —
Legt man ein Koordinatensystem in den R,, dessen 1—2- und 3—4-Ebene
mit den orientierten, zu j, und j, gehérigen reellen Ebenen iibereinstimmt,
so nimmt in ihm die Matrix der sphirischen Bewegung des R, die Winkel-
form an:

cosp —sing 0 0

sin @ cosp 0 0 0p<2an
0 0 cosy —siny (0§1p<2n)‘
0 0 sin y cosy

Mit anderen Worten: Das Koordinatensystem ist so gewihlt, daB die Ge-
rade j, von dem Vektor 4 7e,+ e, und j; von - 7e;+ e, aufgespannt
wird; e, e,, ¢, e, sind die Einheitsvektoren auf den Koordinatenachsen,
und die sphirische Bewegung ist in ihm durch die Gleichungen

x| =, c08Q —z, sing

Zy =, 8inp + z,c08¢

xy = x, cosy — x, Siny
x, siny + x, cosy
gegeben. — Fiir @ =0 und y==n ergibt sich die , Spiegelung“ des R,
an der Ebene E,,.

. W

I

z,

I1. Rechts- und Linksdrehung.
Wenn alle isotropen Ebenen einer und nur einer Schar in sich be-
wegt werden, so gehen die Schnittgeraden dieser isotropen Ebenen mit den
beiden einzigen (konjugiert komplexen) Fixebenen der anderen Schar einzeln

in sich iiber. Also gehen alle isotropen Geraden dieser beiden isotropen
Fixebensn einzeln in sich iiber und keine andern. Je nachdem diese Ebenen
der rechten Schar, wie E,, und E,,, oder der linken, wie E,, und E..
angehoren, heilt die Bewegung eine Rechtsdrehung oder eine Linksdrehung.
Eine Rechtsdrehung liegt daher vor, wenn ® =1, etwa — y , eine Links-
drehung, wenn ¢ = — y, etwa = 7, ist. In dem erwihnten Koordinaten-
system nimmt daher eine Rechts- bzw. Linksdrehung die Winkelform an:

Rechts: ¢ =y =y, Links: ¢ = —y(mod2x) =y,

cosy, —siny, 0 0 cosy, —siny, 0 0
siny, cosy, O 0 ) sin y, cos y, 0 0
0 0 cosy, —siny, |’ 0 0 cosy, siny,
0 0 siny,  cosy, 0 0 —siny, cosy,
0Zr<2n 0 n<2n.

Die reellen Ebenen, die durch eine Rechts- oder Linksdrehung in sich
gedreht werden, stehen paarweise aufeinander senkrecht, weil mit einer
Ebene wegen der Orthogonalitit der Bewegung auch die total senkrechte
Ebene in sich gedreht wird. Wir sagen, daB sie eine Rechts- oder Links-
drehebenenkongruenz des R, bilden. Die Kongruenz wird durch zwei iso-
trope, konjugiert komplexe Lestebenen der rechten oder linken Schar be-
stimmt, das sind bei einer Rechtsdrehung die beiden einzigen in sich be-
wegten Ebenen E,, und E,, der rechten Schar, deren simtliche isotrope
Geraden einzeln in sich iibergehen, bei einer Linksdrehung entsprechend
die Ebenen E,; und E,,. Jede isotrope Gerade der einen Leitebene spannt
mit der konjugiert komplexen der andern eine reelle Kongruenzebene auf
und umgekehrt schneidet jede Kongruenzebene die beiden Leitebenen in
konjugiert komplexen isotropen Geraden. Eine Kongruenz enthélt daher
so viele Ebenen wie eine isotrope Ebene (durch den Nullpunkt gehende)

isotrope Geraden, also co® Durch jede Gerade geht genau eine Kongruenz-
ebene hindurch.
Wie man eine Ebene durch Auszeichnung einer ihrer

en Geraden orientiert, so eine Drehebenenkongruenz durch
Auszeichnung einer~ihrer beiden konjugiert komplexen Leitebenen: orien-
tierte Rechis- bzw. Linksdr nenkongruenz. Zwei entgegengesetzt orien-
tierte Drehebenenkongruenzen iiber n dieselbe nichtorientierte Dreh-
ebenenkongruenz. Orientierte Drehebenenko nz und Drehwinkel be-
stimmen die Drehung eindeutsg. Mit verinderlichem winkel beschreibt
jeder Punkt des R, einen Kreis um den Nullpunkt in der durch I
Kongruenzebene.

II1. Identstdt und Diametralpunktvertauschung.

Der dritte noch mégliche Fall ist der, daf die sphérische Bewegung
des R, die Ebenen beider isotroper Scharen einzeln in sich bewegt. Dann
ist sie zugleich Rechts- und Linksdrehung, daher muf in der Winkelform
(S.2) ¢ =y und zugleich g = —y (mod27) sein, also ¢ =y =0 oder
@ =vy=n. Im ersten Fall liegt die identische Bewegung &, im zweiten
die Spiegelung am Nullpunkte, d. i. Diametralpunktvertauschung S vor.
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. -1 0 0 O
Winkelform

-1 0 O

0O 0 -1 0

0O 0 0 -

Diese beiden sphirischen Bewegungen sind die einzigen, die zugleich Rechts-
und Linksdrehung sind. — Zwei Bewegungen, die sich um eine Diametral-
punktvertauschung unterscheiden, heiBen entgegengesetzt und werden bis-
weilen als
G* ud G =G*8

voneinander unterschieden. Die Bezeichnung rechtfertigt sich damit, daB
die Bewegung § die Ordnung 2 hat. Die Drehwinkel zweier entgegen-
gesetzter Bewegungen unterscheiden sich um ein ungerades Vielfaches von .

Bisher unterschieden I, Il, ll{Raum}drehung{gewahlt},
weil durch einen Skalar, Winkel bestimmit.

Rechts- und Linksdrehung.

Nicht jede starre Bewegung des R, um den Nullpunkt ist eine Drehung,
aber jede Bewegung erster Art G ist das Produkt einer Rechtsdrehung G,
und esner Linksdrehung @,. Zunéchst nimlich ist das Produkt einer Rechts-
drehung @, und einer Linksdrehung @, eine allgemeine Bewegung @. Denn
die Rechtsdrehebenenkongruenz von @, und die Linksdrehebenenkongruenz
von @, haben genau ein reelles Paar von Ebenen, E,, und E,,, gemeinsam.

Denn eine reelle Ebefledie zur Rechtskonfirenz] ge-
hort, hat isotrope Gerade, die den Leitebenen eldnten
Schar (&3, Exs) angehoren.

Wenn sie zugleich einer Linkskormggnz] angehort,
missen ihre isotropen Geraden der (isptn) Leitebenen
der linken Schar angehdren, also in, B3 liegen. Daher
kénnen die isotropen Geraden nilij, js, j4 Sein.

Fiihrt man ein Koordinatensystem ein, in dem beide Drehungen die Winkel-
form annehmen (§1 S.JJ&), so wird die eine Koordinatenebene E,, durch
@ =x,+ 2, die andere E;, durch @ =y — y, (mod 2x) gedreht. Es
werden also zwel total senkrechte Ebenen durch Winkel gedreht, die dem
absoluten Betrage nach verschieden sind, falls nicht etwa G, oder @,
Diametralpunktvertauschung oder Identitét ist. Ist G, die Diametralpunkt-
vertauschung S, also y, ==, so ist @, G,= G, S wieder eine Linksdrehung,
die entgegengesetzte von @,, Drehwinkel = y,+ z (mod 2 #); entsprechend
im linkep Falle. Das Produkt G,G, ist daher eine allgemeine Bewegung,
die nur in den beiden Ausnahmefillen in eine Drehung ausartet. — Da
die resultierende Bewegung von der Reihenfolge von @, und G, unabhingig
ist, weil die beiden senkrechten Drehebenen und die beiden Drehwinkel ¢
und vy, die charakteristischen Daten der Bewegung, es sind, so ist jede Rechis-
drehung mit jeder Linksdrehung vertauschbar. — Liegt umgekehrt eine
allgemeine starre Bewegung G vor, so gibt es genau eine Rechtsdrehebenen-
kongruenz und eine Linksdrehebenenkongruenz, die die beiden in sich be-
wegten Ebenen von G zu Kongruenzebenen hat. Wird die erste durch eine
Rechtsdrehung @, um den Winkel y, in sich gedreht, die Linke durch eine
Linksdrehung @, um den Winkel y,, so miissen, damit G, G, =G sei, die
Gleichungen gelten (bei geeigneter Orientierung):

p=x+tnt+2kmx,

v=y2,—0+2k'x,
also

1= (p+v)+ (k+¥)m,

1= (@—v)+(k—k)n

Da die Drehwinkel y, und y, das ganze Intervall von 0 bis 2z durchlaufen
konnen, 1a8t sich G in genau zwei entgegengesetzte Paare von einer Rechts-
und einer Linksdrehung zerlegen?).

%) Es ist fiir unsere Zwecke nicht erforderlich, diese Tatsache analytisch zu ver-
folgen und die orthogonalen ,Drehmatrizen“ @, und G; anzugeben, in die sich jede
orthogonale Matrix G zerlegen laB8t. Vgl hierzu E. Steinitz, Polyeder und Raum-
einteilungen. Enc. math. Wiss. IIT AB12 (1916), 8. 126.
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Die Rethenfolge der Faktoren eines Produktes von Bewegungen legen
ch die Bestimmung fest, dal die Bewegung, die entsteht, wenn man

wegung A und dann die Bewegung B ausfiihrt, die Bewegung B A
ist (von rechtg nach links lesen!). Sind dann

Gi=Gii G = G Gy (1=1,2,3)
imksdrehung zerlegte Bewegungen, und ist
Gy = G, G,,

drei in Rechts- und

so ist
Gr+ 2 Gf+ 1=
und ebenso entsprechend

Gis Oy = G

entweder

oder

legungen der Faktoren in Rechts- und Linksdrehung bis auf eine Dia
punktvertauschung.

§ 3.
Abbildung in Paare euklidischer Rs-Drehungen.

Die Zerlegung der allgemeinen sphirischen Bewegung in Rechts- und
Linksdrehung hat den Zweck, eine Gruppe sphirischer Bewegungen des R,
auf eine Gruppe von Paaren je einer Rechts- und einer Linksdrehung
zuriickzufithren (§ 4). Jede Gruppe von Rechts- oder von Linksdrehungen
laBt sich weiter durch eine Gruppe sphirischer Bewegungen, also starren
Drehungen des euklidischen R, ersetzen, also die endlichen Gruppen durch
die bekannten endlichen Gruppen gewdhnlicher starrer Drehungen, die wir
im folgenden platonische Gruppen nennen, weil sie einen der platonischen
Korper, vielmehr eine regelmaBige Kugelteilung in sich iiberfilhren. Den
Ubergang von der Drehung des R, zur Drehung dieses R, nehmen wir
folgendermaBen vor.

Wir zeichnen im R, einen reellen Vektor e, also auf der Hypersphire
einen Punkt ein fiir allemal aus. Jede Rechtsdrehebenenkongruenz schickt
durch diesen ausgezeichneten Vektor e genau eine Kongruenzebene hindurch,
ebenso jede Linksdrehebenenkongruenz. Die Auszeichnung des Vektors e
ermdoglicht es daher, jeder Rechtsdrehebenenkongruenz eine Linksdreh-
ebenenkongruenz zuzuordnen, némlich die, die dieselbe Kongruenzebene
durch e schickt wie die Rechtskongruenz. Hiermit ist zugleich jeder Rechts-
drehung @, eine Linksdrehung G/ eindeutig zugeordnet. Ist E;, die mit
e inzidente Drehebene von @, und wird sie von G, durch den Winkel g,

gedreht, wenn man die Bezeichnung vén § 1 S. J28 zugrunde legt, so soll
G die Linksdrehung sein, die dieselbe Ebene durch xt= — x, dreht. G ist
dadurch charakterisiert, daB G; G, = @, den ausgezeichneten Vektor e fest-
laBt. Nun kommt es uns nicht auf die Zuordnung von @G, zu G, sondern
auf die zu G, an. G, ist eine sphirische Bewegung des R,, die E;, punkt-
weise festlaBt (yp,= 0) und die zu E,, total senkrechte Ebene E,, durch
den Winkel ¢, = 2%, dreht. Mit dem ausgezeichneten Vektor e bewegt G,
den zu e senkrechten R, starr um den Nullpunkt in sich®). Damit ist die
Abbildung einer Rechtsdrehung G, auf eine Drehung G, des ausgezeichneten
R, geleistet. Die Drehung des R,, in die sich die Rechtsdrehung G, ab-
bildet, kennzeichnen wir, wie auch sonst den Ubergang vom R, in den
Bild- R;, durch Fettdruck. Ebenso wie eine Rechtsdrehung bildet sich jede
Linksdrehung @, in eine Drehung G, des ausgezeichneten R, ab.

Liegt umgekehrt eine Drehung des ausgezeichneten R, vor, so wird sie
von einer eindeutig bestimmten, e festlassenden sphirischen Bewegung des
R, hervorgerufen, und diese 18t sich nach § 2 in zwei entgegengesetzte
Paare, einer Rechts- und einer Linksdrehung, zerlegen, so daB man jeder
Drehung des ausgezeichneten R, zwei entgegengesetzte Rechtsdrehungen G
und @; und nach Belieben ebenso zwei Linksdrehungen @i und G; zuordnen
kann, die sich in sie abbilden. Je nachdem man die R,-Drehung als Bild
einer Rechts- oder Linksdrehung auffaBt, wird sie mit G, oder G, benannt

Sind die drei Rechtsdrehungen @,; (¢+=1,2,8) in die drei R,-
Drehungen G,; abgebildet und ist

Grs = Gr’ Gri’
so auch

G, s=G,,G,,;
dabei bedeutet das letzte Produkt die Drehung, die entsteht, wenn man
erst G,,, dann @,, auf den R, ausiibt. Wenn nimlich Gpi= Gi:Grs, 80
st Qo2 Go1= (Gi2 G11) (Gr2 Gr1) wegen der Vertauschbarkeit von Rechts-
und Linksdrehung, und weiter — Gi3 G,3, wenn Gis Gi»= Gis gesetzt wird.
Weil aber diese sphirische Bewegung den Vektor e festldBt, bewirkt sie
dieselbe R,-Drehung wie das Bild G,, der Rechtsdrehung G,,.

Da wir die allgemeine sphirische Bewegung des R, in eine Rechts-
drehung und eine Linksdrehung und ebenso in die beiden entgegengesetzten
Rechts- und Linksdrehungen zerlegen konnen, eine Rechtsdrehung [Links-
drehung] und ihre entgegengesetzte sich aber in ein und dieselbe Dre%nmg
G, [G,) des sausgezeichneten R, abbildet, so bildet sich jede sphérische
R,-Bewegung eindeutig in ein geordnetes Paar (G,, G;) von Drehungen
des ausgezeichneten R, ab. Umgekehrt bestimmt jedes solche Paar eine
sphirische R,-Bewegung bis auf Diametralpunktvertauschung.

%) Die punktweise feste Ebene E;, wird von dem ausgezeichneten Vektor ¢ und
der Drehachse ¢, der starren R,-Drehung aufgespannt, E,, liegt in diesem R, und steht
in ihm senkrecht auf e,.
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~ Ist insbesondere G,= G, so bildet sich in das Paar (G,, G,) die
sphiirische R,-Bewegung ab, die den Vektor e festldBt, und im ausgezeich-
neten R, die Drehung G, = G, bewirkt, und die entgegengesetzte Bewegung.

Sind hiernach die spérischen R,-Bewegungen @, und G, in die Paare
von R;-Drehungen (@,,, G;,) und (G,,, G,,) abgebildet, so das Produkt
G, G, in das Paar (G,,G,,, G, G,,). Jede richtige Beziehung zwischen
R,-Bewegungen geht daher in eine richtige Beziehung zwischen den rechten
und zwischen den linken Bilddrehungen iiber.

Es geht uns noch die Frage an, wie sich die beiden Bilddrehungen
einer sphérischen Bewegung des R, in dem ausgezeichneten R; #ndern,
wenn man diesen R; durch einen neuen R;, den Vektor e also durch einen
andern ausgezeichneten Vektor ersetzt. Anstatt den Ubergang von einem
ausgezeichneten Ry zu einem andern vorzunehmen, wollen wir den urspriing-
lichen R, beibehalten, dafiir aber alle Bewegungen des R, mit einer Be-
wegung 7 = T, T, transformieren. Eine Bewegung G des R, geht hierbei
iiber in die transformierte Bewegung G'= T'G 7. Bildet sich nun
G in das Paar (G,,G,) =G, T=T.T, in das Paar (Z,, T)) =T ab,
so ist das Bild von ¢’ G'=TG T-=(T,, T))- (G, Go)- (T, ", T;' ")
= (T, G, T T\&y T;"). D. h. bei Transformation der Gruppe aller
R,-Bewegungen mit 7 = T, T, transformieren sich die Gruppen der rechten
[linken] Anteile der Bildpaare mit den Bildern 7', [T,] der Rechts- [ Links-]
Drehungen, in die 7' zerlegt ist. Ist insbesondere 7' eine Linksdrehung, so
werden nur die linken Anteile der Bildpaare transformiert. 7, und 7, sind
keinen Einschrinkungen unterworfen, d. h. durchliuft 7' alle Bewegungen
des R,, so das Bild (7., T,) alle moglichen Paare von Bewegungen des E;.

Hat man also, um die Begriffe zu fixieren, eine Reihe von Rechts-
drehungen des R,, deren Bilder im R, ein bestimmtes Oktaeder in sich
iiberfithren, und eine Reihe von Linksdrehungen, deren Bilder ein Tetra-
eder in sich drehen, so kann man durch eine Transformation aller Be-
wegungen des R, mit einer geeigneten Bewegung 7' jede beliebige Lage der
beiden Korper in dem R,, insbesondere jede beliebige gegenseitige Lage
erreichen, Wie bemerkt, konnte man ebensogut die Bewegungen des R,
ungeiindert lassen, dafiir aber zu einem neuen ausgezeichneten R, iibergehen,
in dem die platonischen Korper die gewiinschte Lage gegeneinander ein-
nehmen. Anwendung hiervon wird in § 6 S. fmm in § 11 8. oog und bei
Behandlung der Rechtecksgruppen gemacht.

Zwei R,-Gruppen, die ineinander dirch Transformation mit einer R,-
Bewegung iibergehen, heilen ghnlich und werden nicht als verschiedene
Bewegungsgruppen angesehen. Zu einer #hnlichen R,-Gruppe iibergehen,
heiBt im ausgezeichneten R, alle Drehungen @, mit ein und derselben
R,-Drehung 7, und alle Drehungen G, mit ein und derselben Drehung T
transformieren. Umgekehrt sind zwei R,-Gruppen, deren Bilder sich in dieser
Weise nur durch die Orientierung der rechten und linken Anteile unter-
gcheiden, ahnlich. Die Bilder @hnlicher R,-Gruppen bezeichnen wir gelegent-
lich als dhnliche Paargruppen (vgl. §4).

Das Ergebnis ist: Nach Auszeichnung eines Vektors e des R, bilden
sich umkehrbar eindeutig je zwei entgegengesetzte sphdrische R,- Bewegungen
G* und G~ in ein geordnetes Paar (G,, G,) starrer Drehungen des zu e
senkrechien R, derart ab, da dem Produkt zweier R,- Bewegungen das
Paar von R,-Drehungen entspricht, das aus den Produkten der einzelnen
Drehungen G, und G, besteht. Durch geeignete Wahl wvon e kann man
die Gesamitheit der Drehungen G, gegen die Gesamtheit der Drehungen G,
beliebig orientieren. Zerlegt man die R,-Bewegung G in Rechts- und Lin'ks-
drehung G, und G,, so sind die Drehwinkel y, und Y, der beiden Bild-
drehungen G, und G, doppelt so groB wie die Drehwinkel y, und 2, von
G, und G,. Zwischen ‘den beiden Drehwinkeln ¢ und y der allgemeinen
Bewegung G und den Drehwinkeln der beiden Bilddrehungen im R, besteht
daher (nach § 2 S. ;5m) die Beziehung

L=¢+v, L=P—Y (mod 2 7).
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Die reellen elliptischen Bewegungen des P; und damit bis auf Diametralpunkt-
vertauschung die reellen sphirischen Beweguhgen des R, werden gewohnlich durch
zwei {-Substitutionen
» a'tf+ﬁr alcl+ﬂl
"ﬁr;r'f‘ e, -8+ a
charakterisiert, die die Transformationen der rechten und linken Schar isotroper
Ebenen festlegen. Die Beziehung dieser zu unserer Darstellung |wird von den
orientierten Drehebenenkongruenzen vermittelt. Die reellen orientierten Rechts-
drehebenenkongrenzen z. B. lassen sich einerseits umkehrbar eindeutig auf die
isotropen Ebenen der rechten Schar, namlich auf eine ihrer beiden konjugiert kom-
plexen Leitebenen beziehen, anderseits auf die reellen orientierten Geraden des
ausgezeichneten R,. Jede solche Rechtskongruenz schickt namlich durch den aus-
gezeichneten Vektor e genau eine orientierte Ebene, der genau eine in ihr gelegene
und auf e senkrechte orientierte Gerade zugeordnet werden kann; diese ist das Bild
der Rechtsdrehebenenkongruenz. Wir wollen den von diesen orientierten Bildgeraden
der Rechtsdrehkongruenzen erfiillten Bild-R, mit R,, bezeichnen und ihn dem aus-
gezeichneten Teil-R, des R, iiberlagert denken. Bei einer beliebigen sphérischen
R,-Bewegung geht R,, in sich iiber, was vom R, im allgemeinen nicht gilt. AuBer-
dem iiberlagern wir’dem R, einen Bild-R, R,, der Linksdrehebenenkongruenzen. Eine
Bewegung G, des R,, die den ausgezeichneten R, in sich dreht, bewegt R,, und R;,
so, als ob sie starr mit dem R; verbunden wiren. Zerlegt man G, in @, und
G,’:GQ= G/G,, und ibt statt G, die Rechtsdrehung @, auf den R, aus, so erleidet
R,, dieselbe Bewegung wie von G,, da R,, bei jeder Linksdrehung festbleibt. R,,
fiihrt also bei einer Rechtsdrehung @, eine starre Drehung aus, und daher bei jeder
sphirischen Bewegung des R,. Entsprechendes gilt von dem Raum R;,, der sich
unabhiingig von R,, bewegt. — In dem R;, kann man die Einheitskugel um den
Nullpunkt legen, sie |als komplexe Zahlenkugel auffassen und damit jede orientierte
Rechtsdrehebenenkongruenz, also mittelbar auch jede isotrope Ebene der rechten
Schar, durch einen komplexen Parameter charakterisieren, den man bei passender
Numerierung der isotropen Ebenen der rechten Schar mit dem Parameter {, zur
Deckung bringen kann. — Hiermit ist die bekannte Tatsache®) erklart, da8 der Para-
meter £, der rechten isotropen Ebenen bei einer starren Bewegung des E, um den
Nullpunkt eine ¢-Substitution erleidet, die einer starren Drehung der ¢-Kugel
entspricht, und daB der Drehwinkel der zu dieser spharischen R,-Bewegung gehdrigen
Rechtsdrehung halb so groB8 ist wie der Drehwinkel der {-Kugel; denn wir haben
gesehen, daB er halb so groB ist wie die von G, bewirkte Drehung G, des aus-
gezeichneten R;.

il = und &/ =

9) E. Goursat, Substitutions orthogonales, Ann. Ec. Norm. (3) 6 (1890). Diese
ergebnisreiche und leicht lesbare Arbeit behandelt nicht eigentlich die orthogonalen
Substitutionen, sondern solche, deren Koeffizienten noch mit einem gemeinsamen
willkiirlichen Faktor behaftet sind, also nicht die spharischen Bewegungen des R,
sondern die elliptischen des P;, nicht die homogenen orthogonalen Substitutionen
von vier inhomogenen, sondern von vier homogenen Verdnderlichen. Die endlichen
Gruppen dieser Substitutionen — mit unseren Paargruppen 1-isomorph — sind mit
einer Ausnahme (§ 4 S, == FuBnote und § 4 S. J=m) vollstiindig angegeben. — Da es
uns auf eine vollstindige Ermittlung aller sphérischen Bewegungsgruppen und
nicht der elliptischen ankommt, miissen wir uns der langwierigen Aufgabe ihrer Auf-
zahlung unterziehen und konnen nicht auf die Goursatsche Arbeit verweisen.

Konformer Modellraum K;.

Um die Diskontinuititsbereiche der Bewegungsgruppen topologisch zu

untersuchen, ist es ein niitzliches Zugestindnis an die Anschauung, die
reellen Punkte der Hypersphire durch stereographische Projek,tion
vom Nordpol der Hypersphire, dem Punkte (0, 0, 0, 1) des R, aus in die
Hyperebene x, = 0 zu iibertragen (§ 1). Diese Hyperebene ist die Aquator-
hyperebene der Hypersphire; sie trigt vom euklidischen R, her eine natiir-
liche euklidische Metrik; wir nennen sie den euklidischen Bildraum?**). Die
Abbildung wird umkehrbar eindeutig, wenn wir den euklidischen Bildraum
durch einen einzigen uneigentlichen Punkt schlieBen, d. h. von ihm zum
reellen konformen Raum K, iibergehen. Die kartesischen Koordinaten
T =2, Y = &,, 2 = x, stellen zwar alle Punkte des euklidischen Bildraumes
dar, aber nur eine endliche Umgebung des Nullpunktes des K,, nimlich
jede, die den ,uneigentlichen“ Punkt des K, nicht enthilt. AuBler der
natiirlichen Metrik trigt der Bildraum sowie der K, die sphirische Metrik,
die ihm von der Hypersphire her durch die stereographische Projektion
kiinstlich aufgepriigt ist. Sie allein wiirde zur Kennzeichnung der Diskon-
tinuitdtsbereiche ausreichen. Nur zur bequemen Verstindigung reden wir
auller von sphirischen Geraden und Ebenen (stereographischen Bildern von
Hauptkreisen und Hauptkugeln der Hypersphire) und von der sphérischen
Punktentfernung auch von euklidischen Geraden, vom uneigentlichen Punkt,
dem Einheitskreise usw. ’
. .Die starren Bewegungen der Hypersphiire um den Nullpunkt bilden sich
In eine Gruppe konformer Bewegungen des K, ab. Im euklidischen Bild-
raum laBt sich diese Gruppe als eine Gruppe reeller Kugelverwandtschaften
kennzeichnen, die die nullteilige Einheitskugel*®) in sich bewegen, daher
Orthogonalkugeln der nullteiligen Einheitskugel und daher Diametralkugeln
der einteiligen Einheitskugel unter sich vertauschen.

Es liege im R, eine sphirische Bewegung vor, die die Ebene E,. )
und damit die dazu total senkrechte Ebene E,, in sich dreht. Der Haupt‘é
kreis, den E,, aus der Hypersphire ausschneidet, geht durch das Projektions-
zentrum (0,0,0,1) und bildet sich daher in eine Gerade durch den

'7) Dieser euklidische Bildraum ist nicht zu verwechseln mit dem § 3 S. — ein-
gefithrten Bild-R,, in dem die Drehungen der Paargruppen vor sich gehen.

'*) Die nullteilige Einheitskugel gehort dem euklidischen R, an; sie hat nicht
etwa Punkte mit dem K, gemein.

) “).Die Ebene, die von der 1- und 2-Achse des z, z, %, x,-Systems aufgespannt
wird, wird E,; genannt.
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Koordinatenanfangspunkt des euklidischen Bildraumes ab, und zwar in die
z-Achse, da der Kreis auch noch den Punkt (0,0, 1, 0) enthilt, der sein
eigner Bildpunkt ist. Die Ebene E,, schneidet die Hypersphire in einem
Kreise, der ganz im Projektionsraum z, = 0 liegt und daher mit seinem
Bilde iibereinstimmt. Das Bild ist daher der Kreis 24 y2=1, 2 =0 des
euklidischen Bildraumes. Wird nun die Ebene E,, durch den Winkel ¢,
die Ebene E;, durch den Winkel v gedreht — die Ebenen sind vorher
wiein § 1 S. pmm durch orientierte zu ersetzen, damit die Angabe der Dreh-
winkel einen Sinn hat —, so konnen wir die Bewegung auffassen als das
Ergebnis einer stetigen Bewegung mit denselben in sich gedrehten Ebenen
und den Drehwinkeln ¢¢ und vy, wo ¢ stetig von O bis 1 wichst. Jeder
Punkt des euklidischen Bildraumes oder vielmehr des K, beschreibt dabei
eine bestimmte Bahnkurve. Ist insbesondere ¢ = 0, so bleibt der Einheits-
kreis x* 4 y?=1, z =0 punktweise fest, wihrend das durch diesen Kreis
gehende elliptische Kugelbiischel durch den Winkel y um ihn herumgewirbelt
wird. Die Bahnkurven sind die orthogonalen Trajektorien dieses Kugel-
biischels, also Orthogonalkreise der Einheitskugel x?+4 y?+22=1. Ist
dagegen y = 0, so ist die Bewegung eine starre Drehung um die z-Achse
durch den Winkel @¢. Die Bahnkurven sind also in diesen beiden Sonder-
fallen Kreise. Sie lassen sich auf oo Ringflichen verteilen, die das durch
den Einheitskreis gehende Kugelbiischel orthogonal durchsetzen und die
z-Achse zur Rotationsachse haben; im Falle ¢ = 0 sind sie die Meridian-
kreise dieser Ringflichen, im Falle v = O die Breitenkreise. Auch im all-
gemeinen Falle, daB ¢ und vy beide von 0 verschieden sind, liegen die
Bahnkurven auf diesen Ringflichen, da die allgemeine sphérische Bewegung
ein Produkt ist aus einer, bei der y = 0, und einer, bei der ¢ = 0 ist??),
beide Sonderbewegungen aber jede Ringfliche einzeln in sich iiberfiihren.
Die Bahnkurven brauchen dagegen jetzt nicht mehr geschlossen zu sein.

Besonders interessiert uns der Fall, daB ¢ = &+ v, d. h. die Rechts-
und Linksdrehung (§1 S. mm). Im R, bewegt sich jede durch den Null-
punkt gehende Gerade in einer Ebene. Die Bahnkurve eines jeden Punktes
ist also ein Kreis, was wegen der Kugeltreue der stereographischen Projek-
tion auch fiir den euklidischen Bildraum gelten muff. Diese Kreise —
Drehkreise genannt — verteilen sich auf die eben eingefithrten Ringflichen,
wo sie jeden Breitenkreis und jeden Meridiankreis einmal schneiden; sie
machen die beiden bekannten Scharen schriger Kreise aus, die die Ring-
fliche iiberspinnen und mit den Meridian- und Breitenkreisen die einzigen
auf den Ringflichen gelegenen Kreise sind. Alle Kreise einer solchen Schar
gehen aus einem durch Rotation um die z-Achse hervor, und beide Scharen
gehen durch eine Spiegelung an einem Meridiankreis ineinander iiber. In

20) Vgl. die Winkelform der orthogonalen Matrix § 1 S. o

diesen Bahnkurven haben wir die stereographischen Bilder der Schnittkreise
einer Drehebenenkongruenz mit der Hypersphire — Drehkreiskongruen.
Die Kreise einer Rechtsdrehkreiskongruenz werden von einer Rechtsdrehung
sphirisch starr durch den Drehwinkel gedreht, und gleiches gilt von einer
Linksdrehkreiskongruenz und einer Linksdrehung. '

Die Aufteilung der Drehkreise auf Ringflichen des konformen Modells
der Hypersphiare bildet sich im projektiven Modell in die Aufteilung der
Kongruenzgeraden auf Hyperboloide ab (§1 S. zm=). Die beiden Scharen
von Erzeugenden des Hyperboloids sind die projektiven (durch Zentral-
projektion der Hypersphire in den uneigentlichen P, erhaltenen) Bilder der
Bahnkurven einer Rechts- oder Linksdrehung, wie die Drehkreise auf den
Ringflichen ihre stereographischen Bilder sind. — Zwei der co!-Ringflichen
sind in Kreise des konformen Raumes K, ausgeartet: in die z-Achse und
den dazu senkrechten Einheitskreis. Diese beiden Kreise haben in der
Drehkreiskongruenz des K, nichts vor anderen Drehkreisen voraus, ihre
ausgezeichnete Rolle héngt an der gewéhlten Aufteilung der Drehkreise auf
Ringflichen. Durch eine sphérisch-starre Bewegung, die die Drehkreis-
kongruenz als Ganzes in sich bewegt, 148t sich die z-Achse in jeden andern
Kreis der Kongruenz iiberfithren; die Ringflichen &ndern dabei ihre euklidische,
nicht ihre konforme Gestalt.

Alle Bahnkurven von Drehungen (nicht von der allgemeinen starren
Bewegung der Hypersphire) sind sphéirische Geraden (Hauptkreise der
Hypersphire) und bilden sich also in Diametralkreise der Einheitskugel ab.
Unter diesen sphirischen Bahngeraden im K, befindet sich eine euklidische
Gerade, die Bahnkurve des Nullpunktes; wir nennen sie die Schraubachse
der Rechts- oder Linksdrehung. Eine Rechtsdrehung ist vollstindig durch
ihre Schraubachse und die sphirisch gemessene Strecke ¢ charakterisiert,
um die alle Achsenpunkte verschoben werden (Linge der sphérischen Ge-
raden 2xz). Um die gleiche Strecke wird gleichzeitig der zur Schraubachse
senkrechte Einheitskreis in sich gedreht; von der Rechtsdrehung im einen,
von der Linksdrehung im andern Sinne®!). Die Rechtsdrehung des R,
bildet sich somit in eine Schraubenbewegung (Rechtsschraubung) des kon-
formen Modellraumes ab, die Linksdrehung in eine Linksschraubung, beide
von der sphirischen Ganghéhe 1. Alle Punkte der Hypersphire werden auf
ihren Bahnkreisen um sphirisch gleiche Strecken verschoben. Eine Rechts-
oder Linksdrehung ist daher fixpunktlos. '

#1) Genauer wird zufolge der Wahl des Koordinatensystems § 1 S. om von einer
Rechtsdrehung des Drehwinkels ¢ der Einheitskreis (der Ebene E,, entsprechend)
im positiven Sinne (positive z-Achse auf kiirzestem Wege in positive y-Achse) be-
wegt, die z-Achse (der Ebene E;, entsprechend) ebenfalls im positiven Sinne
(wachsende z), von einer Linksdrehung dagegen den Einheitskreis ebenso im posi-
tiven Sinne durch + ¢, die z-Achse aber im positiven Sinne durch — ¢, also im
negativen Sinne durch +¢.



