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Vortragsmanuskript1 von W. Threlfall:  
 

 
 
 
 
 
 

Dreidim. sphärische Geometrie  
 

(Kolloquium Dresden, 20.XI.1930) 
 
 
 
 

                                           
1 Transkription von Dirk Steinmetz (Oktober 2000).  Ergänzungen stehen in […], 
nicht mit vollständiger Sicherheit lesbare Passagen in {…}. Falls nichts Gegen-
teiliges vermerkt, bedeutet kursiv gesetzter Text:  im Original stenografiert. Da es 
sich hierbei hauptsächlich um relativ klein geschriebene spätere Anmerkungen 
handelt, sind diese Passagen oft schwer lesbar. 
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Dreidimensionale sphärische Geometrie 

 

 

1. Nichteukl. Geometrien 

2. Sphärische u. ellipt. Geom. in zwei Dimensionen 

3. Ellipt. Geom. in drei Dimensionen 

4. Sphärische Bewegungen 

5. Rechts- u. Links Drehung 

6. Darstellung durch Paare von R3 Drehungen 

7. Konformer Modellraum 

 

 

Kolloquium Dresden 20.XI.30  W[illiam Threlfall] 
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Wandtafel 

 

 

 
 

K Geom. Schauplatz (n=2) Zusammenhang 
1. K = –1 hyp. G. hyp. Eb. = Pseudo Kreisinneres 
2. K =  0 euk. G. euk. od. par. Eb. offen 
3a. K = 1 sphär. G. Kugel Kugel 
3b. K = 1 ellipt. G. ellipt. Eb. proj. Eb. 
 

 Hypersphäre im R4 

(1)  nullteilige Kugel im P3 = nullt. Hyperkeg. i. R4 

(2) y1 y2 – y3 y4 = 0 

(3) y1 = l1 r1 ;  y2 = l2 r2 ;  y3 = l1 r2 ;  y4 = l2 r1 

l = l1 : l2 ;  r = r1 : r2 
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Klassifikation der starren Bewegungen der dreidim[en-

sionalen] sphärischen Geometrie. 

Sphärische Geom[etrie] ist eine nichteukl[idische] Geo-
m[etrie]. 

Überblick über die nichteuklidischen Geometrien: 

Um Geometrie zu treiben[,] muß bestimmte 1[-] , 2[-] , 
3[-] , … dimensionale Fläche gegeben sein, z. B. Ebene, Ku-
gel, projektiver Raum, und eine Transformationengruppe, 
die die Punkte der Fläche vertauscht. 

Wir beschränken uns auf solche Transformationengrup-
pen, die eine quadratische Differentialform, die metrische 
Grundform, invariant lassen, und die Lie-Helmholtzschen 
Beweglichkeitsbedingungen erfüllen. Damit ist gemeint, 
daß es eine Abbildung in der Gruppe gibt, die einen festen 
Punkt in einen beliebigen überführt, bei festgehaltenem 
Punkt eine feste Richtung durch den Punkt in eine beliebige 
usw. 
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Mit andern Worten: Der Raum soll 1. im Kleinen pyt-

hagoreisch und 2. im Großen homogen sein. 

Man kennt für jedes n vier wesentlich verschiedene 
n-dim[ensionale] Flächen, die eine solche Geom. auf sich 
tragen. Wir nennen diese Flächen (nach Weyl) allgemeine 
Kugelflächen oder Kugelräume. Sie sind so definiert: 

x1, x2 … xn+1 Koordinaten eines n+1 dim[ensionalen] 
Raumes (Die Punkte dieses Raumes umkehrbar eindeutig 
und stetig den Systemen von n+1 Zahlen zugeordnet; offene 
(n+1) dim[ensionale] ebene Mann[igfaltig] k[ei] t)2 mit der 
Grundform 

 abgekürzt3  

Für n = 3 und K = +1 euklidischer R4, K = –1 pseu-
doeuklidischer R4. (x, y, z, t) = (x1, x2, x3, x4) = die Welt 
der spez[iellen] Rel[ativitäts]theo[rie]. In diesem Rn+1 ist die n-
dim[ensionale] Fläche gegeben: 

 oder 

Für K = 1 „Kugel“, für K = -1 „zweischaliges Hyper-
boloid“. Im Falle n = 3 das (dreidimensionale) {…} Hyper-
boloid der zeitartigen Funktionen.  

 

                                           
2 Kursiv gesetzter Text:  im Original als Fußnote. 
3 im Original darüber stenografiert: „mit verständlicher Kürzung geschrieben:“. 
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Elimination von xn+1 liefert 

xn+1 dxn+1 = - K (x1 dx1 + x2 dx2 + … + xn dxn); 

 usw. 
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 (K) 

Wir geben für n = 2 die 4 Flächen wirklich an 

1.   K = –1   Hyperbolische Geometrie, Geometrie auf 
der Pseudosphäre, die sich als ganzes nicht in den eukl. 
Raum, wohl aber in den pseudoeuklidischen mit der Grund-
form  legen läßt. In der 
Relativitätstheorie mit Unterdrückung einer Raumkoordi-
nate Eig[en]fläche der zeitartigen Vektoren (gewöhnliches 
zweischaliges Hyperboloid im xyt-Bildraum). 

2.   K = 0   Euklidische Geometrie 

3.a   K = 1   sphärische Geometrie; auf der n-dim[ensio-

nalen] Sphäre, natürliche Geom[etrie], die die Sphäre vom 
einbettenden (n+1)[-]dim[ensionalen] Raum bezieht. 

3.b   K = 1   elliptische Geometrie, geht durch Diame-
tralpunktidentifizierung aus 3a hervor, spielt sich auf der 
projektiven Ebene P2 ab. Läßt sich nicht mit natürlicher 
Metrik in den euklidischen Raum legen. Eine andere {…} 
und {kleine} Darstellung bei E. Study[.] 
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Es gilt der Satz: 

Jeder n-dim[ensionale] Raum, der im Kleinen pythago-
reisch ist und im Grossen homogen, lässt sich im Kleinen 
(d. h. eine endliche Umgebung jeden Punktes) auf eine der 
drei Räume 1, 2, 3 abbilden. 

Welche Räume aber im Kleinen pythagoreisch und im 
Großen homogen sind, darüber weiß man in n Dimensionen 
nur, daß es die 4 angeführten gibt; nur in 2 Dim[ensione]n 
weiß man, daß dies die einzigen sind. In 2 Dimensionen 
gibt es also im Großen genau 4 Geometrien: 

 

 Geometrie: Schauplatz: Zusammenhang: 

1. hyperbolische hyperbolische Ebene   
Pseudosphäre 

Kreisinneres, offen 

2. euklidische euklidische Ebene    "               " 

3a sphärische Kugel Kugel 

3b elliptische elliptische Ebene projekt. Ebene 
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Eine andere Frage entsteht, wenn man auf die For-

derung der Homogenität im Großen (Beweglichkeitsbedin-
gungen) verzichtet und nur verlangt, daß der Fläche eine 
pythagoreische Metrik aufgeprägt ist, von überall gleicher 
Krümmung K. Dann ist die endliche Umgebung jeden 
Punktes auch noch auf die jeden andern starr und mit erfüll-
ten Beweglichkeitsbedingungen abbildbar. Aber die Abbil-
dung kann nicht mehr durch eine solche der ganzen Fläche 
ersetzt werden. Die konstante Krümmung definieren wir 
durch den Wert K der Kugelräume, verlangen also, daß die 
endliche Umgebung jeden Punktes auf die eines Punktes 
eines Kugelraumes starr abbildbar ist, oder mit andern 
Worten, daß das Linienelement ds2 = gik dxi dxk durch Ko-
ordinatentransformation in der endlichen Umgebung jeden 
Punktes auf die Form (K) gebracht werden kann. Diese 
zweite Frage ist also die nach den Räumen, denen sich eine 
Metrik von konstanter Krümmung aufprägen läßt. Sie ist 
nur für 2 Dimensionen durch den Satz von der curvatura 
integra gelöst. Das Ergebnis, das 
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uns hier interessiert, ist: Die einzigen zweidimensionalen 
Flächen, denen man die Krümmung K = +1 aufprägen kann, 
sind die Kugel u[nd] die proj[ektive] Ebene. 

In drei Dimensionen gilt das nicht mehr. Außer der 
Hypersphäre (K3) und dem proj[ektiven] Raum (P3) gibt es 
noch andere geschlossene Räume die ebenfalls in ihrer 
ganzen Ausdehnung wie die Hypersphäre konstant ge-
krümmt sind. Eine entsprechende Erscheinung tritt in zwei 
Dimensionen bei K = 0 und K = –1 auf. Der euklidischen 
Ebene wie der Ringfläche kann man z. B. die konstante 
Krümmung 0 aufprägen, aber nur auf der Ringfläche eukli-
dischen Ebene gilt nicht ist die Beweglichkeitsbedingung 
erfüllt. 
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Uns geht jetzt nur die sphärische und elliptische Geo-

m[etrie] an, und zwar nur die reellen Punkte. In zwei Di-
mensionen ist die sphärische Geom[etrie] die natürl[iche] 
Geom[etrie] auf der gewöhnlichen Kugelfläche. 

Um uns von ihr ein ebenes Bild zu machen, werden die 
reellen Punkte der Kugel stereogr[aphisch] in die Äquator-
ebene projiziert. Die Äquatorebene trägt vom einbettenden 
euklidischen R3 die euklidische Metrik. Wir prägen ihr aber 
jetzt künstlich von der Kugel her die sphärische Metrik auf. 
Die stereogr[aphische] Abb[ildung] wird umkehrbar eindeu-
tig, wenn die eukl[idische] Ebene durch einen einzigen un-
eigentlichen Punkt geschlossen wird, Bild des Projektions-
zentrums. 

Konforme Ebene K2. 

Sphärische Geraden (Hauptkreise) → Diametralkreise 
des Einheitskreises 

Gruppe starrer Drehungen der Kugel → Gruppe von 
Kreisverwandtschaften, die Diametralkreise in Diametral-
kreise (des Einheitskreises) überführen. 
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Nebenbei bemerkt: Man kann die Gruppe auch dadurch 

charakterisieren, daß orthog[onale] Kreise des nullteiligen 
Einheitskreises (Radius i) unter einander vertauscht wer-
den. Aber dieser nullteilige Kreis gehört nicht der nur aus 
reellen P[un]kt[e]n bestehenden konformen Ebene an, 
sondern er liegt in der komplexen euklidischen Ebene, die 
auch komplexe Punkte enthält, aber keine uneigentlichen, 
sondern offen ist. {… …} 4 Bei der Gruppe von Kreisver-
wandtschaften der kompl[exen] eukl[idischen] Ebene, die 
(reelle) Orthogonalkreise des nullteiligen Einheitskreises 
unter einander verknüpft, werden die reellen eigentlichen 
Punkte der eukl[idischen] Ebene ebenso verknüpft, wie die 
der konformen Ebene, bei der Diam[etral]kreise des Ein-
heitskreises in ebensolche übergehen, mit Ausnahme nur 
des uneigentlichen Punktes. Aber bei dieser Gruppe werden 
die komplexen Punkte des euklidischen Raumes durch eine 
Cremonatransformation (Punkttransformation) verknüpft; 
eine dieser Trans- 

 

 

                                           
4 Längere Fußnote in Stenografie. 
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formationen der euklidischen Ebene ist z. B. die elliptische 
Inversion am einteiligen Einheitskreis. Bei dieser haben 
alle Punkte von der beiden Minimalgeraden durch den 
Nullpunkt kein Bild in der komplexen euklidischen Raum 
Ebene; sie erhalten ein Bild erst, wenn man die euklidische 
Raum Ebene zur projektiven Ebene schließt. Dann aber 
gibt es nicht nur einen reellen uneigentlichen Punkt (Häu-
fungspunkt reeller Punktfolgen), sondern eine ganze reelle 
Gerade. 

Man kann freilich die komplexe euklidische Ebene 
auch so schließen, daß die erwähnte Gruppe der Kreisver-
wandtschaften jeden Punkt abbildet und die reellen Punkte 
nur durch einen uneigentl[ichen] reellen geschlossen wer-
den. Dann muß man zur Kugelfläche schließen und hat kei-
nen Anlaß mehr, diese geschlossene euklidische Ebene von 
der algebraischen Kugelfläche zu unterscheiden. Die Mini-
malgeraden durch den Nullp[un]kt sind dann geradlinige 
Erzeugende der Kugelfläche und sie gehen bei der erwähn-
ten Gruppe in andere geradlinige Erzeugende über.  



Dreidimensionale sphärische Geometrie   -  Vortragsmanuskript von W. Threlfall, 20.11.1930 Seite 8 von 23 Transkription von Dirk Steinmetz 

- 11 - 5 

 
Zweites ebenes Bild der sphärischen Geom[etrie] 

Zentrische Projektion vom Mittelpunkt in eine nicht durch 
ihn gehende Ebene, etwa die uneigentl[iche] Ebene des 
eukl[idischen] Raumes. Deren Punkte entsprechen um-
kehrbar eindeutig den durch den Nullpunkt gehenden Gera-
den. Die uneigentl[iche] Ebene ist eine proj[ektive] Ebene. 
Denn jede Gerade ist durch ein Tripel von Verhältniszahlen 
x1 : x2 : x3; (x1, x2, x3) ≠ (0, 0, 0) bestimmt. Also sind die 
kartesischen Koordinaten des eukl[idischen] Raumes proj[ek-

tive] Koordinaten seiner uneigentlichen Ebene. 

Projektion umkehrbar zwei-eindeutig[es] Paar von Dia-
metralpunkten   proj[ektiver] Punkt = ellipt[ischer] Punkt. 

Sphär[ische] Gerade (Hauptkreis)   proj[ektive] Gerade 
= ellipt[ische] Gerade Länge π. 

Gruppe der starren Kugeldrehungen    Gruppe von 
Kollineationen, die den absoluten Kugelkreis in sich bewe-
gen (Schnitt von Kugel u[nd] uneigentl[icher] Ebene). 

 

                                           
5 Seite 10 ist unbeschrieben. 
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Wir haben also in der uneigentl[ichen] Ebene den null-

teiligen Einheitskreis zu betrachten 

 (proj. Koord. der uneig[en]tl. Ebene). 

und eine Gruppe von Kollineationen, die ihn in sich über-
führt. 

 

Bisherige Ergebnisse übertragen sich auf drei Dimen-
sionen. Schauplatz der sphärischen Geom[etrie] reelle Punk-
te der Hypersphäre 

 

im eukl. Raum;  x1, x2, x3, x4 kartesische Koordinaten. 

Gruppe die der starren Bewegungen der Hypersphären. 
Sphärische Bewegungen des R4 = orthogonale homogene 
Tr[an]sf[orma]t[io]n. 

Geraden dieser sphärischen Geom[etrie] = Hauptkreise 
der Hypersphäre, sphärische Ebenen = Hauptkugeln = 
Schnitte der Hypersphäre mit Hyperebenen durch den Null-
punkt. 

Unter dieser „Äquatorhyperebene“ x4 = 0, 
(x1, x2, x3, x4) = (0, 0, 0, 1) = „Nordpol“ 
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Stereogr[aphische] Proj[ektion] von Nordpol in Äquator-

raum x4 = 0. Dieser R3 trägt vom einbettenden euklidischen 
R4 die euklidische Metrik und wir können ihn uns daher zur 
Anschauung bringen. Wir schließen ihn, um die Abbildung 
umkehrbar eindeutig zu machen, zum konformen Raum K3 
durch einen uneigentl[ichen] Punkt und prägen ihm künst-
lich die Metrik der Hypersphäre auf, die wir durch die ste-
reographische Projektion von der Hypersphäre auf ihn 
übertragen. 

Schnitt der Hypersphäre mit der Projektionsebene ist 
die Äquatorkugel = Einheitskugel des Bildraumes; sie 
stimmt mit ihrem Original überein. 

Sphärische Geraden = Kreise, die die Einheitskugel dia-
metral schneiden. Sphär[ische] Ebenen = Diametralkugeln 
der Einheitskugel. Länge der sphär[ischen] Geraden 2π. 

Gruppe sphärischer Bewegungen → Gruppe von Ku-
gelverwandtschaften, die Diametralkugeln der Einheitsku-
gel vertauscht. 

Beispiel einer solchen Bewegung. Kugeln durch 
Einheitskreis der xy-Ebene um diesen herumwirbeln.  
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Sehen wir von der euklidischen Metrik ab, die den 

Bildraum trägt und betrachten wir nur die sphärische, so 
hat es keinen Sinn, von einer Einheitskugel, von euklidi-
schen Geraden, vom uneigentlichen Punkt u.s.w. zu reden. 
Denn die Länge l des Radius ist ein euklidischer Begriff, 
die Gerade durch den Nullpkt geht durch eine sphärische 
Bewegung in irgend einen andern Diametralkreis über, der 
uneigentliche Punkt in einen beliebigen andern sphäri-
schen. 

 

Neben der stereogr[aphischen] Proj[ektion] benutzen wir 
die zentrische vom Mittelpunkt in eine Hyperebene, z. B. 
die uneigentliche des zum projektiven Raum abgeschlosse-
nen euklidischen R4. Diese ist ein projektiver Raum P3. 

Sphärischer Punkt → ellipt[ischer] Punkt des P3 

       " Gerade →       " Gerade 

       " Ebene →       " Ebene 

Gruppe sphär[ischer] Bewegu[ngen] → Gruppe von Kol-
l[ineationen], die die nullteilige Kugel des P3 (Schnitt von 
Hypersphäre und uneigentl[icher] Hyperebene) in sich trans-
formiert. 
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Elliptische Geometrie im P3 ist bestimmt durch die  

Gruppe von Kollineationen, die die nullteilige Kugel 

 (1) 

in sich überführen, „automorphen Kollineationen der null-
teiligen Kugel“. Kartesische Koordinaten im euklid[ischen] 
R4 sind projektive Koordinaten in seinen uneigentl[ichen] 
P3. Denn x1 : x2 : x3 : x4 bestimmt eine Gerade des R4 durch 
den Nullpunkt, also einen proj[ektiven] Punkt der uneigentli-
chen Hyperebene, die unseres P3. 

Nullteilige Kugel ist Fläche 2. Ordnung. Weil alle 
nichtausgearteten Flächen 2. O[rdnung] projektiv komplex 
in einander überführbar sind, so ist die nullteilige Kugel 
durch eine Koordtr[an]sf[orma]t[io]n mit komplexen Koeff[i-
zien]t[e]n in die Form 

y1 y2 – y3 y4 = 0 (1') 

transformierbar. Die Punkte dieser Fläche eindeutig durch 
zwei homogene Parameter  r1 : r2  u[nd]  l1 : l2  darstellbar: 

y1 = l1 r1,  y2 = l2 r2,  y3 = l1 r2,  y4 = l2 r1.  (2) 

(1), (1') u[nd] (2) sind Gleichungen derselben Fläche; (2) in 
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Parameterform. 

Bei festem r1 : r2 sind (2) die Gleichungen einer projekti-
ven Geraden. Ihre Punkte umkehrbar eindeutig den Paaren von 
Verhältniszahlen (l1, l2) zugeordnet; (l1, l2) ≠ (0, 0). Rechte 
geradlinige Erzeugende der Fläche. Entsprechend Linke. 

Bei den autom[orphen] Koll[ineationen] gehen Geraden in 
Geraden über, also Gerade auf der Fläche in Gerade auf der 
Fläche. Ferner schneidende Gerade in schneidende, nicht-
schneidende in nichtschneidende. Da sich nun zwei Erzeugen-
de derselben Schar niemals, zwei verschiedener immer schnei-
den, weil durch jeden P[un]kt genau eine rechte u[nd]  linke 
geht[,] 6 so gehen die Erzeugenden scharenweise in einander 
über; also jede Schar in sich oder die beiden Scharen inein-
ander, und zwar gehen bei einer Koll[ineation] der Det[erminante] 
+1 die Scharen einzeln in sich über, bei einer der Det[erminante] 
–1 vertauschen sie sich; Daher Benennung rechts u[nd] links. 

Ferner bildet eine nichtsing[uläre] Koll [ineation] die Ge-
raden des P3 umkehrbar eindeutig ab. Also werden auch die 
(komplexen) Parameterwerte l = l1 : l2 u[nd] r = r1 : r2 um-
kehrbar eindeutig auf sich oder auf einander abgebildet. Da 
diese Abbildung algebraisch ist, weil die y sich algebraisch 
transformieren (sogar linear) und die l u[nd] r mit den y 
algebraisch zu- 

                                           
6 Kursiv gesetzter Text:  im Original als Fußnote. 
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sammenhängen, so ist bekanntlich nach einem funktionen-
theoret[ischen] Satze die von einer autom[orphen] Koll [ineati-

on] bewirkte Verknüpfung der geradlinigen Erzeugenden 
durch eine lineare Tr[an]sf[orma]t[io]n der l und r gegeben: 

 

Eine solche lineare Tr[an]sf[orma]t[io]n hat bekanntlich 
im allg[emeinen] zwei Fixelemente; zwei Erzeugende jeder 
Schar bleiben also im allg[emeinen] fest. Diese können nicht 
in eine Gerade zusammenfallen. Denn die nullteilige Kugel 
ist eine Fläche, die in einem reellen Koordinatensystem 
reelle Koeffiz[ien]t[e]n hat. Mit einer geradlinigen Erzeu-
genden trägt sie also auch die konjugiert komplexe auf sich, 
und diese gehört der gleichen Schar an, weil zwei konju-
giert komplexe Erzeugende sich nicht schneiden. Sie müß-
ten sich nämlich, wenn überhaupt, in einem reellen Punkte 
schneiden, reelle Punkte aber hat die nullteilige Kugel 
nicht. – Ebenso sind die automorphen Kollineationen im 
reellen Koordinatensystem reell, also bleibt mit einer Er-
zeugenden auch die konjugiert komplexe fest. Diese beiden 
konjugiert komplexen Erzeugenden der- 
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selben Schar können aber nicht zusammenfallen, da sie als-
dann reell sein müßten. 

In jeder der beiden Scharen geradliniger Erzeugender 
der nullteiligen Kugel gibt es daher entweder genau zwei 
festbleibende, oder alle bleiben fest (Folgerung aus dem 
Fundamentalsatz der Algebra, angewandt auf die quadrati-
sche Gleichung in l, die die Fixelem[ente] der lin[earen] 
Tr[an]sf[orma]t[io]n liefert). In jedem Falle bleiben mindes-
tens zwei Geraden jeder Schar fest, die konjugiert komplex 
sind. 

Zwei Fixgeraden der rechten Schar seien 

E13 und E24 = E13, (rechte Schar)  

der linken Schar 

E23 und E14 = E23, (linke Schar)  

Diese 4 geradlinigen Erzeugenden bilden auf der nullteili-
gen Kugel sozusagen ein windschiefes Viereck und schnei-
den sich in 4 paarweise konjugiert komplexen Punkten: 

j1 ,   j2 = j1 ,   j3 ,   j4 = j3 . 
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Die Bezeichnung ist so gewählt, daß Eik durch ji u[nd] jk 

geht. Die Inzidenzen veranschaulichen wir durch eine sche-
matische reelle Fig[ur] Die konjugiert komplexen Punkte j1, 

j2 und j3, j4 bleiben als Schnitte 
von in sich bewegten Geraden 
bei der elliptischen Bewegung 
fest, also sind auch ihre reellen 
Verbindungsgeraden (die das 
windschiefe Viereck zum Tetra-
eder ergänzen)7 Fixgeraden, die 
nur in sich bewegt werden: E12, 

E34. Bei jeder elliptischen Bewegung gibt es daher min-
destens zwei reelle Geraden, die in sich bewegt werden. 
Sie8 

 

                                           
7 Kursiv gesetzter Text:  im Original als Fußnote. 
8 Hier bricht der Text mitten im Satz ab. 
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Nun drei Fälle unterscheiden:  

I. Es gibt in beiden Erzeugendenscharen der nullteiligen 
Kugel genau zwei in sich bewegte Geraden: Allgemei-
ne elliptische Bewegung 

II. In der rechten Schar gibt es genau zwei, in der linken 
werden alle Geraden in sich bewegt: elliptische Rechts-
drehung; ebenso Linksdrehung 

III. In beiden Scharen werden alle Erzeugenden in sich be-
wegt. Dann bleibt jeder Punkt der nullteiligen Kugel 
fest: Identische Kollineation des P3. 
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Uns interessiert besonders die elliptische Rechtsdre-

hung. Durch sie gehen etwa die rechten Erzeugenden E13 
und E24 in sich über, während nicht nur die linken Erzeu-
genden E14 u[nd] E23, sondern alle in sich bewegt werden. 
Daher bleiben alle Punkte der beiden rechten Erzeugenden 
E13 u[nd] E24 einzeln fest, folglich werden alle reellen Gera-
den in sich bewegt, die durch einen Punkt von E13 und den 
konjugiert komplexen von E24 gehen und zwar erleiden die-
se Geraden eine elliptisch starre Verschiebung in sich mit 
den beiden konjugiert komplexen Schnittpunkten als Fix-
punkten. 

Diese reellen Geraden machen eine reelle elliptische Li-
nienkongruenz aus, mit den beiden Erzeugenden E13 u[nd] 
E24 der nullteiligen Kugel als Leitlinien. Wir nennen eine 
solche Kongruenz eine Rechtsdrehkongruenz der ellip-
tischen Geometrie. Die beiden Leitlinien schneiden sich, 
weil derselben Schar angehörig[,] niemals[,] und sind, weil 
konjugiert komplex, immer verschieden. Die Geraden 
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dieser Kongruenz sind die Bahngeraden der elliptischen 
Bewegung des P3; durch jeden reellen Punkt geht genau 
eine hindruch. 

Um uns ein Bild von dieser Rechtsdrehkongruenz zu 
machen, teilen wir die reellen Kongruenzgeraden auf eine 
Schar ineinander geschachtelter einschaliger Hyperboloide 
auf. Zu den beiden ausgezeichneten Erzeugenden der rech-
ten Schar E13 u[nd] E24, die fest bleiben, nehmen wir zwei 
beliebige konjugiert komplexe Erzeugende der linken Schar 
E14 u[nd] E23 hinzu. Diese 4 Erzeugenden bilden ein wind-
schiefes Viereck, durch das ein Büschel von Hyperboloiden 
hindurchgeht, darunter die nullteilige Kugel. Da kein reel-
ler Punkt des P3 auf dem Viereck liegt, geht durch jeden re-
ellen Punkt x genau ein Hyperboloid hindurch. Ich erhalte 
es, indem ich durch x die Kongruenzgerade El der Rechts-
kongruenz lege, die die Leitlinien E13 und E24 in konjugiert 
komplexen Punkten schneidet. Das gesuchte Hyperboloid 
ist dann durch die drei Geraden seiner „linken“ Erzeugen-
denschar, E14, E23 und El  
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bestimmt. Die rechte Erzeugende Er des durch x gehenden 

Hyperboloids gehört dann einer 
Linksdrehkongruenz an, die zu 
Leitlinien die beiden zur Rechts-
drehkongruenz willkürlich ein-
geführten hinzugenommenen Er-
zeugenden E14 u[nd] E23 hat. 
Liegt der reelle P[un]kt x auf 
einer der beiden reellen Geraden 
E12, E34, die die gegebene 

Rechtsdrehkongruenz und die hinzugenommene Linksdreh-
kongruenz gemein haben, so fallen linke und rechte Erzeu-
gende, El und Er, in eine Gerade E12 bez[iehungsweise] E34 
zusammen, das Hyperboloid artet in diese Gerade aus. 
Unter den Hyperboloiden befinden sich also zwei in Gera-
den ausgeartete. Wählt man zu diesen Geraden z-Achse 
und uneigentliche Gerade der xy-Ebene, so ist die Hyper-
boloidschar in proj[ektiven] u[nd] kartesischen Koordinaten 
durch die Gleichungen bestimmt 

 ρ:σ homog. Parameter 

 
 

Schnittfigur mit xz Ebene: 
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Die ausgearteten Hyperboloide, sozusagen die Achsen 

des Büschels, sind durch die Rechtskongruenz nicht gege-
ben, sondern erst durch die willkürlich hinzugenommenen 
Leitlinien E14 u[nd] E23 einer Linksdrehkongruenz be-
stimmt. Jede Gerade der Rechtskongruenz kann man zu 
einem ausgearteten Hyperboloid machen. Man hat nur 
durch x die Kongruenzgerade El = E34 der Rechtsdrehkon-
gruenz zu legen und die konjugiert komplexen Schnitt-
punkte j3 und j4 von E34 mit den Leitlinien E13 und E24 her-
zunehmen, die durch sie gehenden linken Erzeugenden E14 
u[nd] E23 der nullteiligen Kugel sind die Leitlinien der 
Linkskongruenz, die die gesuchte Hyperboloidschar be-
stimmt u[nd] E12 ist die zu El = E34 gehörige zweite Achse, 
die konj[ugierte] Polare von El in Bez[ug] auf die nullteilige 
Kugel. 

 

0)xx( σ)x(x ρ 2
2
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Mit andern Worten läßt sich der Sachverhalt so darstel-

len: Jede Rechtskongruenz und jede Linkskongruenz 
schickt durch einen reellen Punkt je eine Kongruenzgerade 
hindurch. Wenn nur ein reeller Punkt x ausgezeichnet wird, 
so läßt sich mit seiner Hilfe jeder Rechtskongruenz eine 
Linkskongruenz eindeutig zuordnen[,] nämlich die[,] die 
dieselbe Kongruenzgerade hindurchschickt wie die Rechts-
kongruenz. Ist die Rechtskongruenz gegeben, Leitlinien E13 
u[nd] E24, so finde ich die Leitlinien der Linkskongruenz, 
indem ich die Kongruenzgerade der Rechtskongruenz El  
E34 durch x lege und durch ihre konjugiert komplexe 
Schnittpunkte j3 u[nd] j4 mit den Leitlinien E13 u. E24 die lin-
ken Erzeugenden E14 u[nd] E23 der nullteiligen Kugel lege. 
Diese sind die Leitlinien der Linksdrehkongruenz. Bisher 
haben wir nur die elliptische Geometrie betrachtet. 

Der von Herrn H[erbert] S[eifert] stammende Gedanke, 
durch Auszeichnung eines Punktes jeder Rechtsdrehkon-
gruenz eine Linksdrehkongruenz zuzuordnen, ist für die 
weitere Behandlung der sphärischen Bewegungen entschei-
dend. Die Durchführung ist in § 1-3 und  § 7 der Arbeit von 
W[illiam]  T[hrelfall] in den Math[ematischen] Ann[alen] 104 
geleistet,  für die hiermit der Anschluß erreicht ist. 
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Übergang von dem ellipt[ischen] P3 in den euklidischen 
R4. Denn euklidischer R4 noch leichter anzuschauen als ein 
elliptischer P3.

9 
 

 
 

An der dreidim[ensionalen] Fig[ur] erläutern. Projektions-
zentrum vor der Zeichenebene = Mittelp[un]kt der Hyper-
sphäre 
 

 

                                           
9 Im folgenden sind die Anmerkungen Threlfalls zum gedruckten Text (1. Fahnen-
korrektur der Mathematischen Annalen 104) an der jeweiligen Stelle direkt einge-
fügt. 

 
 

 
 



Dreidimensionale sphärische Geometrie   -  Vortragsmanuskript von W. Threlfall, 20.11.1930 Seite 17 von 23 Transkription von Dirk Steinmetz 

 
 

Wir übernehmen die Ergebnisse aus dem elliptischen 
P3. Den isotropen Fixgeraden entsprechen die Fixpunkte 
der nullteiligen Kugel. 
 

 
 

Punkt xi auf isotroper Fixgeraden gegeben. Bildpunkt 

xi' = ρ xi = Σ lik xi xk 

Wenn sich die isotropen Geraden j1 (u[nd] j2) der zu j1 
gehörigen orientierten Ebene mit eiϕ (bez[iehungsweise] e-iϕ) 
multiplizieren, so heißt das nichts anderes[,] als daß die 
reellen Punkte durch den Winkel +ϕ gedreht werden. 

(Beweis: Den Punk[t]  (x,y) = (i,1) durch 
x' = x cos ϕ – y sin ϕ 
y' = + x sin ϕ + y cos ϕ 
transformieren.) 
 

}  
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Winkelform 
 
 
 

 
 

Bisher unterschieden I, II, III. {Raum}drehung {gewählt}, 
weil durch einen Skalar, Winkel bestimmt. 
 

 
 

Denn eine reelle Ebene[,] die zur Rechtskongr[uenz] ge-
hört, hat isotrope Gerade, die den Leitebenen der rechten 
Schar (E13, E24) angehören. 

Wenn sie zugleich einer Linkskongr[uenz] angehört, 
müssen ihre isotropen Geraden der (isotr[open]) Leitebenen 
der linken Schar angehören, also in E14, E23 liegen. Daher 
können die isotropen Geraden nur j1, j2, j3, j4 sein. 
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