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Das Mayer-Vietoris Theorem.

Es sei X ein topologischer Raum und A, B C X zwei Unterrdume, so dass X die
Vereinigung des Inneren von A und des Inneren von B ist, d.h. X = A° U B°.
Dann induzieren die Inklusionen j* : ANB — A, j2: ANB < B, " : A — X,
(% 1 B < X in der singuliren Homologie eine lange exakte Sequenz

e

jteiP o 0
.— H,(ANB)"— H,(A)® H,(B) — H,(X) — H,1(ANB) — ...

.. = Ho(X) = 0.

Ist ANB # (), so ist die entsprechende reduzierte Homologiesequenz ebenfalls exakt.

Aufgabe 1.
Beweisen Sie das Mayer-Vietoris Theorem. Gehen Sie dazu wie folgt vor:

a) Wir bezeichnen mit A,(A+ B) den Komplex der singuldren Ketten, die Summen
von Ketten in A und Ketten in B sind. D.h. A,(A+ B) = AY(X) fir U = {A, B}
nach der Notation der Vorlesung. Verwenden Sie Theorem 9.8 aus der Vorlesung
um zu zeigen, dass:

H,(A.(A+B)) = HY(X) = H,(X).

n

b) Zeigen Sie, dass die kurze Sequenz von Kettenkomplexen

jA@jB

LA—LB
0— AL ANB) == A (A) ®A(B) == A, (A+B) =0

exakt ist. Schlieen Sie das Mayer-Vietoris Theorem unter Verwendung der langen
exakten Homologie-Sequenz und Teil a).

c¢) Finden Sie eine explizite Realisierung des Randoperators

0: Hy(X) — H, (AN B).

Aufgabe 2.

a) Verwenden Sie das Mayer-Vietoris Theorem, um die (reduzierten) singuléren
Homologiegruppen der Sphéiren S™, H,(S™), n > 0, induktiv erneut zu bestimmen.

b) Berechnen Sie die singulidren Homologiegruppen des Torus St x S*.

Bitte wenden.



Aufgabe 3.

Verwenden Sie das Mayer-Vietoris Theorem, um Aufgabe 1 von Blatt 10 erneut zu
16sen, d.h. zeigen Sie dass

H,(SX) =~ H, (X)

fiir die Suspension SX eines topologischen Raumes X.

Aufgabe 4. (Eulercharakteristik)

Ein Kettenkomplex abelscher Gruppen C, heifit endlich erzeugt, falls C, # 0 nur
fiir endlich viele n gilt und jedes C),, eine endlich erzeugte abelsche Gruppe ist. Der
Rang r einer endlich erzeugten abelschen Gruppe ist die Dimension des freien An-
teils (das ist wohldefiniert durch den Klassifikationssatz endlich erzeugter abelscher
Gruppen). Die Eulercharakteristik eines endlich erzeugten Kettenkomplexes C, ist
definiert durch

a) Zeigen Sie, dass fiir jeden endlich erzeugten Kettenkomplex C, gilt:
X(C) = x(H.(Cy)).

b) Es sei X ein topologischer Raum mit H,(X) endlich erzeugt. Dann definiert man
X(X) = x(H.(X)).

Sei X = U UV eine offene Uberdeckung, so dass auch H,(U) und H,(V) endlich

erzeugt sind. Beweisen Sie, dass dann gilt:

X(X)+x@NV) = x(U)+x(V).

Abgabe in der Vorlesung am 14.07.2016.



