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Mathematik 1/IA (Wintersemester)

Einfiihrung in die Kultur der Mathematik

Um zu lernen, wie man fiir die MathematikE] lernt, versuchen wir zuerst zu verstehen, was
Mathematik iiberhaupt ist und wie man innerhalb der Mathematik arbeitet. Daraus leiten
wir eine Lernreihenfolge ab, die wir Lernen auf Verstehen nennen. Das bedeutet, dass Sie
nicht nur Aufgaben I6sen konnen sollen, sondern auch Definitionen, Rechenregeln und
Formeln auswendig lernen und die Zusammenhdnge zwischen allen Themen kennen und
verstehen miissen. Gerade letzteres kostet viel Zeit und muss durch das Nacharbeiten der
Vorlesungsinhalte auBerhalb der Uni im Selbstudium geleistet werden.

Mathematik ist die Untersuchung von abstrakten Strukturen und Objekten und de-
ren Zusammenhange. Daher ist Mathematik eine Naturwissenschaft fiir sich. Mathematik
bedient sich wie die Philosophie der Logik, um Schliisse zu begriinden. Daher kann sie auch als
Philosophie betrachtet werden. Ferner konnen die Resultate in der Praxis angewendet werden.
Deshalb ist Mathematik auch eine Hilfswissenschaft, z.B. fiir Ingenieure. Umgekehrt motivie-
ren Probleme u.a. aus dem Ingenieursbereich neue mathematische Objekte zu untersuchen und
Theorien zu entwickeln.

Objekte werden in Definitionen genau und widerspruchsfrei beschrieben und werden durch
Begriffe wie , Wurzel” oder Symbole /™ reprasentiert. Objekte haben Eigenschaften und
hdngen zusammen. Diese werden in einem Satz zusammengefasst, z.B. Rechenregeln oder
Formeln. Ein Satz wird durch einen Beweis mit Hilfe der Regeln der Aussagenlogik begriindet.
Man bedient sich dabei hiufig eines starken Formalismus und driickt Definitionen, Satze und
Beweise mit Hilfe der Symbole aus.

Aussagen & Logik

In der Mathematik fiihren Beobachtungen von abstrakten Objekten zu Erkenntnissen, die als
Aussagen formuliert werden. Aussagen sind entweder wahr oder falsch. Die Griinde, die diese
Aussagen stiitzen, bestehen aus anderen Aussagen (z.B. Axiome, Regeln, Formeln, Sitze,
Theoreme 0.3.). Die Begriindung einer Aussage nennt man Argument oder Beweis. Mehr
dazu erfahren wir in Kapitel 1.

Die Mathematik hat den Anspruch, Erkenntnisse iiber wohldefinierte, abstrakte Objekte und
deren Zusammenhidnge zu gewinnen, Aussagen zu formulieren und diese mit Hilfe von logisch
korrekten Argumenten zu beweisen. Im Beweis neuer Aussagen liefert die Aussagenlogik ein
konsistentes, widerspruchsfreies Regelwerk.

Da alle Aussagen innerhalb der Mathematik aus wenigen Axiomen (elementaren Aussagen, die
als wahr angenommen werden), hergeleitet werden, sind aufgrund der Logik alle bewiesenen
Aussagen ebenfalls wahr. Die Axiome sind dabei derart elementar, dass die mathematische
Theorie universell in anderen Wissenschaften und im Alltag anwendbar ist. Die Ubertragung
vom Alltag in die formale Sprache der Mathematik geschieht durch Modellierung.

Definitionen

Mathematische Objekte werden durch Eigenschaften eindeutig und widerspruchsfrei in einer
Definition festgelegt und mit einem Namen und ggf. Symbol versehen. Definitionen bilden
unsere gemeinsame Kommunikationsgrundlage, die MissVerstehense und damit Fehlschliisse
und Widerspriiche vermeidet.

' Der Begriff Mathematik hat seinen Ursprung im Altgriechischen pafnuarusn Tnxvn (mathematike techne)
und bedeutet etwa so viel wie , die Kunst des Lernens*”.



Definition Ein quadratisches Polynom ist definiert als eine Funktion der Form
p(x) = az® +bx +c,

wobei a, b, ¢ reelle Zahlen sind mit @ # 0 und z eine Variable ist, die jeden reellen Wert
annimmt. Ein quadratisches Polynom heiBt normiert, falls a = 1 ist.

Definition Sei a eine nicht-negative Zahl. Unter dem Symbol /a verstehen wir die nicht-
negative Losung der Gleichung 2% = a.

Lerntipp Lernen Sie die Definitionen, die Ihnen in der Vorlesung begegnen, auswendig, z.B.
anhand von Karteikarten. Es macht keinen Sinn, wenn Sie einen mathematischen Text (z.B.
Skript, Buch, Aufgabe, Klausuraufgabe) lesen und die darin enthaltenen Begriffe nicht kennen.
Sie werden nichts verstehen. Dasselbe gilt fiir die Symbole. Zudem sollten Sie priifen, ob Sie die
Begriffe aus der Schule kennen und wiedergeben kénnen, z.B. was ist ein Bruch? Eine Potenz?
Eine Wurzel? Falls nicht, empfehlen wir das Wiederholen des Schulstoffs mit Studiport.

Satze

Mathematische Schlussfolgerungen sind Aussagen und werden in einem Satz zusammengefasst.
Der Satz besteht immer aus den Voraussetzungen (Pramissen), die die Objekte und das Setting
beschreiben, und einem Schluss (Konklusion). Erst, wenn die Pramissen wahr sind, ist auch
die Konklusion wahr, und der Satz darf bedenkenlos angewendet werden. Daher miissen die
Voraussetzungen stets iiberpriift werden. Satze beinhalten z.B. Rechenregeln, Formeln oder
weitere Aussagen. S3dtze miissen immer bewiesen werden, oder es muss zumindest ein Verweis
auf einen giiltigen Beweis existieren.

Spezielle Satze sind das Lemma (Hilfssatz), das Korollar (Folgerung aus einem Satz) und das
Theorem (sehr wichtiger Satz).

Satz (pg-Formel) Sei p(z) = 22 + pz + g ein normiertes quadratisches Polynom. Dann sind
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die Nullstellen des Polynoms, d.h. p(z1) = 0 und p(z2) = 0. Wir nennen A = %2 — q die
Diskriminante von p.

Dem Satz folgt der Beweis des Satzes (oder zumindest eine Referenz auf einen Beweis.)

Beweis Wir fithren nur den Beweis, dass p(x1) = 0 ist. Der Beweis, dass p(z2) = 0 verlduft
analog und ist daher trivial.
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Wir sehen hier, wie wichtig die Pramisse ist, dass p ein normiertes Polynom ist. Die pg-Formel
in dieser Form geht nur fiir normierte Polynome. Hat man ein Polynom der Form az? + bz + ¢
mit a # 1, so muss das Polynom zuerst normiert werden.

Korollar Ein beliebiges quadratisches Polynom hat keine Nullstelle, genau eine oder genau
zwei Nullstellen.



Beweis Sei p(z) = az? + bx + c ein quadratisches Polynom. Wegen a # 0 gilt dann

p(x) = a(:v2 + gac + S) = a(m2 +pr+q) = aq(x)

mit p = g, q= ¢ und q(z) = 22 + px + ¢. Da eine Nullstelle von ¢ auch eine Nullstelle
von p ist, hat p genau dann keine, eine oder zwei Nullstellen, wenn g keine, eine oder zwei
Nullstellen besitzt. Nun ist g ein normiertes quadratisches Polynom, sodass man den vorherigen
Satz anwenden kann. Ist A < 0, so hat ¢ keine Nullstelle. Ist A = 0, so hat ¢ genau eine
Nullstelle. Ist A > 0, so hat ¢ zwei Nullstellen. Mehr Fille fiir A gibt es nicht. Daher ist der
Beweis abgeschlossen.

In den Beweisen fielen die Begriffe analog, was so viel wie ,sehr dhnlich bis auf technische
Kleinigkeiten” bedeutet, und trivial, was meint, dass die ldee des Nachweises relativ klar ist
und technisch einfach auszufiihren ist. Beides ist natiirlich subjektiv interpretierbar. AuBerdem
haben wir eine Fallunterscheidung durchgefiihrt und auf einen vorherigen Satz verwiesen.

In der Vorlesung werden wir auf Beweise {iberwiegend verzichten. Allerdings werden wir stets
Begriindungen fiir die Giiltigkeit der Satze liefern.

Lerntipp Lernen Sie die wichtigsten Satze ebenfalls auswendig. Falls lhnen schwerfillt, sich
die Pramissen des Satzes zu merken, schreiben Sie die Konklusion auf und iiberlegen Sie
sich selbst, welche Voraussetzungen iiberhaupt nur Sinn ergeben kdnnten. Dadurch trainieren
Sie ebenfalls Ihr Verstehen. Das Prinzip greift iibrigens auch bei den Definitionen. Verstehen
erwerben Sie auch, wenn Sie die Beweise reproduzieren und anderen erkldren kénnen.

Strukturen

Objekte werden in Mengen zusammengefasst, wie z.B. die Menge der reellen Zahlen. In der
Mathematik interessieren Strukturen auf Mengen, mit denen man die Objekte manipulieren
oder in einen Zusammenhang stellen kann.

Satz Die reellen Zahlen geniigen folgenden Rechenregeln.

a) Assoziativgesetz der Addition: (a +b)+c=a+ (b+c)=a+b+c

b) Assoziativgesetz der Multiplikation: (a-b)-c=a-(b-¢c)=a-b-c

d

(a)

(b)

(c) Kommutativgesetz der Addition: a+b=b+a
(d) Kommutativgesetz der Multiplikation: a-b=1b-a
(e)

e) Distributivgesetz: a- (b+c¢)=a-b+a-c

Lerntipp Klammern miissen immer sein (bis auf einige Ausnahmen). Achten Sie auf lhre Klam-
merung! Merken Sie sich auch folgendes Prinzip: Rechenregeln sind intuitiv und recht einfach
innerhalb derselben Rechenoperationen, wie sie oben anhand des Assoziativ- und Kommuta-
tivgesetzes sehen. Beim Mischen der Operationen wird es kompliziert, siehe z.B. das Distribu-
tivgesetz oder die binomischen Formeln. Es gilt (a + b)? # a® 4 b?, aber (ab)? = a?b°.

Rechnen

Beim Rechnen ist das Ziel, einen Term umzuformen und meistens zu vereinfachen, um die Es-
senz des Terms zu ermitteln. Fiir fehlerfreie Rechnungen ist es notwendig, die Rechenoperation
(Definition) und die Rechenregeln (Satz) zu kennen.



Definition Sei a eine reelle und & eine natiirliche Zahl. Dann ist die Potenz a” definiert als

1
a:=a-a-...-a und aF:=—
N—— ak

k-mal

a heiBt Basis, k heiBt Exponent. Ferner definiert man a® := 1 und speziell 0° := 1.

Daraus ergeben sich folgende Rechenregeln, die bewiesen werden miissen. Beweise finden man
in fast jedem Buch iiber Potenzgesetze.

Satz (Rechenregeln fiir Potenzen) Seien a und b reelle Zahlen mit a,b # 0 und k und m
ganze Zahlen. Dann gelten:

(A) ak . gm = gktm
(B) g =at
(©) (abym = abm
(D) a*b* = (ab)*

Beispiel

Lerntipp Lernen Sie die Definitionen der Rechenoperationen und die Rechenregeln auswendig.
Trainieren Sie Rechnungen mit Hilfe von Ubungsaufgaben. Verzichten Sie beim Trainung auf
einen Taschenrechner, da Sie ihn in der Klausur eh nicht benutzen diirfen. Dadurch lernen Sie,
schnell zu rechnen. Extratipp: Verweisen Sie beim Training nach jedem Gleichheitszeichen auf
die entsprechende Rechenregel.

Lernprinzip: Lernen auf Verstehen

Prinzipiell setzen sich die Inhalte der Veranstaltung (und damit der Klausur) aus vier Kompo-
nenten zusammen:

e Basics (aus der Schule)
e Wissen (aus der Vorlesung)
e Verstehen (des Vorlesungsstoffs)

e Anwendung (der Vorlesungsinhalte)

Generell miissen beim Lernen die Objekte und Zusammenhinge verstanden werden, um sie
flexibel auf Probleme anwenden zu konnen. Aus diesem Grund halten wir uns an das folgende
Prinzip:

Lernen auf Verstehen ist ein Lernprinzip, bei dem der Fokus erst auf dem Erwerb des Wissens
und des Verstehenses liegt und danach anschlieBend beim Erwerb der Fihigkeit, das Wissen
anzuwenden.

Warum?
Wenn Sie Wissen & Verstehen erworben haben, erst dann kénnen Sie das Wissen anwenden.

Wenn Sie das Wissen anwenden kénnen, dann bestehen Sie die Klausur.



Verstandenes l3sst sich viel besser einpragen als auswendig gelernte Rezepte, die fiir Sie ohne
geniigend Vorwissen sinnlos erscheinen und daher auch langweilig und schwierig. Mit Re-
zeptlosungen konnen Sie nur genau dieselben Aufgaben I6sen, aber keine Variationen der
Aufgaben. Wenn Sie ein Thema verstanden haben, kdnnen Sie flexibel auf Aufgaben und
Problemstellungen reagieren.

Verstehen erwerben Sie nur durch Eigenarbeit oder Gruppenarbeit durch das Durcharbeiten
des Skripts und der Theorie, nur nicht nur in der Vorlesung, sondern auch auBerhalb der Uni
zu Hause.

Der Dozent bietet lhnen nur eine Erklarung des Themas, aber es ist lhre Aufgabe, den Stoff
zu verstehen, d.h. notfalls miissen Sie sich entsprechende, fiir Sie verstindliche Biicher oder
andere Skripte besorgen. Lernen Sie erst die Theorie, dann die Praxis bzw. Anwendung.

Wichtig! Sie miissen die Komponenten Wissen, Verstehen und Anwendung beim Lernen
beriicksichtigen. Es kann natiirlich passieren, dass Sie Wissen bereits besitzen oder es sehr
schnell erwerben, sodass Sie sofort mit der Anwendung beginnen kdnnen. Da Sie Wissen in
den Aufgaben, Ubungsbl'eittern, der Probeklausur, den Altklausuren etc. anwenden, miissen
Sie sich zuerst geniigend gut mit der Vorlesung, also dem Skript, beschaftigt haben. Um die
Musterlésungen zu verstehen, miissen Sie sich ebenfalls mit dem Skript beschiftigt haben,
in dem erklart wird, weswegen die Losung zum Ziel fiihrt. Losungswege ergeben sich nahe-
zu automatisch, wenn geniigend Wissen vorhanden ist. Daher werden die o.g. in der Klausur
abgefragt.

Es ist auch wichtig, dass Sie in der Vorlesungszeit lernen, damit das Wissen sacken kann, und
Konnen trainieren, um das Wissen zu vertiefen. In der Klausurphase miissen Sie dann nur noch
wiederholen, letzte Liicken schlieBen und fiir die Klausur trainieren.

Literaturhinweise

e Papula, Lothar: Mathematik fur Ingenieure und Naturwissenschaftler Band 1. Ein Lehr-
und Arbeitsbuch fur das Grundstudium. Vieweg - Verlag

e R. Ansorge, H.J. Oberle, K. Rothe, Th. Sonar: Mathematik fur Ingenieure | und Il, Wiley
- VCH Verlag

e St. Goebbels, St. Ritter: Mathematik verstehen und anwenden, Spektrum-Verlag
e RieBinger, Thomas: Mathematik fur Ingenieure, Springer - Verlag
e Brauch, Wolfgang: Mathematik fur Ingenieure, Teubner - Verlag

e Duma, Andrei: Kompaktkurs Mathematik fur Ingenieure und Naturwissenschaftler, Sprin-
ger - Verlag

e Barwolff, Gunter: Mathematik fiir Naturwissenschaftler und Ingenieure. Elsevier, Spek-
trumVerlag

Schauen Sie auch, ob es zu diesen Biichern Aufgabenbiicher oder Formelsammlungen gibt
(z.B. Papula).

Folgende Biicher sind ebenfalls fiir Interessierte zu empfehlen.

e Wofiir brauche ich das? Ehrhardt, Giinther, Schilders: Erfolgsformeln. Anwendungen der
Mathematik, https://erfolgsformeln.uni-wuppertal.de

e Salmon, Wesley C., Logik, Reclam, 1973.
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1 Mathematische Grundlagen

Lernziele
Wissen & Verstandnis

e Sie verstehen die grundlegenden Konzepte der Aussagenlogik (Aussagen, Verkniipfungen,
Implikationen, Aquivalenzen, DNF).

e Sie wissen, was man unter einer Menge versteht und kennen die zugehorigen Relationen
(Gleichheit, Teil-/Obermenge) und Operationen (Vereinigung, Durchschnitt, Komple-
ment, Differenz).

e Sie kennen die wichtigsten Zahlbereiche (N, Z,Q, R, C) und verstehen die Unterschiede.

e Sie wissen, was man unter dem Betrag |z| einer reellen Zahl z versteht und verstehen
die Interpretation des Betrages als Abstandsfunktion.

e Sie verstehen den Unterschied zwischen Deduktion und Induktion, was das Prinzip der
vollstdndigen Induktion ist.

Anwendung

e Sie beherrschen die elementare mathematische Symbolik (Logiksymbole, Elemente, Quan-
toren, Mengennotation, Mengensymbole, Zahlbereiche, Intervalle, Summenzeichen, ...)

e Sie beherrschen den Umgang mit Mengenoperationen (Rechenregeln, Wahrheitstafeln).

e Sie konnen mit Gleichungen und Ungleichungen umgehen, insbesondere Losungsmengen
bestimmen. Das beinhaltet das Auflésen und Interpretieren von Betrags(un)gleichungen
(Rechenregeln fiir den Betrag, Fallunterscheidungen).

e Sie kénnen das Prinzip der vollstandigen Induktion anwenden.

1.1 Aussagenlogik

Logische Argumentationen sind in der Wissenschaft und der Philosophie essentiell, um Be-
hauptungen zu begriinden. Dabei geht es vielmehr darum, die logische Struktur hinter den
Aussagen zu untersuchen statt den Inhalt der Aussagen selbst. In der Mathematik werden
aus giiltigen Aussagen (Pramissen) neue Aussagen geschlussfolgert (Konklusion) und in ei-
nem Satz zusammengefasst. Die Logik bietet ein Regelwerk fiir Argumentionen, um den Satz
widerspruchsfrei und logisch konsistent zu beweisen. Andererseits lassen sich durch logische
Verkniipfungen Beweismethoden erstellen. Logische Verkniipfung werden z.B. in der Elektro-
technik durch Schaltungen/Gatter realisiert oder in der Programmierung in Bedingungen bei
while- oder for-Schleifen.

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit der Logik von Aussagen, d.h. Behauptungen, denen
man eindeitig einen Wahrheitsgehalt zuordnen kann, und studieren deren Eigenschaften.

Aussage

Definition 1.1.1 Unter einer Aussage versteht man einen (sprachlich formulierten) Satz, von
dem eindeutig entschieden werden kann, ob er wahr oder falsch ist. Einer Aussage ordnet man
die Wahrheitswerte wahr (w) oder falsch (f) zu.

Definition 1.1.2 Eine Tautologie ist eine allgemeingiiltige Aussage, die immer wahr ist. Wir
bezeichnen sie der Einfachheit halber mit w. Ist eine Aussage immer falsch, so schreiben wir
einfach f.



Lerntipp Lernen Sie diese Definitionen und nachfolgende Definitionen sowie Satze auswendig!
Beispiel

Ayp: 49 ist eine Primzahl. (f)

Asg: 49 ist eine Quadratzahl. (w)

Agz: Alle Menschen sind sterblich. (w)

Ay: Fiir jede natiirliche Zahl n gilt: n+ 3 = 6. (f)

As: Es gibt drei natiirliche Zahlen a, b, ¢ mit: a® + b? = 2. (w)

Bq: ,,Mathematik macht SpaB." ist keine Aussage, da diese Behauptung nicht objektiv
als wahr oder falsch klassifiziert werden kann.

Bs: ,,Diese Aussage ist falsch." ist keine Aussage, da sie sich selbst widerspricht. Wieso?

Definition 1.1.3 Sei A eine Aussage. Dann bezeichnet = A (gesprochen , nicht A") die Ne-
gation der Aussage A. —A ist wieder eine Aussage, die wahr ist, wenn A falsch ist, und falsch
ist, wenn A wahr ist.

Wahrheitstafel der Negation

Al -A
w | f
fl w

Beispiel
—Aj: 49 ist keine Primzahl. (w)
—Ay: 49 ist keine Quadratzahl. (f)
—As: Es gibt mindestens einen unsterblichen Menschen. (f)
—Ay: Es gibt eine natiirliche Zahl n mit: n + 3 # 6. (w)

—As: Fiir alle natiirlichen Zahlen a, b, c gilt: a® + b% # c2. (f)

Verkniipfung von Aussagen

Definition 1.1.4 Sind A, B Aussagen, so wird durch A A B (gesprochen , A und B") eine
neue Aussage, die Konjunktion (Und-Verkniipfung) von A und B definiert. Die Aussage AAB
ist wahr, wenn sowohl A als auch B wahre Aussagen sind, und ansonsten falsch. A A B ist
also falsch, wenn (mindestens) eine der beiden Aussagen falsch ist.

Wahrheitstafel der Konjunktion

A| B| AAB
w w w
w i f|f
frlw) f
el s

Beispiel
A:2+2=14(w)

10



B: 49 ist eine Primzahl. (f)

C'" 49 ist eine Quadratzahl. (w)

ANB:2+2=4und 49 ist eine Primzahl. (f)
ANC: 24 2=4und 49 ist eine Quadratzahl. (w)

B A C: 49 ist eine Primzahl und eine Quadratzahl. (f)

Bemerkung Einen Widerspruch erhilt man leicht durch A A=A, denn AA—-A = f. Dem-
zufolge ist die Negation des Widerspruchs eine Tautologie.

Definition 1.1.5 Sind A, B Aussagen, so wird durch AV B (sprich ,, A oder B") eine neue
Aussage, die (inklusive) Disjunktion (Oder-Verkniipfung) von A und B definiert. AV B ist
wahr, wenn mindestens eine der Aussagen A oder B wahr ist. AV B ist nur dann falsch, wenn
sowohl A als auch B falsch sind. Meint man , entweder A oder B", so schreibt man AV B und
spricht von der exklusiven Disjunktion (Entweder-Oder-Verkniipfung).

Wabhrheitstafeln der inklusiven bzw. exklusiven Disjunktion

A| B| AvB| AVB

w

f
f

= & 8
- & &

~ & g

Beispiel
A:2+2=14(w)
B: 49 ist eine Primzahl. (f)
C'" 49 ist eine Quadratzahl. (w)
AV B: 2+ 2 =4 oder 49 ist eine Primzahl. (w)
AV C: 242 =4 oder 49 ist eine Quadratzahl. (w)

BVC': Entweder 49 ist eine Primzahl oder eine Quadratzahl. (w)

Bemerkung Eine Tautologie erhdlt man leicht durch AV A = w.

Implikation

Ein Argument besteht aus zwei Aussagen: einer Pramisse (P) und einer Konklusion (K). Ein
konditionales Argument kann wie folgt als Aussage ausgedriickt werden:

. Wenn P wahr ist, dann ist auch K wahr."
Diese Aussage schreiben wir symbolisch wie folgt auf:
P=K,

Beispiel Sherlock Holmes hilt einen groBen Hut in der Hand und behauptet, der Trager des
Hutes sei sehr intelligent. Dazu liefert er das folgende Argument:

,Wenn Menschen mit groBen Képfen groBe Gehirne haben und Menschen mit groBen Gehirnen
sehr intelligent sind, dann ist der Eigentiimer des Hutes sehr intelligent. E]

2| eicht abgewandelt aus: Salmon, Wesley C., Logik, Reclam, 1973.
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Folgende Fragen ergeben sich sofort:

e Was sind die Pramissen, was ist die Konklusion in Holmes' Argument?
e Sind die Pramissen wahr oder falsch?
e Ist die Behauptung, also die Konklusion wahr oder falsch?

o Uberzeugt Sie das Argument?
Wir formalisieren Holmes' Argument. Hier ist die Konklusion Holmes' Behauptung.

Pp: Das ist ein groBer Hut.

P5: Menschen mit groBen Kopfen haben groBe Gehirne.
Ps: Menschen mit groBen Gehirnen sind intelligent.

K: Der Eigentiimer des Hutes ist sehr intelligent.

Argument: PP AP, APy = K

Klar ist, dass P, falsch ist. Damit ist das Argument zwar im logischen Sinne trotzdem giiltig,
aber nicht stichhaltig und daher nicht iiberzeugend. Warum ist es giiltig?

Definition 1.1.6 Sind A und B Aussagen, so wird durch A = B (gesprochen ,,wenn A
dann B" oder ,aus A folgt B") wieder eine Aussage definiert, die Implikation genannt wird.
Die Implikation A = B ist nur dann eine falsche Aussage, wenn A wahr und B falsch ist,
ansonsten ist die Implikation wahr. Demzufolge konnen wir aus etwas Wahrem nie etwas
Falsches schlieBen. Statt A = B kann man auch B < A schreiben (,, B folgt aus A").

Wabhrheitstafel der Implikation

A| B| A= B

- & = g

g 8 w8

~ - & 8

Beispiel
A: 49 ist Quadratzahl. (w)
B: 49 ist Primzahl. (f)
C: 2 ist Teiler von 8. (w)
A = C: Wenn 49 Quadratzahl ist, dann ist 2 Teiler von 8. (w)
C = A: Wenn 2 Teiler von 8 ist, dann ist 49 Quadratzahl. (w)
B = A: Wenn 49 Primzahl ist, dann ist 49 Quadratzahl. (w)

A = B: Wenn 49 Quadratzahl ist, dann ist 49 Primzahl. (f)
Sehr wichtig: Wir sehen anhand der beiden Beispiele, dass ein Argument bzw. eine Implikation

giiltig bzw. wahr sein kann, obwohl die Pramisse zweifelhaft bzw. falsch oder inhaltlich mit der
Konklusion nichts zu schaffen hat.
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Aquivalenz

Definition 1.1.7 Sind A und B Aussagen, dann ist (A = B) A (B = A) ebenfalls eine Aus-
sage, die Aquivalenz genannt wird (A < B, gesprochen ,, A dquivalent zu B"oder ,, A genau
dann, wenn B"). A < B ist eine wahre Aussage, wenn A und B die gleichen Wahrheitswerte
haben, also entweder beide wahr oder beide falsch sind.

Wabhrheitstafel der Aquivalenz

A| B| A& B

w| w w
w | f f
flw f
fir w
Beispiel Es sei = eine reelle Zahl.

Arx <3

B:x <4

Cix+1<4

A = B: Wenn z < 3 gilt, dann gilt (auch) z < 4. (w)
A & B:x < 3 genau dann, wenn x < 4. (f)

A& C:x < 3 genau dann, wenn z + 1 < 4. (w)

Satz 1.1.8 (Aquivalenz von Aussagen) Zwei verkniipfte Aussagen A und B sind dquiva-
lent, wenn ihre entsprechenden Wahrheitstafeln fiir jede Belegung dieselben Wahrheitsgehalter
liefern.

Beispiel Die beiden Aussagen A = B und =B = —A sind &quivalent, d.h.
(A= B) & (-B = —A4)
Das folgt aus der Wahrheitstafel und dem obigen Satz:

A| B| A= B| -B| -A| -B=-A

g &8 8

f
f

g € =
g &8 w8

w
f
w
f

- & 8

Man verwendet diese Aquivalenz um einen Beweis durch Widerspruch zu fiihren. D.h. statt
A = B kann man alternativ =B = —A beweisen.

Beispiel Im Beispiel von Sherlock Holmes war die Implikation P, A P, A P3 = K. Sie ist

dquivalent zu
-K = —|(P1 A Py A Pg),

was nach der De Morgan Regel dquivalent ist zu
-K = (_\Pl VPV —\P3>.

D.h. das Argument hatte auch sein kdnnen: ,,Wi&re der Huttrdger nicht intelligent, so ware
der Hut nicht groB, Menschen mit groBen Kopfen hitten kleine Gehirne oder Menschen mit
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groBen Gehirnen wiren nicht intelligent.” Wire also die Konklusion falsch, wiirde Holmes
aufgrund seiner Uberzeugung, dass P, und P3 wahr sind, folgern miissen, dass der Hut klein
ist, was nicht stimmt. Aus diesem Widerspruch muss die Annahme , Der Huttrager ist nicht
intelligent”, verworfen werden, da sie ins Absurde fiihrt, so dass schlieBlich nur iibrig bleibt,
dass der Huttrager intelligent ist.

Beispiel Beim Auflésen von Gleichungen (oder Ungleichungen) werden Aquivalenzumfor-
mungen gefiihrt:
222 =4 |:2
& r? =2 V4
&S = \/§ V = —\/§
Hier wird die Aussage , 2z ist gleich 4" dquivalent zur Aussage ,z ist gleich v/2 oder z ist

gleich —v/2" umgeformt. Im Unterschied dazu liefert folgende Rechnung nicht die vollstindige
Losung.

202 =4 |:2
& ?=2 |/
= =42

Rechenregeln fiir Aussagen
Mit Hilfe von Wahrheitstafeln weist man folgende Aquivalenzen nach.
Satz 1.1.9 (Rechenregeln fiir Aussagen) Seien A, B und C Aussagen. Dann gelten:

(a) Kommutativgesetze ANB < BAA
AVB & BVA

(b) Assoziativgesetze AN(BANC) & (ANB)ANC
Av(BvVC) & (AvB)vC

(c) Distributivgesetze ANBVC) & (AANB)V(AANC)
AV (BANC) & (AVB)A(AVO)

(d) doppelte Verneinung -(-4) & A

(e) Regeln von De Morgan -(AANB) & (-A)V(-B)
-(AVvB) & (-A)A(—B)

Beweis Wir beweisen hier nur eine der De Morgan Regeln zu Demonstrationszwecken. Die
Beweise, dass die restlichen Regeln gelten, kénnen Sie als Ubung verwenden. Fiir den Beweis
benutzen wir Satz iiber die Aquivalenz von Aussagen, indem wir die Wahrheitstafeln von
—(AV B) und von =A A =B miteinander vergleichen.

Al B|| -4 ﬁBHﬂAvB | ~AA-B

w | w f f

w| f f f

flwl] w f

flf w w
Da fiir alle Belegungen die Wahrheitsgehalter von —=( AV B) und von =AA—DB {ibereinstimmen,
sind die beiden Aussagen nach Satz[1.1.8| dquivalent. O
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Beispiel Wir vereinfachen die nachstehende Aussage mit Hilfe von Satz[1.1.9] den Rechenre-
geln fiir Aussagen.

-(AVB)NA)V B
(FAAN-B)ANA)V B

I=

(-BA-A)NA)V B

(
(
< (
& (-BAN(mANA))VB
Widegpruch (=B Af)V B

Def. Kogunktion B

fv
Def. Di{sg')unktion fvB=f falsB=f
wV B=w, falls B=w
& B

Insgesamt gilt also: [(—(AV B) A =A)V B] < B.
Lerntipp Trainieren Sie Rechnen, indem Sie bei jedem Schritt die Regel angeben!

Beispiel Zeigen Sie:
AVB < ((AN=B)V (mAAB)).

Exkurs: Elektrotechnik & logische Schaltungen

Grundlage fiir Schaltungen bildet die Aussage ,, Strom flieBt", die die Wahrheitsgehilter wahr
(1) und falsch (0) annehmen kann. Somit lasst sich die Aussagenlogik auf Schaltungen iibert-
ragen. Die Verkniipfungen werden dabei durch Logikgatter realisiert.

Beispiel In den Beispielen unten sind links die Eingange E bei der Negation bzw. F; und E»
(bei AND, OR und XOR) und rechts der Ausgang A ist:

& >1 =1
NI | L |
. Exklusives
Negation UND ODER ODER

Die Gatter sind derart konstruiert, dass sie folgenden Zustdanden geniigen.

Ei| E2| A Ei| B2 A Ei| By A
E| A 1|1 ]1 1|1 ]1 1] 1]0
10 11010 1|0 |1 1|0 |1
0] 1 0] 110 0| 1|1 0] 11
0070 0] 0|0 0] 010
(Negation)
(AND) (OR) (XOR)
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Wir sehen, dass AND der Konjunktion, OR der (inklusiven) Disjunktion und XOR der exklu-
siven Disjunktion entsprechen. Ferner fallt auf, dass wir mit Hilfe dieser Gatter binar addieren
und multiplizieren kénnen: Bei XOR sehen wir die Rechnung0+0=0,0+1=1,14+0=1
und 1+ 1 = (1)0. Bei AND sehen wir 0-0=0,0-1=0,1-0 =0 sowie 1-1 = 1. Diese
Gatter bilden die Grundlage, dass ein Computer iiberhaupt rechnen kann.

Beispiel Hier ist ein Beispiel, wie man mit Hilfe der elementaren Gatter und der disjunkti-
ven Normalenform eine Aquivalenz erzeugt, die auch EXKLUSIV-NICHT-ODER oder XNOR
genannt wird.

E; &

O—l —A
3 .

(E1 & Bs) & [(E1 A E2) V (~E1 A—E)]

Fiir welche Zustiande von Ey und E5 flieBt der Strom bei A?

Beispiel Stellen Sie eine Zustandstabelle auf und driicken Sie die Schaltung mit Hilfe der
aussagenlogischen Operationen aus.

A
E—¢ ‘ BEN

1.2 Mengen

Definition 1.2.1 Unter einer Menge verstehen wir die Zusammenfassung bestimmter, wohl-
unterschiedener Objekte unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen. Die
Objekte einer Menge heiBen Elemente der Menge. Eine Menge kann endlich oder unendlich
viele Elemente enthalten.

Definition 1.2.2 Um auszudriicken, dass ein Objekt a zu einer Menge M gehort, schreibt
man:

ae M (,a ist Element von M*")
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Ist dies nicht der Fall, so schreibt man:

a¢ M (, @ ist nicht Element von M")

Beispiel (Schreibweisen & sehr wichtige Beispiele)

(a)

(b)

()

Mengen werden meist durch GroBbuchstaben bezeichnet, also z.B. A, B, M, N, X, Y
usw. Ist M eine Menge, so sind die Elemente von M alle paarweise verschieden, z.B.

M = {rot, griin, blau} oder X =1{1,2,3,4},
aber nicht N = {1,1,1,1}, sondern einfach nur N = {1}.

Elemente werden auch durch eine Eigenschaft (E) beschrieben und kdnnen dadurch zu
einer Menge zusammengefasst werden:

M = {x : = hat die Eigenschaft (E)},

(,Menge aller z, fiir die gilt: Eigenschaft (E)") zum Beispiel
X = {x : x ist eine natiirliche Zahl kleiner gleich 4} = {1,2,3,4}.

oder Losungsmengen

L={z:2?=1}={-1,1} = {+1}.
Manche Mengen kann man auch durch das Aufzdhlen ihrer Elemente angeben, z.B. die
Menge der natiirlichen Zahlen

N={1,2,3,4,5...} oder F=1{0,1,2,3,58,13,...},

wobei ,,..." andeutet, dass es klar ist, wie es weitergeht, was nicht immer sehr prazise
ist, wenn man die Abfolge nicht genau kennt. Prizise ware:

N = {n:n =1 oder mit n ist auch n + 1 in der Menge enthalten}
Hier ist N induktiv definiert.
Lerntipp Schauen Sie sich speziell diese Definition fiir den spateren Abschnitt iiber die

vollstdndige Induktion an

Die ,,Null" ist eine revolutiondre Erfindung des menschlichen Geistes (siehe Perser!) und
aus dem Zahlenbereich nicht mehr wegzudenken. Sie ist Nichts und doch Etwas, wie
z.B. der Fluchtpunkt in einem Bild, und fiihrte maBgeblich zur Weiterentwicklung der
Mathematik bei.
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(Elevated Station Adams and Wabash in Chicago, Quelle: Wikipedia)

Aus diesem Grund betrachten wir die Null als keine naturliche Zahl und schreiben

No ={z : 2 =0 oder x € N}.

(e) Die Null entsteht ganz einfach, indem wir z.B. 1 — 1 = 0 rechnen, aber was ist, wenn
wir 1 — 3 rechnen? Wir erhalten die Menge der ganzen Zahlen

Z ={x:x € Ny oder (—z) € N}.
={..,-3,-2,-1,0,1,2,3,.. .}

(f) Wir kénnen Zahlen teilen und erhalten Briiche %. Die Menge aller Briiche bilden die
rationalen Zahlen
Q:{x:ng mit p € Z und g € N}
q

(g) Wurzeln y/a, die Zahl 7 oder die Eulerzahl e sind keine rationalen Zahlen, entstehen
aber durch Grenzwertprozesse aus rationalen Zahlen. Wir nennen sie reelle Zahlen und
benutzen das Symbol R.

(h) Geschlossene Intervalle sind Mengen der Form:
I =Ja,b] = {xe€R:uzisteine Zahl groBer gleich a und kleiner gleich b}
{r:a<z<b}
Daneben gibt es noch offene Intervalle:
I=(a,b)={xcR:a<z<b}
und halboffene Intervalle (auch halbgeschlossene genannt):
I=ab)={reR:a<z<b}l und I=(a,b={xeR:a<z<b}
Insbesondere: R = (0, +00), R™ = (—o0,0)

(i) Komplexe Zahlen C entstehen mit Hilfe der imagindren Einheit 4, die ein kiinstliches
Objekt ist und wie eine Konstante behandelt wird, deren Wert man nicht kennt, sondern
nur die Eigenschaft:

ii=i%=—1 bzw. V-1=i
Dann ist die Menge der komplexen Zahlen wie folgt definiert:
C={z:z=a+i-bmita,beR}.
In C gelten das Kommutativ-, das Assoziativ- und das Distributivgesetz. Beispiele:
(34+4i)(1 —2i) =3-1+3(—2i) +4i-1+ (4i)(—26) = 3 — 6i + 4 — 8i*
=3-2i—-8(-1)=3-2i+8=11—-2i
V—d =4 - (-1)=V4- V-1 =2

(j) Eine weitere wichtige Menge ist die leere Menge, die symbolisch mit () bezeichnet wird
und eine dhnliche Rolle fiir Mengen spielt wie die Null fiir Zahlen. Beispiel:

{reR:2?=—-1} =0, aber {z€C:2*=—-1}={=+i}
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(k) Die Menge der zwei- bzw. dreidimensionalen Vektoren sind
. x
R? = {# = <a:1> cz,22€R} und R3={Z=|y|:z,9,2€ R}
2
z

(1) (Russelsche Antinomie) Die Zusammenfassung aller Mengen, die sich selbst nicht ent-
halten, d.h. also {M : M ¢ M} ist keine Menge. Wieso?
Verkniipfung von Mengen

Durch ,x € M" erhdlt man eine Aussage. Von daher kann die Aussagenlogik unmittelbar auf
Mengen angewendet werden und erhdlt nahezu dieselben Operationen und Rechenregeln.

Definition 1.2.3 Zwei Mengen M und N heiBen gleich, falls jedes Element von M auch zu
N gehort und jedes Element von N auch zu M gehort, d.h. falls

reM < zx€N.

Wir schreiben dafir:
M = N.

Definition 1.2.4 Seien M und X zwei Mengen. Ist jedes Element einer Menge M auch
Element der Menge X, also
reM = 1xelX,

so heift M Teilmenge oder Untermenge von X und X heiBt Obermenge von M. Wir
schreiben dafiir:
M C X oder MCX

Insbesondere gilt die Aquivalenz:
(ACB)AN(BCA) < A=B
Falls gilt (A C B) A (A # B), schreiben wir
ACB
und sagen , A ist echt in B enthalten®”.

Beispiel Fiir Zahlen gelten folgende Teilmengenbeziehungen:
NCcNocZcQcRcC

oder genauer
NCNoCZGCQGRGC

Definition 1.2.5 Es sei M eine Menge und A, B C M zwei Teilmengen von M.

(a) Die Menge
AUB = {x € M :z € Aoderx € B}

heiBt Vereinigung von A und B.

(b) Die Menge
ANB := {reM:z€ Aund z € B}

heiBt Durchschnitt von A und B. Ist ANB = (), haben also A und B keine gemeinsamen
Elemente, so nennen wir A und B disjunkt.
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(c) Die Menge
A = {zeM:z ¢ A}

heiBt Komplement von A in M. Insbesondere:
M¢=0, 0°=M, AUA“=M und AN A°=0,
ANP=0 und AUD=A
(d) Die Menge
B\A = BnNA°={zeM:zcBundax ¢ A} ={z e B:ax¢ A}
heiBt Differenz von B und A, gelesen: , B ohne A".

(e) Die Menge
AAB := {x € M : Entweder x € A oder x € B}

heiBt symmetrische Differenz von A und B.
Beispiel (Weitere wichtige Mengen)
(a) N={n € N:nist gerade} U {n € N : n ist ungerade} ist eine disjunkte Vereinigung.
(b) No =NU{0} bzw. Ny \ {0} =N
(c) R\ Q ist die Menge der irrationalen Zahlen.
(d) R=(—00,0)U[0,+00) =R™UR
(Wie ist die Definition von gerade/ungerade?)

Beispiel (Mengenoperationen & Intervalle)

[

[

(@) [-2,00U(0,2) = [-2,2)

(b) [—2,0

() [=2,0]° = R\ [-2,0] = (00, =2) U (0, +00)
(d) [-2,0

(e) [-2,0

a

b) [~2,0] N (~1,3] = (—1,0]

d [ ) ] \(*173] = [*2’*1]
[ ) ]A(—l,?)] = [_172) \ (_170] = [_27 _1] U (073]

Zeichnen Sie die obigen Intervalle auf einem Zahlenstrahl und vergleichen Sie die Zeichnungen
mit den Mengenverkniipfungen.

(S

Satz 1.2.6 (Rechenregeln fiir Mengen) Es sei M eine Menge und A, B,C C M Teilmen-
gen. Dann gelten:

(a) Kommutativgesetze:

AUB=BUA und ANB=BNA

(b) Assoziativgesetze:

AUBUC)=(AUB)UC und AN(BNC)=(ANB)NC

(c) Distributivgesetze:

(AUB)NC=(ANC)U(BNC) und (ANB)UC =(AUC)N(BUC)
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(d) Doppeltes Komplement:
(A9)°= A

(e) Regeln von De Morgan:
(AUB)=A°NB° und (ANB)°=A°UB°
(f) Weitere Regeln:

AcB & AnB=A &« AUB=B

(g) Teilmengenbeziehungen:

DCcANBCACAUBCM

Beweis Die Rechenregeln lassen sich unmittelbar aus den Regeln fiir logische Operationen
ableiten. Beispielsweise folgen die mengentheoretischen De Morganschen Regeln @direkt aus
den logischen De Morganschen Regeln:

z € (AU B)° z ¢ (AUB)

~(re AVz e B)

(=(z € A)) A (—=(z € B))
(x ¢ A) A (« ¢ B)

(z € A°) A (z € B°)

x € A°N B¢

to ot

i3

Man kann diesen Beweis auch sehr gut unter Verwendung einer Wahrheitstafel fiihren. Da x
entweder in A enthalten ist oder nicht, und x entweder in B enthalten ist oder nicht, sind
insgesamt 4 Fille zu unterscheiden. Das sollte man sich auch an einem Venn-Diagramm
verdeutlichen. Wegen

(ANB)® = {zx:x¢ ANB},
A = {zx:x ¢ A},
B¢ = {x:xz ¢ B},
A°UB® = {z:(x € A°)V (z € B°)}
= {z:z:(x¢ A)V(z ¢ B)}

erhdlt man:

r€A| zeB| zeANB| ¢ ANB | ¢ A| ©¢ B|xe€ A°UB°

xe€(ANB) |z € A° |z € B¢

- & 8
- & = g
—- % 8
g & & =
g 8 =
g — & —
g & & =

Die beiden Aussagen x € (AN B)¢ und x € A°U B¢ sind dquivalent, da sie in allen vier Fillen
die gleichen Wahrheitswerte aufweisen.

Den Beweis der restlichen Regeln empfehlen wir als Ubung. g
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Beispiel (Vereinfachung mit Hilfe der Rechenregeln fiir Mengen)

(AUB)*NA)UB
Satz [2<)

(

((A°NB)NA)UB
Satz [L.2.6(a)] (B°NAYNA)UB

(

SazL280)  per40n 4))UB
Saz[L280) e gy

Def. Lee;e Menge dU B

Def. Leere Menge
e vienge - p

1.3 Zahlenbereiche

Im vorherigen Kapitel haben wir die natiirlichen Zahlen N, die ganzen Zahlen Z, die rationalen
Zahlen Q, die reellen Zahlen R und sogar bereits die komplexen Zahlen C kennengelernt. Diese
Zahlenbereiche enthalten eigene Strukturen fiir sich, die nur dort gelten.

e Die natiirlichen Zahlen
N=1{1,2,3,4,...}

sind abgeschlossen bzgl. der Addition und der Multiplikation, d.h. Addition und Mul-
tiplikation natiirlicher Zahlen liefert wieder eine natiirliche Zahl.

e Wollen wir zusatzlich auch die Umkehrung der Addition, also die Subtraktion gestatten,
so miissen wir den Zahlbereich erweitern zu den ganzen Zahlen

z={0,1,-1,2,-2,3,-3,...}
die unter Addition, Subtraktion und Multiplikation abgeschlossen sind.

e Durch Hinzunahme der Umkehrung der Multiplikation, also der Division, erhalten wir
die rationalen Zahlen

p
@z{q:p,qel,q#O},
die unter allen vier Operationen abgeschlossen sind.

e Um alle geometrisch denkbaren Zahlen einzuschlieBen, ,,vervollstandigt” man die ratio-
nalen Zahlen zu den sogenannten reellen Zahlen, die mit R bezeichnet werden. An-
schaulich entsprechen die die reellen Zahlen den Punkten des Zahlenstrahls, wihrend
die rationalen Zahlen (auf dem Zahlenstrahl dargestellt) voller , Liicken" sind. Die nicht-
rationalen reellen Zahlen, also die Menge R\ Q, wird als die Menge der irrationalen
Zahlen bezeichnet. Andere Beispiele nicht-rationaler Zahlen sind die Flache 7 und der
Umfang 27 des Einheitskreises, was aber deutlich schwieriger zu zeigen ist.

Fiir das ,,gewdhnliche” Rechnen mit Punkt- und Strichrechnung sind die rationalen Zahlen also
vollig ausreichend. Betrachtet man aber auch geometrische Strukturen oder Grenzprozesse,
so sind die rationalen Zahlen zur Beschreibung nicht ausreichend. Betrachtet man etwa ein
Quadrat der Seitenldnge 1 und bezeichnet die Lange der Diagonalen mit der Variablen x, so
besagt der Satz von Pythagoras:

12412 = 22,

also



Zwei Beweistechniken

Nun stellen wir zwei Beweistechniken vor, um Implikationen zu wiederholen und zu iiben.

Satz 1.3.1 (Q liegt echt in R) Die positive Losung = = /2 der quadratischen Gleichung
x? = 2 ist keine rationale Zahl. Daher ist Q C R.

Beweis (durch Widerspruch) Wir fiihren einen Beweis durch Widerspruch: Wir nehmen das
Gegenteil an und schlussfolgern auf eine andere Aussage, die auf jeden Fall offensichtlich falsch
ist. Daher muss unsere Annahme falsch gewesen sein, was die Behauptung des Satzes beweist.

Wire z = /2 = g mit kleinsten natiirlichen Zahlen p, g, so ergdbe sich:

P2 2 2
g2 ¢ =X (1)

Das bedeutet, dass p? durch 2 teilbar ist. Als quadratische Zahlen kommen die Primfaktoren
von p? und ¢? stets in gerader Anzahl vor, so auch die 2 in p?. Daher ist auch ¢? durch 2
teilbar und hat eine gerade Anzahl des Primfaktors 2. Allerdings sind auf der linken Seite der
Gleichung p2 = 2¢° eine gerade Anzahl, aber auf der rechten Seite eine ungerade Anzahl
des Primfaktors 2. Das ist ein Widerspruch. Daher ist unsere Annahme, V/2 sei eine rationale
Zahl, falsch. |

Arithmetisch lassen sich die rationalen und die irrationalen Zahlen gut unterscheiden.

Satz 1.3.2 (Dezimaldarstellung von Zahlen) Jede reelle Zahl z lisst sich als Dezimal-
bruch in der Form

T = ET,Tp_1Tn—2  ToT1X0 ;, T_1T—2T_3T—_4 """ (2)

mit unendlich vielen Ziffern

z; €4{0,1,2,...,9} firj<n
schreiben. Dann gilt:

Q ={z € R: x ist periodisch} und R\ Q= {x € R: z ist nicht periodisch}

Beweis Wir miissen zeigen, dass

r€Q <& zist periodisch,
was dquivalent ist zu

(z € Q = = ist periodisch) A (z ist periodisch = z € Q).

Den Beweis dieser Tatsache kann man demnach in zwei Schritten fiihren:

1. Notwendige Bedingung: x € Q = =z ist periodisch

Wir kdnnen > 0 annehmen. Es sei also

mit p,q € N. Nun erhdlt man die Darstellung durch den iiblichen Divisionsalgorith-
mus fiir p/q. In jedem Schritt gibt es fiir den Divisionsrest nur ¢ unterschiedliche Falle
0,1,2,...,¢g—2,qg—1. Also muss es eine Periode der maximalen Lange ¢ — 1 geben (wird
der Rest gleich 0, so ergibt sich die Periode 000000000 - - - ).

23



2. Hinreichende Bedingung: r € Q < z ist periodisch

Diese Implikation zeigt man unter Verwendung der unendlichen geometrischen Reihe.
Wir werden dies spater im Abschnitt iiber Reihen als Beispiel behandeln. Il

Man sieht an diesem Beispiel, dass man den Beweis einer Aquivalenz A < B in den Beweis der
beiden Implikationen A = B und A < B zerlegen kann, die oft auf vollig unterschiedlichen
Methoden beruhen.

Ubung Wieso haben wir durch den Beweis der Aquivalenz
x € Q & =z ist periodisch

auch die Aquivalenz
x ¢ Q & st nicht periodisch

bewiesen?

Quantoren
Definition 1.3.3 Fiir eine Menge M bedeutet die mathematische Schreibweise
JdxeM: E(x)

dasselbe wie: |, Es existiert ein Element z € M, so dass = die Eigenschaft E(z) hat." Mit 3
bezeichnen wir den Existenzquantor.

Beispiel

(a) Die Aussage ,3 x € Z : 22 = 4" ist wahr, denn z = 2 oder x = —2 sind ganze Zahlen
und erfiillen die Bedingung.

(b) Die Menge aller ganzen Zahlen, die man durch n mit Rest r teilen kann, schreiben wir

als
rln={2€Z:3ke€Z:z=nk+r}.

Zum Beispiel die Menge der Zahlen, die man mit Rest durch 3 teilen kann:
Os={2€Z:3ke€Z:2=3k}=3]3=1[6]3=[93=...

Ms={:€Z:3keZ:z=3k+1} =[4]s=[7)s = [10]s = ...
[ [8]s =

3:
Rla={z€Z:3keZ:z=3k+2A =[h=[s=[1lls=...

3 =
3 =

Betrachten wir bei der Addition von ganezn Zahlen die Reste, so stellen wir fest, dass
sie sich aufsummieren. In diesem Sinne sind ,3 = 6 = 9 = 0" oder [1]3 + [2]3 = [0]3
bzw. ,1+2 = 0".

Definition 1.3.4 Fiir eine Menge M bedeutet die mathematische Schreibweise
VeeM: E(x)

dasselbe wie: |, Fiir jedes Element x € M gilt: « hat die Eigenschaft E(x)." Mit V bezeichnen
wir den Allquantor.

Beispiel

(a) Die Aussage ,,V z € N: 2z > —1" ist wahr, denn alle natiirlichen Zahlen sind echt gréBer
als Null.
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(b) Die Aussage ,V x € N: x > 3" ist falsch, denn 1,2,3 € N erfiillen die Bedingung = > 3
nicht.

Bemerkung Die beiden Quantoren werden wie folgt negiert und hingen dann wie folgt zu-

sammen:
~(VeeM: E(x)) & 3JzeM: -E(z)

~(3zeM: E(x)) & VzeM: -E(x)

Beispiel Alle Menschen sind sterblich heiBt ,, Fiir jeden Menschen z gilt: x ist sterblich”. Die
Negation davon ist: ,Es gibt einen Menschen x, der unsterblich ist".

Betrag

Definition 1.3.5 Als Betrag einer reellen Zahl x € R definieren wir die nicht-negative reelle
Zahl

o = { z, fallsx >0,
—z, fallsz <0.
Fiir zwei reelle Zahlen z,y € R ist |x — y| der Abstand von x zu y.
Beispiel Die Menge
M={zeR:|z-2|<1l}={z:1<2<3}=(1,3)

beschreibt alle reellen Zahlen, deren Abstand zur Zahl 2 kleiner 1 ist. Allgemein gilt: Fiir r > 0
und m € R ist

lt—m|<r & —r+m<z<r+m. (3)

Das folgt unmittelbar aus der obigen Defintion des Betrags. Eine dhnliche Ungleichung gilt,
wenn man ,, <" mit ,<" ersetzt. Hier kann man r als Radius und m als Mittelpunkt eines
eindimensionalen Kreises betrachten.

Ubung Finden Sie eine shnliche Formel wie in (3)) fiir | —m| > 7 und driicken Sie die Menge
M = {z € R: |z + 2| > 3} mit Hilfe von Intervallen aus.

Satz 1.3.6 (Eigenschaften des Betrags) Fiir alle z,y € R gilt:
(@) |[z|]=0 & z=0
(b) lzy| = |z - |y]
(0) |z = [a?] =
Desweiteren gelten folgende wichtige Abschatzungen:
(d) Dreiecksungleichung: ||z| — |y|| < |z + y| < |z] + |y

Beweis Beweise finden wir in allen Biichern tiber Analysis. Wir fiihren hier allerdings einen
Beweis zu Eigenschaft (c), um zu verdeutlichen, wie man mit Betrdgen rechnet. Den Rest
iiberlassen wir als Ubung. Es geht hier um den Umgang mit Fallunterscheidungen, die wir
vornehmen miissen, da der Betrag abschnittweise definiert ist.

|x\2 - z2, fallsz >0, | z2, falls x>0, _ 2
T (—2)?% fallsxz<0. [ | 2%, fallsxz<0. [
Andererseits gilt:
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1. Fall: Ist 22 > 0, so ist |2?| = 22

2. Fall: Ist 22 < 0, so ist \9:2] = —z2. Da aber 22 niemals echt kleiner als Null ist, fillt der
zweite Fall weg.

Daher ist |2?| = z2. Ingesamt also |z|? = 22 = |2?|.
Auflésen von Gleichungen und Ungleichungen

In diesem Abschnitt lernen wir, wie wir einige Gleichungen und Ungleichungen aufldsen. Einige
Methoden kennen wir bereits aus den vorherigen Kapiteln.

Satz (pg-Formel) Sei p(z) = 22 + pz + q ein normiertes quadratisches Polynom. Dann sind

2
p p p b
= — — —_— d = —— — _—
T 5 + 1 g un T2 5 1 q

die Nullstellen des Polynoms, d.h. p(z1) = 0 und p(z2) = 0. Wir nennen A = %2 — q die
Diskriminante von p. Die Lésungsmenge

L={zeR:z?+pr+q=0}
hat dann folgende Gestalt:

° L:{_§+\/K, —g—\/g},fallsA>O.

_J[_P _
. IL,_{ 2}, falls A = 0.
o L =10, falls A <0.
Beweis Siehe vorheriges Kapitel.

Ubung Frischen Sie die pg-Formel eigenstindig auf. Recherchieren Sie in diesem Zusammen-
hang auch den Satz von Vieta sowie quadratische Erganzung,.

Mit Hilfe dieses Satzes konnen wir also quadratische Gleichungen l6sen. Liegen Sie nicht
normiert vor, also ax? +bxr = ¢ = 0 mit a # 1, miissen wir zundchst die Gleichung durch «a
dividieren. Fiir lineare Gleichungen der Form mxz 4+ b = 0 ist die Lésung klar. Nach dem Satz
iiber die Rechenregeln des Betrags sind

{zeR:jlz—m|<r}=m—-r,m+r) und {zeR:|jz—m|<r}=[m—-r,m+r],

d.h. auch solche einfachen Ungleichungen kdnnen wir lsen.

Aquivalenzumformungen

Um generell Gleichungen oder Ungleichungen zu I6sen, formen wir sie nach Moglichkeit dqui-
valent um. Dabei miissen wir diejenigen Operationen kennen, die dquivalante Umformungen
erlauben (z.B. Addieren auf beiden Seiten) und die sie nicht (sofort) erlauben (z.B. Quadrie-
ren/Wurzeln ziehen auf beiden Seiten). Es ware nun sehr miihselig, alle Operationen aufzu-
schreiben und einzeln zu priifen, ob sie dquivalente Umformungen erlauben. Daher greifen wir
auf die Aussagenlogik zuriick und priifen stets im Einzelfall, ob tatsichlich eine Aquivalenz
oder nur eine Implikation in eine Richtung vorliegt.

Beispiel (Aquivalenz oder Implikation?)
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|z — 2|

(a) Gesucht sind alle reellen Zahlen mit > 1. Das schlieBt sofort = 0 aus. Wegen

||
lc|?> = ¢2 und da Betrige positiv sind, gilt:

|z — 2]
|z

>1 «— |z—2|> ||

— (z—-2)?>2?
— 2?2 —dr+4> 2>
— 1>z

Die Lésungsmenge ist hier also

[z = 2|

L:{me]R: >1}:(—oo,1)\{o}.

]

Achtung! Der Trick mit dem Quadrieren funktioniert nur hier in diesem oder 3hnli-
chen Beispielen. Gewdhnlicherweise benutzt man Fallunterscheidungen, um den Betrag
aufzuldsen. Es funktioniert z.B. nicht bei |z — 2| + |z| > 1.

(b) Gesuchtist A = {xz € R: /|222 — 4] = x}. Mit einer Fallunterscheidung zur Auflésung
des Betrages im zweiten Schritt ergibt sich:
202 — 4| =2z — [22° —4| =22
= (x222 A 2x2—4:x2) \% (ZL‘2<2 A 4—23:22332)

(x222 /\x2:4) V (1:2<2 /\x2:§)

ol i

_lv _;2)
VIV

<
— 22=4V 2*=
<~

(ac:2 V x:—2) \Y (ac

Sammeln wir diese Losungen in der Menge M = {£2, i%} Wie hangen A und
M zusammen? Nach der obigen Rechnung haben wir wegen der allersten Implikation
nur A C M gezeigt, da das Quadrieren in der ersten Zeile der Umformungen keine
Aquivalenzumformung, sondern lediglich eine Implikation ist. Da & = V222 —4] >0

erfiillt sein muss, kdnnen x = —2 und z = —% nicht in A liegen. Es gilt daher

_ 2
A={2,2}

1.4 Induktion

Bei einer Induktion oder einem induktivem Argument schlieBen vor von einer Beobachtung,
die ggf. nur auf eine kleine Teilmenge zutrifft, auf die gesamte Menge. Auf diese Art begriinden
wir z.B., wie wir auf Behauptungen oder eine Theorie gekommen sind (siehe Beobachtungen in
der Naturwissenschaft). In Gegensatz dazu steht die Deduktion bzw. das deduktive Argument,
in der wir neue Behauptungen aus einer bereits vorhandenen Theorie begriinden bzw. ableiten.
Mathematische Beweise sind stets deduktiv, wohingegen Beispiele oder Skizzen induktiv sein
kdnnen. Daher ist ein Beispiel oder eine Zeichnung niemals ein Beweis.

Theorie Deduktion Praxis/Empirie
(allgemein) — (speziell)
z.B. Satze, Beweise Induktion z.B. Beispiele, Skizzen

Beispiel Sind die Argumente giiltig?
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(a) Sokrates ist ein Mensch. Sokrates ist ein Grieche. Alle Menschen sind Griechen.

=y

Sokrated3|

Sei x Sokrates, M die Menge der Menschen und G die Menge der Griechen. Hier steht
reEMNG = M =G,

was natiirlich keinen Sinn ergibt. Abgesehen davon gibt es Gegenbeispiele: Angela Merkel
ist keine Griechin.

(b) Die Zahlen 1-(1+1) =2, 2-(2+1) =6, 3-(3+1) =12, 4-(4+1) = 20,
5-(5+ 1) = 30 sind alle durch 2 teilbar. Daher ist auch fiir jede natiirliche Zahl n die
Zahl n(n + 1) durch 2 teilbar.

Hier ist nur deswegen , klar“, dass das Produkt einer geraden mit einer ungeraden Zahl
immer gerade ist, da man noch nie ein Gegenbeispiel gesehen hat. Das zahlt aber nicht
als (mathematischer) Beweis.

(c) Die Zahlen 5! +7 =12, 5247 =132, 52 +7 =132, 5* +7 =632, 5°+ 7 = 3132
sind alle durch 4 teilbar. Daher ist auch fiir jede natiirliche Zahl n die Zahl 5™ + 7 durch
4 teilbar.

Hier wiirde man nach Bedarf schauen, ob das zutrifft und ggf. einen Computer zu Rate
ziehen. Allerdings muss man die Schranken der Rechenleistung respektieren, da 5'%° + 7
womoglich eine zu groBe Zahl ist. Mathematisch ist natiirlich gar nichts bewiesen.

Beispiel Sind die Argumente giiltig?
(a) Sokrates ist ein Grieche. Jeder Nachbar eines Griechen ist ein Grieche, und alle Menschen

sind miteinander nachbarschaftlich verbunden. Also sind alle Menschen Griechen.

Dieses Argument ist tatsichlich giiltig, sofern man an die Pramissen glaubt. Wir z3hlen
alle Menschen durch, wobei wir bei Sokrates beginnen. Er sei der Grieche Nummer Eins,
G(1). Dass alle verbunden sind und sich das Griechische iibertragt, kénnen wir auffassen
als Implikation G(z) = G(z+1), wobei x ein Mensch ist und 2+ 1 sein Nachbar. Dann
ist das obige Argument:

G)A(VzeM: Gx)= Gz +1))

Aus dieser Verkettung folgt, dass alle Menschen Griechen sind.

3469 — 399 v.Chr. (Quelle: Wikipedia)
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(b) Esgilt: V n e N: 2 teilt n(n+1).

Beweis: Ist n = 2k gerade, so ist n+1 = 2k+1 ungerade, und daher ist auch n(n+1) =
2k(2k + 1) = 2(2k% + k) gerade. Der Fall n ungerade geht analog.

(c) Wie zeigt man, dass 5" + 7 durch 4 teilbar ist?

Beim SchlieBen vom Speziellen auf die Allgemeinheit lassen sich meist schnell Gegenbeispiele
finden, die den Schluss widerlegen. In diesem Sinne ist die Induktion zwar nicht vollstindig,
daber dennoch effektiv und erkenntniserweiternd. Gibt es daher ein Prinzip, dass die Starke
der Induktion inne hat und trotzdem logisch vollstindig ist?

Satz 1.4.1 (Vollstandige Induktion) Zu jeder natiirlichen Zahl n € N sei eine Aussage A(n)
gegeben. Es gelte ferner:

(1A) Induktionsanfang: Die Aussage A(1) ist wahr.

(1S) InduktionsschluB: Die Implikation ¥V n € N : A(n) = A(n + 1) ist wahr, d.h. unter
der Voraussetzung (IV), A(n) sei wahr, muss auch A(n + 1) wahr sein.

Dann sind alle Aussagen A(n) wahr.

Achtung! Im Induktionsanfang wird gepriift, ob die Aussage an sich wahr ist, wohingegen im
Induktionsschritt nur gepriift wird, ob die Implikation ,,Wenn die eine Aussage wahr ist, dann
auch die nichste" wahr ist. Ob die eine Aussage an sich wahr ist, wird nicht gepriift, sondern
man nimmt nur an, dass sie stimmt, und schlieBt damit auf die ndchste Aussage. Sind IA und
IS gepriift worden und wahr, so sind automatisch alle Aussagen wahr, denn es ergibt sich die
Kette:

AMAAD) 2 A42) 2 43) 2 402 )
Ny

Beweis (durch Widerspruch) Wire eine Aussage A(m) falsch, so ist =A(m) wahr, und wir
haben wegen dem (IS) eine endliche Kette von Implikationen

—A(m) = -A(m—1) = -A(m—-2) = ... = -A(1).

Weil —=A(m) als wahr angenommen wurde, muss also schlieBlich auch —A(1) wahr sein. Das
heiBt aber, dass A(1) falsch ist. Das ist aber ein Widerspruch zum (IA). O

Beispiel Zeigen Sie: V n € N gilt die Aussage A(n): 5™ + 7 ist durch 4 teilbar.

(1A) Induktionsanfang: A(1) ist wahr, denn:
5! 4+ 7 =12, also durch 4 teilbar.

(1V) Induktionsvoraussetzung: 5" + 7 ist durch 4 teilbar fiir ein festes n € N.

(I1S) Induktionsschluss: A(n) = A(n+ 1) gilt, denn:

5P T =5.5" 47 =(4+1)-5"+7=4-5" + 5" 47

Da nach Induktionsvoraussetzung 5™ + 7 durch 4 teilbar ist und klarerweise 4 - 5" durch
4 teilbar ist, ist auch die Summe 4 - 5™ + 5" + 7 durch 4 teilbar. Nach dem Prinzip der
vollstandigen Induktion ist damit beweisen, dass 5" + 7 durch 4 teilbar ist fiir alle n € N.
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Anwendung der vollstindigen Induktion
Einschub: Summennotation

Definition 1.4.2 Fiir endlich viele reelle Zahlen aq, ao, ..., a, € R schreiben wir

n
Zak ‘= a1 +agy+as+...+an
k=1

n
und Z ag ‘= Gm + Gmi1 + ...+ an
k=m
Satz 1.4.3 (Linearitdt der Summe) Es gelten die einfachen Rechenregeln:

n

(a) Zc-ak:c-Zak
k=1

k=1

n

(b) Z (ak -I-bk;) = iak + ibk
k=1 k=1

k=1

Beweis Ubung!
Satz 1.4.4 (GauBsche Summenformel) Fiir jede natiirliche Zahl n € N gilt:

n(n+1)

A(n) d k=142+3+..+n = 5

k=1

Ubung Recherchieren Sie, was GauB mit der Summenformel zu schaffen hat.
Beweis Wir beweisen per vollstandiger Induktion iiber n € N:

(1A) Induktionsanfang: Zu iiberpriifen ist, ob die Aussage A(1) wahr ist:

! 1-(1+1)
k=1 = ———

2
k=1

#1777 - 1855 (Quelle: Wikipedia)
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(1S) InduktionsschluB: Es ist zu zeigen: A(n) = A(n+1).

Wir nehmen an, dass die Summenformel fiir ein festes n gilt (IV). Dann ist:

Yk o= 14243+..4n + (n+1)

= ikz + n+1
k=1
L n(n;l)-l-n—l—l
n(n+1)+2(n+1)
2
(n+1)(n+2)
2
(n+1)((n+1)+1)
2

Ist die Formel also fiir ein festes n wahr, so auch fiir n + 1. Nach dem Prinzip der
vollstdndigen Induktion ist die Summelformel also stets wahr fiir alle n € N. O

Satz 1.4.5 (Geometrische Summenformel) Sei ¢ € R, ¢ # 1 und n € Ny. Dann gilt:
n n+1
q -1
> 4 = (4)
k=0 q
Beweis Wir beweisen per vollstindiger Induktion iiber n € Ny:

(1A) Induktionsanfang: Die Aussage A(0) ist offensichtlich richtig:

0+1_1

- 9—1 ¢
=0 q q

(I1S) Induktionsschluss: Es gilt A(n — 1) = A(n) fiir alle n € N, denn:

Wir nehmen an, dass die Summenformel fiir ein festes n gilt (I1V). Dann ist

n+1 n
i = D !
k=0 k=0
v "t -1
= 1 + gt
¢ —1+4¢" (g 1)
_ —
qn+1 S qn+2 _ qn+1
_ p—
qn+2 -1
= ==

Damit ist auch der InduktionsschluB giiltig und die Formel durch vollstindige Induktion
bewiesen.

g
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Korollar 1.4.6 Fiir n € N und a,b € R mit a # b gilt:

n n+l _ bn+1
Z akpnk — ¢
a—b
k=0
Beweis Verwende Satz mit g = ¢ (Ubung!). O

Satz 1.4.7 (Bernoulli-Ungleichung) Fiir n € Ny und z € R mit > —1 gilt:
1+2)" > 14nz.
Beweis Sei A(n) die obige Aussage. Wir beweisen per vollstandiger Induktion iiber n € Ny.
(1A) Induktionsanfang n = 0: Fiir n = 0 ist die Aussage A(0) richtig, denn:
(14+2)°=1>1=1+0-2

(1S) Induktionsschluss n — n + 1: Wegen 1 + z > 0 gilt:

\%
(14+z)""' > A +2)"(1+2) > (1 +nz)(1+z)
=1+ (n+Dz+nz®>>1+(n+ 1)z
Damit folgt die Formel aus dem Induktionsprinzip. O

Satz 1.4.8 (Geometrisch-Arithmetische Ungleichung) Sind 1, x9, ..., z,, € R nicht-negative
reelle Zahlen, so gilt:

x1+...+x
n

d.h. das geometrische Mittel nicht-negativer reeller Zahlen ist immer kleiner gleich dem arith-
metischen Mittel.

Beweis Siehe Biicher iiber Analysis. O

Fakultat und Binomialkoeffizienten

Definition 1.4.9 Fiir n € Ny steht das Symbol n! fiir die n-Fakultat und ist definiert als:

nl 1 , fallsn =20
o 1-2:3---n , fallsmn >0

Definition 1.4.10 Fiir n, k € Ny mit n > k ist der Binomialkoeffizient definiert als

gelesen ,n iiber £ oder .,k aus n".

Satz 1.4.11 (Rechenregeln fiir Binomialkoeffizienten) Seien n,k € Ny mit n > k. Dann
gelten:

(a) <Z> = <nfk) (Symmetrie)
O (1) (h) = ()
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(c) Aus der Kombinatorik ist bekannt, dass eine Menge von n Elementen genau <Z>

unterschiedliche k-elementige Teilmengen besitzt.
Beweis Einsetzen der Definition und Bruchrechnen.

Beispiel Es gibt

4 49 .48 -47-46-45-44
<9>: 948474645 = 13.983.816

6 1-2-3-4-5-6

Moglichkeiten 6 aus 49 nummerierten Kugeln zu ziehen.
Ubung Recherchieren Sie, wie der Binomialkoeffizient mit dem Pascalschen Dreieck zusam-

5
menhédngt und bestimmen Sie <k> firk=0,...,5.

Es folgt die Verallgemeinerung der binomischen Formeln. Man erhilt sie im Fall n = 2.

Satz 1.4.12 (Binomischer Lehrsatz) Fiir a,b € R und n € N gilt:

(a+b)" = i(;;)ak-b"_k

k=0

Beweis Wir beweisen per vollstindiger Induktion iiber n € N.

(1A) Induktionsanfang n = 1: Fiir n = 1 ist die Formel wahr, denn:

1 1
(a+b)l=a+b= <O)a-bo—|— <1)a0-b

(1S) Induktionschluss n — n + 1:

[BEWEIS ERGANZEN]

Nach dem Prinzip der vollstandigen Induktion gilt daher der Binomische Lehrsatz.

Ubung Benutzen Sie den Binomischen Lehrsatz.
(a) Stellen Sie eine Formel auf fiir (a + b)3 und (a — b)3.
(b) Berechnen Sie (z + 2)°.

Ubung Zeigen Sie mit Hilfe des Binomischen Lehrsatzes, dass fiir alle n € N gilt:

(a) Z (Z) = 2". Vergleichen Sie mit den Aussagen iiber die Anzahl der Elemente der
k=0
Potenzmenge einer endlichen Mengen.

0 0 (f) =0

k=0

[UBUNGEN ZU 3~ ¢™ UND BEISPIEL ZU GAUSS SUMMENFORMEL]
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2 Vektorrechnung

Lernziele

Wissen & Verstandnis

Sie kennen und verstehen die grundlegenden Begriffe im Umgang mit Vektorrdumen:
Vektoren, Linearkombinationen, (affne) Unterrdaume, Erzeugende & Basen, Dimension,
lineare (Un-)Abhingigkeit.

Sie kennen Polarkoordinaten im R2.

Sie kennen Determinanten in R? und R? und verstehen die geometrische Bedeutung fiir
Flachen und Volumina.

Sie kennen das Skalarprodukt und die Norm und wissen, wie man diese einsetzt, um
Winkel zu bestimmen.

Sie kennen das Vektorprodukt im R? und verstehen seine geometrische Bedeutung.
Sie kennen die Lageverhiltnisse von Geraden und Ebenen im Raum.

Sie kennen die Formeln zur Bestimmung von Abstdnden.

Anwendung

Sie beherrschen den Umgang mit (affnen) Unterrdumen, insbesondere die Darstellung in
Parameterform.

Sie beherrschen die Darstellung von Ebenen in R3 in Parameter-, Koordinaten- und
Normalenform.

Sie konnen Vektoren auf lineare (Un-)Abhangigkeit untersuchen. Stichworte: Dimension,
Determinanten.

Sie kdnnen Winkel und Abstinde berechnen.

Erinnerung: Lernen auf Verstdndnis

Voraussetzungen: Studiport LE12

Lernen Sie die Definitionen und S&tze auswendig und versuchen Sie, sie zu verstehen.
Gerade in der Vektorrechnungen bieten sich Zeichnungen im R? an.

Lernen Sie, die Zusammenhinge der Begriffe zu verstehen. Finden Sie den roten Faden,
indem Sie z.B. eine Mindmap erstellen.

Nachdem Sie die obigen Punkte abgearbeitet haben, fillt lhnen die Bearbeitung der
Aufgaben wesentlich einfacher. Wenden Sie |hr Wissen auf die Aufgaben an und nicht
,umgekehrt".
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2.1 Der euklidische Raum

Euklid von Alexandrid]

Definition 2.1.1 Sei n € N. Der n-dimensionale euklidische Raum R" ist die Menge aller
Spaltenvektoren bzw. Vektoren

x1
Z2
X = r3 | € R,
L,
wobei x1,...,x, € R die Komponenten von & bilden. Anders ausgedriickt
z1
n — x2 .
R :{m: : :xjeR,jzl,...,n}.
T,
0
. 0 .
Der Vektor 0 = | . | € R™ heiBt Nullvektor oder Ursprung.
0

Beispiel

(a) Fiir n = 1 erhilt man die reellen Zahlen R = R! und schreibt = statt & = (z1).

(b) Fiir n = 2 erhilt man die Zahlenebene R? und schreibt auch <z> statt (1:1)

T2

X T
(c) Fiirn = 3 hat man den dreidimensionalen Raum R3 und schreibt auch | y | statt | a2
z I3

x T

(d) Fiir n = 4 erhalt man - grob - die Raumzeit und schreibt auch Z statt x2

3

t T4

Zunachst ist R™ nur eine Menge, die aus n-Tupel besteht, deren n Eintrage vertikal angeordnet
sind. Die Frage ist nun, wie man eine Struktur auf R™ erzeugt, mit Hilfe derer man rechnen
kann.

Sca. 3. Jhd. v. Chr.; Quelle: Wikipedia
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Definition 2.1.2 Fiir Z, i € R"™ und a € R definieren wir die Addition und skalare Multi-
plikation wie folgt:

1 Y1 r1+ Y1
T2 Y2 T2 + Y2
F+g = | 23 | + | v = T3+ Y3 e R"
T Yn Tp + Yn
und
I [ ]
T o T
a-F = o- 3 = Q-3 € R™.

Ty o Ty

Ubung Gibt es shnliche Gesetze fiir die Addition und skalare Multiplikation wie beim Zah-
len/Aussagen/Mengen, wie z.B. das Kommutativ-, das Assoziativ- und das Distributivgesetz?
Falls ja, wie sehen sie aus?

Beispiel (Visualisierung von Vektoren)

Z7
(a) Ein Vektor £ = | : | des R"™ ist sehr einfach zu interpretieren: Der Nullpunkt wird mit
T
Hilfe eines Pfeils mit dem Punkt P = P(z1]...|x,) verbunden. Umgekehrt l3sst sich
jeder Punkt P mit dem Nullpunkt verbinden, so dass der Pfeil in Richtung des Punktes P

zeigt. In diesem Sinne identifizieren wir Vektoren mit Pfeilen oder Punkten. Im folgenden
T

schreiben wir eher | : | als P(z1|...|x,) und sprechen eher nur noch von Vektoren

Tn
statt Punkten.

(b) Mit Hilfe der obigen Interpretation lassen sich die Addition von Vektoren und die skalare
Multiplikation geometrisch erklaren: Die Summe von Vektoren

V=21 +Ta+...+ 2, € R"”

erzeugt einen , Vektorzug", indem man fiir jedes j = 0,...,m — 1 den Vektor &1 an
die Pfeilspitze des vorherigen Vektors ; klebt. Bei der skalaren Multiplikation ist o
der um den Faktor o (negativ) gestreckte (|a| > 1) oder (negativ) gestauchte Vektor
(Jo| < 1). Fir a = —1 ist —Z der Gegenvektor von Z.

(c) Sind zwei Punkte A(ai]...|a,) und B(by|...|b,) im R™ gegeben, so ist

by ay
AB = —

b, an,
derjenige Pfeil, der von A nach B zeigt.

Zu beachten ist hier, dass man nicht so ohne weiteres eine Multiplikation zwischen Vektoren
einfiithren kann. Wie wir trotzdem sinnvolle Produkte erzeugen kénnen, lernen wir spater.
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Beispiel (Physikalische Krafte als Vektoren)

A =

Hangabtriebskraft ﬁl, Gewichtskraft é Normalkraft N und Gegenkraft ﬁg =-N

Mit welcher Beschleunigung rutscht der Koérper den Hang hinunter, wenn die Gewichtskraft G
und die Normalkraft NV gegeben sind? Fiir die Hangabtriebgskraft F} gilt

F=-Fh+G=N+G=m-a@ [N=kg 2],
S

wobei m die Masse des Korpers und @ der Beschleunigungsvektor sind. Diese Formel folgt aus
dem 2. Newtonschen Gesetz[

Satz 2.1.3 (Polarkoordinaten im R?)
Jeder Punkt ¥ = <§) € R?, Z # 0 lisst sich mit Hilfe des Winkels ¢ € [0,27) und seiner

()= (aid)

Linge r = 22 4 y? eindeutig via

im Raum darstellen.

<§> in Polarkoordinaten (r, )

Das Tupel (7, ¢) nennen wir die Polarkoordinaten von 7 und die obige Form die Polarkoor-
dinatendarstellung von Z. Speziell 0 hat die Polarkoordianten (0, 0).

6Quelle: Artikel zu ,,Kraft", Wikipedia, 2019
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Beweis Nach dem Kosinus- und Sinussatz sind

COS(O{) — M — E und S'H(O[) Ankathete Y
"~ Hypothenuse 7 !

- Hypothenuse ~ 7

Umstellen nach x bzw. y liefert dann die Polarkoordinatendarstellung. O

Ubung Recherchieren Sie Polarkoordinaten im R? und allgemein im R™.

2.2 Lineare (Un-)Abhédngigkeit, Unterraum und Basis
Definition 2.2.1 Der Vektor

€ = 1 | -ter Eintrag

0

mit dem Eintrag 1 in der j-ten Komponente heiBt j-ter Einheitsvektor.

Beispiel
Mit Hilfe der j-ten Einheitsvektoren lassen sich alle Vektoren des R" erzeugen:
T I 0 0
. T2 ( ) 0 xI9 0
= "= [+ +...+].
Tn 0 0 T
1 0 0
(2) 0 1 0
=z |.|tx2| |+ FTn
0 0 1

n
3 N R L (4 N
(:) xr1€e1 + x99 + ...+ xp€n (:) g TEECL
k=1

(1) Def. Addition von Vektoren (2) Skalare Multiplikation (3) Def. Einheitsvektoren (4) Sum-
mennotation

Diese Beobachtung motiviert die folgende Definition.

Definition 2.2.2

(a) Seien ¥y, va,. .., U, Vektoren aus dem R™ und reelle Zahlen oy, g, ..., a;, gegeben.
Dann nennt man

m
T = U] +agly+ ...+ apty, = E LUk
k=1
eine Linearkombination der Vektoren o1, ¥s, . .., Un,.
In diesem Sinne ist & linear abhdngig von v, vs, ..., Up,.
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(b) Die Menge aller Linearkombinationen der Vektoren ¢, s, ..., 0, bildet einen Unter-
rauml] U im R™:

U={Z=a1th + ...+ apln:a1,...,any, € R}
Wir schreiben abkiirzend U in Parameterform bzw. als linearen Spann:
U=R- 71 +R-Ta+... +R- 0.

Auch sagen wir, dass die Vektoren 1, Us, ..., Uy, den Unterraum U erzeugen. Ein Un-
terraum kann durch verschiedene Vektoren erzeugt werden.

Beispiel
(a) Die euklidischen Einheitsvektoren €7, ..., €, € R™ erzeugen den R", d.h.

Rée; + Réy + ... + R, = R™

(b) Im R? erzeugt ein Vektor ¥ den Ursprung 0 oder eine Gerade durch den Ursprung:

G =R7

(c) Im R? erzeugen zwei Vektoren ¥y, > den Ursprung, eine Gerade oder eine Ebene durch
den Ursprung:
E =Rt + Ry

(d) Die Vektoren G) : <_1> erzeugen den R?, d.h.

R G) IR (‘11) _R2

Denn jeden Vektor & € R? kann man schreiben als

()50

(e) Der Unterraum U = R( ) +R > wird von ( ) und ( 3) erzeugt, aber auch
a
a

3

&
nur von dem einzelnen Vektor (1) oder allgemein nur von < > it a # 0, denn:
#(1) = (5) == () room()
a-sn(()- o)1) - () -a()

Letzteres Beispiel motiviert das folgende LemmaE]

"siehe Exkurs: Lineare Algebra
8Ein Lemma ist ein Hilfssatz.
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Lemma 2.2.3 Sei U ein Unterraum im R"™ erzeugt von den Vektoren ¥4, ¥s,...,Um. An-

genommen, der Vektor i, ist linear abhangig von ¥, ¥, ..., Un_1, d.h. es gibt reelle Zahlen
m—1

a1, ...,0pn_1 Mit ¥, = E V. Dann wird U bereits nur von den Vektoren o7, o, . .., U1
k=1

erzeugt, d.h.

U = Ry +...+Ri,—1 + R,
= Rh+...+Ri,_1.

m—1
Beweis Da v,, = Z U, erhalten wir:
k=1
U = Roy+...+Ro,—1 + ROy,
m—1
= Rh+...+R,,_1 + RZakUk
k=1

= Rh+...+RUn_1 + Ryt + ... + Raypn_10m—1
= (]R + alR)f)’l + ...+ (R + Oém_lR)ﬁm_l
= R +...+RO,_1.

ist nicht ausgeschlossen, dass U durch noch weniger Vektoren erzeugt werden kann.

Satz 2.2.4 (Minimale Erzeuger) Sei U C R" erzeugt von ¥}, ¥, ..., Uy. Dann kann man
unter diesen Vektoren genau d Vektoren v, , Uj,, ..., 7;, derart auswahlen, so dass sie immer
noch U erzeugen und d kleinstmoglich gewahlt ist. Die Zahl d hangt nicht von der Wahl der
Erzeuger ab.

Beweis Durch mehrfache Anwendung des vorherigen Lemmas entnimmt man sukzessive solan-
ge linear abhangige Vektoren wie mindestens nétig sind, um U zu erzeugen. Dass diese Anzahl
d nicht von der Wahl der Erzeuger abhangt, ist schwieriger zu beweisen. Daher beschranken
wir uns nur auf den Verweis auf die Biicher iiber Lineare Algebra. O

Definition 2.2.5 Sei U erzeugt von ¢, v, ..., U, € R™ und die Zahl d aus Satz[2.2.4]
(a) Die Zahl d nennen wir die Dimension von U und schreiben
dimU = d.
Ist U erzeugt von ¥, Vs, ..., Un, so gilt stets d < m.
(b) Ist dimU < m, so nennen wir die Vektoren 1, Ua, . .., Uy, linear abhéngig.

(c) Ist dim U = m, so nennen wir die Vektoren ¥}, ¥2, . . ., Uy, linear unabhdngig. In diesem
Fall nennt man die Menge {01, ¥s, ..., ¥, } der Erzeuger von U auch eine Basis von U.

Bemerkung Sind @, 02, ..., ¥y, linear abhingig im Sinne der Definition [2.2.5][(b)] so gibt es
unter diesen Vektoren mindestens einen Vektor ¥j,, der von den restlichen Vektoren im Sinne

der Definition [2.2.2][(a)] linear abhingig ist.

Beispiel Sei U = R G) +R <:§> wie vorhin. Dann sind G) und (:g) linear abhangig.
Da G) den Unterraum U erzeugt, sind {G)} aber auch {(Z)} mit a # 0 Basen von U.

Die Dimension von U ist gleich 1, und U ist eine Gerade im R2.
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Bemerkung (Visualisierung der linearen (Un-)Abhidngigkeit)
Sind ¥4, ..., 7y, linear abhangig, so gibt es Zahlen aq,...,a,, € R, wovon mindestens eine
nicht Null ist, so dass

m
Z T, = 0, (Wieso?)
k=1

d.h. wenn man den Vektorzug o771, ..., amyty, zeichnet, gelangt man vom Ursprung wieder
zum Ursprung. Bei linearer Unabhangigkeit passiert dies nicht.

Beispiel Zwei linear unabhingige Vektoren ¥, € R? erzeugen eine Ebene E durch den
Ursprung im R3.

1 2 -1
Ubung Seien die Vektoren @ = [0 |, o= |0 ]| und %5 = | 0 | gegeben. Was ist eine
2 3 -1

Basis von U = Rv; + Rvs + Ru3 und welche Dimension hat U?
Satz 2.2.6 (Weitere Eigenschaften von Unterrdumen) Sei U ein Unterraum im R"™.

(a) Ist Z € U, so ist auch R¥ C U, d.h. befindet sich ein Vektor in U, so auch schon die
gesamte vom ihm erzeugte Gerade.

(b) Sind &1, ...,&,, € U, so auch der gesamte von diesen Vektoren erzeugte Unterraum V/,
d.h.
R# +...+R%,, CU.

Es gilt dann dimV < dimU.

(c) Ist V' ein weiterer Unterraum mit V' C U derart, dass dim V' = dim U, so muss bereits
V = U gelten.

Beweis Wir deuten nur an, was hier passiert. Da U ein Unterraum ist, wird er von Vektoren
1,...,0; erzeugt. Ist x € U, so gibt es Zahlen ay,...,ap mit

T = 041171+...+C¥k17k.
Ist nun 3 eine beliebige reelle Zahl, so gilt
BT = (50&1)771 + ...+ (ﬁak)ﬁk

Daraus folgt unmittelbar
RZ C R171++R17k:U

Die restlichen Argumente kann man aus dieser Rechnung ableiten und bleiben dem Leser
iiberlassen. O
Exkurs: Lineare Algebra & Unterrdaume

Definition Eine Teilmenge U C R” heiBt Unterraum oder Untervektorraum des R", falls
gilt:

(@) 0eU
(b) VZ,yeU: Z+yeU
(o)vVZelU acR: a-Z€U
[(2)| bedeutet, dass die Menge U den Ursprung schneidet. [(b)] und [(c)] bedeuten, dass U abge-

schlossen ist bzgl. der Addition von Vektoren und der Multiplikation mit Skalaren o € R.
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Beispiel
(a) Trivialerweise sind {0} und R" Unterraume des R”.

(b) Jeder lineare Spann im R™ ist ein Unterraum des R".

(c) X =R{ (i)} UR{ <_11>} ist kein Unterraum im R2. Wieso?

(d) P= {<‘Zj) € R%: y = 2%} ist kein Unterraum. Wieso?

Satz (Zusammenhang von Spann & Unterraum) Jeder lineare Spann von Vektoren aus
dem R" ist ein Unterraum des R"; und umgekehrt ist jeder Unterraum U des R" ein linearer
Spann von Vektoren 1, ..., ¥y,. In diesem Fall bildet die Menge der Vektoren {v1,..., 0y}
ein sog. Erzeugensystem von U, d.h. es gilt U = R¢; +... + Royy,.

Beweis Dass jeder lineare Spann ein Unterraum ist, ldsst sich leicht nachweisen mit Hilfe der
Definitionen und [4] Die Umkehrung ist aber wesentlich schwieriger zu zeigen. Beweise
findet man in Biichern iiber Lineare Algebra. O

Dieser Satz legitimiert, dass wir die Begriffe Unterraum und Linearer Spann synonym verwenden
konnen. Der Vorteil dieser abstrakten Definition des Unterraums ist, das man keine konkreten
Vektoren angeben muss und dass sich diese Definition auf abstraktere Objekte wie Matrizen
oder Funktionen verallgemeinern lasst.

Satz (Minimales Erzeugendensystem) Jeder Unterraum U des R™ besitzt ein minimales
Erzeugendensystem, genannt Basis von U. Die Anzahl der Vektoren dieser Basis nennt man
Dimension von U.

Beweis Siehe Biicher zur Linearen Algebra. 0

Determinanten

Allgemein testet man lineare (Un-)Abhingigkeit von Vektoren mit dem GauB-Algorithmus.
Wir behandeln dies im ndchsten Kapitel iiber lineare Gleichungssysteme. Im Spezialfall von
zwei Vektoren in R? oder drei Vektoren in R3 bietet sich die Determinante an, um auf lineare
Abhénigigkeit zu testen.

Definition 2.2.7 Seien ¥ = <Zl> und W = (Zl> zwei Vektoren des R2. Dann ist
2 2
al b1

det (0, W) := det <a2 by

) ::al-bz—ag-bl
die Determinante derjenigen Matrix, die aus ¥ und @ zusammengestellt ist.

Bemerkung Die Determinante ist der orientierte Flacheninhalt des Parallelogramms P, wel-
ches von ¥ und w aufgespannt wird. Der Betrag der Determinante ist der Flicheninhalt dieses
Parallelogramms, d.h.

A(P) = | det(v, )]

Diese geometrische Interpretation motiviert den folgenden Satz.

Satz 2.2.8 (Lineare Abhingigkeit & Determinante im R2) Zwei Vektoren @, des R? sind
genau dann linear abhingig, wenn det(¥, @) = 0 ist. Ansonsten sind die beiden Vektoren linear
unabhingig.
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Beweis

,=" (Notwendige Bedingung) Sind ¥, linear abhéngig, so gibt es eine Zahl a mit @ = av.
Dann rechnet man leicht nach, dass det (¥, at’) = adet (v, ¥) = 0.

,<" (Hinreichende Bedingung) Ist det(¢, @) = 0 und schreiben wir 7 = <v1> und @ =

V2
w1 .
< > so gilt:
w2
0= det(U, u_f) = VW2 — VW2 =  ViW2 = VW1

. VU1 w1v1 wi1v1 w1q . . = .
Daher ist w; = = = v . Somit sind ¥ und W linear
Vo w1V WV w2

abhingig.
O
al b1 C1
Definition 2.2.9 Seien @ = | as |, ¥ = | by | und @ = | o | drei Vektoren des R3. Dann
as b3 c3
ist
al b1 C1
det(ﬂ', U, 117) =det | aa by ¢
as b3 C3

b b b
= aqp - det 2 2) _ as - det 1 a + a3 - det L a
by c3 by c3 by 2
die Determinante derjenigen Matrix, die aus u, ¢, w6 zusammengestellt ist.

Bemerkung Die Determinante ist das orientierte Volumen des Parallelepipeds/Spats P, wel-
ches von @, ¥ und @ aufgespannt wird. Der Betrag dieser Determinante ist das Volumen dieses
Parallelepipeds, d.h.

V(P) = | det(u, v, w)]

Satz 2.2.10 (Lineare Abhingigkeit & Determinante im R3) Drei Vektoren i, 7, des R?
sind genau dann linear abhangig, wenn det(u, ¥, W) = 0 ist. Ansonsten sind die drei Vektoren
linear unabhingig.

Beweis Der Beweis ist aufwendiger als der in R2. Daher verweisen wir nur auf Biicher zur

Linearen Algebra. (]
Beispiel Die Vektoren
0 -3 -1
1 ) 2 ) )
1 -1 -1
sind linear unabhingig in R3, denn:
0 -3 -1
det| 1 2 5 = 0-2-(-1)+(-3)-5-1+(-1)-1-(-1)
1 -1 -1

—(-1)-2-1—(-1)-5-0—(=1)-1-(=3)=—15
Hier wurde die Regel von Sarrus benutzt, um die Determinante auszurechnen. Recherchieren

Sie sie. Sie funktioniert nur im R3!11!

Bemerkung Man kann auch Determinanten fiir Matrizen im R™ definieren (dhnlich wie fiir
R?) und berechnet sie wie in Defintion mit Hilfe der sog. Laplace-Entwicklung. Man hat
einen dhnlichen Zusammenhang zwischen der linearen Abhangigkeit und der Determinante im
R™. Das findet man samt Beweisen in allen Biichern iiber Lineare Algebra.
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2.3 Langen & Winkel
Das Skalarprodukt & die Norm

Definition 2.3.1 Fiir zwei Vektoren

L1 Y1
i=| P g=| 7| er
Ln Yn
definieren wir das Skalarprodukt
n
@,y = Z:rj Yy = + o+ Ty €R.
j=1

Manchmal schreibt man fiir das Skalarprodukt (%, %) auch einfach: ¥ - i

Satz 2.3.2 (Rechenregeln fiir das Skalarprodukt)
Fiir Vektoren Z, 4, ¥, € R™ und t € R ist:

() (&9 = (7,7
(b) (Z+7,9) = (Z,9) + (0,9
() (7,7 +w) = (Z,9) + (T, W)
(d) <t ZC,@ - <fvt'37> =t <f737>
Beweis Die Regeln sind sehr leicht mit Hilfe der Rechenregeln fiir Summen und dem Distri-
butivgesetz zu beweisen. O
xy
Definition 2.3.3 Als Lange oder Norm eines Vektors © = | : | bezeichnet man die Zahl
Tn

1@ = V@D = \Jatt+ad+ .. +ad.

Bemerkung Nach dem Satz von Pythagoras stimmt die so definierte Lange eines Vektors
tatsachlich mit der euklidischen Lange unserer Anschauung iiberein. Fiir zwei Vektoren 13, Cj €
R™ mit Endpunkten P, Q bezeichnet man in der Geometrie mit PQ den Verbindungsvektor.
|P — Q|| beschreibt die Linge von PQ und damit den Abstand der Punkte P und Q.

Satz 2.3.4 (Rechenregeln fiir die Norm) Fiir Vektoren &, € R™ und ¢ € R gilt:
(a) [|Z|l = 0 und ||Z|| = 0 genau dann, wenn & = 0.
(b) - 2| = [¢] - ||

() 17+ 711> = 1211* + 111> + 2(, 7)

Ferner gelten die Ungleichungen:

(d) Dreiecksungleichung: ||| — ||@7H‘ < |17+ gl < [IZ]| + 7

(e) Cauchy-Schwarz-Ungleichung: |(Z, )| < ||Z]| - ||#]]

Die Norm ist fiir n = 1 nichts anders als der Betrag.
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Beweis Die ersten beiden Regeln [(a)] und [(b)] folgen sofort aus der Definition der Norm und
sind leicht zu zeigen. Fiir die dritte Regel |(c)|benutzt man einfach den Zusammenhang ||Z||? =
(Z,Z) und die Rechenregeln fiir das Skalarprodukt. Die Dreiecksungleichung (nach oben) folgt
unmittelbar aus Die Dreiecksungleichung nach unten folgt aus

12 =117+ 5 = gll < |17+ gl + [|41]-

Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung ist schwieriger zu zeigen. Beweise finden sich in jedem Buch
iber Analysis. O

Definition 2.3.5 Seien zwei Vektoren 6,5gegeben. Dann ist

G — (@b

]|

<

-a

V]

die Senkrechtprojektion von gentlang a.

Projektion bz von b auf EIEI

Bemerkung (Visualisierung des Skalarprodukts) Hat a@ die Linge gleich 1, so l&sst sich
das Skalarprodukt wie folgt interpretieren:

lball = (@, 5)l.

Wir betrachten zundchst Winkel in der Ebene. Diese konnen leicht unter Verwendung des
Skalarproduktes berechnet werden. Zur Vorbereitung bendtigen wir den aus der elementaren
Geometrie bekannten Kosinussatz.

Satz 2.3.6 (Kosinussatz)
Bilden in einem Dreieck zwei Seiten Z, 7/ im R? einen Winkel ¢, so berechnet sich das Quadrat
der Linge der dritten Seite, also r = ||# — ¢/| als:

rt=Z=g1* = (7 + 17 = 22 - 7] - cos(y) (5)

Bemerkung Man beachte, dass der Kosinussatz den Satz von Pythagoras miteinschlieBt: die
Seiten Z und ¢ stehen genau dann senkrecht aufeinander, wenn cos(¢) = 0 ist, und dann liest

sich als:

Iz =717 = 1% + 171>

Kombiniert man den Kosinussatz mit der Rechenregel [(c)| fiir die Norm, so erhilt man sofort:

°Bild: Quelle Wikipedia
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Korollar 2.3.7 (Skalarprodukt & Winkel) SchlieBen zwei Vektoren Z, ¢ im R? einen Winkel
@ € [0,2m) ein, so ist

@y = |l - [|g]l - cos(¢),
bzw.

cos(p) = 7_{5’@_,
12| - {71

falls &, # 0. Folglich stehen & und  genau dann senkrecht aufeinander, wenn
<f,:lj> =0

ist. Man sagt dann, Z und ¥ sind orthogonal, und wir schreiben & L 3. (Dieselbe Formel gilt
auf fiir Vektoren im R™.)

Bemerkung (Verallgemeinerung auf R™) Betrachten wir nun zwei Vektoren #,y € R".
Dann liegen Z und ¢/ in einer Ebene EE C R™. Sind &, ¥/ linear unabhingig, so wird E von ihnen
aufgespannt,

E =RZ+ Ry.
Sind Z, ¥/ linear abhiangig, so kann F variabel gewahlt werden. In der Ebene E bilden & und %
einen Winkel . Da auch & — ¢ wieder in der Ebene F liegt, gilt wieder

(@9 = 2114l - cos(e),

und Z, ¢ stehen genau dann senkrecht aufeinander, wenn (Z,7) = 0. Der Kosinussatz und
der Satz iiber den Zusammenhang von Skalarpordukt & Winkel gelten also wortlich fiir
Vektoren Z, 3 € R™.

Definition 2.3.8 Speziell fiir Vektoren ¢ = <Zl> cR?ist v = <_UU2> der zu ¥ orthogo-
2 1

nale Vektor, der durch Drehung von ¢ um 90° gegen den Uhrzeigersinn entsteht. Dadurch
wird | eindeutig bestimmt.
Ist G = R¥ eine Gerade, so ist

G={ZeR?: (,,7) =0}
in Normalenform dargestellt, und 77 = ¥| ist ein Normalenvektor zu G.

Satz 2.3.9 (Hyperebene in Normalenform) Seien 1, ..., 7,_1 genau n—1 linear unabhangi-
ge Vektoren im R, die einen Unterraum H (eine sog. Hyperebene) erzeugen. Dann gibt es
einen Vektor 77 mit

H={Z e R": (n,7) = 0}.
Der Vektor 71 ist ein Normalenvektor zur Hyperebene H, und umgekehrt ist H der Orthogo-
nalraum zu 7.

Bemerkung Fiir n = 2 ist H eine Gerade und fiir n = 3 ist H eine Ebene.

T
Beispiel Der Unterraum U = {:E = |z| eR3: 3 =21 — 21‘2} steht senkrecht auf
z3
1
n=|—-21, denn fiir alle ¥ € U gilt:
—1
1
(| -2|,%) =21 —220—23=0
—1
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Wir konnen U auch mit dem Skalarprodukt beschreiben und erhalten die Normalenform von

1
=<7 3; — 7_’ =
U {xER ( _i z) 0}

In diesem Sinne ist U der Orthogonalraum zu 77, und U ist eine Ebene im R3.

Das Vektorprodukt in R3

Im folgenden lernen wir das Vektorprodukt im R3 kennen, das aus zwei Vektoren den dazu-
gehdrigen orthogonalen Vektor im Sinne der Rechtsorientierung erzeugt.

Definition 2.3.10 Fiir zwei Vektoren

x1 Y1
Z=| z9 ,T=1 v eR?
x3 Y3
heiBt
Toys — T3Y2
Xy = T3Yy1 — T1Y3 € R?
T1Y2 — T2Y1

das Vektorprodukt bzw. Kreuzprodukt von Z und .

Nachrechnen ergibt die folgenden Rechenregeln:

Satz 2.3.11 (Rechenregeln fiir das Vektorprodukt) Seien 7,7,Z € R3 und ¢ € R. Dann
gilt:

t-T)x§ = Tx(t-g) =t (Tx7)
+§)xZ = ExZ+yxZ , Ex(f+Z) = TxF+TxZ
Das Vektorprodukt zweier Vektoren Z, 4 € R? liefert einen neuen Vektor Z x i/ € R3. Eine

Vorstellung von der geometrischen Bedeutung dieses Produktes liefern die folgenden Eigen-
schaften, von denen (b) — (d) das Vektorprodukt & x ¥ eindeutig bestimmen.

Satz 2.3.12 (Eigenschaften des Vektorproduktes)
(a) Zx =0 <= 7 und ¢ sind linear abhingig.

(b) Der Vektor & x § steht senkrecht auf & und senkrecht auf ¥/, d.h. es gilt:
(Z,Zx ) = (g, x5 = 0.

(c) Die Vektoren &, ¢, Z x ¥/ bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem, d.h. identifiziert
man Z mit dem Daumen und ¢ mit dem Zeigefinger der rechten Hand, so zeigt & X ¢ in
Richtung des Mittelfingers.

(d)

12 gl = 121 - 9] - sinev,

wobei « der Winkel zwischen & und ¥ ist. Damit ist ||Z x ¢/|| der Flacheninhalt des von
Z und  aufgespannten Parallelogramms.
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Beispiel Sei £ = R# + R eine Ebene im R? und 7 = ¥ x . Dann kann man E in
Normalenform schreiben:
E={fecR3: (i1,&) =0}

Bemerkung (Anwendung des Vektorprodukts in der Physik) In einem stromdurchflosse-
nen Leiter 3Bt sich der Strom durch einen Vektor I darstellen. Wird dieser Leiter auf der Lange
h einem Magnetfeld ausgesetzt, dass durch einen Vektor B gegeben ist, so wirkt auf den Leiter
(entsprechend der Rechte-Hand-Regel) die Kraft

g = (h-1)x B.

2.4 Affine Unterraume & Lagebeziehungen
Definition 2.4.1 Sei M eine beliebige Menge im R™ und @ ein Vektor. Dann ist
a+M={d+7:7€ M}

die in Richtung @ verschobene Menge. In diesem Fall nennen wir den Vektor Ortsvektor von
M. Ein Ortsvektor ist nicht eindeutig bestimmt. Ist speziell M = U ein Unterraum, so nennen
wir

a+U=ad+Rv+...+ R,

einen affinen Unterraum im R". Die Vektoren 1, ..., 7, sind die sog. Richtungsvektoren
von U. Die Dimension des affinen Unterraums @ + U ist gleich der Dimension von U.

Beispiel

(a) Ist dimU =1 und U =R -7, so ist @ + U eine (affine) Gerade durch @ in Richtung 7,
d.h.

G = a+R-7

(b) Ist dimU =2und U =R - %] + R -7 im R3, so ist @ + U eine (affine) Ebene durch &,
d.h.

EF = a+R-v1+R- -7y

(c) Ist dimU =n—1und U =R-¥ +... + R- %1 im R", soist @+ U eine (affine)
Hyperebene durch @, d.h.

—

H = 6+R-v1+...+R-ﬁn_1

(d) Wann sind zwei affine Unterrdume identisch? Falls gilt:
A+U=0+U & a-belU
Satz 2.4.2 (Von Punkten zur Parameterform) Sind d + 1 Punkte /fo, ffl, ffd c R
gegeben, so dass die d Vektoren
O = Ax—Ay , k=1,...d

linear unabhangig sind, so ist
Ao—l-RUl—l-...—l—Rﬁd

ein d-dimensionaler affiner Unterraum, der durch die Punkte /fo, /fl, ffd verlauft. /_fo ist in
diesem Fall der Ortsvektor und v, . . ., Uy sind die Richtungsvektoren dieses affinen Unterraums.
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Satz 2.4.3 (Affine Hyperebene in Normalenform) Sei H eine affine Hyperebene im R™.
Dann gibt es einen Normalenvektor 77 und eine Zahl d mit

H={ZeR": (#,z) =d}.
Ist 77 so gewahlt, dass ||7|| = 1 und d > 0, so ist d der Abstand von H zum Ursprung.

Beispiel Sei E = P+ R + R, eine affine Ebene im R3. Setze 77 := 7y x ¥ und d := (7, P).
Dann ist die Normalenform von E wie folgt:

E={ZcR®: (i,©) =d}

Definition 2.4.4 Sei H = {f € R" : (ii,&) = (i, P)} eine affne Hyperebene im R™ in
Normalenform. Fiir den Abstand von H zum Ursprung gilt:

~ |<ﬁ7 ﬁ>|
A0 = 1

Der Abstand von H zu einem beliebigen Punkt Q ist:

d(H, Q’) _ |<’ﬁ:,P_’— Q>‘

172l

Ubung Recherchieren Sie die Formeln fiir die folgenden Abstinde:
e Abstand d(G, ]3) zwischen einer Geraden G und einem Punkt P im R? und im R3
e Abstand d(G1,G3) zwischen zwei Geraden Gy, G2 im R? und im R3
e Abstand d(E,G) zwischen einer Ebene und einer Geraden im R3.

Satz 2.4.5 (Schnitt zweier Ebenen in R3) Gegeben seien zwei (affine) Ebenen in R3:

By = a1 +R-v1 +R- s,
Ey = do+R-w; +R- o,

wobei jeweils ¥'1, U5 und Wy, Ws linear unabhangig sind. Dann ist S := E; N Ey wieder ein
affiner Unterraum und es gelten:

(a) Ist dim S = 2, so stimmen die Ebenen mit S iiberein, d.h. S = E; = E».
(b) Ist dim.S =1, so ist der Schnitt eine Gerade.
(c) Ist S =10, so sind die Ebenen parallel zueinander.

Bemerkung Fiir die Berechnung des Schnitts kann man wie folgt vorgehen:

1. Mbglichkeit: Schneiden sich zwei Ebenen, so kdnnen wir den Schnitt S ausrechnen, indem
wir 1 mit Fs , gleichsetzen®, d.h. man sucht Zahlen a1, as und B1, B2 mit

a1 + U] + iy = da + B1W) + Poia
und 16st das entsprechende lineare Gleichungssystem.

2. Mbglichkeit: Man berechnet zunichst die Normalenform von E; = {# € R?: (@, Z) = d}
und , setzt F5 ein®, d.h. man sucht Zahlen 81 und 85 mit

(@, dy + P + Poiz) = d.

Hier hat man nur eine Gleichung, die man nach 3y oder 55 auflésen muss.
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Satz 2.4.6 (Windschiefe Geraden) Seien

G = P+R-4
G = BtR-v;

zwei Geraden in R", n > 3, so dass die drei Vektoren
-P_;[ - ]32 ) U_i ) /U_é (6)

linear unabhangig sind. Dann liegen die Geraden windschief zueinander, d.h. G1 NG5 = () bzw.
sie schneiden sich nicht.

Bemerkung Speziell fiir n = 3 kann man hier Determinanten benutzen. Ansonsten muss man
das Gleichungssystem
av] + by = P, — P

versuchen, zu l6sen. Ist es nicht I6sbar, so sind die Vekoten in [f] linear unabhingig.
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3 Lineare Gleichungssysteme

Vorbereitung

e Studiport: LE11 Lineare Gleichungssysteme

e

e Wir beobachten, dass in vielen Situationen (Theorie und Praxis) lineare Gleichungssys-
teme (LGS) auftauchen.

Roter Faden

521+ 6x0 —3x3 = 14
Tr1 — 4£U3 = 0
ro+x3 = —1

e Wir benutzen Matrizen, um mit LGS besser zu rechnen und die Lésungsmenge besser
Zu interpetieren.

5 6 —3 14
1 0 4)|2=1{0
01 1 -1

=A -

e Es stellt sich heraus, dass die Lésungsmenge eines LGS ein affiner Unterraum ist, fiir den
wir massig Wissen im vorherigen Kapitel erworben haben:

L={ZeR: AT = b} = @+ R} + R, + R
wobei d, ¥, U, U3 zu berechnen sind. Fiir diese Vektoren gilt sogar
Ly = {Z € R?: AZ = 0} = R7| + R, + R,

sodass der Losungsraum geschrieben werden kann als I. = @ + Ly, wobei @ € LL eine
beliebige Losung des LGS ist.

e Insbesondere lernen wir den Zusammenhang zwischen der Dimension des Lésungsraums
und einer speziellen Kennzahl der Matrix fest, dem sog. Rang.

dimLL;, = n — Rang(A)

e Um die Loésungen konkret auszurechnen, lernen wir das GauB-Verfahren kennen. Es
tiberfiihrt unser LGS in Zeilenstufenform, aus dem wir den Rang von A ablesen kdnnen,
ob es iiberhaupt eine Losung gibt und wie die einzelnen Variablen voneinander abhidngen.
Dadurch kdnnen wir sofort die Vektoren @, #1, v, ¥z ablesen.

e Zum Abschluss betrachten wir einige Beispiele.

e Zusatz: In diesem Kontext behandeln wir kurz das Matrix-Matrix-Produkt.
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Lernziele
Wissen & Verstandnis

e Sie kennen Matrizen und wissen, wie man sie einsetzt, um lineare Gleichungssysteme
effizient zu beschreiben.

e Sie kennen den Zusammenhang zwischen linearen Gleichungssystemen und affinen Un-
terraumen.

e Sie wissen, was man unter dem Rang einer Matrix versteht und wie man ihn an der
Zeilenstufenform ablesen kann.

e Sie kennen und verstehen die allgemeine Ldsungstheorie linaerer Gleichungssysteme.
Stichworte: homogener und (inhomogener) Losungsraum, Zeilenstufenform, Rangformel.

Anwendung

e Sie kdnnen zu einem gegebenen Problem ein lineares Gleichungssystem aufstellen und
umgekehrt die Losung im Zusammenhang des Problems interpretieren.

Sie beherrschen das GauB-Verfahren und konnen es einsetzten, um...
.. den Rang einer Matrix zu bestimmen,

.. Vektoren auf lineare (Un-)Abhangigkeit zu untersuchen,

. lineare Gleichungssysteme zu Isen,

.. oder den Durchschnitt von (affinen) Unterrdumen zu bestimmen.

Erinnerung: Lernen auf Verstidndnis
e Voraussetzungen: Studiport LE11
e Lernen Sie die Definitionen und Sitze auswendig und versuchen Sie, sie zu verstehen.

e Lernen Sie, die Zusammenhange der Begriffe zu verstehen. Finden Sie den roten Faden,
indem Sie z.B. eine Mindmap erstellen.

e Nachdem Sie die obigen Punkte abgearbeitet haben, fillt lhnen die Bearbeitung der
Aufgaben wesentlich einfacher. Wenden Sie |hr Wissen auf die Aufgaben an und nicht
,umgekehrt".

e Die Klausur besteht anteilig aus 25% Voraussetzungen aus der Schule (z.B. Studiport),
25% Wissen, 25% Anwendung/Kénnen und 25% Verstandnis (Zusammenhinge & Vi-
sualisierung).
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3.1 LGS & Beispiele

Beispiel Sei U ein Unterraum im R"™, der von den Vektoren 1, . .., ¥, erzeugt wird. Gesucht
ist eine Basis von U. Dafiir priifen wir die Erzeuger auf lineare Abhangigkeit bzw. wir 16sen
das folgende Gleichungssystem:

101 + ...+ XU =0

1 1 0 3 3
.- . 1 0 -1 2 2 : : .
Ubung 3.1.1 Sei U erzeugt von ol 1il: o Lt tq ] Sind die Vektoren linear
0 0 0 0 1

abhangig? Welchen Raum erzeugen sie? Geben Sie eine Basis an.

Beispiel 3.1.2 Sei U ein Unterraum im R"™, der von den Vektoren vy, ..., erzeugt wird.
Gesucht ist ein Vektor &, der auf dem gesamten Unterraum U senkrecht steht, d.h. der Vektor
Z muss gleichzeitg auf allen Erzeugern senkrecht liegen und daher erfiillen:

< 17f> =

27f> =

Rechnet man die Skalarprodukte aus, fiihrt das zu einem linearen Gleichungssystem.

1 3
1 2
Ubung 3.1.3 Seien die beiden Vektoren @ = | 0 | und b = | 1 | gegeben, die einen Unter-
0 1
0 0

raum U im R® erzeugen. Wir suchen den Unterraum V, der othogonal zu U ist. Wie lautet
eine Basis von V7

Beispiel Seien die affinen Ebenen £y = a1 + R} + R¥5 und Es = as + Rw; + Rws gegeben
in Parameterform im R3. Gesucht ist der Schnittraum S = E; N Es, der leer, eine Gerade oder
eine Ebene sein kann. Den Schnitt rechnen wir aus, indem wir £y mit Es , gleichsetzen", d.h.
man sucht Zahlen a1, as und 51, B2 mit

a1 + a1U1 + oty = do + B1W + Botlls.

Das ergibt ein lineare Gleichungssystem. Sind U und V' beliebige affine Unterrdume im R™ in
Parameterform, so geht man sehr dhnlich vor.

Ubung 3.1.4 Seien die folgenden Ebenen in R? gegeben:

1 3 0
EFi=10]+R|{ 1 |]+R|{O und
2 -3 1

2 1 1
und Er= (2] +R|1 0 | +R |1
2 -1 2

Was ist die Schnittmenge?
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Beispiel Seien m affine Hyperebenen F; bis E,, in Normalenform gegeben durch
FEy = {a‘:’ cR"™: <
Ey = {ZeR": (s, 7) = da}

Em = {TE€R™: (fiy, &) = dp}

Sucht man nun den Schnittraum S = Fy N Ea N ... N E,y,, so muss man das folgende lineare
Gleichungssystem [6sen:

(i, Z) = dy
(fig, ) = dy
(i, ) = dpy

Ubung 3.1.5 Seien die beiden Hyperebenen

H = {ZcR>: ,Z) =0} und Hy={FcR":(

OO O = =
O~ N W
8y
~
Il
—

—

gegeben. Was ist der Schnitt?

Ubung Lineare Gleichungssysteme tauchen in vielen Bereichen in der Praxis auf. Recherchie-
ren Sie eigenstindig Anwendungsbeispiele, z.B. Elektrotechnik (Kirchhoffsche Maschenregel,
Knotenregel) oder Optimierungsprobleme fiir Produktionskosten.

In allen obigen Fallen hatten wir es mit dem gleichen System von linearen Gleichungen zu tun.

Definition 3.1.6

(a) Seien reelle Zahlen a;; € R mit Indizes ¢ = 1,...,m und j = 1,...,n und reelle
Zahlen by, ..., by, gegeben. Ein (lineares) Gleichungssystem (kurz: LGS) ist durch m
Gleichungen in n Unbekannten gegeben:

a1121 + a2 + ... +aipx, = b1
ao1 1 + agrs + ... + aspr, = by (7)
Am1T1 + Amaxa + ...+ GynTn = bm
(b) Sind alle by = ... = by, = 0, so sprechen wir von einem homogenen LGS, und ansonsten

von einem inhomogenen LGS.

(c) Die Menge aller # € R™, die das obige LGS l6sen, nennen wir den Lésungsraum des
LGS. Den Losungsraum bezeichnen wir mit L, d.h.

L={ZeR":Zlost LGS (7))}
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(d) Zu jedem inhomogenen LGS kdnnen wir das entsprechende homogene LGS aufstellen,
indem wir einfach by = ... = b, = 0 setzen. Den Lésungsraum des homogenen LGS
bezeichnen wir mit Ly, d.h.

L, ={Ze€R":Z16st LGS (7)) mit by = ... = b, =0}
Wir werden spater sehen, dass I und IL;, stark zusammenhangen.
3.2 Matrizen & LGS

Definition 3.2.1

(a) Seien reelle Zahlen a;; € R mit Indizes i = 1,...,m und j = 1,...,n gegeben. Dann
heiBt das Zahlensystem

a1 a2 a1z ... Gy
a1 @ a3 ... a2y
A = . . . . = (aij)i=1,...m = (@ij)
: : : o j=1,.\n
aAml Am2 am3 ... Qmn

eine (m x n)-Matrix. Sie besitzt m Zeilen und n Spalten. Der Index i zdhlt dabei die
Zeilen, und der Index j zdhlt die Spalten. Die Zahl a;; ist der Eintrag in der i-ten Zeile
und der j-ten Spalte. Die Matrix A hat genau m - n Eintrage.

(b) Die Menge aller (m x n)-Matrizen bezeichnen wir mit M (m,n) oder R™*".

(c) Ist ferner ein LGS wie in gegeben, so nennt man

a1 @12 a1z ... Gin b1

. az1 G2 a3 ... Q2n bo
(Afp) =

Aml Am2 aAm3 ... amn bm

die erweiterte Koeffizientenmatrix des LGS.

Ist speziell b = 0, so schreiben wir einfach nur die Matrix auf, vergessen aber nie, dass
das LGS homogen ist.

all a2 ais A1n 0
ail a2 a3 ... Qin
. agy a2 a3 ... G2, 0 agl Qg2 a3 ... Q9p
(A4l0)=1| . . o . =
aml Gm2 m3 ... Amn
Al Am2 Gm3 ... Gmn 0
Beispiel

(a) (1 x 1)-Matrizen sind nichts anderes als reelle Zahlen, d.h. M(1,1) =R.
(b) (m x 1)-Matrizen sind Spaltenvektoren mit m Eintragen, d.h. M (m,1) = R™.

(c) (1 x n)-Matrizen sind Zeilenvektoren mit n Eintrdgen, die man auch als Vektoren inter-
pretieren kann, d.h. M(1,n) = R"™.

(d) (m x m)-Matrizen nennen wir quadratisch.
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Definition 3.2.2
Sei Z € R™ und eine (m x n)-Matrix A gegeben. Dann ist das Matrix-Vektor-Produkt A%
definiert als

ajl ai2 ais AT | a11r1 + a2 + ... A1nTn
. a1 a2 a3 ... Q9 To a21X1 + a22x9 + ... a2,Ty
AZ = . =
am1l Am2 Am3 ... amn Tn Am1T1 + Gm2T2 + . . . Gmp Ty

Das Produkt A% = i liefert einen Vektor i € R™, d.h. in diesem Sinne bildet eine Matrix A
einen Vektor & € R™ auf einen Vektor ¢ € R™ ab. Wir schreiben dafiir:

A:R" 5 R™, Ai=7q

Satz 3.2.3 (Rechenregeln fiir das Matrix-Vektor-Produkt) Seien A € M(m,n), &,z €
R™ und a € R gegeben. Dann gelten:

(a) A(Z¥+2)=Ad+ AZ
(b) A(aZ) = a(AZ)
Beweis Beides folgt aus der obigen Definition und dem Distributivgesetz. O

Satz 3.2.4 (Zusammenhang LGS & Matrix) Jedes LGS kann als erweiterte Koeffizienten-
matrix (A[b) oder als Matrix-Vektor-Produkt AZ = b geschrieben werden, und umgekehrt
induziert jede erweiterte Koeffizientenmatrix oder jedes Matrix-Vektor-Produkt ein LGS. Dann
ist der (inhomogene) Losungsraum des LGS die Menge

—.

L= {ZeR": AT = b},

also die Menge aller Vektoren & € R", die unter A auf b abgebildet werden. Der dazugehorige
homogene Losungsraum ist dann

L, = {# € R" : A% = 0},
also die Menge aller Vektoren & € R", die unter A auf den Nullvektor abgebildet werden.

Beweis Hier ist nichts zu zeigen. Wir miissen einfach nur die entsprechenden Definitionen
benutzen. g

Der Zusammenhang zwischen LGS und Matrizen erlaubt es uns, den Losungsraum als eine
Menge mit einer linearen Struktur zu verstehen. Sofort werden durch die Rechenregeln fiir
Matrizen auch Rechenregln fiir Losungen der LGS ersichtlich.

Lemma 3.2.5 (Rechenregeln fiir Losungen eines LGS)

(a) Ist & € LL eine Losung des (inhomogenen) LGS und &y € Ly, eine Lésung des zugehdrigen
homogenen LGS, so ist auch & + Z( eine Losung des LGS, d.h. ¥+ Zp € L.

(b) Sind Z1,%9 € L Losungen des (inhomogenen) LGS, so ist die Differenz #; — Zs eine
Losung des homogenen LGS, d.h. &1 — Z5 € Ly,.

Beweis Sei (A|b) die zum LGS zugehérige Koeffizientenmatrix. Dann gelten wegen Satz
(a) A(Z+To) = AT+ AZy=b+0=0

(b) A(Z) — o) = ATy — Ao =b—b=10

56



O

Greifen wir nun auf die Theorie aus der Vektorrechnung zuriick, kdnnen wir die Struktur der
Losungsraume ganz genau angeben.

Satz 3.2.6 (Der Lésungsraum ist ein affiner Unterraum.) Der homogene Losungsraum Ly,
ist ein Unterraum des R™. Der (inhomogene) Lésungsraum L ist ein affiner Unterraum des R",

der als
L= f—i—Lh

dargestellt werden kann, wobei Z eine beliebige Losung des LGS ist (sofern es eine Losung
gibt!). Insbesondere besitzt der homogene Lésungsraum eine Basis und eine Dimension.

Beweis Zeige aus dem Exkurs die Axiome 1 bis 3 und wende den Satz iiber das minimale
Erzeugensystem auf IL;, an. Daraus folgt, dass L, eine Basis und Dimension hat. Aber wieso
kann man L schreiben als Z + L;,? Wegen Lemma [3.2.5] (a) haben wir:

r+1L, CcL
Andererseits haben wir wegen Lemma (b) auch
L-2clL, & LcCcZ+L,.

Insgesamt muss also . = & + Ly, sein. O

3.3 Rang einer Matrix

Bevor wir eine Basis des Losungsraums konkret berechnen, beleuchten wir ein wenig die Theorie
hinter den LGS bzw. Matrizen. Dazu sezieren wir zunichst die Matrizen ein wenig.

Definition 3.3.1
(a) Eine (m x n)-Matrix besteht aus n Spaltenvektoren

alj

.= az;j .
A= (S1,...,5), wobei S; = ] firj=1,...,n.

amj
Diese Spaltenvektoren erzeugen einen Unterraum im R™, den sog. Spaltenraum

SR(A) = RS| + RS, + ... + RS,,.

(b) Der Spaltenraum besitzt als Unterraum natiirlich eine Basis und eine Dimension. Die
Dimension des Spaltenraums nennt man den Spaltenrang oder nur den Rang von A
und schreibt Rang(A).

(c) Da SR(A) von n Vektoren erzeugt wird, ist 0 < Rang(4) < n.

(d) Im Hinblick auf die Definition des Matrix-Vektor-Produkts kann man den Spaltenraum
auch umschreiben als

SR(A) = {2151 + 2252 + ... + 2,5, : T € R"} = {AZ : ¥ € R"},

d.h. die er ist Menge aller moglichen Produkte von A mit £ € R™. Daher nennt man
auch SR(A) das Bild von A und schreibt Bild(A) statt SR(A).
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Definition 3.3.2
(a) Eine (m x n)-Matrix besteht aus m Zeilenvektoren
Z
7 -
A= N wobei Z; = (a;1,a42,...,ai,) furi=1,...,m.

Zm
Diese Zeilenvektoren konnen als Spaltenvektoren interpretiert werden und erzeugen einen
Unterraum im R", den sog. Zeilenraum

ZR(A) =RZ, + RZy + ... RZ,,.

(b) Der Zeilenraum besitzt als Unterraum ebenfalls eine Basis und eine Dimension, die man
als Zeilenrang bezeichnet.

(c) Da ZR(A) von m Vektoren erzeugt wird, ist 0 < dim ZR(A) < m.

Satz 3.3.3 (Zeilenrang=Spaltenrang) Der Zeilenrang einer Matrix ist gleich seinem Spal-
tenrang. Von daher sprechen wir nur noch vom Rang einer Matrix. Es gilt:

0 < Rang(A) < min{m,n}

Beweis Der Beweis ist recht schwierig und basiert auf dem GauB-Algorithmus. Daher verwei-
sen wir auf Biicher zur Linearen Algebra, z.B. von Falko Lorenz, und auf den nachfolgenden
Abschnitt, indem wir uns den GauBalgorithmus ndher anschauen. Wei man, dass der Zei-
lenrang gleich dem Spaltenrang ist, folgt wegen der Abschatzungen fiir diese Range auch die
Abschitzung 0 < Rang(A) < min{m,n}, wobei min{m,n} das Minimum der beiden Zahlen
m,n meint. O

-,

Satz 3.3.4 (Rangformel) Sei ein LGS (A|b) gegeben, wobei A eine (m x n)-Matrix ist. Dann
gilt:
Rang(A) =n —dimLy,

bzw.
dimLLy, = n — Rang(A)

Beweis Der Beweis ist ebenfalls recht schwierig und erklart sich durch das genaue Studium
des GauB-Verfahrens, was wir im nachsten Kapitel kennenlernen werden. O

3.4 Der GauB-Algorithmus

2
T

Carl Friedrich Gaug™|

101777 — 1855 (Quelle: Wikipedia)
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Satz 3.4.1 (Invarianz des LGS unter Zeilenoperationen) Die Lésungsmenge L eines LGS
bleibt unverandert unter folgenden sog. elementaren Zeilenoperationen:

e Vertauschung von Zeilen

ail ai2 A1n
a1 a2 a2n
aml  Am2 Gmn

ain b1
amn bm
azp by

Tipp: Tausche derart, dass moglichst viele Nullen unten links stehen.

e Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl A € R mit A # 0

ail ai2 A1n
a1 a22 a2n
aml Am2 mn

)\an

a21

am1

)\alz

am2

)\aln )\bl
asn b2
mn bm

Tipp: Am einfachsten rechnet es sich mit Matrizen, die ganze Zahlen beinhalten. Sollten
etwa Briiche in einer Zeile auftauchen, kann man die Zeile mit dem kleinsten gemeinsa-
men Vielfachen multiplizieren, so dass sich die Nenner wegkiirzen und nur Zahler iibrig

bleiben.

o Ersetzen einer Zeile durch die Summe mit einer anderen

a11 12 a1in
a1 a2 a2n
Aml am?2 Amn
a1l a12
a1 + ai1 a2 + a2
&
am1 Am2

b1

bm

aln

a2n + A1n

Amn

bo ]+

by
b + by

bm

e Meistens werden die beiden letzteren Zeilenoperationen in einem Zug getatigt, also ein
Vielfaches einer Zeile wird mit dem Vielfachen einer anderen Zeile addiert und durch

eine der Zeilen ersetzt.

ai

a21

am1

a12

a22

am2

ain

a2n

Gmn
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ai a2 - a1n b1
pasy + Aayy  pass + Aaig ... pasy + Aaiy by + Aby
=
Ami Am2 o Amn bm

Tipp: Mit dieser Methode lassen sich Briiche vermeiden, wenn man A, i € Z wahlt. Das
ist von Vorteil, wenn die Matrix nur aus ganzen Zahlen besteht.

Trick: Wahlt man A = —ag; und g = aj; im obigen Beispiel, so wird der (2, 1)-Eintrag
gleich Null, da
pazr + Aain = aijjag — azan = 0.

Beweis Die Zeilen reprasentieren die einzelnen Gleichungen des Gleichungssystems. Sie hdngen
nicht ab von der Reihenfolge, in der sie gelost werden. Daher kann man die Zeilen vertauschen.
Die Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl ungleich Null oder die Addition einer Zeile zu einer
anderen sind eine Aquivalenzumformungen. Daher ndert sich die Lésungsmenge ebenfalls
nicht. g

Satz 3.4.2 (LGS in Zeilenstufenform) Jedes LGS kann man durch elementare Zeilen-
operationen auf Zeilenstufenform (kurz: ZSF) bringen, die folgende Gestalt hat, wobei die
ersten Koeffizienten agj in jeder Zeile ungleich Null sind:

ayTp + o+ oarg + .+ oapEs + o+ a,m =Y
!/ !/ / /
Uoqlq + o + Ayl + .+ A9, Tp = 9
/ / /
azrs + .. + a,r, = b (8)
0 _ /
- r+1
_ /
0 = ¥,

Diese Prozedur nennen wir GauBB-Verfahrens oder GauB-Algorithmus. Wegen des Satzes
ist der Losungsraum des LGS in ZSF gleich dem Ldsungsraum des urspriinglichen LGS.
Allerdings ist das LGS in ZSF durch sehr einfache Iterationen zu I&sen.

Beweis Wir nutzen Satz[3.4.1] um das Gleichungssystem schrittweise iterativ zu vereinfachen.
Unser Ziel ist es, das System in Zeilenstufenform zu bringen. Um Schreibarbeit zu sparen,
notieren wir statt nur die erweiterte Koeffizientenmatrix

a1 a2 *  Qln b1
a1 G2 * a2 bo
(Alp) = "
* * * * *
Aml1 am2 * Amnp bm

Das Symbol * deutet an, dass an dieser Stelle die entsprechenden Eintrige vorhanden sind,
die nicht unbeding gleich Null sein miissen.

Schritt ,, Tauschen*: Steht in den ersten Spalten ein Nullvektor, so ignorieren wir diese und
betrachten im folgenden stattdessen die erste Spalte, die nicht der Nullvektor ist, sagen wir

60



Spalte p.

0O --- 0 alp * QA1n b1
o --- 0 a9 *  A92n bg
(4fp) = ’
% * * %
0 -+ 0 amp * amn bm,

Jetzt kann es sein, dass a1, = 0 ist. In diesem Falle tauschen wir mit einer Zeile, in der der
erste Eintrag ungleich Null und méglichst einfach ist, z.B. a1, = 1. Um die Beschreibung zu
vereinfachen, gehen wir hier davon aus, dass dies oben schon geschehen ist.

Schritt ,,Ersetzen®: Nun multiplizieren wir (—agp) mit der 1. Zeile und a1, mit der 2. Zeile
und addieren die 1. zur 2. Zeile. Unterhalb von aj, entsteht der Eintrag Null, wahrend sich
alle anderen Eintrdge innerhalb der 2. Zeile dndern. Wir bezeichnen die gednderten Eintrige
mit as; bzw. by bezeichnen.

0 -+ 0 ap * an bi\ |- (—az)
0 -+ 0 ag * azp by | - aip J+
0 -+ 0 ag * a3y b3
% % *
0 0 amp * amn bm,
0 -+ 0 ap * aip by
0 0 0 * as, by
VRN 0 -+ 0 agp * a3y bs
x % % *
0 -+ 0 amp * amn b

Das wiederholen wir mit den anderen Zeilen unterhalb der 2. Zeile, bNis wir zur letzten Zeile m
gelangt sind. Wir bezeichnen die gednderten Eintrdge mit a;; bzw. b; bezeichnen.

0 0wy x| b ) | (ag) o | (e
0 -~ 0 0 =x ax by
0 -+ 0 a3 * a3 b | - aip +
x k% *
0 -+ 0 amp * amn b | | - a1 +
0 -+ 0 ap * an by
0 0 0 % ax | b
= 0 0 0 =* asp l;;;
* * *
0 0 0 % dmm | bm




Wir heben die Spalten rechts neben Spalte p unterhalb der 1. Zeile rot hervor und markieren

den Eintrag a1, blau. Diesen nennen wir Pivotzahl.

O --- 0 aip * * *

0 -+ 0 0 sy * aon
* * %

0O --- 0 0 (1,/,,3,/1 *  Qmn

b1
by
*

bm

Fir die rot markierte Untermatrix wenden wir Schritte , Tauschen® und , Ersetzen" erneut
an. Diese Untermatrix wird dann wieder die obige Gestalt haben, nur mit anderen Indizes und
veranderten Koeffizienten natiirlich, die wir mit a;j bzw. bg bezeichnen. Diese Prozedur wenden
wir solange an, bis wir bei der letzten Spalte angekommen sind.

Wir erhalten schlieBlich eine Matrix in Zeilenstufenform (ZSF):

0 -+ 0 d x k% % %

*

*

»P1 * ba
o -.---0 0 ---0 a’27p2 * K * /
0O --- 0 0 -0 0 « % x x % b’2
_ 3
: * * % *
0 0 0 0 0 0 ,r,m * bl ©)
0 0 0 0 0 0 O 0 1
: .o : .o : .o : : ¥
o ---0 0O ---0 0 ---0 0 0 m
Von den blauen Zahlen ay p, ..., aryp, (sog. Pivotzahlen) gibt es nun genau r Stiick. Wir sehen,
dass nach der r-ten Zeile die Matrix nur noch Nullzeilen aufweist.
Die restlichen b,41, ..., b, kdnnen gleich Null sein, miissen aber nicht. Das hat aber wesent-

lichen Einfluss auf die Losbarkeit des LGS, wie wir gleich sehen werden.

Beispiel 3.4.3 Sei das folgende LGS gegeben:

311 0 3
210 -1 2
1 01 1 1
100 O 0

Wir bringen das LGS mit dem GauB-Verfahren auf ZSF.
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311 0 3
210 -1 | 2

101 1 1

100 0 0

100 0 0\ [(=2)7 [-(=1)q [-(=3)
2 10 -1 2J+

<~

101 1 1 N
311 0 3 N
100 0 0

010 -1 | 2| (1

iS4

001 1 1

011 0 3 "
100 0 0
010 -1 | 2

=

001 1 o )

001 1 1<J+
100 0 0
010 -1 | 2

=4

001 1 1

000 0 0

Wir sehen, dass hier r = 3 die Anzahl der Pivotzahlen (blau) ist.
Satz 3.4.4 (Zusammenhang Rang & ZSF & L&sungsraum)

(a) An der Zeilenstufenform 148t sich der Rang von A ablesen: Der Rang von A ist gleich
der Anzahl der nicht-verschwindenden Zeilen. In der Darstellung @D ist das genau

Rang(A) =r.

(b) Es gibt entweder keine Losung oder der Losungsraum L hat die Dimension n — r =
n — Rang(A). Entweder L = () oder dimLL. = n — r = n — Rang(A)

(c) In jedem Fall hat L;, wegen der Rangformel die Dimension n—r. In jedem Fall: dimL;, =
n —r =n — Rang(A)

Beweis Der GauB-Algorithmus hat r linear unabhhangige Zeilenvektoren erzeugt. Daher hat
der Zeilenraum die Dimension gleich r. Da die Dimension des Zeilenraums der Zeilenrang ist
und wegen Satz der Zeilenrang gleich dem Spaltenrang gleich dem Rang der Matrix ist,
gilt » = Rang(A). O O
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Satz 3.4.5 (Riickwiértssubstitution) Ist das LGS in ZSF wie in (9] iiberfiihrt, lasst sich der
Losungsraum durch Riickwartssubstitution konkret angeben.

Beweis Schreiben wir das System @]) wieder als Gleichungssystem aus, so erhalten wir das
folgende LGS. Wir indizieren die Pivotzahlen (blau) mit p, ¢, r statt p1, p2, pr.

apry, + ..+ a1qTq + ..+ asTs + .+ aT, = b
a2qry + ...+ a2sTs + ...+ apx, = b
OrsTs + o + GuTn = b (10)

0 — b7-+1

0 - b m

Dieses Gleichungssystem hat die gleiche Losungsmenge wie das Ausgangssystem , da
wir nur Aquivalenzumformungen durchgefiihrt haben. Wir kénnen an also die Losungsmen-
ge des linearen Gleichungssystems ablesen. Dies geschieht durch Riickwartssubstitution:

Gesucht sind diejenigen Vektoren & € R"™, fiir die die Gleichungen erfiillt sind.
1. Fall: Zunichst fillt auf (rot), dass nur dann gelten kann, wenn

byyt1 =brpo = .. = by =0

ist. Ansonsten gibt es einen Widerspruch, also kein & € R"™, das die Gleichungen erfiillt. Also
gibt es keine Lésung und L = (). Das bedeutet aber auch, dass IL;, immer eine Lésung hat.
Zumindest ist stets 0 € Ly,.

2. Fall: Angenommen b,11 = b.49 = ... = b,, = 0. Betrachten wir die die letzte Gleichung
in , d.h. Zeile r:
ArsTs + Qpst1Ts + . oo + QrpTy = b

Sie enthilt die Variablen z,, . .., z,, wobei 25 abhdngig von x4 1, ..., 2z, ist,und 541, ..., 2,
frei wahlbare Parameter sind. Wir I6sen nach z auf:

1
Ty = a (bT — CLT7(S+1)LUS+1 — ... amxn)
TS

Dieses Vorgehen ist moglich, da a,s # 0 ist, denn so wurde die Pivotzahl gewahlt. (Wir
hatten auch eine andere Variable wahlen kdnnen. Bestensfalls solch eine, die einen einfachen
Koeffizienten hat.)

Wir haben also in Zeile r einige frei wahlbare Variablen x, 411,..., 2, und eine abhangige
Variable x,.

Diese Prozedur wenden wir auf die Pivotzahl (blau) in der dariiber liegenden Zeile  — 1 an,
dann in Zeile r — 2, usw., bis wir zu den Pivotzahlen ag, in Zeile 2 und schlieBlich ay, in Zeile
1 angekommen sind.

In jedem dieser Schritte 16sen wir stets nach den jeweiligen Variablen der Pivotzahlen (blau)
auf und erhalten:

1
Ts = 7(br — Qps41Ls+1 — «o0 — arnmn)
Qrs
1
Ty = —(bg —A2,g+1Tg41 — - — agnfvn)
a2s
1
Tp = 7([)1 — A1,p+1Tp4+1 — -0 — alnxn)
a1s
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Es kann jetzt sein, dass in der Auflésung von x, auch z, auftaucht, und in x, auch z, und
xs. Das setzen wir dann entsprechend in =, bzw. x;, usw. ein.

Wir stellen fest, dass wir

e insgesamt n Variablen x1,...,z, haben,
e davon r abhangige s, ..., x4, z, (bei den Pivotzahlen)

e und n — 7 restliche frei wahlbare Parameter.

Die abhéngigen, aufgeldsten Variablen setzen wir in einen Vektor Z ein:

X
1 -
T
2 x9
T 1
p i — — —
ais (b1 a1,p+1Tp41 alnajn)
7= = :
Lq 1
@(bz — (2,041Tg41 — - — Q2T
Tg 1
m(br — Op s1Ls+1 — -0 — a'rnxn)
In

Dieser Vektor beinhaltet nur noch freie Variablen und Zahlen, die von keiner Variable abhangen.
Nun sortieren wir diesen Vektor nach den iibrig gebliebenen freien Variablen:

0 1 0
0 0 1
: 0
b-1
als . .
=| l+am | |+ ...
bo . .
azs
b
Qrs
0 0 0
0 0 0
_al',p+1
ais * *
1 _a2,q+1 «
"‘.’,Up.l,_l 0 ++l‘q+1 T25 ++xg+]_ _a7.75+1 +
. 0 ;rs
: 0
0 0 0

Zur Erinnerung: Die Einheitsvektoren entstehen immer dann, falls es ganze Nullspalten in der
ZSF gibt.
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SchlieBlich erhalten wir v, ..., 4,_, Vektoren, die den Lésungsraum erzeugen:
L:6+R171+R172+...+R17n_T,
wobei Ly, = Rt] + Ry + ... + Ru,_,. O

Beispiel 3.4.6 Wir erinnern uns an Beispiel [3.4.3] in dem wir das folgende LGS auf ZSF
gebracht haben

311 0 3 100 O 0
210 -1 2 010 -1 2
A
101 1 1 0 01 1 1
1 00 O 0 00 0 o0 0

Untersuchung der ZSF: Der Rang ist gleich 3, d.h. nach der Rangformel muss die Dimension
von Ly, gleich 4 —3 = 1 sein. Anhand der letzten Zeile sehen wir, dass das LGS I&sbar ist. Die
Variable x4 ist frei, aber x1, x2, x3 sind abhangig.

Mit Hilfe der Riickwartssubstitution wollen wir es [6sen, untersuchen vorher aber die ZSF:
e Die 3. Zeile liefert: x3 =1 — x4
e Die 2. Zeile liefert: 9 = 2 + x4
e Die 1. Zeile liefert: x1 =0

Daher gilt fiir den Lésungsvektor

T O 0
=_ 22| _ 2+ x4 2 Y 1
a T3 1= T4 1 4 -1
T4 Ty 0 1
und den Lésungsraum
0 0 0
2 1 2
L = 1 +R 11 =1 + Ly,
0 1 0

Korollar 3.4.7 Sei A eine quadratische Matrizen A € M(n,n) mit vollem Rang(A4) = n.
Dann hat die Zeilenstufenform die Gestalt:

ail  * * ok % b1
R )
0 0 0 am| b
Ferner gibt es fiir jedes beR" genau eine Lésung.
Korollar 3.4.8 Seien n Vektoren v1, ..., v; € R™ gegeben. Sie sind genau dann linear abhingig,

wenn fir die Matrix
A = (171,"-,27”) € M(m,n)

gilt:

Rang(A4) < n.
Die Vektoren sind also genau dann linear unabhingig, wenn Rang(A) = n ist. Da der Rang
einer (m x n)-Matrix nicht groBer als m sein kann impliziert dies: Mehr als m Vektoren sind
in R™ immer linear abhdngig!
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Beispiele

Beispiel (fiir ein LGS, dessen inhomogene Ldsungsmenge leer, aber dessen homogene Ldsun-
gungsmenge nicht leer ist.)

Angenommen, ein LGS sei bereits ins ZSF iiberfiihrt worden, welches die folgende Gestalt hat:

310 O 0
011 —1 2
0 00 2 1
000 O 1

Dann sehen wir anhand der letzten Zeile den Widerspruch 0 = 1, d.h. das (inhomogene) LGS
hat keine Lésung. Es ist . = (). Allerdings ist der Rang gleich 3, sodass LL;, die Dimension
4 — 3 =1 haben muss nach der Rangformel.

Die Lésung des homogenen LGS bestimmen wir durch Riickwartssubstitution:

310 O 0
011 —1 0
0 00 2 0
000 O 0

Wir sehen, dass die Variable x3 frei und die Variablen x1, x2 und x3 abhangig sind. Die 3.
Zeile liefert zundchst x4, = 0. Das setzen wir in die 2. Zeile ein und erhalten x5 + x3 = 0, also

x9 = —x3. Die erste Zeile liefert den Zusammenhang
1 1
r1 = —§x2 = gl‘g.
Als Losungsvektor erhalten wir dann
1 503 5
7= ) . —XI3 — -1
o I3 - T3 - 1
T4 0
bzw. .
3 1
-1 -3
L,=R 1| = R 3
0
Beispiel Betrachte Ubung[3.1.1
3 1 1 0 3
: 1 0 -1 2 : : . .
Sei U erzeugt von lolo il i) Sind die Vektoren linear abhangig?
1 0 0 0 0
Welchen Raum erzeugen sie? Geben Sie eine Basis an.
Gesucht sind Zahlen 1, ..., x4 mit
3 1 1 0 3
2 n 1 n 0 n -1 n 21 g
T 1 T2 0 T3 1 Ty 1 xIs5 1 = U.
1 0 0 0 0
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Das fiihrt zu einem homogenen LGS

311 0 3
210 -1 2
101 1 1
100 0 O

Wir bringen das LGS mit dem GauB-Verfahren auf ZSF (siehe Beispiel [3.4.3):

100 0 O
010 -1 2
001 1 1
000 0 O

Untersuchung der ZSF: Der Rang der Matrix ist gleich 3, so dass nach der Rangformel
dimLy, =5 — 3 = 2 sein muss. Die Variablen x4, x5 sind frei, aber 1, 22, x3 sind abhangig.

Durch Riuckwartssubstitution erhalten wir:

Aus der 3. Zeile: x3 = —x4 — 75
Aus der 2. Zeile: zo = x4 — 225
Aus der 1. Zeile: x1 =0

Daher gilt fiir den Lésungsvektor

1 0 0 0
X9 Ty — 2:65 1 —2
F=|as|=|-24—25| =24 | -1 +25| -1
Xq T4 1 0
I5 Ty 0 1

und den homogenen Losungsraum

0 0
1 )
Ly=R|-1|+R| -1
1 0
0 1

Interpretation:

e Ein Vektor des Lésungsraums ILj, beinhaltet aufgrund der Konstruktion des LGS diejeini-
gen Koeffizienten x1, ..., x5, die notig sind, um die urpsriinglichen Vektoren gegenseitig
als Linearkombination auszudriicken:

3 1 1 0 3
2 1 0 -1 2 ~

€1 1 + X2 0 + x3 1 + x4 1 + x5 1 =0 (12)
1 0 0 0 0

e Wire etwa L, = {0}, so wiren die Vektoren in linear unabhangig. Ansonsten sind
sie linear abhangig. Anhand der Dimension von LL;, bzw. dem Rang der Matrix kann man
auf die Dimension des Unterraums U schlieBen, der von den Vektoren in erzeugt
wird. Es ist in diesem speziellen Beispiel nimlich genau der Spaltenraum der Matrix.
Daher ist der Rang der Matrix auch die Dimension von U, in diesem Fall gleich 3.
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e Oben haben wir die folgenden Abhiangigkeiten der Variablen festgestellt:
r1=0, x9=1x4—2x5 und xz3=—x4— T5,

wobei die Variablen x4 und x5 frei wihlbar sind. Setzen wir das in ((12)) ein, so erhalten

wir:
3 1 1 0 3
2 1 0 —1 2 =
0-f7 + (x4 — 2x5) - 0 + (—zy —x5) - L Fea| [T =0 (13)
1 0 0 0 0

Wihlt man nun 24 = 0 und 25 = —1, so wird diese Gleichung nach Umstellen zu:

3 3 1 1 0 1 1
2 2 1 0 -1 1 0
1= 0- 1 +(0—2(-1)) 0 +(0—(-1)) 1 +0 L] = 2 ol T 11
0 1 0 0 0 0 0
3
D.h. wir kénnen i als Linearkombination der anderen ausdriicken.
0

Wahlt man nun z4 = —1 und x5 = 0, so wird die obige Gleichung nach Umstellen

ZU:
0 3 1 1 3 1 1
-1 2 1 0 2 1 0
1 =0- 1 +(—1-2-0)- 0 +(—(—=1)-0) 1 +0- 1 =(-1) 0 + 1
0 1 0 0 0 0 0
3 0
D.h. wir kénnen ? und _11 als Linearkombination der restlichen ausdriicken, und
0 0

der Unterraum U wird nur von diesen restlichen erzeugt.

e Kurzum: In der Regel kdnnen diejenigen Vektoren aus dem Erzeugendensystem heraus-
genommen werden, deren Koeffizienten genau die freien Variablen sind.

3 1 1
. . . 1 0

e Eine Basis des Unterraums U ist also { ol 1y }
1 0 0

Beispiel Betrachte Ubung[3.1.5 In diesem Beispiel fithren wir alles auf, was wir in Kapitel 3
gelernt haben. Speziell Zeilenraum und Spaltenraum miissen gingigerweise nicht berechnet
werden, um den Rang einer Matrix zu bestimmen. Wir fiihren es hier dennoch vor.

1 3
1 2
Seien Hy = {F € R>: (| 0| , %) =0} und Ho = {F € R®: (| 1 | , %) = 1} zwei Hyperebenen
0 1
0 0

im R5.
Wir suchen den Schnitt S = H; N Hs.
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Das zugehdrige LGS lautet

1 +xz2 = 0
3r1+2x0+ 3+ 24 =

Das zugehdrige homogene LGS lautet

T1+x2 = 0
31+ 200+ w3 +24 =

Als Koeffizientenmatrizen sind das

1 1.0 00 0 1
bzw. <
32110 1

Der inhomogene bzw. homogene Lésungsraum sind
11000 0
— [z 5. =
L—{xER.(3 9 1 1 0>x—<1>}

Lh:{feRE’:(

bzw.

w

1
-1

Zum Beispiel ist € L, wohingegen

_ o O O O

1

2
0 € Ly, was man direkt raten kann. Auch sehen
0
0

wir direkt, dass

—1

e L.

+
— o O O O

0
0
1

Aber es sind nicht alle Lésungen. Es gibt mehr. Dafiir berechnen wir den Spaltenrang der
Matrix, der die Dimension des Spaltenraumes ist:

(3 5 ) 0) 2 () o2 () ) 1) 5 )

Daher ist der Spaltenrang gleich 2. Der Zeilenraum

ZRA) =R |0 | +R

OO O ==
O~ —= N W

hat ebenfalls die Dimension gleich 2. Da Zeilenrang gleich Spaltenrang ist, ist der Rang von A
gleich 2. Nach der Rangformel ist die Dimension von L;, gleich 5 — 2 = 3.
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—1
Da es mindestens eine Losung des LGS gibt, ndmlich | 0 |, ist auf jeden Fall

0
0

1

—1

L=1]0 |+Lg,
0
0

und LL hat als affiner Unterraum ebenfalls die Dimension gleich 3. Wie lautet eine Basis?

In der erweiterten Koeffizientenmatrix des inhomogenen LGS multiplizieren wir die erste zeile
mit (—3) und addieren sie zur zweiten Zeile. Das ergibt:

1 1. 000 | O
0 -1 110 |1

AnschlieBend multiplizieren wir die zweite Zeile mit (—1). Das ergibt:

11 0 0 O 0
01 -1 -1 0 -1

In der zweiten Zeile ist x2 abhangig von z3 und x4,
To=—14+2x3+ 24
und 3, x4, x5 sind freie Variablen. In der ersten Zeile ist
T = —xo =1 —x3 — 24,

d.h. auch x; ist abhangig von x3 und x4.

Ingesamt sieht ein allgemeiner Losungsvektor wie folgt aus:

I 1—.7}3—1‘4
T9 —1+2x3+ 24
r= I3 = T3
T4 T4
xIs x5
1 -1 -1 0
-1 1 1 0
= 0 + x3 1 + x4 0 + x50
0 0 1 0
0 0 0 1
Daher ist
1 —1 —1 0
-1 1 1 0
L=|o|[+R]| 1 |+rR| 0 ]|+R|0],
0 0 1 0
0 0 0 1
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wobei automatisch

-1 -1 0
1 1 0
Lpr=R| 1 |+R|] 0 | +R |0
0 1 0
0 0 1
Interpretation: Der Losungsraum L ist der Durchschnitt der beiden Hyperebenen H; und Hos

im R5.

Exkurs: Matrix-Matrix-Produkt

Definition 3.4.9 Fiir zwei Matrizen A = (a;j), B = (b;j) € M(m,n) und XA € R definiert
man die Addition komponentenweise

A+ B = (aij +bij)ij S M(m, n)
und die Skalarmultiplikation komponentenweise
AA = ()\-aij)ij S M(m, n)

Definition 3.4.10 Fiir zwei Matrizen A = (a;;) € M(m,n) und B = (bjr) € M(n,l)
definiert man das Produkt

AB:(Clk) € M(mal)
durch

Cil, — <Z¢(A),Sk(3)>zzaijbjk,
j=1

d.h. man bildet fiir den Eintrag in Zeile i und Spalte k das Skalarprodukt der i-ten Zeile von
A mit der k-ten Spalte von B.

Achtung! Um ein Matrix-Matrix-Produkt iiberhaupt aufstellen zu kénnen, mss die Anzahl der
Spalten von A mit der Anzahl der Zeilen von B iibereinstimmen. Man kann sich merken:

oM (m,n) - M(n,1) = M(m, )"

bi1 b1 ,
ail a2 a3 b b | = (€11
: 021 22 — )
az aze a3

b31 b3a

Beispiel

wobei c11 = a11b11 + a12b21 + a13b31 + a14ba;.

b1 bio ,
ail a2 a3 b b _fen1 ci2
: 21 22 — )
a1 G2 a23 e 1
31 032
wobei c19 = a11b12 + a12b22 + a13b32 + a14ba2.

bi1 bio
G mz ezl [0} _ (e
asi az a3 be bay 21 ’
wobei ca1 = a21b11 + az2ba1 + az3bsi + ag4ba;.

bi1 b2
a1 a2 a3 _fc11 ci2
“bar boo | =
a1 @ a3 b | c21 €2
31 b32
wobei cog = a21b12 + ag2b2g + a23bsa + a24b42.
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Satz 3.4.11 (Rechenregeln fiir das Matrix-Matrix-Produkt) Es gelten:

(a
(by (A+B)-C=A-C+B-C

(A-B)-C=A-(B-C) (Assoziativgesetz)

(
(d) Achtung! Das Kommuatitivgesetz fiir Matrizen gilt nicht!

)
)
c) A-(B+C)=A-B+A-C (Distributivgesetze)
)
(e) det(A- B) =det(A) - det(B)

(f) Achtung! Im Allgemeinen ist: det(A + B) # det(A) + det(B)!!!

Ubung Zum Thema Matrizenmultiplikation finden Sie im Internet zahlreiche Materialien und
Lehrvideos. Auch im unserem Moodle-Kurs finden Sie eine randomisierte Aufgabe zum Einiiben.

Beispiel (Skalarprodukt) Wie wir gesehen haben, basiert das Matrix-Matrix-Produkt auf
dem Skalarprodukt. Daher ist

ai !)1 ])1

a9 bQ bg
< ) , | > = (a1 ag -+ ap) - . =aiby +agbs + ... + anby,

a’)’l, {)fl bll,

Hier haben wir den Spezialfall ,, M (1, n)-M(n,1) = M(1,1)". Wir erinnern uns, dass M (n, 1) =
R™ Spaltenvektoren, M (1, m) = R™ Zeilenvektoren und M (1,1) = R reelle Zahlen sind.

Beispiel (Tensorprodukt) Wir betrachten den Spezialfall ,M(n,1) - M(1,n) = M(n,n)"
und erinnern uns daran, dass M (n,n) quadratische Matrizen sind. Das Tensorprodukt zwi-
schen zwei Vektoren ist definiert als:

ai by al aiby aiby -+ apby,

az ba a2 asby asby -+ asby,
|l =1 . |- Cib-by)=1] .

Gn bn Qn anby agby -+ apby

Das Tensorprdukt wird u.a. in der Physik hdufig verwendet.
Beispiel (Drehmatrix) Gegeben sei ein Vektor ¥ = (;) € R2. Die Matrix

_ [cos(a) —sin(a)

D= (sin(a) cos(a) )

bildet den Vektor ¥ auf einen Vektor D,¥ ab, der aus ¥ entsteht, indem man ihn um den
Winkel o gegen den Uhrzeigersinn dreht. Es ist

= (et et ) (3) = (250 st

Eine Drehmatrix um 90° ist zum Beispiel
. (0 -1 r\ _ [(—-y\ _ -
per= (i) ()= () =
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Erinnern wir uns daran, dass wir Vektoren im R2 in Polarkoordinaten schreiben kénnen:

o= ()

Das eingesetzt in die Drehmatrix liefert:

R bt ) R o

Klar ist nun, dass v = a + 3 sein sollte. Das dies auch tatsichlich der Fall ist, liegt an den

Additionstheoremen fiir Sinus und Kosinus, die wir im nachsten Kapitel 4 kennenlernen.

Beispiel (Komplexe Zahlen als Matrix) Da wir jeden Vektor 7 = (3) im R? auch als

komplexe Zahl z = x + iy schreiben kdnnen, sehen wir leicht:

12 =—y+1ir = )= (0 Ch) (®
=Y “\z /) \1 0 Y
s . .. (0 =1\ . e . .
Wir koénnen also 7 mit < ) identifizieren. Allgemein kann man durch diesen Zusam-

1 0

menhang jede komplexe Zahl z = = + iy mit der Matrix <°;j _xy> identifizieren. Dadurch

kann das Produkt zw von zwei komplexen Zahlen z = x + iy und w = u + v auch als
Matrix-Vektor-Produkt verstanden werden:

2w = (x + iy)(u + iv) = (f; —:Cy> <1vt>

Mit komplexen Zahlen beschaftigen wir uns in Kapitel 10.
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4 Folgen und Funktionen

Vorbereitung

Studiport: LE3, LE5, LE7, LE8

Roter Faden

e

Wir betrachten Zahlenfolgen (z,)nen und definieren mathematisch sauber die Konver-
genz der Folge gegen einen Grenzwert a,

lim z, = a.
n—oo

Das ermoglicht, Grenzwerte fiir Funktionen f : R — R zu definieren,

lim f(z) = c.

r—a
Funktionen, die Grenzwerte erhalten, nennen wir stetig, d.h. sie erfiillen

lim f(z) = f(a) = f(lim x).

T—ra Tr—a

Wichtige stetige Funktionen sind z.B. Polynome, rationale Funktionen, trigonometrische
Funktionen, die Exponential-, Wurzel- und Logarithmusfunktionen.

Wir stellen fest, dass stetige Funktionen sehr natiirliche Eigenschaften haben, wie z.b.
das Extremwertprinzip oder den Zwischenwertsatz. Letzterer erlaubt, stetige Funktionen
als solche visuell zu interpretieren, deren Graph ,man mit einem Zug durchzeichnen
kann."

Lernziele

Wissen & Verstandnis

Sie kennen Folgen und ihre Charakteristika wie z.B. Beschranktheit, Monotonie, Kon-
vergenz.

Sie kennen den Konvergenzbegriff fiir Reihen.

Sie kennen den Funktionsbegriff und wesentliche Eigenschaften von Funktionen (Null-
stellen, Symmetrie, Monotonie).

Sie verstehen den Grenzwertbegriff fiir Funktionen und wissen, wie man diesen verwendet,
um Stetigkeit zu definieren.

Sie kennen die wichtigen Satze iiber stetige Funktionen (Zwischenwertsatz, Extremwert-
Prinzip).

Sie kennen die wichtigsten Funktionen (Polynome, rationale Funktionen, trigonometri-
sche Funktionen, Exponentialfunktion und Logarithmen) und deren wesentliche Eigen-
schaften.
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Anwendung

e Sie konnen Folgen auf Konvergenz untersuchen und Grenzwerte bestimmen.
e Sie kénnen Funktionen auf Stetigkeit und asymptotisches Verhalten untersuchen.
e Sie konnen Umkehrfunktionen ermitteln.

e Sie beherrschen den Umgang mit den wichtigsten Funktionen (siehe oben). Insbeson-
dere kdnnen Sie Polynome durch Polynomdivision und die pg-Formel in Linearfaktoren
zerlegen.

4.1 Folgen & Grenzwerte

Definition 4.1.1 Ein Vektor £ € R™ kann als Abfolge endlich vieler Zahlen interpretiert
werden:
(1,22, ..., 2m) = (xp : 1 <n <m, n€N)

Setzen wir keine obere Schranke fiir den Index n, so wird
(xn, :n €N) = (zp)nen
eine (unendliche) Folge reeller Zahlen. Soll sie ab einem Index ng beginnen, so schreiben wir
(xn :n >ng, n € N) = (Tp)n>n,-

Statt (zp)n>n, schreiben wir auch manchmal (ay)n>n,. Eine Folge (an)nen kann als eine
geordenete Menge von Zahlen (mit Wiederholungen) angesehen werden.

(a1,a2,as,...) oder ay,asz,as,...
Beispiel Die Folge der geraden Zahlen
2,4,6,8,10, ...

|dsst sich schreiben als a,, = 2n fiir alle n € N, also (2n),¢en.

Wertetabelle:

n|l 2345

an |2 4 6 8 10
:|I#IOI¢IQIOIOIQIQI
1f£'l234567891011121314151617

Zahlenstrahl fiir a,, = 2n
Ubung Wie lautet die Folge der ungeraden Zahlen?
Beispiel 4.1.2
(a) Sei ¢ € R fest. Dann ist (2, )nen Mit 2, = c fiir alle n eine konstante Folge.
Cy Cy Cy Cy.n.
Wertetabelle fiir a,, = ¢ = 5:

n |1 2
an |5 5

3 4 5
5 5 b
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:|:::=o=====:::::==
-1 $ 12 3 4 6 6 7 8 9 10 1112 13 14 15 16 17

Zahlenstrahl fiir: a,, = 5
(b) Seien m,b € R fest. Dann ist (2 )nen Mit z, = mn + b fiir alle n eine lineare Folge.
m+b, 2m+b, 3m+ Db, ...

Wertetabelle fir a,, = —2n + 9:

n|l 2345

an |7 5 3 1 -1
—."Iﬁut.tllllllll::
-1 $ 1T 2 3 4 5 6 7 38 910 1 1213 14 15 16 17

Zahlenstrahl fiir a,, = —2n + 9

(c) Die Folgen (ap)nen und (bp)nen mit a, = n und b, = 2" fiir alle n sind (durch 1 bzw.
2 oder auch durch Null) nach unten beschrinkte und nach oben unbeschrinkte Folgen.

1,2,3,4,... bzw. 2,4,8,16,...
Wertetabelle fiir a,, = 2™:

n|l 23 4 5
an |2 4 8 16 32

T | T ' T ' T T T . T T T : T T T . T
-1 $ 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
Zahlenstrahl fiir a,, = 2™

(d) Die alternierende Folge (an)nen mit a, = (—1)"

ist eine beschrankte Folge.
-1, 1, -1, 1, —1,...

Wertetabelle fiir a, = (—1)™:

Zahlenstrahl fiir a, = (—1)"

(e) Die Folge (an)nen mit a, = 2™ kann man durch a; = 2 und a,, = 2a,—1 fir n > 2
rekursiv definieren.
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(f) Die Fibonacci-Folge (fn)n>0 mit fo =1, fi =1 und f,, = fn—1 + fn—2 ist eine rekursiv
definierte Folge. Gibt es eine nicht-rekursive Formel?

1,1,2,3,5,8,13,...
Wertetabelle:
n|0 12345
an|1 1 2 3 5 8
—— —&— t f —8— f t t
-1 1T 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1M 1213 14 15 16 17

Zahlenstrahl fiir die Fibonacci-Folge

(g) Die Folge (an)nen mit a, = = ist eine (gegen Null) konvergente Folge.

1 1111 d 1, 0.5, 0.3, 0.25, 0.2
— =, =, —,... oder . ) . 2. ..
b 27 37 4’ 5’ ) M b ) b
Wertetabelle:
n|l 2 3 4 5 6
an ‘ 1 0,5 0,33 0,25 0,2 0,17
f f ‘ e L } !
1 05 + 05 1 15 2

Zahlenstrahl fiir a, = 1/n

Bemerkung (Weitere Interpretation)
Eine Folge (zy,)nen kann angesehen werden als Abbildung:

x:N—=>R, n—zn)

Sie ordnet jeder natiirlichen Zahl eine reelle Zahl zu. Daher konnen die Folge als Graph einer
Funktion zeichnen, deren Definitionsbereich die natiirlichen Zahlen sind.

2.
1 ]
o L]
n I T L L ? [
1 1 2 3 4 6] ] 7 3
A4

Graph der Folge a,, = 1/n

Divergenz

Wir erinnern uns an den Allquantor V (,fiir alle/jedes...”) und den Existenzquantor 3 (,es
existiert/gibt es...").

Definition 4.1.3 Sei (z,,)ncn eine Folge.
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(a) Die Folge divergiert (bestimmt) gegen (plus) Unendlich, falls
VC>0 dnpeN Vn>ng: z,>C, (14)

Gesprochen: ,Fiir jede Zahl C > 0 gibt es einen Index ng, so dass x, > C fiir alle
weiteren Indizes n > ng. "

Wir schreiben abkiirzend:

lim z, = +oo oder z, — +oo flirn —
n—oo

(b) Die Folge divergiert (bestimmt) gegen minus Unendlich, falls
VC>0 dngeN Vn>nyg: xz,<-C, (15)

Gesprochen:  Fiir jede Zahl C' > 0 gibt es einen Index ng, so dass x, < —C' fiir alle
weiteren Indizes n > ng. "

Wir schreiben abkiirzend:

lim x, = —oco oder z, — —oo flirn — o
n—oo

Beispiel 4.1.4 Sei (zy,)nen mit 2, = n fiir alle n € N. Sei C' > 0 beliebig. Dann gibt es eine
natiirliche Zahl ng mit ng > C'. Dann gilt x,, = n > C fiir alle n > ng, da n > ng > C bzw.

lim z, = lim n =400
n—oo n—oo

Beispiel Seien die Folgen (x,)nen und (yn)nen definiert durch
Tp=mn und vy, =2" firallenéeN.,
Man kann per Induktion zeigen, dass n < 2", also z,, < y,, fiir alle n € N. Weil li_>m Ty, = +00
n o0

wegen Beispiel , folgt auch lim y, = +oo.
n—oo

Satz 4.1.5 (Divergenzkriterium) Seien zwei Folgen (z,)nen und (yn)nen derart gegeben,
dass z,, <y, fiir alle n > ng gilt. Dann gelten:

(a) Falls lim z, = 400, so ist auch lim y, = +oc.
n—oo n—oo

(b) Falls lim y, = —o0, so ist auch lim x,, = —oc.
n—oo n—oo
Beweis Das folgt unmittelbar aus und in der Definition [4.1.3] O

Definition 4.1.6 (Rechenregeln fiir Unendlich)
(a) oo+t oo =400

(b) @+ 0o = +oo fiir jedes a € R

() (f£o0) - (£00) = +00 und (£o0) - (Foo) = —00

(d) a- (+o0) = £o0, falls a > 0

(e) a-(£o0) = Foo, fallsa < 0

(f) £% =0 fiir jedes a € R, auch a =0

(g) Achtung! 0 (£00), +00 — o0, i% 9 und % sind nicht eindeutig bestimmt!

Beispiel Sei a,, = n und b, = % fiir alle n € N. Dann sind h_)m ap, = +oo und lim b, =
n o n—oo

b
400 _ pu
T’ also , +§—b.
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Beschranktheit & Konvergenz

Definition 4.1.7 Eine Folge (z,)nen heiBt beschrankt, falls:
1C;,CoeR: 1<z, <Cy VneN

(1 ist eine untere Schranke, und Cs eine obere Schranke fiir die Folge.

Beispiel

(a) Die Folge (an)neny mit a,, = % fiir alle n € N ist nach unten beschrankt durch C; =0
und nach oben beschrankt durch Cy =1, d.h.

1
0<—-<1

3

(b) Die Folge (2y)nen mit 2, = (—1)" + 1 fiir alle n € N ist nach unten beschrankt durch
C1 = —1 und nach oben beschrankt durch Cy = 2, d.h.

1
“1<(-)"+-<1+1=2
n

Definition 4.1.8 Eine Folge (z,)nen heiBt Nullfolge, falls:
Ve>0 dngpeN: —e<z,<e Vn>ng
Wir schreiben abkiirzend:

lim x, =0 oder xz, — 0firn— oo
n—0o0

Beachte: —¢ < @, < € ist dquivalent zu |z,| < €.

Die Folge konvergiert gegen eine reelle Zahl q, falls:
Ve>0 dngeN: a—e<z,<a+e Vn>ng
Wir schreiben abkiirzend:

lim x, =a oder x, — afirn—
n—oo

Wir nennen a den Grenzwert der Folge.

Beachte: a — ¢ < @, < a + € ist dquivalent zu |z, — a| < €.
Beispiel

(a) Ein Beispiel hierfiir ist die Quadratwurzelfolge. Sei a € R fest gewshlt, a; := 1 und

1 a .
Ap41 = = (an+> fir n > 1.
2 A,

Dann konvergiert die Folge (a,)nen gegen va.

1 n
(b) Die Euler-Zahl e =~ 2, 71829 erhilt man durch lim <1 + ) =e.
n—o00 n

: n" 1 1
e= lim (14+ — = lim (1+=2)--- 1+ =
n—00 n n—oo n n
= lim <1+1>--- lim <1+1>:1
n—o00 n n—o00 n

Wo ist der Denkfehler?

Achtung!
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Satz 4.1.9 (EinschlieBungskriterium)
Seien drei Folgen (an)nen, (bn)nen und (¢n)nen derart gegeben, dass gilt:

bp <an <cp V'n>mng

Ferner seien lim b, = lim ¢, = a. Dann gilt auch lim a, = a.
n—0o0 n—oo n—oo

Beweis Der Beweis erfolgt unmittelbar aus der Definition des Grenzwerts und der darin ent-
haltenen Abschatzung. O

Beispiel Es gilt fiir alle n € N:

1---1=2

2 n 1
o2 <
n n-n n

!
Nach dem EinschlieBungskriterium folgt, dass n—n eine Nullfolge ist.
n

Satz 4.1.10 (Rechenregeln fiir konvergente Folgen) Fiir Folgen (an)nen und (by)nen
gelte a, — a und b, — b fiir n — oo. Dann gelten fiir n — oo:

(@) an+b, — a+b

(b) ap b, — a-b

(c) Ist b # 0, so sind fast alle b,, # 0 und Z—n — %.

(d) lan| — lal

(e) Ist (an)nen eine Folge nicht negativer reeller Zahlen, so ist fiir alle k£ € N:
Yan — Va

(f) Ist a,, > by, fir alle n € N, so auch a > b.

Beweis Die Beweise von (a), (d) und (f) folgen unmittelbar aus der Definition fiir Grenzwerte
und mit Hilfe der Dreiecksungleichung. Teil (e) gilt, da die k-ten Wurzeln sog. stetige Funktio-
nen sind, die wir spater kennenlernen. Fiir Teil (c) betrachten wir die folgende Differenz und
schdtzen nach oben ab:

lanby, — ab| = |apnby, — anb + anb — ab| < |ay| - |by, — b| + |an, — al - |b]

Da a,, gegen a und b, gegen b konvergieren, sind |a, — a| und |b, — b| Nullfolgen. Daher
ist dank des EinschlieBungskriteriums auch |a,b, — abl eine Nullfolge, und deswegen muss
das Produkt a,b, gegen ab konvergieren. Eine dhnliche Uberlegung liefert, dass ‘;—Z gegen 7
konvergiert.

Satz 4.1.11 (Wichtige Grenzwerte)

(a) Fir alle s € R mit s > 0 ist

n—oo NS

(b) Fiir alle a € R mit a > 0 ist

lim {/a = 1.

n—o0
(c) Es gilt:

n—o0

81



(d) Fir alle ¢ € R mit |g| <1 ist
lim ¢" = 0.

n—oo

(e) Firalle k € Nund z € R mit |z] > 1 ist

Satz 4.1.12 (Grenzwert einer rationalen Folge) Es seien ag, o, ..., o, sowie By, 51, ..., Bs €
R mit . # 0 und §s # 0, wobei r, s € Ny sind. Fiir die Folge

ap + an 4+ aen® + ...+ ayn”
Bo + Bin + Pan? + ... + Ben®

Ay ==

gilt dann:

(a) Der Nenner wird fiir geniigend groBes n nicht Null.
(b) Fiir r > s ist (an)n>1 unbeschrankt, d.h.

a, — +oo, falls % >0

a, — —oo, falls % <0
(c) Fir r < s konvergiert die Folge, und zwar:

(079
ap, — —, fallsr=s,

Bs’
an, — 0, falls r < s.

Beweis Wir zeigen nur den Fall = s. Der Rest ist klar.

ag + an + aan® + ...+ ayn”

a =
" Bo+ Bin + Ban? + ..+ B’
_ nT(OéO‘#—I—Oq‘%+a2~2—f+...+ar-%)
n(Bo- L+ B Bt B B+ B )

1 1 1
ap-rtar e taz ot ol

Bo-mr+ B+ Bt 5 1
(073

E7

weil die restlichen Summanden alles Nullfolgen sind.

Kiirzen

—

Beispiel
()—%ﬁ+&ﬂ—n+3_ﬁ—2 1
a T

And3 +2n —1 4 2
-3 +3n2—n+3
b — 0
(b) An8 4+ 2n —1
—2n° +3n%2 —n+3
(c) — —00

An3 4+ 2n —1
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Exkurs: Monotonie

Definition 4.1.13 Eine Folge (ay)nen heiBt...

a) ...monoton wachsend, falls a,,+1 > a,, fiir alle n € N.

...monoton fallend, falls a,, 11 < a, fiir alle n € N.

(a)
(b) ...streng monoton wachsend, falls a,,+1 > a,, fiir alle n € N.
(c)
(d)

d) ...streng monoton fallend, falls a,4+1 < a,, fir alle n € N.

Beispiel Die Folge (zy,)neny mit 2, = —% ist streng monoton wachsend und es gilt:

lim z, =0 < +4oo.
n—0o0

Satz (Monotonie & Beschrénktheit)
(a) Ist eine Folge monoton fallend und nach unten beschrinkt, so ist die Folge konvergent.

(b) Ist eine Folge monoton steigend und nach oben beschrénkt, so ist die Folge konvergent.

Reihen

Reihen sind spezielle Folgen (s, )nen, deren Folgenglieder bestimmte Summe sind, die selber
wieder aus einer Folge gebildet werden.

Definition 4.1.14

(a) Es sei (ag)ren eine Folge reeller Zahlen. Wir basteln uns neue Folgenglieder, sog. Par-
tialsummen durch

n
Sy = Zak:a1+a2+...+an.
k=1

Die so entstehende Folge (s;,)necn nennt man (unendliche) Reihe.

(b) Die Reihe heiBt konvergent, falls die Folge s,, — s fiir n — oo. Wir schreiben:
n oo
s :nh_{rolosn :nlbrgoZak = Zak
k=0 k=0
Satz 4.1.15 (Konvergenz der geometrischen Reihe) Fiir ¢ € R mit |g| < 1 ist

o0
ko 1
Z T = 1—¢q
k=0
Beweis Wir stellen zunachst die Partialsummen auf:

n

sn:qu:1+q+q2+...+q”
k=0
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Wir betrachten dazu das folgende Produkt:

n(l=q) = > ¢-(1-9
k=0
n n
_ qu _ qu+1
k=0 k=0
n 1
Y
k=0 k=1
n n
— 1+qu_zqk_qn+l
k=1 k=1

Da |q| < 1 ist, gilt nach Satz[4.1.11) und den Rechenregeln in Satz [4.1.10

e qn+1 1
qu = lim s, = hm Zq lim = .
Pt n—00 n—oo 1 —gq 1—¢q
O
Ubung Zeigen Sie:
o0
>t
k=1
Beispiel (Anwendung bei Dezimalzahlen)
Jede reelle Zahl x hat die Dezimaldarstellung
oo
r=a++ Z aklo_k
k=1
mit den Nachkommastellen a € {0,1,...,9} und dem ganzzahligen Anteil a € Z.

Speziell periodische/rationale Zahlen z haben die Darstellung

o
1 (& 10—™
k=1

wobei a € Z, b € N die Wiederholung und m die Periodenldnge sind.

— 92(1()) — ’1i0L:9'

Beispiel (Anwendung bei Flachen)

Aus einem Blatt Papier mit den Seitenldngen a und b entstehe ein neues Blatt, indem man ge-
nau eine Seite halbiert (z.B. wie bei DINA4 auf DINAb). Diese Prozedur fiihre man fort, wobei
man stets die Flacheninhalte aufsummiert. Zeichnet man diesen Vorgang und legt die halbier-
ten Blatter nebeneinander, so muss ein Rechteck mit dem Flicheninhalt 2ab herauskommen.
In der Tat ist der gesamte Flacheninhalt gleich

> 1\* 1
E ab | = :ab-il:2ab.
2 1—-3

k=0

Zum Beispiel:

Sle|z)~
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Beispiel (Kurioses iiber Reihen)

(a)

konvergiert nicht, sondern divergiert bestimmt gegen +o0.

Mgk

1
k
1

1 . 2
72 aber konvergiert gegen 7‘6
oo

. . . 1
konvergiert fiir alle s > 1, also zum Beispiel Z 1,000001

(b)

M T

1
ks
1 k=1

00001 *

i

[e.o]
1
(d) Friiher wurde vermutet: Z(—l)k =5 Was meinen Sie?

k=1
oo x2n+1
(e) Fiir alle z € R gilt: kz_o(—l)”w = sin(z). Vergleichen Sie den Graphen von
m x2n+1
sin(x) mit den Graphen der Polynome Z(—l)"m firm = 0,1,2,3. Was fillt

k=0
auf?
4.2 Funktionen
Definition 4.2.1 Sei M C R eine Menge.

(a) Ordnen wir jeder Zahl x € M eindeutig einen Wert y € R mit Hilfe einer Vorschrift
f(z) =y zu, so erhalten wir eine Funktion

fM—->R, z— flx)=y
Wir sagen, dass ,,x unter f auf y abgebildet wird."

(b) Die Menge M nennen wir auch Definitionsbereich von f und schreiben auch Dy statt
M. Es ist also die Menge, ,,auf der f definiert ist".

(c) Die Menge aller Auswertungen von x € Dy unter f bezeichnen wir als Wertebereich,
d.h.

Wf = {f(x) S Df}.
Ist der Wertebereich ermittelt, so kdnnen wir schreiben:
f : Df — Wf

Achtung! Da im Allgemeinen bei Angabe einer Funktion f : M — R nicht sofort klar
ist, wie der Wertebereich aussieht, ist die Zielmenge rechts vom Pfeil meist groBziigig
und grob ausgelegt, z.B. hier R.

(d) Die Menge G = {(z, f(z)) : « € Dy} ist eine Teilmenge des R? und heiBt Graph von
f (ijber Df).

Beispiel Der Betrag |z| liefert eine Funktion
fiR=R, f(z)=|xl,
die sog. Betragsfunktion. Fiir sie gelten:

Df=R und W;=R{

11| eonhard Euler fand diese Formel um 1734.
12Gjehe: Riemannsche ¢-Funktion
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Beispiel Folgen (ay)nen konnen auch als Funktionen f : Dy — R interpretiert, indem wir
setzen:

Df=N und f(n)=a,

Folglich kénnen Graphen von Folgen gezeichnet werden.

Graph der Folge a,, = 1/n

Monotonie

Definition 4.2.2 Sei f : I — R eine Funktion, die auf einem Intervall I C R definiert ist.
Dann ist:

(a) f ist streng monoton wachsend, falls

Vay,xe € I mitzy < x gilt: f(z1) < f(z2)

(b) f ist monoton wachsend, falls

V x1, 22 € I mit 11 < x2 gilt 1 f(71) < f(22)

D.h. f erhélt die strenge Anordnung zwischen x; und z2 auch in der Auswertung (streng).

(c) f ist streng monoton fallend, falls

Vi, e € I mit 1 < 22 gilt : f(xl) > f(.%’z)

(d) f ist monoton fallend, falls

Vo, z0 € I mit xy < a9 gilt: f(x1) > f(22)

D.h. f kehrt die (strenge) Anordnung zwischen x; und x2 in der Auswertung (streng)
um.

Beispiel Die Betragsfunktion

) n _ | =, falls z >0
fiR= Ry, f(:n)—|1:|—{_x’ falls x <0
ist auf Ry streng monoton fallend und auf Ra“ streng monoton wachsend. Das sind auch die

groBtmoglichen Intervalle fiir Monotonie.
1

Ubung: Was ist mit der Funktion f(z) = 1.2 ?
-z
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Komposition
Definition 4.2.3 Seien zwei Funktionen gegeben,
f:Df =R, f(x) =y und g:Dy =R, g(y) =z

Angenommen, es gelte Wy C D,. Dann kann man f(x) =y in g(y) = z einsetzen, d.h. die
Komposition g(f(z)) = z bilden. Man erhalt dadurch eine neue Funktion

gof:Dr =R, (gof)(x)=yg(f(zx)) =2

Die neue Funktion go f heift Komposition, Hintereinanderschaltung oder Verkettung von
f mit g. Wir erhalten dann das Diagramm:

Dy—L-w;cD,—L-R

gof
Beispiel 4.2.4 Seien die beiden Funktionen f, g gegeben durch:
f:R%RS‘, f(x)sz und g:RJ%RS‘, 9(y) =/y.

Dann sind

(fog)w) = flew) =Ff(Vy) =9 =y
Was ist go f 7

Definition 4.2.5 Sei f : Dy — W, gegeben. Findet man eine Funktion g : W; — Dy derart,
dass

VezeDp: g(f(z)) =z und VyeWr: flg(y) =y,
so nennt man g die Umkehrfunktion von f und schreibt g = f~!.

Die Umkehrfunktion ist eindeutig, und man erhilt das Diagramm:

-1
Dy~ w; LDy
ftof
Beispiel Seien die beiden Funktionen f, g gegeben durch:
f:Rf = RS, f(z)=2> und g: R = RS, g(y) =y
Dann sind
(foa)y) = Fflaw) = (Vo) = (Vy)* =y
und
(9o @) = g(f(2)) = g(&*) = Va? = |z| = x.
In diesem Fall ist daher f~!(y) = ,/y die Umkehrfunktion von f(z) = z?.
Frage: Wo ist der Unterschied zu Beispiel

Bemerkung Wie entstehen Umkehrfunktionen? Wir 16sen die nachfolgende Gleichung nach z
auf:

Setzen wir nun .
-y
= d = —
f(z) T 5 " 9(y) _—

so liefert das g(f(x)) =z und f(g(y)) =y, d.-h. g = f~1. Was sind Dy und W;?

Umbkehrfunktionen konnen also als Aufldsung nach einer Variablen interpretiert werden. Es ist

aber wichtig, welchen Definitions- und Wertebereich man wahlt, z.B. siehe f(z) = 2.
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4.3 Stetigkeit
Definition 4.3.1 Seien M einein R, a € M und f: M — R eine Funktion.

(a) Falls fiir jede Folge (zy)neny mit Werten in M \ {a}, die gegen a konvergiert, die Aus-
wertungen von x,, unter f gegen c konvergieren, d.h.

lim f(z,)=c (16)

n—oo

so schreiben wir symbolisch liLn f(z) =c.

Achtung! Es muss nicht automatisch gelten, dass ¢ = f(a) ist. Es kann sein, dass die
Funktion in a springt, z.B.

|0, fallsxz#0
f<x)_{1, falls 2 = 0

Es ist hier ling)f(x) =0, aber f(0) = 1.
T—

Graph der Sprungfunktion

(b) Falls tatsachlich ¢ = f(a) ist, so sagen wir, dass die Funktion f stetig in a ist, d.h. es
muss gelten:

lim f(x) = f(a) (17)

T—ra

(c) Ist f: Dy — R fiir jeden Punkt a € Dy stetig, so sagen wir, dass f stetig auf ganz
Df ist.

Bemerkung Setzen wir in die Definition der Stetigkeit in die Definition der Grenzwerte
fiir Funktionen und Folgen ein, so erhalten wir die Bedingung
T f(ea) = f(a) = £ lim z,),

fir jede Folge (z,,)nen, die gegen a konvergiert. Das bedeutet, dass die stetigen Funktio-
nen genau diejenigen Funktionen sind, die Grenzwertprozesse im Definitionsbereich auch im
Wertebereich erhalten. Das deutet an, dass keine Spriinge im Graphen erlaubt sind.

Beispiel Die Betragsfunktion f(z) = |z| ist auf ganz R stetig, denn nach der Rechenregel @
in Satz [4.1.10] fiir Folgen, gilt automatisch

lim f(z) = lim [2] = |a| = f(a),
denn
lim |z,| = |a|
n—oo

fiir jede Folge (zy)nen, die gegen a konvergiert.
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_1—_
Graph der Betragsfunktion f(x) = |z|

Insbesondere sehen wir hier, dass wir aufgrund der Tatsache, dass Grenzwerte von Funktionen
nichts weiter sind als Grenzwerte von Folgen, wir die Rechenregeln fiir Folgen sofort verwenden
konnen, um Rechenregeln fiir stetige Funktionen herzuleiten.

Satz 4.3.2 (Rechenregeln fiir stetige Funktionen)
Seien zwei stetige Funktionen f,g: M — R gegeben. Dann gelten:

(a) Die Summe f + g ist stetig auf M.
(b) Das Produkt f - g ist stetig auf M.

(c) Der Quotient / ist stetig auf M N{x € M : g(x) # 0}.
g
(d) Die Komposition aus f und dem Betrag ist stetig auf M, also |f| mit |f|(z) = |f(x)].
(e) Die k-te Wurzelfunktion Wy, (z) = {/z ist auf M = R stetig.
Beweis Diese Rechenregeln folgen sofort aus Satz [4.1.10} den Rechenregeln fiir Folgen. [

n
Korollar Polynome p(x) = Zakxk sind stetig auf ganz R.
k=0

Beweis Offensichtlich ist die Funktion f(x) = x stetig. Da Produkte von stetigen Funktionen
wieder stetig ist, sind auch Monome z* stetig, wobei k& € Ny. Da Produkte von Konstanten
mit stetigen Funktionen wieder stetig sind, sind auch die Funktionen ajz" stetig. Da Summen
von stetigen Funktionen stetig sind, sind schlieBlich auch Polynome stetig. H

Satz 4.3.3 (Kompositionen erhalten Stetigkeit) Seien zwei stetige Funktionen gegeben,
f:Dy =R und g:Dy;—R mit W;CD,.
Dann ist auch die Komposition g o f stetig auf Dy.

Beweis Seien a € Dy und (x,,)ncn eine gegen a konvergente Folge. Dann gilt:

nILH;o(g o f)(xy) = nh_g)log(f(xn))
QSt:etig g(nlljolof(xn))

[ stetig .
=" g(f(lim x,))

= g(f(a)) = (g0 f)(a)
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Nach der Definition des Grenzwerts fiir Funktionen folgt daraus:

tim (g0 f)(x) = (g f)(a)

Damit ist g o f stetig in a € Dy. O

Satz 4.3.4 (Satz von Bolzano) Sei f : I — R eine stetige Funktion auf einem beschrankten
abgeschlossenen Intervall I = [a, b], so dass

fla) <0< f(b).
Dann hat f innerhalb [a, b] mindestens eine Nullstelle, d.h.
Jzg € a,b]:  f(zo) =0.
Beweis Der Beweis ist recht schwierig, findet sich aber in jedem Buch liber Analysis.

Beispiel Sei f: R — R mit f(z) = ze” — 1. Dann ist f(0) < 0 und f(1) > 0, d.h. f hat in
[0, 1] eine Nullstelle 2y nach dem Satz von Bolzano. Man kann sie aber nicht direkt berechnen,
sondern héchstens numerisch approximieren. Es ist zg ~ 0, 567.

3

3 2 1 1 2 3
\\_/'“

24

3l

Graph der Funktion f(x) = ze® — 1

Hinweis! Der Satz von Bolzano gibt die mathematische Grundlage, weshalb Computer iiber-
haupt Nullstellen berechnen kénnen. Ein Verfahren zur numerischen Nullstellenbestimmung
ist z.B. durch das sog. [terationsverfahren gegeben. Verbessert wird es durch das Newton-
Verfahren mit Hilfe von Ableitungen.

Satz 4.3.5 (Zwischenwertsatz) Sei f : I — R eine stetige Funktion auf einem beschrankten
abgeschlossenen Intervall I = [a, b], so dass f(a) < f(b). Sei ¢ so gewahlt, dass

fla) < e < f(b).

Dann gilt:
Jz.€la,b]:  flz) =c

D.h. jede Wert zwischen f(a) und f(b) wird auch tatsdchlich angenommen, was wieder un-
terstreicht, dass der Graph von f keine Spriinge haben kann.
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Beweis Wende den Satz von Bolzano auf die Hilfsfunktion h(x) = f(x) — ¢ an. Dann gibt es
ein zg € [f(a), f(b)] mit h(zg) = 0 bzw.

h(zo) = f(xzg) —c=0 <& f(zg) =c.
Setze schlieBlich x. := xg. O

Satz 4.3.6 (Extremwertprinzip) Sei f : I — R eine stetige Funktion auf einem beschrank-
ten, abgeschlossenen Intervall I = [a,b]. Dann nimmt f auf [a,b] ein Maximum und ein
Minimum an, d.h. es existieren Stellen ;.\, Tmax € [a, b], so dass fiir alle z € [a, b] gilt:

f(@min) < f(2) < f(zmax)

Oder anders ausgedriickt: Wy = [f(2in)s f(max)]. In diesem Fall ist also der Wertebereich
automatisch ebenfalls wieder ein beschrénktes und abgeschlossen Intervall.

Beispiel Sei f : [-2,1] — R mit f(z) = —22. Dann ist f als Polynom stetig auf ganz R,
also insbesondere auch auf [-2, 1]. Es ist eine nach unten gedffnete Parabel mit Maximum in

Tmax = 0 und ein Minimum in Tmin = —2, also:
—4=f(=2) < f(z) < /(0) =0
fiir alle 2 € [—2,1]. Insbesondere befindet sich z,;, = —2 am Rand von [-2,1] und z;,, =0

im Inneren von [—2,1].

5.l
Graph der Parabel f(x) = —x? auf [-2,1]

Wie man das Maximum und Minimum im Falle spezieller stetiger Funktionen ausrechnet, sehen

wir in Kapitel 5.

Wichtige stetige Funktionen

Polynome

Definition 4.3.7 Unter einem Polynom verstehen wir eine Funktion f : R — R der Form
f(x) =apx™ + An12" V4 o+ asr® + a1z + ag

mit reellen Koeffizienten ay, ..., ag und a, # 0. Man nennt deg f := n den Grad des Polynoms

und a,, den Leitkoeffizienten.
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Beispiel 4.3.8

(a) Konstante Funktionen f(z) = ayg fiir einen festen Koeffizienten ag sind Polynome vom
Grad 0.

(b) Lineare Funktionen bzw. Geraden g(x) = ma + b mit echter Steigung m # 0 sind
Polynome vom Grad 1. Der Leitkoeffizient ist in diesem Fall genau die Steigung.

(c) Parabeln der Form f(z) = az? + bz + ¢ mit a # 0 sind Polynome vom Grad 2, auch
quadratische Polynome genannt.

(d) Die Funktion
flz) = 2% —322 —2 +3

ist ein Polynom vom Grad 3 mit dem Leitkoeffizienten as = 1.
(e) Polynome vom Grad 3 nennt man auch kubisch.

(f) Polynome vom Grad 4 der speziellen Form f(x) = az* + bx? + c heiBen auch biquadra-
tisch, da man sie mit der Substitution t = 22 in quadratische Polynome g(t) = at?+bt+c
tiberfiihren kann.

Die Nullstellen von Polynomen sind von besonderer Bedeutung, da sie in vielen theoretischen
wie praktischen Fillen auftauchen (siehe spater im Laufe des Studiums charakteristische Po-
lynome von Differentialgleichungen oder Matrizen).

Beispiel 4.3.9

(a) Lineare Funktionen bzw. Geraden f(z) = mxz+b mit m # 0 haben genau eine Nullstelle,
namlich zg = —b/m.

(b) Quadratische Polynome f(z) = 22 + px + ¢ haben entweder keine oder genau zwei Null-
stellen (mit Vielfachheiten). Man findet sie mit der pg-Formel (siehe Kapitel Einfiihrung
in die Kultur der Mathematik):

2

P
— e
1.2 2 4 a

Esist dann 22 + pr+q = (v —x1) - (v — 29).

c) z*—2x—3 = (x+1)-(z — 3) hat die beiden Nullstellen ;1 = —1 und x5 = 3.

(c) «*

(d) 22 — 2 = (x — v2)(z + V/2) hat die beiden Nullstellen z1 5 = /2.
e) 22+ 27 + 1 = (z + 1)? hat die Nullstelle zg = —1 mit doppelter Vielfachheit.
)

(
(f) 22 4+ 1 hat keine Nullstelle, da 22 + 1 > 0 fiir alle x € R ist.

Satz 4.3.10 Hat ein Polynom f vom Grad n in zg eine Nullstelle, so l3sst sich f darstellen
als

f(x) = (x —z0) - f1(z),

wobei f; ein weiteres Polynom vom Grad n—1 ist. In diesem Sinne kann man also die Nullstelle
abspalten. Man bestimmt f; durch Polynomdivision:

f(x)

T — X0

filz) = = f(2): (& — o)

Aufgabe Recherchieren Sie eigenstandig die Methode der Polynomdivision.
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Beispiel 4.3.11 Sei das Polynom f(z) = 2% —32% — 2+ 3 gegeben. Durch Einsetzen der Zahl
xg = 1 sehen wir, dass f(1) = 0 ist, d.h. zp = 1 ist eine Nullstelle von f. Nach dem obigen
Satz gibt es ein weiteres Polynom f; vom Grad 2 mit

f(@) = (z = 1) fi(2).
Wie sieht fi aus? Hierzu nutzen wir die Polynomdivision und teilen
(=322 —zx+3): (x—1) =222 -3
Stellen wir x — 1 auf die andere Seite um, so erhalten wir
3 —322 —x+3 = (z—1)(2® — 22— 3).

Nun ist fi(z) = 22 — 2z — 3. Findet man nun wieder eine Nullstelle von fi, so kann man
iterativ durch mehrmaliges Anwenden der Polynomdivision oder der pg-Formel Linearfaktoren
abspalten, also

3322 —x+3=(r-1)(2*-2x-3) = (z—1D(z+1)(z—3).
Da der Grad des Restpolynoms in jedem Schritt kleiner wird, gilt:

Satz 4.3.12 Ein Polynom vom Grad n hat héchstens n Nullstellen (gezéhlt mit Vielfachhei-
ten).

Beispiel 4.3.13

(a) 22 — 62 +9 = (z — 3)? besitzt die Nullstelle 79 = 3 mit Vielfachheit 2.

(b) 2* — 2% - 3224+ 52 —2 = (z—1)3(x+2) hat die Nullstelle z; = 1 mit Vielfachheit 3 und
die Nullstelle x5 = —2 mit Vielfachheit 1, also insgesamt 4 Nullstellen mit Vielfachheiten
gezahlt.

Definition 4.3.14 Im optimalen Fall hat ein Polynom f vom Grad n also genau n Nullstellen
gezahlt mit Vielfachheiten. In diesem Fall |asst dich f darstellen als

fz) = (z —z)™ (x — 22)" - (x — 2™,

wobei k1 +ko+...+k; = n ist. Hierbei sind k1, . . ., k; die Vielfacheiten der jeweiligen Nullstellen
x1,...,x;. Diese Darstellung heiBt Linearfaktorzerlegung von f, bzw. die Zerlegung von f
in Linearfaktoren.

Beispiel 4.3.15
(@) * =322 —2+3 = (z—-1)(z+1)(z—3)
(b) 2t — 2% - 322 + 50— 2= (z —1)3(z +2)
(c) 22 + 1 hat keine Linearfaktorzerlegung im obigen Sinne mittels reeller Nullstellen.
Satz 4.3.16 Betrachten wir das Polynom
f(z) = apa" + 12" '+ ...+ a1z + ag

vom Grad n > 0 mit echt positivem Leitkoeffizienten a,, > 0. Fiir
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(a) Falls der Grad n gerade ist, gelten:

lim f(z)=+oc0 und lim f(z)=4o00

T——+00 T—>—00
oder kurz gefasst
lim f(z)= +o0.

r—+o0

(b) Falls der Grad n ungerade ist, gelten:

lim f(z)=+oc0 und lim f(z)=—-00

T—>—+00 T——00
oder kurz gefasst

lim f(z)= +oo.

r—+o0

Ist der Leitkoeffizient a,, < 0 echt negativ, so miissen einfach nur die Grenzwerte +0o0 und
—oo vertauscht werden.

Beispiel 4.3.17
(a) Fiir f(x) = 2% + 22 + 18 gelten

lim f(x)= +ooc.

r—F00
(b) Fiir f(x) = —2? + 2z + 18 gelten

lim f(z) = —oc.

r—r300
(c) Fiir f(x) = 2% + 2z + 18 gelten

lim f(z) = +o0.

r—Fo00
(d) Fir f(z) = —2° + 2z + 18 gelten

lim f(z) = Foo.

r—+o00

Als Folgerung ergibt sich mit dem Zwischenwertsatz 4.3.5

Satz 4.3.18 Polynome von ungeradem Grad haben mindestens eine Nullstelle.

Beweis Sei f ein Polynom vom ungeraden Grad n und positivem Leitkoeffizienten a,, > 0.
Dann gilt nach dem vorherigen Satz

o f10) = 200,
d.h. fiir eine groBe, positive Zahl x4 > 0 gilt irgendwann f(zy) > 0, und fiir eine kleine,
negative Zahl x_ < 0 irgendwann f(x_) < 0. Nach dem Zwischenwertsatz muss es im
Intervall [z_, x| daher einen Wert z( geben, so dass f(xg) = 0 ist. Fiir den Fall a, < 0
wenden wir dasselbe Argument auf das Polynom h(z) := —f(z) an.

94



Bemerkung Man weiB zwar, dass es eine Nullstelle gibt, aber man kann sie in der Regel
nicht genau berechnen. Fiir Polynome vom Grad 3 liefern die cardanischen Formeln Nullstel-
len, die in etwa die pg-Formel verallgemeinern. Fiir biquadratische Polynome kann man auf
die pg-Formel zuriickgreifen. Fiir Polynome ab Grad n > 4 gibt es keine geschlossene For-
mel zur Bestimmung der Nullstellen, die der pg-Formel oder der cardanischen Formel dhnelt,
also die mit den Grundrechenarten und dem Wurzelziehen auskommt. Dieses Resultat, die
Nicht-Existenz einer Formel (!), wurde von Paolo Ruffini 1799 mit einem liickenhaften Beweis
veroffentlicht, der 1824 von Niels Henrik Abel vervollstandigt wurde. Ein spater entwickelter
Beweis nutzt die sog. Galoistheorie, die von Evariste Galois entwickelt wurde. Letzterer wurde
keine 21 Jahre alt, als er bei einem Duell starb. Auch Abel wurde keine 27 Jahre alt und starb
an einer Lungenkrankheit.

Niels Henrik Abel (1802-1829)

-

P

Evariste Galois (1811-18

32)

Der Computer berechnet iibrigens Nullstellen, in dem er auf Formeln zuriickgreift, oder durch
Anndherung, z.B. durch das sog. Bisektions- oder das Newtonverfahren. Dabei entsteht ein
Approximationsfehler, den man in Kauf nimmt und den man bestmoglich kontrollieren méchte.
Diese Verfahren bilden einen Teil der numerischen Mathematik (siehe z.B. auch Mathematik
4 fiir Maschinenbau).
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Rationale Funktionen

Definition 4.3.19 Unter einer (gebrochen) rationalen Funktion

R:R\N —R
verstehen wir eine Funktion der Art
P(x)
R(z) = ,
=) = Q@

wobei P und @ Polynome sind, so dass @ nicht das Nullpolynom und N = {z1,...,x;} die
Menge der Nullstellen von @ ist. Die Nullstellen von @ bilden dann sog. Definitionsliicken.

Beispiel 4.3.20

()

Fiir die gebrochen rationale Funktion

x?—1

R(x)::):2—23:—|—1

ist der Definitionsbereich zundchst D = R\ {1}, da 1 die Nullstelle des Nenners ist. Mit
Hilfe der Binomischen Formeln konnen wir die Funktion R vereinfachen:
-1 (z-1)(z+1) x+1

2 -2z +1  (z—1)2 x—1

R(z) =

Betrachten wir nun die Funktion

1 r? —2x+1
RQ(:U) - R(.’IJ) - 1'2 1 )

wobei R aus dem vorherigen Teil ist. Dann ist der Definitionsbereich zuniachst D =
R\ {—1,+1}, da 1 die beiden Nullstellen des Nenners sind. Wenn wir vereinfachen,
erhalten wir allerdings

2 —2z+1  (z-1)? x—1

Bolw) = =53 —= @—1@+1) z+1

d.h. die Definitionsliicke zp = 1 kann mit dem entsprechenden Wert, hier Ry(1) = 0,
geschlossen und damit der Defintionsbereich von Ry auf D = R\ {—1} erweitert werden.

Ein Polynom P ist ein Spezialfall einer gebrochen rationalen Funktion, denn wir kénnen
schreiben:

P(x) _
R(z) = mit Q(z) = 1.
@)= 50 ®
Ist Ry = @ eine gebrochen rationale Funktion auf dem Definitionsbereich D; = R\ Ng,
1
so ist Ry = A = % ebenfalls wieder eine gebrochen rationale Funktion auf dem
1

Definitionsbereich Dy = R\ Np. Hier sind Ng und Np die Nullstellenmengen von Q
bzw. P.

Wir habe oben gesehen, dass einige Definitionsliicken geschlossen werden kénnen und andere
nicht. Wir untersuchen das Verhalten von gebrochen rationalen Funktionen dort etwas genauer.

Satz 4.3.21 (Verhalten bei Definitionsliicken) Sei R = g eine gebrochen rationale Funk-

tion.
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(a) Hat P in x( eine Nullstelle von gleicher oder hoherer Vielfachheit als @, so kdnnen die
Nulstellen von @ in zo gegen die Nullstellen von P in zy gekiirzt werden, genauer:

(z —@0)*Pr(x) _ (2 —x0)" ™ Py(x)

(z — 20)"Q1(2) Q1(x) ’

wobei k > m ist. In diesem Fall setzt sich R = P/(Q stetig in den Punkt z( fort. Man
spricht von einer hebbaren Definitionsliicke.

R(z) =

(b) Hat @ in z( eine Nullstelle hdherer Vielfachheit als P, so ist die Definitionsliicke nicht
hebbar. Man spricht von einer Polstelle bei =y, genauer:

(z —x0)*Pi(z) _ Py ()
(. —x0)mQ1(x)  (x—20)"FQ1(x)’

wobei k < m also m — k > 0 ist.

R(x) =

Beispiel 4.3.22

21 —-1 1
(a) Ri(x) = i T = (z )(lﬁ— ) = x+1 hat eine hebbare Definitionsliicke bei 2y = 1.
x — x —

21 -1 1 1
(b) Ra(x) = :B;E_ 1 (= @ z(:f)—; ) = ii_ 1 hat eine Polstelle bei g = 1. Dort ist

die Definitionsliicke nicht hebbar.

einer Polstelle zg untersuchen wir das asymptotische Verhalten einer gebrochen rationalen
Funktion R = P/Q. Wir kdnnen uns x von links (Schreibweise lim R(z) oder liTm R(x))
- zTxo

$%1‘0

oder von rechts (Schreibweise lim R(z) oder liim R(x)) anndhern, und dort geht die Funktion
T—=T Y]

R gegen —oo oder +00. Da es sehr miihselig ware, alle Fille formal aufzuschreiben, begniigen
wir uns hier mit einigen Beispielen und stellen weitere Schreibweisen vor.

Beispiel 4.3.23

1
(a) Es gelten lim — = —oco und lim — = 4o0.
=0~ T z—0t T

1 1
(b) Essind lim — = 400 und lim — = +oc.
10 22 )0 22

r+1

(c) Fir R(z) = ist der Grenzwert von links

. r+1 o +1

lim = lim =

z—1-xr — 1 z—=lx —1
<l

und der Grenzwert von rechts

. r+1 o x+1

lim = lim =

z—1tx —1 z—=1x —1
r>1

“+00.

Ebenfalls untersuchen wir das asymptotische Verhalten von gebrochen rationalen Funktionen
bei den Unendlichkeitsstellen -c0.
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Definition 4.3.24 Mit Polynomdivision bringen wir eine gebrochen rationale Funktion R in

die folgende Form: @) @
. Pz . - P1 X
=06 =49 Quy

wobei A und P; Polynome mit deg () > deg P; sind. Hier nennen wir A die Asymptote von
R. Da

1m Pl (x)
r—+00 Q(m)

verhilt sich R fiir z — 4+o00 wie das Polynom A.
Beispiel 4.3.25

(a) Die gebrochen rationale Funktion

x—|-1_1+ 2
x—1 r—1

verhalt sich fiir z — £oo wie die Konstante Funktion 1 (was ein sehr einfaches Polynom
vom Grad 0 ist).

R(z) = Z£L (blau) und Asymptote A(z) = 1 (griin)

x—1

(b) Die gebrochen rationale Funktion

2?—22+43 x+5

R = 1
(z) T+ +x2—x—2

22—z -2

verhilt sich fiir z — 400 wie die lineare Funktion z+1. Wegen 22—z —2 = (z+1)(z—2)
hat R Pole bei —1 und 2.
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10

8

R(z) = 2 -2e43 (blau) und Asymptote A(z) = = + 1 (griin)

2Z—5—2
Wourzelfunktionen
Satz 4.3.26 (Existenz der k-ten Wurzel) Sei k € N und k£ > 2. Dann hat das Monom
zF Rar — ]RaL
eine stetige, streng monoton wachsende Umkehrfunktion
Yy R = Ry
Sie I6st die Gleichung z* =y durch z = ¥y,
Speziell schreiben wir \/x := ¥/x.

4.

Graph von \/x

Satz 4.3.27 (Wichtige Eigenschaften der k-ten Wurzel) Seien z,y > 0 und & € N mit
k > 2. Dann gelten:
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(a) VO=0und ¥1=1
(b) Vak = 2 und (\k/g)k =y
(c) Es gelten die Grenzwerte:

lim ¥z =0 und lim ¥z = +o0.

x—0 T—+00

Satz 4.3.28 (Wurzelgesetze) Fiir alle z,y > 0 gilt:
() Yo 5= Yo
(b) (¥/a)" = Vo

Bemerkung Fiir ungerade k hat das Monom z* : R — R die Umkehrfunktion ¥y = x sogar
fiir negative Zahlen vy, z.B.

?P=-27T & z=/-27=-3.

Fiir k gerade hat das Monom z* : R, — Rar ebenfalls eine Umkehrfunktion, namlich —/y :
Rar — Ry . Daher hat die Gleichung z*F =y immer zwei Losungen = = 4+ ¢/, z.B.

=16 < z=4v16=+2.

Exponential-, Logarithmus- & Potenzfunktionen

Satz 4.3.29 (Existenz der Exponentialfunktion) Die Exponentialfunktion (oder exp-Funktion)
ist definiert durch: n
R RT, ¢ := lim (1+7)
n—00 n

Sie ist stetig und streng monoton wachsend auf R. Manchmal schreibt man auch e® = exp(x).

Es gilt:
k

> X
exp(z) = Z &l
k=0

-~

B

/
2.4
/
i —0
4 3 2 -1 1 2 3 4
St
a4

Graph von e*
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Beispiel Radioaktiver Zerfall eines Atoms mit Zerfallskonstante A > 0:
A(t) = Age™™

Satz 4.3.30 (Existenz des natiirlichen Logarithmus) Die Exponentialfunktion besitzt eine
stetige, streng monoton wachsende Umkehrfunktion

In:RT — R,
die natiirlicher Logarithmus (oder In-Funktion) genannt wird. Sie I6st die Gleichung
ef=y < x=In(y).
Manchmal schreibt man auch In(z) = log(x).

4

Graph von In(x)

Beispiel Dadurch kann man Gleichungen, die die exp- oder In-Funktion enthalten, auflésen,
z.B.
7T = 2 oder In(z +4) =12

Mit Hilfe der exp-Funktion lassen sich Potenzfunktionen und allgemeine Logarithmusfunktio-
nen definieren.

Definition 4.3.31 Fiir reelle Zahlen a > 0 und z ist die Potenz a” mit Basis a und Expo-
nent x definiert als:
a® R — Rt g% :=evn@

Sie ist wegen e” stetig und streng monoton wachsend auf R.
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/
2
1
4 3 2 -1 1 2 3 4
A4
2.4

Graphen von 10% (schwarz), e* (blau), 2% (rot)

Satz 4.3.32 (Wichtige Eigenschaften der Potenzfunktionen) Seien
(a) a® =1 und a® besitzt keine Nullstelle.
(b) a® ist stetig und streng monoton wachsend auf R.

(c) Es gelten die Grenzwerte:

lim a®* =0 und lim a® = +o0.
T——00 Tr—+00

Satz 4.3.33 (Potenzgesetze) Seien a,b > 0 und z,y € R. Dann gelten:
(a) a®Y =a” - a¥
(b) (ab)® =a®-b*
(c) (@)Y =a™

_ 1
(d) Erste Folgerung: a™* = e

T

(e) Zweite Folgerung: a* ¥ = %
a

(f) Dritte Folgerung: {/a = ak

Satz 4.3.34 (Existenz der Logarithmen) Fiir eine fest gewihlte Basis a besitzt a” eine ste-
tige, streng monoton wachsende Umkehrfunktion

log, : R" — R, log,(y) :=

heiBt die Logarithmus zur Basis a heit. Sie 16st die Gleichung

a" =y <& x=log,(y).
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Beispiel Der Logarithmus zur Basis 10 wird auch mit Ig notiert, d.h.

In(y)
In(10)°

lg(y) = logo(y) =

Ferner gilt mit der Eulerzahl e der Zusammenhang
log, = In.

Satz 4.3.35 (Wichtige Eigenschaften der Logarithmenfunktionen) Seien a,z,y > 0. Dann
gelten:

(a) log,(a) =1 und log,(1) =0
(b) log, ist stetig und streng monoton wachsend auf R™.
(c) Es gelten die Grenzwerte:

mlg& log,(z) = —oo und zgrfoo log, (z) = +o0.

Satz 4.3.36 (Logarithmengesetze) Seien a,b > 0 und z,y > 0. Dann gelten:
(a) log,(z - y) = log, () + log,(y)
(b) log,(z) —log,(y) = log, <§>
(c) log,(z¢) = clog,(x) fiir alle c € R

(d) logy(x) = log,(x) - logy(a)
Beweis (a) bis (c) folgen unmittelbar aus der Definition fiir log, sowie den Eigenschaften fiir

den natiirlichen Logarithmus. (d) Wir setzen in die Definition ein und erweitern geschickt:

_In(z) In(z)ln(e) In(x)In(a)
&™) = @) ~ W@ In(a) ~ In(a)n() — 0%e(®) loep(a)

O

Beispiel (Anwendung des Logarithmus)
Das Kapital K wird liber n Jahre mit einem Zins von p % jahrlich verzinst. Wie viele Jahre
bendtigt man, um auf ein Kapital von mindestens W zu kommen?

Kn) =K (1+55)"

Zu l6sen ist K (n) > W, wobei n minimal sein soll. Setze ¢ := 1+ L Wir I&sen nach n auf:

100
K(n)>W
& Kq">W
Teile durch K n W
& >
T =

Mono<t:o>nie In ln(qn) >In (Z)

In(a®) z}x In(a) nln(g) > In (I;[;)

Teilen d<u:|;ch In(q) o> In (%)
In(q)
Definition log, (z) w
PN n > log, <K)
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Trigonometrische Funktionen

Hier schneiden wir nur kurz die trigonometrischen Funktionen und ihre wesentlichen Eigen-
schaften an. Fiir die Beweise bendtigt man die Reihendarstellung des Sinus und Kosinus, die
wir hier nicht behandelt haben. Allerdings sind die Eigenschaften ersichtlich und leichter zu
merken, wenn man den Sinus & Kosinus als Ankathete bzw. Gegenkathete in einem Dreieck
im Einheitskreis interpretiert.

Definition 4.3.37 (Sinus, Kosinus & Tangens) Sei der Einheitskreis durch den Ursprung
gegeben und sei P= <IP;1> ein Punkt auf dem Kreisrand gegeben. Der Winkel = in BogenmaB
2

sei der Winkel zwischen der positiven z-Achse und P. Umfshrt der Punkt P den Kreisrand
gegen den Uhrzeigersinn um den Ursprung, so hingen P, = Pj(x) und P, = P»(x) von dem
Winkel = ab. Wir definieren daher den Sinus und den Kosinus als:

sin: R — [-1,1], sin(z):= Pi(z)
und cos:R — [-1,1], cos(x):= Py(x)
Ferner ist der Tangens definiert als:

sin(x)

T
'R = —: Z R =
tan: R\ {x = km + 5 keZ} - R, tan(z) cos(@)

Satz 4.3.38 (Reihendarstellung des Sinus und Kosinus) Es gelten:

00 22k 00 L a2k
sin(z) = Z 2k: kT und cos(x) = Z(—l) k)
k=0 k=0
Bemerkung Ist = € [0, 5] = [0, 90°], so sind
in(x) Gegenkathete (2) Ankathete ad  tan(z) Gegenkathete
sin(z) = ———, cos(z) = ———— U an(r) = ————
Hypothenuse ’ Hypothenuse Ankathete

Py

im rechtwinkligen Dreieck, dass von P und Cj = (0

> im 1. Quadranten aufgespannt wird.

Satz 4.3.39 (Eigenschaften des Sinus, Kosinus & Tangens) Fiir alle z € R gilt:

(a) Sinus und Kosinus sind 27-periodisch:
sin(x 4+ 2km) =sin(x) und cos(z + 2kmw) = cos(z) fiir alle k € Z
Der Tangens ist m-perodisch, d.h. tan(z + k) = tan(z) fir alle x € Z.

(b) Nullstellen des Sinus und Tangens:

sin(kw) =0 firallek€Z
(c) Nullstellen des Kosinus:

cos(km + %) =0 firallekeZ

(d) Satz des Pythagoras:
sin?(z) + cos?(z) = 1

(e) sin(z) = cos(z — §) und cos(x) = sin(z + )
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(f) Der Sinus und der Tangens sind ungerade, d.h.

sin(—z) = —sin(z) bzw. tan(—z) = —tan(z).

(g) Der Kosinus ist gerade, d.h. cos(—x) = cos(z).

(h) Es ergeben sich folgende Werte fiir die jeweiligen Winkel:

GradmaB | BogenmaB | sin(«) | cos(a) | tan(«)

0° 0 0 1 0
45° I N N 1
90° z 1 0 -
180° s 0 -1 0
270° 3T —1 0 -
360° 2w 0 1 0
450° oz 1 0

Satz 4.3.40 (Additionstheoreme) Fiir alle z,y € R gilt:

sin(z +y) = sin(x)cos(y) + cos(x) sin(y),
cos(x +y) = cos(z)cos(y) — sin(x)sin(y).

Ubung Zeigen Sie, dass sin(m/4) = cos(m/4) = 1//2 ist. Nutzen Sie, dass Iti=3

D) Ist.

Graphen der trigonometrischen Funktionen

74

| i i : $ : —&
36 5 o 3\{/1 g

Graph von sin(z)

Eal

2 3 4 5 4] 7

i 2 475 5 1

Graph von cos(x)

105



-4/.3 2 ] 2/3 4
4t

“ /

4.1
Graph von tan(z)
Satz 4.3.41 (Existenz der Umkehrfunktionen zu den trigonometrischen Funktionen)

(a) Der Sinus sin : [—%,Z] — [—1, 1] hat eine stetige, streng monoton wachsend Umkehr-
funktion

T
in:[-1,1] — [——,—],
arcsin : | ] 53
genannt Arkussinus. Sie |6st die Gleichung:

sin(z) =y <z = arcsin(y).

(b) Der Kosinus cos : [0,7] — [—1, 1] hat eine stetige, streng monoton fallende Umkehr-
funktion

arccos : [—1,1] — [0, 7],

genannt Arkuskosinus. Sie [6st die Gleichung:
cos(r) =y < x = arccos(y).

(c) Der Tangens tan : (=5, 5) — R hat eine stetige, streng monoton wachsende Umkehr-

funktion o
tan: (—=, =) — R
arctan : ( 5 2) ,

genannt Arkustangens. Sie [6st die Gleichung:

tan(z) =y < = arctan(y).

Beispiel Seien zwei Vektoren 7 und @ im R™\ {0} gegeben. Dann ist der Winkel o zwischen

beiden Vektoren gleich:
( (0, ) )
o = arccos | ————
[0l - [[w]

Aufgrund der Cauchy-Schwarz-Ungleichung ist der Bruch ”v” lel kleiner gleich 1. Daher darf
der arccos tatsichlich auf auf diesen Bruch angewendet werden und liefert den Winkel o im
BogenmaB.
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Ubersicht: Wichtige stetige Funktionen

Bezeichnung Symbol Definitionsbereich D¢ Wertebereich Wy
Betrag |z| R RS
e e
Polynom p(x) =Y 7o ara” R abhangig von p
h-te Wurzel Vo, 2<keN %?7 E::z Z iizeizde ﬁ,ar? 2::2 : ﬁirgaedr(Zde
Exponentialfunktion er R R
Natiirlicher Logarithmus In(zx) R* R
Potenzfunktion ot =) ¢ >0 R R*
Allg. Logarithmus | logy(w) = 1, b> 0 R+ R
10er-Logarithmus lg(z) = llnn((fo)) R* R
Sinus sin(z) = % R [—1,1]
Kosinus cos(z) = % R [—1,1]
Tangens tan(z) = § R\ {km+ 5 : k€ Z} R
Arkussinus arcsin(z) [—1,1] (-5, +5]
Arkuskosinus arccos(z) [—1,1] [0, 7]
Arkustangens arctan(z) (=5, +5%) R
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5 Differentialrechnung

Vorbereitung

e Studiport LE8 (Hohere Funktionen) und LE9 (Differentialrechnung)

e

e Wir betrachten nun Funktionen, deren Steigungsverhalten wir untersuchen kdnnen. Das
fiihrt zum Begriff der Ableitung einer Funktion.

Roter Faden

e Mit Hilfe der Ableitungen konnen wir sehr viel {iber ihr Verhalten aussagen. Die ers-
te Ableitung liefert Informationen zum Steigungsverhalten (Monotonie & Extremstel-
len, Geschwindigkeit), und die zweite iiber die Anderungsrate der Steigung und das
Kriimmungsverhalten (Wendestellen, Beschleunigung).

e Wir erlernen Rechenregeln und Techniken, um Ableitungen zu bestimmen und mit deren
Hilfe auf die Extremstellen und Kriimmungen zu schlieBen.

e Extrem- und Wendestellen geben eher Aufschluss zum Verhalten der Funktion im , Inne-
ren” des Definitionsbereichs. Es interessiert daneben aber auch das Verhalten der Funk-
tion am Rande, allen voran in Richtungen plus oder minus Unendlich. Wir lernen, wie
man mit Polynomdivision und der Regel von de I'Hospital das asymptotische Verhalten
von Funktionen an den Randern untersucht.

e SchlieBlich interessiert auch, so gut wie moglich mit Polynomen zu approximieren, da die-
se wesentlich einfacher zu behandeln sind und oftmals fiir lokale untersuchen ausreichen.
Dieses Prinzip wird Taylorentwicklung genannt.

Lernziele
Wissen & Verstandnis

e Sie verstehen den Differenzierbarkeitsbegriff und den Zusammenhang zu Steigungen von
Sekanten und Tangenten.

e Sie kennen die Ableitungen der wichtigsten Funktionen.

e Sie kennen den Mittelwertsatz und verstehen seine Bedeutung und Konsequenzen (fiir
Extrema, Monotonie, Konvexitat/Konkavitat).

e Sie wissen, was man unter der Taylorentwicklung versteht.

Anwendung

e Sie kdnnen Funktionen ableiten und beherrschen die Rechenregeln fiir die Differentiation.

e Sie konnen die wesentlichen Eigenschaften einer Funktion untersuchen (Kurvendiskussi-
on), d.h. Extrema, Wendepunkte, Monotonie und Kriimmung.

e Sie konnen Funktionen auf asymptotisches Verhalten untersuchen (Polynomdivision, Re-
gel von I'Hospital).
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5.1 Differenzierbarkeit
Definition 5.1.1 Sei I = (a,b) ein offenes Intervall in R und f : I — R eine Funktion.

(a) Fiir zwei Punkte z1 # xo € I heiBt die Gerade durch die beiden Punkte P, = (g, f(z0))
und Py = (z1, f(x1)) die Sekante. Diese Sekante hat die Steigung

Ay(zo, 1) = W’

und die Sekante selbst ist gegeben durch die Funktion

S =Stz R R, S(z) = f(20) + Az, 21) (2 — 20).

(b) Die Funktion f heiBt im Punkt o € I differenzierbar, falls die folgende sog. Ableitung
existiert:
(o) = lim Ag(z,z0) = lim J@) = o)
T—TQ T—xQ T — {]}O
(c) Die Gerade
T=Trs :R=R, T(z)= f(x0)+ f(20)(x — 0)

ist dann die Tangente an den Graphen von f im Punkt (zq, f(x0)).

(d) Die Sekantensteigungen A (z, o) konvergieren demnach gegen die Tangentensteigung
1/ (x0) fiir x = x¢. In diesem Sinne kann man f/(z) als Steigung der Funktion f an
der Stelle z( interpretieren.

(e) Wir sagen, dass f auf ganz [ differenzierbar ist, falls f an jeder Stelle 2y € I differen-
zierbar ist. Ist f stetig, so nennen wir f stetig differenzierbar.

(f) Ist f/ : I — R auch wieder differenzierbar, so ist f” die zweite Ableitung von f
und f zweimal differenzierbar. Ist f” sogar stetig, nennen wir f' zweimal stetig
differenzierbar.

Satz 5.1.2 Ist f: I — R in ¢ € I differenzierbar, so ist f dort auch stetig. Die Umkehrung
ist aber i.A. falsch (z.B. f(z) = |z| in 2y = 0).

Beispiel Ein Monom p: R — R mit p(x) = 2* fiir ein festes k € N ist an jeder Stelle 29 € R
differenzierbar, denn:

p/(l‘o) _ lim p((I,') - p(‘rO)
T—T0 Tr — 20
= lim z* xlg

T—=r0 T — X0

(x —zo) (@ V2P 2 o+ ... ta-ah 2t afh

= lim
T—T0 {L‘—l‘o
Kiirzen . _ _ _ _
= hmxk1+xk2-x0+...+x-xlg2+x§1
T—T0
- - - —1
= R A R 7 i o7

Zusammenfassen _ _ _
= x§1+xlgl+...+x§1

k-mal
_ k—1
= kx

Daraus folgt, dass p/(z) = (2¥)’ = ka*~1 ist, wenn wir 29 = z variabel setzen. Die Formel
gilt librigens auch fiir k = 0, denn dann ist p(z) = 1 eine Konstante mit Ableitung p'(z) = 0,
aber auch fiir k < 0 und k € Z.
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Satz 5.1.3 (Wichtige Ableitungen) Die nachstehenden Funktionen sind auf ihren jeweilgen
Definitionsbereichen differenzierbar und haben die folgenden Ableitungen:

(Konstante) = 0
(%) = a-2°7', fira#0
(ex)l — ea:
(b*) = In(b)-b", fiirb>0
(n@)y = -
1
(logb(x)) = I ln(b)
sin’(z) = cos(z)
cos'(x) = —sin(x)
, _ 1
tan'(w) = cos?(x)

Ferner ist die Ableitung der Betragsfunktion die Vorzeichenfunktion

; ‘ﬁj, falls z > 0 1, falls x > 0
a —ﬁ, fallsz <0 | =1, fallsz<0 °

Sie ist fiir x = 0 nicht definiert, da |z| dort keine Ableitung besitzt.

Beweis Diese Ableitungen sind nicht offensichtlich. Fiir die Ableitungen von e®, sin(z) und

cos(z) bendtigt man z.B. deren sog. Reihendarstellung. Die Ableitungen der restlichen Funk-
tionen folgen aus den Rechenregeln fiir Ableitungen.

Satz 5.1.4 (Rechenregeln fiir Ableitungen) Es seien f,g: I — R differenzierbar und o €
R. Dann gelten:

(a) Das Produkt « - f ist differenzierbar und es gilt:

b) Die Summe f + g ist differenzierbar und es gilt:

( g g
(f+9) = f+d

c) Produktregel: f - g ist differenzierbar und es gilt:

(c) g g g

(f-9) = fd+f-g

(d) Quotientenregel: / ist differenzierbar mit
g

<f>' _ 9 f -4
g 9°

tiberall dort, wo g nicht verschwindet.
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Beweis Die Regeln (a) und (b) sind einfache Folgerungen aus der Definition der Ableitung, da
man aus dem Differenzenquotienten w Summen und Produkte mit Zahlen herausziehen
kann. Fiir die Produktregel muss man den Differenzenquotienten geschickt manipulieren:

(f-9)(x) = (f - 9)(xo) _ f(x)g(x) — f(zo)g(x) + f(x0)g(x) — f(x0)g(wo)

r — X r — X

f(z) — f(x g(x) — g(x

D= TE0) . ga) 4 fay) - 2L =90
x — X0 T —To

Lasst man nun x — x¢ laufen, so ergibt sich automatisch die Produktregel. Die Quotientenregel

beweist man analog.

Beispiel Mit Anwendung der Quotientenregel und dem Satz des Pythagoras ist

<sin>’ () cos(z) sin’(z) — cos'(x) sin(x)

- cos?(x)

COS

tan’(z) =

cos(z) cos(z) + sin(x)sin(z)  sin?(z) + cos?(z)

cos?(x) cos?(x)
_ L
cos?(z)’

Man kann auch zeigen: tan’(z) = 1 + tan?(z).

Ubung Bestimmen Sie mit Hilfe der jeweiligen Definitionen und den Rechenregeln die Ab-
leitungen der Funktionen a” und log,(z). Sie kdnnen die Ableitungen von e* und In(x) als
gegeben voraussetzen.

Satz 5.1.5 (Kettenregel) Seien f: I — J und g : J — R differenzierbar. Dann gilt:
(g0 ) (@) = (9(f(@) =g (f(2))- f'(x).
Beweis Der Beweis geht dhnlich wie die Produktregel oben. O
Beispiel
(a) Fiir g(z) = €* und f(z) = 22 ist
(go @) =g(f(x)) =¢” und (gof)(2) =g (f(x) f(z) = e - 2a.
(b) Da g(y) = In(y) die Umkehrfunktion von f(x) = e ist, gilt

(fog)(y) = flg(y) =W =y.

Leiten wir auf beiden Seiten ab und wenden links die Kettenregel an, ergibt das

Stellen wir y auf die andere Seite, erhalten wir:

g'(y)(In(y)) = "

Mit diesem Trick erhadlt man (mehr oder weniger) die Ableitungen der Umkehrfunktionen.

Ubung Bestimmen Sie die Ableitungen der Umkehrfunktionen arcsin, arccos und arctan.
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5.2 Kurvendiskussion

Extremstellen

Definition 5.2.1 Eine Funktion f: I — R hat in zg € I ein lokales Maximum, falls
f(z) < flxo)

fiir jedes « nahe an xg, d.h. z € (zg —e,29 +¢) C I.

Sie hat in zg ein lokales Minimum, falls
fxo) < f(2)

fir jedes x nahe an zg, d.h. x € (zg —e,z0 +¢) C 1.

Ist eines von beiden gegeben, so nennen wir x eine lokale Extremstelle.

Satz 5.2.2 (Notwendiges Kriterium fiir lokale Extrema)
Sei f : I — R differenzierbar und xg € I eine lokale Extremstelle. Dann gilt:

f’(xg) = 0.
Beweis Liegt eine Extremstelle, z.B. ein lokales Maximum in zg vor, so gelten:

f(@) = f@o) _ lim f(z) = f(20)

flao) = lim == == = lim == == < 0
T—T0 T — X0 ) T — Tg

Daraus folgt sofort f’(zp) = 0.

Satz 5.2.3 (Mittelwertsatz) Die Funktion f : [a,b] — R sei auf [a, ] stetig und auf (a,b)
differenzierbar. Dann existiert ein xy € (a,b), so dass

Ao by = TO=ID iy,

d.h. es existiert ein Punkt z¢ € (a,b), in dem die Tangente an den Graphen von f dieselbe
Steigung wie die Sekante durch (a, f(a)) und (b, f(b)) hat.

Beweis Hier verweisen wir wieder auf die Biicher iiber Analysis.

Korollar (Zusammenhang zwischen Monotonie & Ableitung) Ist f : I — R differenzier-
bar, so gilt:

(a
(b

) Ist f/ > 0in I, so wichst f in I streng monoton.
) Ist f/ > 0in I, so wichst f in I monoton.

(c) Ist f" < 0in I, so fallt f in I streng monoton.
(d) Ist f/ <0in I, so fillt f in I monoton.

Beweis Das folgt aus dem Mittelwertsatz. Falls (a) eintritt, aber f in I nicht streng monoton
wachst, gibt es zwei Zahlen a < b in I, so dass f(a) > f(b). Nach dem Mittelwertsatz gibt
es ein xg € (a,b) mit f'(zg) = W < 0, was ein Widerspruch zur Voraussetzung f' > 0
auf [ ist. Die anderen Fille sind analog zu beweisen.

Satz 5.2.4 (Hinreichendes Kriterium fiir lokale Extrema 1) Sei f : I — R differenzierbar
mit f'(z¢) = 0 fiir xp € I. Dann gilt:

(a) Wechselt f” nahe x( sein Vorzeichen von + nach —, so hat f in x( ein lokales Maximum.

(b) Wechselt f’ nahe z( sein Vorzeichen von — nach +, so hat f in z( ein lokales Minimum.
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Kriimmung

Definition 5.2.5 Sei f : I — R zweimal stetig differenzierbar.
(a) Ist f"(xg) > 0, so ist f konvex in zg.
(b) Ist f”(x0) <0, soist f konkav in z.

(c) Ist f”(z¢) = 0 und wechselt f” bei 2y das Vorzeichen, so hat f in zy eine Wendestelle.

Satz 5.2.6 (Hinreichendes Kriterium fiir lokale Extrema Il) f : (a,b) — R sei zweimal
stetig differenzierbar mit f’(xo) = 0. Dann gilt:

(a) Ist f konkav in zg, so hat f in z( ein lokales Maximum.

(b) Ist f konvex in zg, so hat f in z( ein lokales Minimum.

. 1
Ubung Sei f : R — R gegeben durch f(z) = T2 Diskutieren Sie f im Hinblick auf
x

Wertebereich, Monotonie, Extremstellen, Kriimmung und Wendestellen.

5.3 Die L’'Hospitalsche Regel

Satz 5.3.1 (Polynomdivision) Sei R eine rationale Funktion, d.h.

wobei degp < deg Q.

_ . plx)
Definition 5.3.2 Da xgrinoo )

Beispiel (a) Es gilt:

= 0, verhilt sich R wie die Asymptote A fiir x — +o0.

m+1_1 2
r—1 r—1

Daher verhilt sich fiir x — fo0o wie die konstante Funktion 1. Das Polynom A(z) =1
ist die Asymptote.
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10+

20

-6

404
Graph von *t; (blau) und A(z) =1 (rot)

(b) Es gilt:
3 —2r+3 z+5

== 1 _—
R(z) 2_r—2 T T

Daher verhilt sich fiir z — 0o wie die lineare Funktion A(x) = x+1. Wegen 22—2—2 =

(x 4+ 1)(x — 2) hat R Pole bei —1 und 2.

10+

-1

Graph von % (blau) und A(z) =z + 1 (rot)

Satz 5.3.3 (Regel von De I’'Hospital) Seien f,g: (a,b) — R differenzierbar und ¢'(z) # 0
fir alle z € (a,b). Im Falle

lim f(x) =0 und lim g(x) =0
lin J(2) lim ()
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oder im Falle
lim f(z) =00 und limg(z) =

z\a TN\a
gilt dann:
!
im f/(ac) existiert = lim f(@) existiert
a\a ¢'(2) a\a g(2)
Ferner sind auch beide Limiten gleich, d.h.
/
im 7(9:) = lim / (a:)
wNa g(z)  aNa g ()
Entsprechendes gilt fiir Grenzprozesse x " b. Die Fille ¢ = —oo und b = +00 sind ebenfalls
zuldssig.

Beispiel Fiir f(z) = sin(z) und g(z) = z ist wegen f’(x) = cos(z) und ¢'(z) = 1:
@) _ o @) _ o c05(0)

lim ——~ = lim ~—% = lim
z—0 I =0 g(z) 2-0g'(z) 220 1

sin(x) 1

Korollar Seien n € N. Dann gelten:

ex

(2) Jim —%=too

5.4 Taylorentwicklung

Definition 5.4.1 Eine Funktion f : I = (a,b) — R ist n-mal stetig differenzierbar auf I,
falls man f n-mal auf ganz I ableiten kann und die n-te Ableitung f(™ : I — R wieder stetig
ist.

Definition 5.4.2 Sei f : [ = (a,b) — R n-mal stetig differenzierbar und z¢ € I. Dann heiBt

(k) (o
Tpnmola) = S 100 (g

k!
k=0
= f(x0) + f(w0)(x — x0) + f”;f()) (z — 20)? + fm?f'f‘)) ( —20)3 + ...
(") (;
ot LA 0)(56—:1:0)”

n!
das n-te Taylorpolynom von f im Punkt zg.

Ist f unendlich oft differenzierbar, so heiBt

(k)
Ty () = Jim Ty () = S0 L0 0

n—00
k=0

die Taylorreihe von f in xg.
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Satz 5.4.3 (Taylorentwicklung) Sei f : I = (a,b) — R (n+1)-mal stetig differenzierbar und
xo € I. Dann existiert eine (n+ 1)-mal stetig differenzierbare Restgliedfunktion R,,+1: I — R
mit

flz) = Tfmzo + Rpy11()
und
Ryq1(x)

ooy

In diesem Sinne ist f ~ T}, », mit Fehler R, 1 fiir z — xo.

Bemerkung Die Funktion T, ;, ist ein Polynom der Ordnung < n, dass f im Punkt x4 von
der Ordnung n approximiert, da die Differenz

Roy1(z) = f(z) = Tr g
fiir x — ¢ schneller als (x — o)™ gegen 0 konvergiert.
Es gibt zwei vorteilhafte Sonderfille:

1. Ist Ryy1 =0, soist T, () = f(x). Von daher muss f bereits ein Polynom sein.

2. Ist lim R, 1 =0, s0ist T¢z,(x) = f(x), d.h. f ist bereits seine eigene Taylorreihe.
n—oo

Lasst man in der Taylorentwicklung n — oo laufen, so versucht man, die Funktion f durch ihre
Taylorreihe zu approximieren. Tatsdchlich stimmen unendlich oft differenzierbare Funktionen
oft mit ihrer Taylorreihe {iberein, aber nicht immer.

Satz 5.4.4 (Taylorreihenentwicklung e®, sin(x), cos(x))

. g 2 2k 2 23 ot
(a) e :Tez’o(w):k_oﬁ:k_oﬁ:1+x+§+§+ﬂ+"'
00 2k+1 3 5 7
; _T. A NN T
(b) sin(z) = Tyno(z) = kzo( 1) ST Tt
o0 2k 2 4 6
_ - A T
(c) cos(z) = Teos,0(z) = lkz_:o(—l) R 1- 51 + TR +...
e V7 fiirz >0
(d) f(z) = { 0 ’ fir 2 < 0 ist oco-oft differenzierbar, aber T ist die Nullfunktion,

da f((0) = 0 fiir alle n > 0.

a4

ol

Graph von e* (blau) und Te= oo = 1 (rot)
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Graph von €* (blau) und Tex 10 =1+ z (rot)

Jo )
\ Jo

4

ol

Graph von €® (blau) und Tez 30 =14 x + %2 + %3 (rot)
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Mathematik 2/IB (Sommersemester)

6 Integralrechnung

Vorbereitung
e Studiport LE8 (Hohere Funktionen)
e Studiport LE9 (Differentialrechnung)

e Studiport LE10 (Integralrechnung)

e e

e Die Suche nach Stammfunktionen F' einer vorgegebenen Funktion f hat viele praktische
Anwendungen. Sie erfiillt F’ = f, und von daher spricht man gerne vom , Aufleiten”.

Roter Faden

e Stammfunktionen erhdlt man z.B. durch Ablesen in den Tabellen wichtiger Ableitungen,
die wir im vorherigen Kapitel kennengelernt haben.

e Andererseits erhélt man (theoretisch) immer fiir stetige Funktionen f eine Stammfunk-
tion durch das Flachenintegral

Flz) = / ")

Das bedeutet, dass Stammfunktionen (bzw. Differentiation) und Integrale (bzw. Integra-
tion) in starkem Zusammenhang stehen. Das nennt man den ,,Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung”.

b
e Das Integral / f(t) dt ist der orientierte Inhalt der Fléche, der vom Graphen von f und

der z-Achse iiber dem Intervall [a, b] eingeschlossen wird. Unterhalb der z-Achse wird
die Flache negativ, oberhalb positiv gezahlt.

e Integrale bestimmt man durch das Berechnen von Flachen oder durch Auffinden von
Stammfunktionen.

e Als wichtigste Integrationsmethoden stehen uns die Rechenregeln fiir Integrale, die par-
tielle Integration, die Anwendung der Kettenregel riickwiarts, die Substitutionsregel, die
logarithmische Integration und die Integration von gebrochen-rationalen Funktionen mit
Hilfe der Partialbruchzerlegung zur Verfiigung.

e SchlieBlich interessiert man sich fiir Integrale im Grenzprozess oder an Unendlichkeits-
stellen.
Lernziele
Wissen

e Sie wissen was Ober- und Untersummen sind, und wie man sie verwendet, um Integrale
stetiger Funktionen zu definieren.

e Sie verstehen die Bedeutung des Integrals als Flacheninhalt unter dem Graphen, und
kennen seine Bedeutung fiir physikalische Prozesse.
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e Sie kennen den Zusammenhang zwischen Differentiation und Integration (Hauptsatz).

e Sie wissen was Stammfunktionen sind, und wie man sie verwendet, um Integrale zu
bestimmen.

e Sie kennen den Unterschied zwischen bestimmten, unbestimmten und uneigentlichen
Integralen.
Konnen

e Sie kdnnen gemiB der Rechenregeln fiir Integrale einfache Rechenoperationen fiir Inte-
grale durchfiihren.

e Sie konnen Integrale mittels Stammfunktionen berechnen.

e Sie beherrschen die wesentlichen Techniken zur Berechnung von Integralen bzw. der
Bestimmung von Stammfunktionen: partielle Integration, Substitution, logarithmische
Integration

e Sie beherrschen die Integration rationaler Funktionen mittels Partialbruchzerlegung.
e Sie kdnnen iiberpriifen, ob uneigentliche Integrale existieren, und sie gegebenenfalls be-
rechnen.
6.1 Schreibweisen aus der Differentialrechnung

Definition Eine Funktion f : (a,b) — R, y = f(x), heiBt differenzierbar in z, falls der
folgende Grenzwert existiert:

Fan) — tim T@) = F0)

T—rITQ xXr — i)

Andere Schreibweisen:

ooy iy o Y(@) —y(@o) L Ay(x) Oy
y o) = f(wo) = xhﬂnxlo T — xg N Alzlnrgo Az Oz

(z0) = = (o)

Betrachten wir die letztere Schreibweise ¢/ = —y, so ist mit y = sin(x)

dz
sin’(x) = cos(z) = Z—y,
x
oder mit y = \/x
1 dy

6.2 Stammfunktionen

Beispiel 6.2.1 (Aus der Physik) Die Geschwindigkeit v = v(¢) eines Fahrzeugs wurde im
Zeitraum t € [to, t1] auf einer Strecke anhand des Tachos gemessen. Wie lautet die Formel fiir
die zuriickgelegte Strecke s?

d!
Dav= d—i ist die Losung s der Differentialgleichung
S=v

mit Anfangswert s(tyg) = so gesucht.
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Definition 6.2.2 Sei f : Dy — R eine Funktion. Gibt es eine Funktion F': Dy — R mit
F =,
so nennen wir F' eine Stammfunktion von f.

Ist F' eine Stammfunktion von f, so auch F + ¢ fiir jede Konstante ¢ € R, da (F +¢) =
F'40=F =f.

F wird auch das unbestimmte Integral von f genannt. Wir schreiben symbolisch:

/f(:v) do =F(z)+c bzw. /fda::F—i—c

Damit gilt stets
/F/(l‘)dQSZF(l’)‘l-C bzw. /F’dx:F—l-c

Satz 6.2.3 (Eindeutigkeit von Stammfunktionen) Sind F, G : [a,b] — R Stammfunktio-
nen zu f, so gilt:

F = G+ec

mit einer Konstanten ¢ € R, d.h. Stammfunktionen sind eindeutig bis auf eine additive Kon-
stante.

Beweis Der Beweis dieses Satzes ist sehr einfach, denn sind F und G beides Stammfunktionen,
so gilt fiir die Funktion F' — G:

(F - G)(2) = F(a) - G'(2) = f(x) - f(a) = 0,
d.h. F — @ ist eine Funktion mit Steigung 0, also eine konstante Funktion. O

Beispiel Wir erinnern uns an Beispiel Angenommen, das Fahrzeug féhrt mit konstanter
Geschwindigkeit v = vy ab dem Zeitpunkt t = ty. Gesucht ist dann s mit $ = v = vy und
s(to) = so. Wir wissen, dass (tvg)' = vq ist, d.h.

s(t) =tvg+c

wegen des vorherigen Satzes. Da s(tg) = to - vo + ¢ = sg sein soll, ist also ¢ = sy — tgvg. Daher
ist
S(t) = tvg +sp — tgvo.

Satz 6.2.4 (Wichtige Stammfunktionen)
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/adaz = ar—+c

1
/madx = ﬁac““—i—c, fiir a £ —1
a

/\/lgda: = 2Jx+c

efdr = e*+c

In(b)
der = Inlz|+c¢

/bxdx L frb>o0
1

= 1
/:cln(b) dx ogy x| + ¢

cos(z) dr = sin(z)+c

sin(z) de = —cos(z)+c¢

/1d:v = tan(x) +c¢

cos?(x)
Beweis Das folgt sofort aus der Liste der wichtigen Ableitungen und der Definition einer

Stammfunktion. O

6.3 Methoden zur Berechnung von Stammfunktionen

Hinweis: Im Folgenden verzichten wir auf die Konsante ¢ aus Griinden der Leserlichkeit, denken
sie aber stets mit, wenn wir Stammfunktionenen suchen.

Satz 6.3.1 (Linearitdt der Stammfunktionen) Seien F' und G Stammfunktionen von f

bzw. g und seien a,b € R. Dann ist
aF 4+ bG

eine Stammfunktion von af + bg bzw.

/af—i—bgd:c—a/fda:—kb/gd:c.

Beweis Es ist (aF + bG) = (aF) + (bG) = aF" + bG' = af + bg. O

Satz 6.3.2 (Partielle Integration) Fiir zwei stetig differenzierbare Funktionen f, g gilt:

[rode=ro- [ 19 d

Beweis Die Produktregel (fg) = f'g + fg’ auf beiden Seiten , aufgeleitet” ergibt folgende

Formel:
fo= [y do= [ fodo+ [ 1d do

Jetzt miissen wir nur noch umstellen. O
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Beispiel

(a) Eine Stammfunktion von ze® ist (x — 1)e®, denn:

/ ze® dx

= z - e dx
~

:f =g’
= x - — 1 -e* dx
N~~~ ~~
=f =g =f' =g

= ze —e" = (x—1)e"

(b) Eine Stammfunktion von x2e” ist (z2 — 2x + 2)e®, denn:

/erx dx

=f =g
= 22 . e — 2z - ¥ dx
N~ S~
:f =g :f/ =g

x2e® — 2/:ze‘r dz

r2e® — 2(x —1)e”

7
o

(c) Eine Stammfunktion von In(z) ist zln(z) — z, denn:

/ln(x) dx

(d) Bestimme eine Stammfunktion zu sin?(z):

/sin2(x) dx

-
1

= _z -ln(z)-— x - — dz
ey

= xln(m)—/l dz

= zln(z) -z

/sin(m)-sin(m) dx
—— ——

=f =g’

sin(x) - (— cos(x)) — / cos(x) - (—cos(z)) dx

=f =g =f! =g

— sin(z) cos(x) + /COSQ<$) dx

— sin(z) cos(x) + / 1 —sin?(z) dx

— sin(z) cos(x) + / 1 dx
—sin(z) cos(x) + x

(z —sin(z) cos(z))

N =
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Satz 6.3.3 (Stammfunktion per Kettenregel) Sei F' eine Stammfunktion von f. Dann ist
eine Stammfunktion von

h(z) = f(g(x)) - g'(x)

wegen der Kettenregel gegeben durch

bzw.

[ Ho(@)) - ) da = Figla)
Beweis Mit der Kettenregel ist F(g(x)) = F'(g(x)) - ¢'(x) = f(g(x)) - ¢'(x). O

Beispiel Was ist /9563”2 dx ?

Da (e””Q)’ = 27¢*” nach der Kettenregel, gilt umgekehrt:

e = /(emQ)' dx = /QerZ dz

1
/xex2 dr = EeIQ +c

bzw.

Satz 6.3.4 (Substitutionsregel) Sei eine Stammfunktion von f gesucht, d.h.

/ f(zx) dz.

Substituieren wir x = z(s), dann ist Z— = 2/(s) und damit

[ @ do= [ 5(as)) -a'ts) as.

Gegebenenfalls ist eine Stammfunktion von f(z(s)) - 2/(s) einfacher zu finden.

Beispiel Was ist
/\/Ee‘/E dx 7

Wir substituieren & = s2. Damit sind

d
@ _ 2s, alsodr = 2s ds
ds

und

/\/Eeﬁdac = /ses-QSds
= 2/826$d8

Das |6sen wir wie vorhin mit zweifacher partieller Integration.
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Beispiel (Alternativ) Was ist

/\/56‘/E dx 7
Wir substituieren /2 = s. Damit sind
1
ds=——=d
s Ne x

und

/\/Eeﬁ da Erwe:itern 2/(\/.%)26\/5-2\1/> da

T
= 2/8268 ds

6.4 Stammfunktionen von Bruchfunktionen

Satz 6.4.1 (Logarithmische Integration) Es gilt:

() =In|f(z c
[ 5 da =i+

@
@)

Beweis Das gilt wegen der Kettenregel und (In |f(x)|)/

Beispiel

/tan(m) dx_/sm(x) dz = —/(COSW dz = —1In | cos(z)| + c

cos(z) cos(z)

Satz 6.4.2 (Stammfunktionen gebrochen-rationaler Funktionen) Es gelten:

1 1
/ dr = —In|ax+b|+c
ar +b a
/1dx = #(aac—i-b)l_”—i—c n#1
(ax + b)" ~ a(l—n) ’

2r +a 2
/W)dx = ln}x +al‘+b’+c

1
/ dr = arctan(z)+c

1+ 22
L e = L arctan (Vo b>0
11022 r = %arcan( :1:)+c, >
P
Satz 6.4.3 (Quadratische Ergénzung) Seien P(x) = 22 + pz + q und A = T4 die

zugehorige Diskriminante. Dann ist

Es ergeben sich nun folgende Fille:
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1. Ist A =0, so ist p von der Form

wobei y:x+§.

2. Ist A < 0, so ist p von der Form

1 p
3. Ist A > 0, so ist p von der Form
P(z) = A(y* 1) = Ay — 1)(y + 1),

wobei y =

1
wobei y = ——=(z + B).

VAT

Satz 6.4.4 Mit den Substitutionen aus dem vorherigen Satz erhilt man:

1
/E@

JESC I P
22+pr+q V=AJ y?+1
S al ()
VAl y=1Y oy \y=1yr)
1
- & t+¢ , falls A =0

x+p))+c , falls A <0

_ &arctan(m( 5

ngln iig;ﬁ +e , falls A > 0
Beispiel
(a) Sei f(x) = M Dann sind A =0 und
1 1 1
/x2+4x+4dx:/(x+2>2d:v:—$+2+c
(b) Sei f(z) = m Dann sind A < 0 und

1 1
/w2+4m+6dm - /(m+2)2+2d$
- /(a:+2)2+2 )
1 1
= 2/(:8_;2)2+1dl‘
1 1

= 2/2dx
(w) +1

V2

1 2
= 5 . \@arc‘can <H> +c

V2
= L arctan <M> +c
V2 V2

125

, falls A =0

, falls A <0

, falls A >0




1

(c) Sei f(z) = ey p—

Dann sind A > 0 und

e Rl e e

_1/1 L
T 6) r-1 z45"

1
= 6[1n|x—1|—ln|x+5|}+c

11 r—1 n
= —=In c
6 r+5

Wir hatten auch wie oben substituieren konnen, aber wir haben hier die Methode der
Partialbruchzerlegung benutzt.

Satz 6.4.5 (Partialbruchzerlegung) Eine rationale Funktion
P(z) 1 1 1
- p . . ..
a0 ~ T T e e

wobei der Grad des Zahlers P echt kleiner ist als der Grad des Nenners @), bringt man durch
den Partialbruchansatz in die Form

R(x) =

A As A,

:c—a1+(:r—a1)2+ +(:c—a1)k’1
B, By By,

T —as + (x — az)? + (x — ag)k2
e s Ch,

T —as + (x — as)? + (x — ag)ks

_|_

Hierbei lassen sich die Koeffizienten Ay, Ao, ..., B1, Bo, ... durch Koeffizientenvergleich be-
stimmen, indem man fiir x geschickt giinstige Zahlen einsetzt und das entsprechende Glei-
chungssystem |0st.

Ist der Grad des Zahlers P groBer gleich dem Grad des Nenners @), so bringt man R mittels
Polynomdivision auf die Gestalt

_ _ A o P@)
R(z) = = A(z) + 0@

wobei A und p Polynome sind und der Grad von p echt kleiner als der von @ ist. Dann gilt die
vorherige Aussage fiir %.

Beispiel Sei R(z) = @ _915)—(;3_’_ ek Der Partialbruchansatz liefert:
r+3 A B C

@-D@+2? 2-1 z+2"

(x4 2)?
Wir multiplizieren auf beiden Seiten mit (x — 1)(x + 2)2, kiirzen wo méglich und erhalten
r+3=Ax+2)? + Blz—-1)(z+2) + Clz—1)

Jetzt setzen wir giinstige Zahlen fiir z ein, um A, B, C zu bestimmen.

e x = 1 ist sehr giinstig, da eine der Nullstellen im Nenner. Das ergibt:

4
1+3=A1+2?4+0+0 & 4=49 < A=o
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e 1 = —2 ist ebenfalls giinstig, da wieder eine der Nullstellen im Nenner. Das ergibt:
1

—24+3=04+04+C(-2-1) < 1=-3C <« C:—g

e Weitere Nullstellen gibt es nicht. Von daher wahlen wir eine andere einfache Zahl, z.B.
xz = —1. Das liefert:

~14+3=A(-14+2)? + B(-1-1)(-1+2) + C(-1-1)
& 2=A-2B-2C

Hier setzen wir A = % und C = —% ein und erhalten
4 6 10 4
2=--2B4+-=-2B+— & ——=B
9 + 9 + 9 9

SchlieBlich ist

Ruﬁ=§<mf1—xiz‘<mfmﬂ

und wir konnen das Integral ausrechnen, indem wir die Stammfunktionen aus den vorherigen

Tabellen ablesen: ) 3
— 4|z —1|-41 2 7}
/R(:c) 9[ n|x | nl|x+ ’+x+2

6.5 Integrierbarkeit

Definition 6.5.1 Sei f : [a,b] — R eine beschrankte Funktion. Wir konstruieren nun das
Integral von f iiber [a,b],

b
Hﬂz/ﬂmm

Idee: Den Flacheninhalt von Rechtecken kdnnen wir sehr einfach berechnen. Von daher werden
wir die Flache zwischen der z-Achse und dem Graphen von f in geeignete Rechtecke zerlegen,
deren Flacheninhalte wir aufsummieren. Dafiir setzen wir allerdings voraus, dass f beschrankt
und nicht-negativ ist, d.h. der Graph von f liegt stets iiber der z-Achse und unterhalb eines
Wertes S, also 0 < f(z) < S fiir alle z € [a, b].

1. Wir zerlegen das Intervall [a,b] in n beliebig groBe Intervalle
[a,b] = [xo, z1] U [x1,22] U ... U[Tp_1, Ty,

wobei 29 = a < 21 < 22 < ... < x,, = b. Das werden die Grundseiten G; = [z;_1, z;]
der Rechtecke auf der z-Achse, wobei j = 1,...,n. Sie haben eine Lange von

lj = l‘j — xj—l = Al‘j
Diese Zerlegung nennen wir Z. Ist z.B. n = 1, so gibt es keine Zerlegung, da [zg,z1] =
[a, b].

2. Als Hohe des Rechtecks mit Grundseite GG; haben wir zwei zur Auswahl: Entweder wird
die Hohe hj so klein, dass das Rechteck von AuBen gerade noch den Graphen umschlieBt,

oder die Hohe hj_ wird so groB, dass es den Graphen von Innen ganz ausfiillt. Sie
berechnen sich durch:

h; = Minimum von f iiber der Grundseite G; = miGn f(z)
zelj

h;r = Maximum von f iiber der Grundseite G; = max f(z)
zel;

Die groBen Rechtecke nennen wir R;F und die kleinen R;". Die Flacheninhalte sind A(Rj)
bzw. A(R; ).
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3. Wir erhalten dadurch zweimal n Rechtecke von Innen bzw. von AuBen. Der Flacheninhalt
A~ der inneren Rechtecke und der Flicheninhalt der duBeren Rechtecke AT hingen ab
von f und der Zerlegung Z und berechnen sich durch die Summen der Flicheninhalte
der obigen Rechtecke:

AT =3(f,2) =) by Iy =2 min f(z) A,
j=1 =1

zelj;

AT =3(f,2) = g h;r~lj: E m%xf(x) Ax;
. — r€Gy
Jj=1 Jj=1

Dabei heiBen X(f, Z) Untersumme und X(f, Z) Obersumme von f bzgl. der Zerle-
gung 7. Stets gilt B
X(f,2) < X(f,2)

4. Eine Zerlegung Z; kann noch feiner zu einer Zerlegung Z5 zerteilt werden. Ist eine
Zerlegung Zs feiner als Z1, so folgt

S(f.Z1) < X(f,Z2) < B(f, Z2) < X(f, Z1)
Da nach Voraussetzung 0 < f(x) < S ist, gilt zudem fiir jede Zerlegung Z:
0<X(f,2) < X(f,2)<S-(b—a).
Wir zerlegen immer feiner und stellen fest, dass jede Untersumme die obere Schranke

R = S-(b—a) besitzt, da f iiber [a, b] nach oben durch S beschrankt ist nach Annahme,
d.h. fiir alle Zerlegungen Z gilt stets:

Es muss nicht die einzige Schranke sein, aber es gibt - das weiB man aus der Mathematik
- eine kleinste obere Schranke, die wir R nennen, d.h. fiir alle Zerlegungen Z gilt:

X(f,Z2) <R<S-(b—a)

Diese Zahl nennen wir Unterintegral von f iiber [a,b]. Es ist der groBte Inhalt der
Flache, die den Graphen von Innen ausfiillt.

Analog ist das Oberintegral von f iiber [a,b] definiert als die groBte untere Schranke
R, so dass fiir alle Zerlegungen Z gilt:

R <X(f,2)
Es ist der kleinste Inhalt der Flache, die den Graphen von AuBen umschlieBt.

5. Offensichtlich ist stets
R < R

Ist nun R = R, so haben wir das Integral einer nicht-negativen Funktion f definiert
durch:

L%@Mm:R:R

Diese Schreibweise ist durch die obige Konstruktion erklart, die man sich grob wie folgt
als infinitesimale Summe merken kann:

b
[ f@) o~ Y fGa) Ay
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6. Liegt der Graph von f unterhalb der x-Achse, so spiegeln wir ihn an der z-Achse, indem
wir f durch —f ersetzen und die obige Konstruktion fiir —f wiederholen. Dadurch
definieren wir Integrale fiir negative Funktionen:

[ = [(rw) @

Die Flache unterhalb der z-Achse erhilt somit stets eine negative Wertigkeit.

7. Ist f nun beliebig, so kénnen wir f in einen positiven Teil f; und einen negativen Teil
f— zerlegen:

f=r+7 :max(f70)+min(f70)

Das Integral von f ist dann definiert als

[ 1w [ rars [ 1@ a

Es ist aufgrund der Konstruktion genau der Inhalt der Fliche, den der Graph von f
mit der x-Achse einschlieBt, wobei Flichen oberhalb der z-Achse positiv und Flachen
unterhalb der z-Achse negativ gezidhlt werden.

Eine Funktion, fiir die das Integral / f(x) dz existiert, nennen wir Riemann-integrierbar
oder kurz integrierbar.
Beispiel (Aus der Reinen Mathematik) Sei die Funktion f : [0,1] — R gegeben durch:

/1, fallsze@
f@)_{o, falls z € R\ Q

Fiir diese Funktion ist R = 0 < 1 = R, also erst recht R # R. Diese Funktion ist nicht
integrierbar iiber [0, 1].

Satz 6.5.2 (Stetigkeit & Integrierbarkeit)

(a) Jede stetige Funktion ist integrierbar.

(b) Jede differenzierbare Funktion ist integrierbar, da jede differenzierbare Funktion stetig
ist.

Beweis Dass jede stetige Funktion integrierbar ist und dass jede differenzierbare Funktion
stetig ist, sind schwierig zu beweisende Resultate aus der Mathematik. Wir verweisen daher
nur auf Biicher iiber Analysis. O

Satz 6.5.3 (Rechenregeln fiirs Integral) Seien f, g : [a,b] — Rintegrierbar und o, § € R.
Dann gelten:

(a) Das Integral ist linear, d.h.:

[ @+ o) de=a [ @) a5 [ o) a

(b) Zerlegen wir das Intervall [a,b] = [a, ] U [c, b], so l3sst sich auch das Integral zerlegen:

/f M—/f m+/f
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(c) Die Integration in umgekehrter Richtung entspricht

/:f(a:) do = —/baf(x) dz.

Beweis Das folgt alles unmittelbar aus der Konstruktion des Ober- und Untersummen. [

Definition 6.5.4 Sei f : [a,b] — R integrierbar und sei = € [a, b] fest. Dann ist bekanntlich

Fz) = / ") ar

der orientierte Flicheninhalt iiber [a,x]|. Daher und da F'(z) von x € [a,b] abhingt, nennen
wir F' : [a,b] — R die Flachenfunktion von f iiber [a,b].

Satz 6.5.5 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Sei f : [a,b] — R stetig. Dann ist die zugehdrige Flachenfunktion F' eine Stammfunktion
von f, genauer ist I stetig differenzierbar und es gilt F/ = f. Also:

P = ([ s a) =

Beweis Der Beweis ist recht schwierig und findet sich in simtlichen Biichern {iber Analysis.[]

Satz 6.5.6 (Zusammenhang zw. Integral und Stammfunktion) Ist f : [a,b] — R stetig
und F' : [a,b] — R eine (beliebige) Stammfunktion zu f, so gilt:

b
/f(a:) dr = [F(x)]) = F(b) — F(a).

Beweis Ist F' eine beliebige Stammfunktion, so kdnnen wir annehmen, dass sie die Flachen-
funktion plus additive Konstante ist, d.h.

F(x):/zf(t) dt +c

fir x € [a,b]. Dann gelten

F(a):/af(t) dt+c=0+c=c

und deswegen
b b
F(b) :/ f(t) dt+c:/ f(t) dt + F(a).
a a
Umstellen ergibt das gewiinschte Resultat. O
Quintessenz! Wie wir oben gesehen haben, sind alle Stammfunktionen eindeutig bis auf eine

additive Konstante, d.h. alle Stammfunktionen von f sind nichts weiter als die Flachenfunktion
plus Konstante.

e Um Integrale zu bestimmen, berechnen wir (miihevoll) Flachen bzw. die Flachenfunktion.

e Um die Flachenfunktion zu bestimmen, suchen wir Stammfunktionen.

e Um Stammfunktionen zu finden, kdnnen wir auf die Resultate in Abschnitt [6.2] zuriick-
greifen. Wir formulieren die Integrationsmethoden neu im nachsten Abschnitt [6.7]
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6.6 Absoluter & orientierter Flacheninhalt

Beispiel (Aus der Physik) Ein Gegenstand wird auf der z-Achse von a nach b geschoben.
Die hierfiir benétigte Kraft F, die auf den Korper wirkt, ist abhangig vom Ort z. Ist sie konstant
gleich Fg, so ware die zu verrichtende Arbeit

VV = FO . (b — a).
Ist die Kraft nicht konstant, so berechnet sich die Arbeit durch

W:/abF(m) da.

Definition 6.6.1 Sei f : [a,b] — R eine Funktion. Dann ist das Integral

b
10 = [ @) do
der orientierte Fliacheninhalt derjenigen Fliche, die iiber dem Intervall [a,b] vom Graphen
von f und der x-Achse eingeschlossen wird. Dabei werden Flachen unterhalb der z-Achse

negativ, und Flachen oberhalb positiv gezahlt.

Beispiel Sei wieder f(x) = x liber z € [—1,1]. Dann ist

' ’ ! 11
I(f):/ :I:d:c:/ xd$+/xdx:_+:0
-1 —1 0 2 2

Definition 6.6.2 Sei f : [a,b] — R eine Funktion. Dann bezeichnen wir mit

b
A(f) = / (@) da

den absoluten Flacheninhalt derjenigen Flache, die iiber dem Intervall [a,b] vom Graphen
von f und der z-Achse eingeschlossen wird.

Sei g : [a,b] — R eine weitere Funktion. Dann ist

b
Alf9) = [ 1) - gle)] do
a
der Inhalt der Flache, der von den Graphen von f und g eingeschlossen wird.
Beispiel

(a) Sei f(x) = h liber z € [a, b] konstant, wobei i > 0. Dann ist

b
A(f):/ h dz = h(b— a)

der Flacheninhalt des Rechtecks mit Hohe h und Grundseite [a, b].

(b) Sei f(x) =z uber z € [-1,1]. Dann ist

1 0 1
A(f)—/_l\m|dw—/_l(—x)dx+/0 :rdx:%—l—%:l

Hier berechnen wir keine Stammfunktionen, sondern betrachten den Graphen von f und
berechnen die Flacheninhalte der entsprechenden Dreiecke.
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(c) Sei f(x) = v/r? — 2?2 lber z € [—r,r]. Dann ist
A(f) = / ydg:—/ V2 —xQd:c—Trr

der Flacheninhalt des Halbkreises iiber der z-Achse mit Mittelpunkt im Ursprung und
Radius 7.

(d) Seien f(x) =2z und g(z) = = — 1 iiber [—2, 3]. Dann ist

3 3 3
Alr) = [ ) =gl do= [ pr—@-Ddo= [ jos1]ds

-1 3 1 1
:/ —(x—f—l)dx—i—/ :c+1dx:f+8:—7
_9 _1 2 2

6.7 Integrationsmethoden

Satz 6.7.1 (Partielle Integration) Sind f, ¢ : [a,b] — R stetig differenzierbar, so gilt:

b b
/ f@) d@) de = [f(z) g@)]’ - / (@) 9(z) da

b
Beispiel Wir berechnen / xe®dx. Unter Verwendung von f(z) = x und g(x) = e” ist:

a

b b
/x-emd:z = / xz - e dx
a a

=f =9 =f =g

b
= [mew]Z—/ e’ dx
= be’ —ae® — [ex]z =(b—1)e — (a —1)e®

Satz 6.7.2 (Integrieren per Kettenregel) Seien f : [a,b] — R stetig und g : [¢,d] — [a, D]
stetig differenzierbar mit g(c) = a und g(d) = b. Sei F' eine Stammfunktion von f. Dann ist

1
Beispiel Wir berechnen / ze®” dz. Da (612), = 27e*” nach der Kettenregel, gilt umgekehrt:
0

1 1
/ ze” dx = [%exﬂo = %(6 -1)
0

Satz 6.7.3 (Substitutionsregel) Seien f : [a,b] — R stetig. Gesucht sei das Integral

/abf(m) dz

Substituieren wir x = x(s), dann ist dz = 2/(s) ds. Finden wir noch zwei Zahlen ¢, d mit
a = xz(c) und b = z(d), so gilt:

/f dx—/f '(s) ds.

Gegebenenfalls ist eine Stammfunktion von f(z(s)) - 2/(s) einfacher zu finden.
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Beispiel Was ist
9
/ VzeV® dz ?
4

Wir substituieren & = s2. Damit ist
dr = 2s ds

Die alten untere Grenze ist x = 4, und die obere ist x = 9. Die neue untere ist s = 2, da
s> =22 =4, und die neue obere s = 3, da s? = 33 = 9. Insgesamt ist:

9 3
/\/Eeﬁ de = /\/;26‘/;2 d(s?)
4 2
3

= /ses~23ds
2
3
= 2/ s2e® ds
2

Das I6sen wir wie vorhin mit zweifacher partieller Integration.
Beispiel Zu bestimmen ist
/1 dx
0 Va(l+a)
Hier stort die Wurzelfunktion, die wir mit s = /= substituieren. Die neuen Grenzen werden

1
s =10=0 bzw. s = v/1 = 1. Ferner ist ds = —— dx. Das setzen wir ein:

2z
1 dx L | 1
[ i =2 s

1
1
= 2/ ds
0 1+S

= 2[In(1 +5)],
= 2In(2) —2In(1) = 21In(2)

Aufgabe: Losen Sie dasselbe Integral mit der Substitution = = (t — 1)2.

Satz 6.7.4 (Logarithmische Integration) Sei f : [a,b] — R\ {0} eine stetig differenzierbare
Funktion, die keine Nullstellen hat. Dann gilt:

b pr
/ @4 — [mlf@)’ = f(b)'
o f(@) ¢ f(a)
Die Formeln fiir die Integration von rationalen Funktionen mit Grenzen sparen wir uns
hier an dieser Stelle und verweisen auf das Ende des Abschnitts Dort miissen nur noch
die Grenzen eingefiigt werden. Allerdings treten hier neue Probleme auf, wenn die Funktion
Polstellen hat. Das untersuchen wir im ndchsten Abschnitt.

Definition 6.7.5 Wir betrachten eine differenzierbare Funktion f : [a,b] — R mit f(x) > 0.
Lasst man die Flache zwischen der z-Achse und dem Graphen von f um die x-Achse rotieren,
so entsteht der Drehkérper)

Du(f) = {(&,y,2) R’ |a<az<b, v’ +2° < (f(2))*}.

Zur Erinnerung: Die Losung der Ungleichung 32 + 22 < r? gibt eine Kreisscheibe in der yz-
Achse um den Ursprung mit Radius > 0. Von daher kann r(x) = |f(x)| als Radiusfunktion
gedeutet werden.
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6.8 Uneigentliche Integrale

Beispiel (Aus der Physik) Welche Arbeit W wird verrichtet, um einen Kérper von der Erd-
kugel R in den Weltraum s zu beférdern, ohne dass er zuriickkehrt, also s — co?

M

R
or X
=

m
0D
g
s —s

Quelle: K.A. Keil, J. Kratz, H. Miiller, K. Worle, ,,Die Infinitesimalrechnung”, Bayrischer Schulbuch-Verlag, 1.
Auflage, 1990

Da der Korper gegen die Gravitationskraft arbeitet, wahlen wir als Weg-Kraft-Funktion

wobei G die Gravitationskonstante, M die Masse der Erde und m die Masse des Korpers ist.
Die zu verrichtende Arbeit ist dann

s
W = lim F(z) dx
S—o0 R
51
= GmM- lim — dzx
S—oo R ™
175
— GmM- lim [_7}
S—o00 xlR
— GmM- lim [—1+1]
S—oo S R
= GmM l
N R

1
Beispiel Die Funktion f(x) = NG hat eine Unendlichkeitsstelle in © = 0. Trotzdem existiert
€T

das Integral

|
— dx.
I~

Wieso und wie berechnet man es?
Definition 6.8.1 Es seia € RU{—o00} und b € RU {+00}.

(a) Sei f:]a,b) — R stetig. Wir setzen

b t
| t@rde =t [ @) a.

falls der Grenzwert existiert.

(b) Sei f: (a,b] — R stetig. Wir setzen

b b
|t de =t [ fa) da,

falls der Grenzwert existiert.
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(c) Seien f: (a,b) — R stetig und ¢ € (a,b) eine feste Zahl. Wir setzen

/abf(x)dx = }{rlll/f dw—l—hm/f

falls beide uneigentlichen Integrale existieren. In diesem Fall hdngt das Integral nicht von
der Wahl von c ab.

(d) FALLS beide existieren, kann man auch im Spezialfall kiirzer rechnen:

ey de =t [ re) do

Aber das weill man leider vorher nicht.
Beispiel

(a) Wie im Beispiel rechnen wir:

too g 17" 1
/ — dx = lim [—} = 1— lim - =
1 T t, /oo T4 t/Hoo t

(b) Das folgende Integral existiert nicht!

1 1 1
/ —dr = lim [ln(x)] = limIn(t) = —oc0
o T t\,0 t t\,0

(c) Hier miissen wir das Integral auftrennen:

oo 0 1 oo
= _dr = dx —d
/_OO 1+a2 / 1422 +/0 1+a2

0 1 b

= lim dr + lim — dx

s\—00 1+ 552 t/ oo Jo 1+ 2

. . t
= 8{12100 [arctan(a:)]t + t}?oo [arctan(x)]o
= 0— lim arctan(s)+ lim arctan(t) —0
$N\(—00 t /oo

T
= —+4+—-—=m.

2 2

Moglich ware daher auch

+o00 1 R 1
/ 5 dr= lim — 5 dz=m.
oo 142 R J_pl+4x

(d) Hier kdnnen wir die Integrale nicht auftrennen. Daher macht das Integral auch keinen
Sinn.

oo 9 0 92 oo 9
/ Y g = / T dx +/ T
oo 1+ a2 1+a2 o 1422

0 t
I 22 et lim 2 e
s\—oo J, 14 22 t oo Jo 14 x2
= i 0—1In(1+ s? li In(1+¢%)—0
s\lgloo[ Il( ts )} +t}+mm [ Il( ) ]
= —ocot+oo="7?
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Andererseits ist

dr = li
oo 1+ a2 R et _p 1+a?

/+oo 21 +R 2

da der Integrand punktsymmetrisch zum Ursprung ist und sich daher die Flachen links
bzw. rechts der y-Achse gegenseitig aufheben.
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7 Kurven

Vorbereitung

e Studiport LE7 (Trigonometrie)

e Studiport LE9 (Differentialrechnung)

e Studiport LE10 (Integralrechnung)

Roter Faden

e

Wir beschéaftigen uns mit parametrisierten ebenen Kurven, d.h. Abbildungen von der

Gestalt
a: I =R aft)= (?jgg) ,

wobei I C R ein Intervall und =,y : I — R (meist) stetige Komponentenfunktionen
sind.

Der Verlauf einer solchen Kurve, auch Spur genannt, hat verschiedene Interpretationen in
der Physik und Mechanik, z.B. als Spur eines Teilchens, dass sich durch die Ebene bewegt.

/
Die Geschwindigkeit der Bewegung wird durch den Ableitungsvektor o/(t) = (;Eg)
ausgedriickt.

Falls der Ableitungsvektor nicht verschwindet, d.h. die Kurve regular ist, ist er der Tan-
gentialvektor an der Kurve im Punkt a(t). Der dazu orthogonale Vektor ist der Norma-

lenvektor o, (t) = (;%’éi?)

Wir berechnen die Lange einer Kurve und den Inhalt der Flache, die durch einer Kurve
umschlossen wird, oder die Mantelfliche eines Drehkorpers, sowie das Volumen des
Drehkorpers.

Kurven kénnen wie Vektoren auch in Polarkoordinaten dargestellt werden. Daraus erge-
ben sich andere, teils leichtere Formeln fiir die Bogenlange und den Flacheninhalt.

Lernziele

Wissen

Sie wissen was man unter einer parametrisierten Kurve versteht.

Sie kennen Definition und Bedeutung des Ableitungsvektors (Stichworte: Regularitit,
Tangente, Normale).

Sie kennen die Interpretation des Ableitungsvektors als Geschwindigkeitsvektor und den
Zusammenhang zur Bogenlange einer parametrisierten Kurve.

Sie wissen, dass man in der Ebene unterschiedliche Koordinatensysteme verwenden kann
und verstehen den Aufbau von Polarkoordinaten.
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Konnen

e Sie beherrschen die Koordinatentransformation zwischen kartesischen und Polarkoordi-
naten.

e Sie kdnnen Kurven in der Ebene sowohl in kartesischen als auch Polarkoordinaten para-
metrisieren.

e Sie kdnnen parametrisierte Kurven auf Regularitit untersuchen und Tangenten und Nor-
malen bestimmen.

e Sie konnen fiir eine parametrisierte Kurve die (Bogen-)Lange berechnen.

e Sie kdnnen entscheiden, wann es méglich ist, fiir eine parametrisierte Kurve den umfah-
renen Flacheninhalt zu berechnen, und dies ggf. ausfiihren.

e Sie koénnen die Mantelflache & das Volumen eines Drehkérpers berechnen.

7.1 Kurven in der Ebene

Beispiel 7.1.1 (Zykloide/Rollkurve) Wenn ein Rad auf einem Geraden Weg abrollt, erzeugt
der Reflektor P = <x> im Rad eine Spur, die sog. Rollkurve. Dabei hingen P bzw. seine
Komponenten x,y voa einem Laufparameter ¢ ab (z.B. Zeit oder Winkel), d.h. P = P(t) =
<x(t)> Wie sehen die Komponenten = = x(¢) und y = y(¢) fiir die Rollkurve konkret aus?

y(t)
- (1) ()-+(24)

Es gilt:
Der Parameter t stellt den Drehwinkel dar, r der Radius des Rades und a der Abstand von der
Radachse zum Reflektor.

44

2

Quelle: Lindner, A., , Die Spur von Reflektoren als Rollkurve", 2020, https://www.geogebra.org
Beispiel 7.1.2 (a) Eine Gerade G im R? haben wir beschrieben durch
G=d+Ri={G+1t5:tcR}

Dabei ist t ein Parameter, der die reellen Zahlen durchlduft. In diesem Sinne wir die
Gerade durch t parametrisiert und wir kdnnen die Gerade als Abbildung darstellen:

G:R — R?

=t ()4 () - (4 ) - (1),
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(b) Seien @ und b zwei Punkte im R2. Die Verbindungsstrecke dieser beiden Punkte kann
als parametrisierte Kurve dargestellt werden:

S :[0,1] — R?
St)y=(1—t)@a+th=a+t(b—a)

Alternativ:
S:[-1,1] — R?

1 an

S(t) 2(5+ @)+ 5(b—a)

Definition 7.1.3
(a) Unter einer (parametrisierten) Kurve verstehen wir eine Abbildung

a:I —R? | at) = (:n(t))

wobei I ein Intervall in R und beide Komponentenfunktionen x,y : I — R stetig
sind.

(b) Wir nennen die Kurve glatt, falls die Komponentenfunktionen stetig differenzierbar sind.

(c) Die Kurve a erzeugt also zu jedem Zeitpunkt ¢ einen Vektor bzw. Punkt a(t) im R2. In
diesem Sinne zieht die Kurve eine Spur im R2, wenn ¢ das Intervall I durchliuft,

Spur(a) = {a(t) : t € I} C R
Beispiel 7.1.4 (a) Ein (einfach umrandeter) Kreis mit Mittelpunkt /7 € R? und Radius
r>0:

a:[0,21) — R | alt) =+ <008(t))

(b) Der Graph einer stetigen Funktion f: Dy — R:
a:Dp —R* | a(t)z( t )
ft)

(c) Die Neilsche Parabel
2
a:R—R? | a(t):Cg).

(d) Algebraische Kurven, die durch Polynome in x, y-Koordinaten erzeugt werden, z.B. eine

Ellipse um den Ursprung
2 2
(f) + (5) =1, ab>0,
a b

die aber auch durch eine Kurve angegeben werden kann:

a:[0,2m) =+ R?, a(t) = (Z:ﬁf((f)))
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7.2 Ableitung, Tangente und Normale einer Kurve

Definition 7.2.1 Sei a : I — R? eine glatte Kurve.

(a) Dann ist der Ableitungsvektor von « definiert durch

alt+h) — alt) _ <;;:Eg> ‘

(b) Die Kurve ist in ty € I reguldr, wenn der Ableitungsvektor nicht verschwindet, d.h.

Oé/(t()) #* 0 < x/(to) #0 V y/(t()) £ 0.

"(t) = 1i
ol (t) B0 h

(c) Demzufolge ist in ¢ty € I nicht reguldr, wenn der Ableitungsvektor verschwindet, d.h.
O/(to) = 6 = x/(to) =0 A y/(to) =0.

(d) Ist « in to reguldr, nennen wir den Ableitungsvektor (ty) auch Tangentialvektor, da
a/(tp) tangential an der Kurve im Punkt a(tg) liegt.

Beispiel 7.2.2

(a) Die Gerade «(t) = d+R4 ist regular, denn fiir jeden Zeitpunkt ¢ € I ist verschwindet der
Ableitungsvektor nicht, denn o/(t) = @ # 0. Daher ist jeder Ableitungsvektor o/(t) = ¥
auch der Tangentialvektor der Geraden.

— sin(t)

cos(t)
keine gemeinsamen Nullstellen und der Radius r ist stets positiv.

(b) Der Kreis ist regular, denn o/(t) = r- < > # 0, denn Sinus und Kosinus besitzen

(c) Der Graph einer differenzierbaren Funktion f ist regular, denn o/ (t) = (f’tt)) # 0.

32 |- Damit ist sie in allen Punkten ¢ # 0 regular
und im Punkt ¢ = 0 nicht reguldr. Daher ist o/(¢) fiir t # 0 der Tangentialvektor und
fir ¢ = 0 nur der Ableitungsvektor o/ (0) = 0.

(d) Fiir die Neilsche Parabel ist o/ (t) = <2t

Zur Erinnerung: Sei v = (Zl> € R?. Dannist v, = (-1}112) der zu ¥/ orthogonale Vektor, d.h.
2 1

(U,71) = 0. Es gilt fiir den orientierten Flichenhalt des von zwei Vektoren ¥/, 1 aufgespannten
Parallelogramms P die Beziehung:

A(P) = det (0, 7) = (0,7, )

Ferner stimmen die Langen von ¢ und ¥/| iberein, d.h. ||7|| = ||U]|, da ¥, aus ¥ durch
Drehung um 90° gegen den Uhrzeigersinn und sich dabei die Lange nicht dndert.

Definition 7.2.3 Sei o : I — R? eine glatte Kurve, die in ¢ regulir ist.

/

(a) Istd/(t) = <§:Eg> #0,s0ist o/, (t) = <$@,/(S)> der Normalenvektor, der orthogonal

zum Tangentialvektor ist.

/
t
(b) Der normierte Normalenvektor n,(t) = m ist der Einheitsnormalenvektor. Er
oL
besitzt Einheitslange, denn:
o/, (]
[na ()] = =1
" lo, (@)
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cos(t)
sin(t)
Tangentialvektor, der Normalenvektor und der Einheitsnormalenvektor gleich

“0= (") = (Cmty) e om0 = (2o

da [|&, (1) = /(= cos(t))% +sin(t)? = y/cos2(t) + sin®(t) = V1 = 1.

Beispiel 7.2.4 Wir betrachten den parametrisierten Kreis é€(t) = ( ) Dann sind der

Beispiel 7.2.5 (Geschwindigkeit) Eine Kurve a kann als Ort-Zeit-Kurve interpretiert wer-
den. Dann lassen sich der Ableitungsvektor o (t) als Geschwindigkeit bzw. Geschwindigkeits-
vektor &(t) und der Vektor o’(t) als Beschleunigungsvektor ¢ (t) zum Zeitpunkt ¢ interpre-
tieren. Die Linge des Geschwindigkeitsvektors ||o/(t)]| ist das Tempo (,,Schnelligkeit”). Der
Normalenvektor ¢ ist proportional zur Zentripetalkraft, also derjenigen Kraft, die wirkt, um
das Teilchen auf der Kurve zu bewegen.

Tangentiale Bahn bei
Abwesenheit der
Zentripetalkraft

Kreisbahn als Folge
der Zentripetalkrai

Geschwindigkeit V'

Zentripetalkraft =
v z
Mittelpunkt

(Quelle: Wikipedia)

7.3 Berechnung von Bogenliange und Flacheninhalt

Satz 7.3.1 (Lange einer Kurve) Ist a : [a,b] — R? eine glatte Kurve, so ist ihre Linge
bzw. Bogenldnge gegeben durch:

b b
L(a) = / o' ()] dt = / VEO? T G0 dt.

Beweis (ldee) Die Idee ist, die Kurve durch Geradenstiicke zu approximieren, deren Linge wir
leicht berechnen kénnen. Genauer konnen die Geradenstiicke grob durch die Tangentialvektoren
beschrieben werden. Dazu zerlegen wir das Intervall [a, b] wie gewohnt in Teilintervalle

[CL, b] = [to,tl] @] [tl,tQ] U...U [tnfl,tn],

wobei tg =a <ty <...<t,="0bist. Fir j =1,...,n sei G; das Geradenstiick, das c(t;_1)
mit «(t;) verbindet. Ist die Zerlegung fein genug, so gilt in etwa

aty) —altj—1) ~ (tj—1) - (tj —tj—1) = o/(tj—1) - Aty
Daher gilt fiir die Lange des Geradenstiicks

lats) = altj—)ll ~ Nle/ (1) - At = o/ (1) - At;.
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Die Lange der Kurve erhdlt man nun als infinitesimale Summe iiber die Langen aller Gera-

denstiicke, d.h. ,
= [l it ~ Y o' t-0] - At
@ J
Beispiel 7.3.2 Ein Satellit bewege sich einmal um einen Korper entsprechend einer Ellipse,

d.h.
a:[0,2n] = R?,  a(t) = <(ZZ)Z1OnS((f))> .

Welche Strecke legt er dabei zuriick? Hierfiir berechnen wir seine Bogenlinge

s = [ (e ) a

21
:/0 V(—asin(0))? + (beos(D))? dt
_ /% Va2 sin?(t) + b2(1 — sin(t)) dt

21
/ VB + (a2 — 12) sin2(t) dt

Dieses Integral ist ein sog. elliptisches Integral, dass keine Formel fiir eine Stammfunktion
besitzt und daher nur numerisch berechnet werden kann, auBer fiir a = b = r, also einem
Kreis. In diesem Fall ist die Bogelange gleich dem Kreisumfang,

2T 27
L(a) = \/r2+0dt—/ r dt = 27r.
0

0

Satz 7.3.3 (Inhalt einer umschlossenen Fliche) Es sei o : [a,b] — R? eine glatte, ge-
schlossene Kurve, d.h. a(a) = a(b), die einen Punkt niemals zweimal durchlauft. Ferner bein-
halte die Flache F,, den Ursprung, und der Winkel zwischen «(t) und der z-Achse steige mit
t streng monoton. Dann berechnet sich der Inhalt der umschlossenen Flache Fy, als:

b
;/ | det(a(t), o/ ()| dt

Beweis (ldee) Zerlegen wir das Intervall [a, b] fein genug,
[CL, b] = [to,tl] U [tl, tg] Uu...u [tnfl,tn],

wobei tg = a <t < ... <t, =, so entspricht a(t;_1) und a(t;) so nahe, dass a(t;) in etwa
a(tj—1) + o/ (tj—1) - At; entspricht. Das Dreieck Dj, dass von «(tj—1) und «(t;) aufgespannt
wird, hat dann den Flacheninhalt

A(DJ)Z%\det(Oé(tj—l)ﬁa(ta\ *|det( a(tj—1),a(tj—1) + o/ (tj-1) - Aty)|

*|det( altj-1),0/(tj-1))| - At;

Der Inhalt der von v umfahrenen Fliche F, erhdlt man nun als infinitesimale Summe iiber alle
Zerlegungen, d.h.

2
1
~ 5 Z ‘ det(oz(tj,l), O/(tjfl)} . At]’
J

21
A(E,) = 1/0 | det(a(t), o/ ()|dt

142



Beispiel 7.3.4 Wir berechnen die Fliche der Ellipse, die durch a(t) = (Z::fg;) firt €

[0, 27r] parametrisiert wird, wobei a,b > 0. Wir benétigen
1 [ —asin(t)
o(t) = ( b cos(t) )
ond dea(t). /() = det (Sonl) )
= acos(t) - beos(t) — (—asin(t)) - bsin(t) = abcos?(t) + absin?(t)
= ab(cos®(t) + sin®(t)) = ab.

=1
Da a,b > 0 sind, ist det(«(t),a/(t)) = |ab| = ab. Der Flacheninhalt der Ellipse ist nun

1

27
Fa= /0 det(a(t), o/ (1)) dt

27 1
_/ ab dt = —ab- 27 = wab.
0 2

Satz 7.3.5 (Mantelflache eines Drehkorpers) Sei f : [a,b] — R eine nicht-negative, stetig
differenzierbare Funktion. Die Mantelfldche des Drehkérpers D, (f) ist

b
A(D,(f)) = 2n / f@)VIT (@) dr.

Beweis (Idee) Der Trick hier ist, den Graphen der Funktion f als Kurve a(t) = (fft))

! ) zu schreiben und die Drehfigur durch Kegelstiimpfe zu

f'(t)
approximieren. Die Formel fiir den Flacheninhalt eines Kegelstumpfs bendtigt die Lange seiner
Mantellinie, die wir einfach mit Hilfe der Lange des Tangentialvektors der Kurve ausrechnen
konnen. Dazu zerlegen wir das Intervall [a, b] wie gewohnt in Teilintervalle

mit Tangentialvektor a(t) = <

[(I, b] = [to,tl] @] [tl,tg] U...U [tnfl,tn],

wobei tg = a <ty < ... <t, = bist und wir ¢ statt & schreiben. Fiir j = 1,...,n sei nun K;
der Kegelstumpf in yz-Koordinaten

mit Radien i = f(tj_l), Rj = f(tj) und Hohe h]‘ =t;j—tj1= At]‘.

Die Lange m; der Mantellinie ist die Lange der Verbindungsstrecke zwischen «(t;—1) und
a(t;). Ist nun die Zerlegung fein genug, so entspricht die Differenz «(t;) — a(t;—1) in etwa
o/(tj—1) - Atj, d.h. fiir die Lange der Mantellinie gilt:

m; = [la(t;) — altj—1)| = o/ (t;-1) - A

= lla’(tj—1)|| - Aty = /14 (f'(tj-1))% - At;

Dann ist seine Mantelflache gleich

A(Zj) =m- (R + 1) -my =7 (f(t;) + f(ti-1)) /14 (f'(t-1))?
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Die Mantelflache des Drehkorpers D = D, (f) erhalt man nun als infinitesimale Summe iiber
alle Zerlegungen, d.h.

b
AD) = = / (F(2) + F@)VI T (F@)? da
TSP RN W)+ F(85)) 1+ (F1(E-1))? - Aty

J

Satz 7.3.6 (Volumen eines Drehkorpers) Das Volumen des Drehkdrpers D, (f) ist

b
V(D.(f) = = / (f(2))? da.

Beweis Die Idee ist, das Volumen wieder durch geometrische Figuren zu approximieren, deren
Volumen wir leicht berechnen kénnen. In diesem Fall bieten sich Zylinder an, deren Grundseiten
in den yz-Koordinaten liegen. Dazu zerlegen wir das Intervall [a, b] wie gewohnt in Teilintervalle

[a,b] = [xo,z1] U [x1,22] U ... U[Tp_1,Zn],

wobei g = a < 71 < ... < x, = bist. Fiir j = 1,...,n sei nun Z; der Zylinder in
yz-Koordinaten

mit Radius rj = f(ﬂfj) und Hohe hj =T; —Tj-1 = A:Ej,
also Z; = {(fc,y,z) cR3 | zj1 <ax <z, P2 < r?}
Dann ist sein Volumen gleich

V(Z;) =m-1F-hj=m-(f(x)? - Az;.

Das Volumen des Drehkorpers D = D, (f) erhdlt man nun als infinitesimale Summe iiber die
Volumen aller Zylinder, d.h.

b
()P Aay ~ [ (1) dz = V(D)

7.4 Polarkoordinatendarstellung von Kurven

Definition 7.4.1 Wie wir schon bei den Vektoren gesehen haben, existieren fiir jeden Punkt

P= (x) € R?
Y
Zahlen r > 0 und ¢ € [0, 27) so dass:

x = r-cos(p),
y = r-sin(p).

Man nennt (7, ¢) Polarkoordinaten von P und hat die Darstellung

A= (3= () = (@)

Bewegt sich nun der Punkt in Abhingigkeit eines Parameters ¢, so hangen auch der Radius
r = r(t) und der Winkel ¢ = (t) von ¢ ab. Wir erhalten so eine parametrisierte Kurve

P(t) = r(t) (Z?r?((g((g))) '
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Umgekehrt sei I C R ein Intervall und r : I — R eine stetig differenzierbare Funktion. Dann
nennen wir

cos(t)

w1 R, a0 (S0 e mie at - (10

eine Kurve in Polarkoordinaten (mit Radiusfunktion r = r(t) auf I).

Hinweis: Manchmal verzichtet man auf die Angabe von o und I und gibt nur die Radiusfunktion
r = r(t) an, wobei man sich immer €(t) und I = [0, 2] hinzudenkt. Fiir die Winkelfunktion
belassen wir es bei ¢(t) =t der Einfachheit halber.

Beispiel 7.4.2
(a) Ein Kreis mit festem Radius > 0 um den Nullpunkt:
r(t)=r, te]l0,2n]

(b) Logarithmische Spirale mit ¢ > 0:

r(t)=e* teR

(c) Liegt eine Kurve in Polarkoordinaten vor, die geschlossen ist, also z.B. r(0) = r(2),
und 27-periodisch, so wird sie fiir t > 27 nochmal durchlaufen. Ist also t € I = [0, 27k]
mit k£ € N, so wird die Kurve k-mal gegen den Uhrzeigersinn durchlaufen. Ist & eine
negative ganze Zahl, so wird die Kurve k-mal im Uhrzeigersinn durchlaufen.

a cos(t)
bsin(t)
Polarkoordinaten vor, da die beiden Komponentenfunktionen keine gemeinsame Radi-
usfunktion besitzen, falls a # b. Wie ist dann die Ellipse in Polarkoordinaten? Nun, das
ist nicht sehr einfach zu bestimmen und erfordert gute Kenntnisse der Geometrie. Die
Radiusfunktion ist aber gleich:

(d) Achtung! Eine Ellipse in der Gestalt a(t) = ( > mit @ > b > 0 liegt nicht in

_ p
1+ ecos(t)’
b2 [a2 — b2
wobei p= — und ¢ = VI die sog. Exzentritat der Ellipse sind.
a a

Satz 7.4.3 (Regeln fiir Kurven in Polarkoordinaten) Ist » = r(¢) eine Kurve in Polarko-
ordinaten, so gelten:

(a) Ist &(t) = (‘;fjg))) soist &() = <‘C§;‘Z§§)> — e,
(b) fla®)|l = |r(2)]

(c) a'(t) =7'(t) - &(t) +r(t) - €L(t)
(d) [l ()]l = V/(r(1)? + (r'(1))?
(e) det(a(t),d(t)) = (r(t))?

b

Beweis (a) Das folgt sofort aus der Definition fiir v/} = (;W).
1
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(b) Das folgt aus der Produktregel:

o (t) = <(T(i) sin(t))’) - (:’(i) sin(t) +:(f) C;)s(t)>

cos(t) — sin(t)

=) (St ) 4 (0O) = 0 et 410

(c) Hierfiir nutzen wir u.a. die Eigenschaften der Norm und erinnern uns, dass r(t) > 0:

ol = o) (St ) 1= 1o - (Gomty) ) 1

r(t) >0

L2 1(8) - \Jeos? () + sin2(t) = r(t) - 1 = r(t).
(d) Wir erinnern uns an die Formel |7 + ||? = ||7]|? + 2(¥, @) + ||7]|*>. Dann gilt:

la @)1 = [I'(2) - €(t) + r(t) - €L (D)

Wurzelziehen auf beiden Seiten ergibt:

la®)ll = V/(r())? + (' (£))?

(e) Hierzu benutzt man Regeln fiir die Determinante:

det (a(t),a(t)) = det (r(t) - €(t),r'(¢) - €(t) + r(t) - €L(2))

= det (r(t) - €(t), 'r(t) é(t)) + det( (t) - e(t),
= r(t)r'(t) - det (&), &(t)) +( - det (&(t),

\—,_/ \—:,_/

=0

Korollar 7.4.4 (Bogenldnge in Polarkoordinaten) Ist » = r(¢) mit t € [a,b] eine Kurve in
Polarkoordinaten, so gilt:

b b
L(a) = / o' ()] dt = / VEOE T (P02 dt

Beweis Siehe Rechenregeln in Satz[7.4.3]

Beispiel 7.4.5 Sei 7 = e mit ¢ > 0 und t € (—o0, b] eine logarithmische Spirale. Dann gilt:

b b
L(a) = lim Vet 4 c2e2ct dt = lim e/ 14 c2 dt
a——00

a—r—0o0 a a

b
1
1+¢2 lim /eCt dt =1+ lim [fed]fi
a——oo [, =a

a——o0 te
_vi+ & lim (e®~¢") = 1+ e,
c a——00 c
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Korollar 7.4.6 (Inhalt einer Fliache in Polarkoordinaten) Sei r = r(t) eine Kurve in Po-
larkoordinaten, die eine Fliche nur einmal umlauft, also t € [0,27], und die geschlossen ist,
also r(0) = r(27). Dann berechnet sich die umfahrene Fliche als:

1

27 2
A(F,) = 2/0 | det(a(t), o/ (t)]|dt = ;/0 (r(t))? dt.

Beweis Siehe Rechenregeln in Satz[7.4.3]

Satz 7.4.7 (Regularitat & Polarkoordinaten) Ist r = r(t) eine Kurve in Polarkoordinaten,
so gilt:

(a) to ist ein reguldrer Punkt, falls (ty) # 0 oder 7/(ty) # 0.

(b) to ist kein reguldrer Punkt, falls r(¢9) = 0 und 7’/(¢g) = 0.

Beispiel 7.4.8 Die Kurve r = sin(t) ist regular fiir jedes ¢. Ware die Kurve regulér, so miisste
r(t) = r'(t) = 0 sein, d.h. sin(t) = —cos(t) = 0. Da beide keine gemeinsamen Nullstellen
haben, gibt aber es solches ¢ nicht. Es gilt daher stets r(tg) # 0 oder 7/(tp) # 0.
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8 Analysis & Differentialrechnung in mehreren Variablen
Vorbereitung

e Studiport LE8 (Hohere Funktionen)

e Studiport LE9 (Differentialrechnung)

e Studiport LE12 (Vekoren und analytische Geometrie)

e

e Wir haben bereits Abbildungen in Form von Funktionen f : R — R in einer Variablen und
parametrisierte ebene Kurven o : R — R? kennengelernt. Nun studieren wir allgemeine
Abbildungen f : R® — R allen voran Funktionen in mehreren Variablen f : R® — R.

Roter Faden

e Wir befassen uns mit der Stetigkeit und den verschiedenen Arten, die Differenzierbarkeit
fiir Funktionen in mehreren Variablen einzufiihren.

e Als Anwendung gewinnen wir Sitze, die uns die Untersuchung der Funktionen auf Ex-
tremstellen ermoglichen. Hierzu lernen die Entsprechungen der ersten und zweiten Ab-
leitungen von Funktionen in mehreren Veranderlichen kennen.

Lernziele
Wissen
e Sie verstehen den Stetigkeitsbegriff fiir Abbildungen R™ — R¥.

e Sie kennen den Unterschied zwischen partieller und totaler Differenzierbarkeit.

e Sie verstehen die Bedeutung des Gradienten als Richtung des stirksten Anstieges einer
Funktion und zur Bestimmung von Richtungsableitungen.

e Sie kennen den Zusammenhang zwischen Gradienten, Hesse-Matrizen und der Existenz

von lokalen Extremstellen.

Koénnen
e Sie konnen eine Abbildung f : R — R* auf Stetigkeit untersuchen.
e Sie konnen partielle Ableitungen, Gradienten und Jacobi-Matrizen berechnen.

e Sie beherrschen die Rechenregeln fiir differenzierbare Abbildungen, insbesondere die Ket-
tenregel.

e Sie konnen Extremstellen differenzierbarer Funktionen f : R? — R bestimmen. Insbe-
sondere kdnnen Sie ermitteln, ob (2 x 2)-Matrizen positiv, negativ definit oder indefinit
sind.
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8.1 Grenzwerte & Stetigkeit
Definition 8.1.1

(a) Wir nennen einen Vektor & im R™ eine Vektorfolge, falls alle Komponenten xj des
Vektors selbst reelle Zahlenfolgen sind, d.h. z;, = (2 ;) jen. Von daher benutzen wir fiir
Vektorfolgen das Symbol (Z;);en.

(b) Die Vektorfolge (Z;);en konvergiert gegen den Grenzvektor ¢, falls jede Komponente
(k) )ken der Vektorfolge gegen die Komponente ¢ von ¢ konvergiert. Man schreibt

dafiir
,lim fj =c
j—o00
oder auch
Tj — ¢ fir j— oo.
Beispiel 8.1.2
it 0
cos(1/j 1 .
(a) Konvergente Vektorfolge Z; = (j /7) 1 | mit Komponenten
Tty
joe 0
1 . 5 —j
r,; = 7 xoj = cos(1/7), x3; = I und x4 = j’e
it 0
_ . cos(j) ?
(b) Nicht-konvergente Vektorfolge: Z; = j — |
i+j
joel +00

Definition 8.1.3 Seien f : R” — R eine Funktion und ein Vektor a@ gegeben.

(a) Falls fiir jede Vektorfolge () en, deren Glieder niemals @ sind, die aber gegen a kon-
vergiert, die Auswertungen von Z; unter f gegen eine Zahl ¢ konvergieren, d.h.

lim f(Z;) =c¢ (18)

j—0o0

so schreiben wir symbolisch
lim f(7) = c.
r—a
Achtung! Es muss nicht automatisch gelten, dass ¢ = f(@) ist. Es kann sein, dass die
Funktion in @ springt, z.B.
[0, fallsZ#0
(@) = { 1, falls@=0
Es ist hier lim f(&) = 0, aber f(0) = 1.

Z—0

(b) Falls tatséchlich ¢ = f(a) ist, so sagen wir, dass die Funktion f stetig in @ ist, d.h. es
muss gelten:

lim f(7) = f(a) (19)

T—a

(c) Ist f: R™ — R fiir jeden Punkt @ € R" stetig, so sagen wir, dass f (iiberall) stetig ist.
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Bemerkung Setzen wir in die Definition der Stetigkeit in die Definition der Grenzwerte
fur Funktionen ((18) und Folgen ein, so erhalten wir die Bedingung

lim f(Z;) = f(a@) = f(lim Z),

j—00 Jj—00
fiir jede Vektorfolge (Z;);en, die gegen @ konvergiert. Das bedeutet, dass die stetigen Funk-

tionen genau diejenigen Funktionen sind, die Grenzwertprozesse im Definitionsbereich auch im
Wertebereich erhalten. Das deutet an, dass keine Spriinge im Graphen erlaubt sind.

Beispiel Die Normfunktion f(x) = [|z| ist auf ganz R" stetig, denn sei (Z;);cn eine Folge,
die gegen @ konvergiert. Dann gilt:

lim f(Z;) = lim ||Z;] = lim \/x%j Y
J—00 Jj—00 J—00 k

Wurzel stetig . o ~
1 \/.hm (a2, 4.+ a2 ) = \Ja +...a2 = || = f(@).

j—o0

Graph der Normfunktion f(Z) = ||Z|| = /2% + y?

Satz 8.1.4 (Rechenregeln fiir stetige Funktionen)
Seien zwei stetige Funktionen f, g : R™ — R gegeben. Dann gelten:

(a) Die Summe f + g ist stetig.
(b) Das Produkt f - g ist stetig.

(c) Der Quotient f ist stetig auf {¥ € R"™ : g(¥) # 0}.
g

(d) Die Komposition aus f und einer Funktion A : R — R in einer Variablen ist stetig,
also ho f.

Beweis Diese Rechenregeln folgen sofort aus den Rechenregeln fiir Folgen, die sich problemlos
auf Vektorfolgen iibertragen lassen. O

Satz 8.1.5 (Extremwerteigenschaft stetiger Abbildungen) Ist K C R™ kompakt, so nimmt
jede stetige Funktion f: K — R auf K ein Maximum und ein Minimum an.

Man weiB nicht, wo sie sind, aber dass es welche gibt, was fiir die Theorie von entscheidender
Bedeutung ist und Extremwertbestimmungen iiberhaupt erst erlaubt.
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Beweis Die Eigenschaft wird wie in einer Variablen bewiesen. Da die Argumente anspruchsvoll

sind und den Rahmen sprengen wiirden, verweisen wir nur auf die gangige Literatur zur Analysis.
O

Beispiel 8.1.6 Eine kompakte Menge ist eine sehr anspruchsvolle topologische Eigenschaft
von Mengen und wird hier nicht ndher behandelt. Kompakte Mengen sind z.B. abgeschlossene
Bélle der Form

B={ZeR":||Z—p| <r}
oder abgeschlossene Quader

Q={FfecR":a;<z;<0b;, j=1,...,n}.

8.2 Partielle Differenzierbarkeit & der Gradient

Beispiel 8.2.1 Eine Maschine bendtigt zwei Ressourcen r1 und 79, um ein Produkt zu erzeu-
gen. Die Kosten fiir dieses Produkts hdangen daher von den beiden Ressourcen ab, die man als
Kostenfunktion in zwei Variablen x = r; und y = ry darstellen kann, z.B.:

flri,m) = f(z,y) = (z — 2y° + 3) (2 — 5)

Die Frage ist selbstverstandlich, wann die Kosten minimal oder auch maximal in Abhangigkeit
der Ressourcen r; und r9 sind.

Definition 8.2.2 Eine Zuordnungsvorschrift f, die jedem Vektor & aus dem R eine reelle
Zahl y = f(Z) zuordnet, nennt man (skalare) Funktion und schreibt

fR" >R, Zw—y=f(&).
Der Graph von f ist eine Mengen der Form
L(f) ={(@ f(2)) e R™ : Z € R"},
die sich im R™*! als Flichen iiber der Z-Ebene darstellen lassen.

Beispiel 8.2.3

(a) Speziell fiir n = 2 lassen sich die Graphen von Funktionen in zwei Variablen f : R? — R
im R3 zeichnen. Zum Beispiel sei f(x,y) = 22 — y2. Der Graph von f ist dann eine
Sattelflache:
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(b) Der Graph der Kostenfunktion f(x,y) = (z — 2y? + 3)(z — 5) aus Beispiel sieht
wie folgt aus:
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Definition 8.2.4

(a) Eine Funktion f : R™ — R heiBt partiell differenzierbar im Punkt p in Richtung
xj, falls der folgende Grenzwert existiert:

ﬁ(p) = lim F1, s Pj—1, %5, Djs1, s Pn) — (D)
633] Tj—p; .%'] — p]
, of _ ' . . |
(b) Die Zahl a—(p) heiBt dann die partielle Ableitung von f nach z; im Punkt p.
Lj

Manchmal schreibt man auch f, . statt %.
J Z 5

(c) Wir sagen, dass f stetig partiell differenzierbar ist, falls die partiellen Ableitungen f
selbst wieder stetig sind.

(d) Aus der Definition ergibt sich, dass man die partielle Ableitung einer Funktion f nach
x; ermitteln kann, indem wie gewohnt nach der Variablen z; ableitet und die restlichen
Variablen z1,...,2j_1,%j41,..., 7, wie Konstanten behandelt.

Beispiel 8.2.5 Sei f(z,y) = (v — 2y? + 3)(z — 5) wieder die Kostenfunktion aus Beispiel
8.2.1] Dann sind die partiellen Ableitungen wie folgt:

of

0
%(%y) = folz,y) = —2y* + 2z —2 und ag(w,y) = fy(z,y) = —dy(x - 5)

Satz 8.2.6 (Rechenregeln fiir partielle Ableitungen) Alle Rechenregeln fiir Ableitungen in
einer Variablen {ibertragen sich nahtlos auf die partiellen Ableitungen. Die Ahnlichkeit ist leicht
zu erkennen ist, wenn man f;, durch f! ersetzt.

(a) Linearitat: Fiir jedes a,b € R und f,g: U — R gilt:
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(b) Produktregel:
(c) Quotientenregel:
(i) :fmj'g_f'g:tj
9/ 9?
Definition 8.2.7 Seien f : R” — R und g : R — R. Dann ist die Komposition von f mit g
definiert als

gof:R" =R, (gof)(T):=g(f(7)).

Es entsteht das folgende Diagramm:

]R"ng

N S

gof

R

Satz 8.2.8 (Kettenregel fiir partielle Ableitungen) Auch die Kettenregel fiir partielle Ab-
leitungen dhnelt der Kettenregel in einer Variablen. Seien f : R™ — R in p partiell differenzier-
bar und g : R — R in y = f(p) differenzierbar. Dann ist auch die Komposition go f : R” — R
in p partiell differenzierbar uns es gilt:

(g0 fe;(0) =9 (f(P) - fo; (D)

Beispiel 8.2.9 Seien f(x,y) = 22 + y? und g(t) = v/t. Dann sind die Komposition und die
partiellen Ableitungen wie folgt:

(go f)(z,y) = g(=* +y°) = Va2 +y? = || (z,9)],

(g0 Nalz.y) =9 (f(2,9) - folz,y) =g (@ +4*) - falz,y)

1 x
:7-21':7’
24/12 + 42 [(z, 9)|l
1 Yy
(go flylx,y) = ——= -2y = -
Y 21/22 + 42 | (z, )]l

Definition 8.2.10 Sei f : R™ — R iiberall partiell differenzierbar.

(a) Wir sammeln die partiellen Ableitungen in einem Vektor, dem sog. Gradienten von f
im Punkt p, der wie folgt definiert ist:

far (P) Jar
Vi) = fxz:(p) bow. Vf = fzz
Sz (D) Jan

Das Symbol V heiBt ,,nabla*“.

(b) Verschwindet der Gradient von f in einem Punkt p, d.h. Vf(p) = 0, so nennen wir p
eine kritische Stelle von f.

(c) Der Gradient ordnet jedem Punkt p € R™ einen Vektor V f(p) zu, d.h. Vf : R” — R".
In diesem Sinne erzeugt der Gradient von f ein Gradientenfeld.
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Beispiel 8.2.11 Sei f(z,y) = (x — 2y* + 3)(z — 5) die Kostenfunktion aus Beispiel
Dann erzeugt der Gradient von f

Vi(z,y) = (_3%112;2?5_) 2>

das folgende Gradientenfeld in der (z,y)-Ebene (im Vergleich mit dem Graphen von f rechts).
Wir beobachten, dass das Gradientenfeld stets in Richtung des Anstiegs von f zeigt.

Satz 8.2.12 (Rechenregeln mit Gradienten) Alle Rechenregeln fiir Ableitungen in einer Va-
riablen libertragen sich nahtlos auf die Gradienten. Die Ahnlichkeit ist leicht zu erkennen, wenn
man V f durch f" oder f,, ersetzt.

(a) Linearitét: Fiir jedes a,b € R und f,g: R? — R gilt:
Viaf+bg)=a-Vf+b-Vg
(b) Produktregel:
V(fg)=9-Vf+f-Vg

(C) Quotientenregel:
f 4; : (j f ' g
\ (E) 2 92

Satz 8.2.13 (Kettenregel mit Gradienten) Seien f : R” — R in p partiell differenzierbar
und g : R — R in y = f(p) differenzierbar. Dann ist auch die Komposition g o f in p partiell
differenzierbar uns es gilt:

V(go f)p) =4 (f(p))-Vf(p)

Beweis Das folgt sofort aus der Kettenregel fiir partielle Ableitungen und der Definition des
Gradienten, der ja aus den partiellen Ableitungen besteht.

Beispiel 8.2.14 Seien f(x,y) = 22 + 42, g(t) =Vt und & = (5) Dann sind

(g0 Mz y) =g(@*+y*) = Va2 +y? = ||Z],
Vigo ), y) =g (f(z,y) Vf(x,y) =g +y°) -V (z,y)

B 1 <2$>_ 2 <x>_f
222 + 42 \2y 2|z, )l \y e
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Definition 8.2.15 Seien f : R™ — R eine in p stetig partiell differenzierbare Funktion und ¢
ein normierter Vektor, d.h. ||]] = 1. Die Ableitung von f in Richtung ¥ im Punkt p ist
definiert als

of

%(p) =(Vf(p), V)

Sie ist die Steigung von f im Punkt p in Richtung #. Wir schreiben auch

af

Fe =35

Ist ¥ = € ein kanonischer Einheitsvektor, so ist die Richtungsableitung von f in Richtung €
gleich der partiellen Ableitung in Richtung z;.

Satz 8.2.16 (Zusammenhang Gradient, Richtungsableitung & Steigung) Der Gradient V f
einer Funktion f zeigt in die Richtung des steilsten Anstiegs bzw. —V f in Richtung des starks-
ten Gefilles, denn fiir die Richtungsableitung von f in Richtung eines normierten Vektors ¢

gilt:

of
—IVF@Il < =) < VD)
. : o . . Vi :
Gleichheit rechts gilt genau dann, wenn man in Richtung des Gradienten ¥ = W ableitet,
p
und links wenn man in Gegenrichtung v = — v/ ) ableitet.
IVf(p)ll
Beweis Fiir zwei Vektoren d,l;e R™ gilt:
- <C_]:7 g>
COS (i(a,b)) = T
llall - [[oll
Fiir @ = Vf(p) und b = ¢ mit ||7]| = 1 gilt:
SN\ (IR B 110)
cos (£(Vf(p),v)) = = _Ov
(LVI01D) = 50171 ~ W7
of 4
55®) = V1 ()] - cos (4V f(p), )
Da —1 < cos(x) < 1 ist, folgt daraus
of
“IVIwI = 550) < VD)

d.h. jede Richtungsableitung ist durch ||V f(p)|| nach oben und durch —||V f(p)|| nach unten
beschrankt. Jetzt kann man aber fiir ¥ den Einheitsvektor

o Vi)
NI

setzen. Dann nimmt dieser Vektor ¢’ die maximale Steigung an, denn:

of Vf(p)

%(P) =(Vf(p),v) = (Vf(p), W>

, 1
- ST (Vf(p),Vp) = VF o)l

Vip) o i} .
———— die Richtung des starksten Gefilles.
V@)l

VDI = V@)

Analog erhilt man fiir v = —
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8.3 Extremstellen von zweidimensionalen Funktionen

Definition 8.3.1 Sei f : R> — R eine Funktion. Ein Punkt p heiBt lokales Maximum von
f, falls eine Umgebung U von p der Form

U=Br(p) ={Z € R": |7 —pl| <7}

existiert mit
f(@) < f(p) fiir jedes & € U.

Ein Punkt p heiBt lokales Minimum von f, falls eine Umgebung U von p wie oben existiert
mit

f(p) < f(Z) fiir jedes ¥ € U.

Satz 8.3.2 (Notwendiges Kriterium fiir lokale Extremstellen) Besitzt eine stetig partiell
differenzierbare Abbildung f : R?> — R im Punkt p € U ein lokales Maximum oder Minimum,
so ist p eine kritische Stelle von f, d.h. V. f(p) = 0.

Beweis (ldee) Liegt ein Maximum in p vor, so zeigt er in die Richtung des steilsten Anstieg,
sodass p kein Maximum sein kann. Liegt ein Minimum vor, so betrachten wir —f statt f und
fiihren dieselbe Argumentation wie vorhin.

Beispiel 8.3.3 Es kann aber durchaus vorkommen, an einer kritischen Stelle kein lokales
Extremum vorliegt. Beispielsweise die Funktion f(x,3) = 22 — 42 hat im Punkt (0,0) einen
Sattelpunkt, also kein Extremum, obwohl dort V f(0,0) = 0 ist.

Definition 8.3.4 Die Hesse-Matrix von f im Punkt p ist die Matrix, die alle zweiten par-
tiellen Ableitungen sammelt, d.h.
92 92
(Fe)a(P) (fo)u(p) 35 () ()
Hy(p) = Hess¢(p) = = | i
(fy)a(p)  (fy)y(p) (%gx (p) gT/];(p)

Definition 8.3.5 Eine (2 x 2)-Matrix M = < Z Z ) heiBt

positiv definit < a >0, d>0, det M >0,
negativ definit < a<0, d<0, det M >0,
indefinit < det M < 0.

Satz 8.3.6 (Lemma von Schwarz) Ist eine Funktion f : R? — R iiberall 2-mal stetig
partiell differenzierbar, so gilt die Symmetrie

(fx)y = (fy)ma

d.h. es spielt keine Rolle, ob man zuerst nach z und dann nach y ableitet oder umgekehrt.

Satz 8.3.7 (Hinreichendes Kriterium fiir lokale Extrema) Sei f : R? — R eine 2-mal
stetig partiell differenzierbare Funktion mit kritischer Stelle in p, d.h. V f(p) = 0. Dann gilt:

(a) Ist Hess¢(p) positiv definit, so ist f nahe p streng konvex und besitzt daher in p ein
lokales Minimum.

(b) Ist Hess¢(p) negativ definit, so ist f nahe p streng konkav und besitzt daher in p ein
lokales Maximum.
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(c) Ist Hesss(p) indefinit, so besitzt f im Punkt p einen Sattelpunkt.

Beispiel 8.3.8 Sei f(z,y) = (x — 2y* + 3)(z — 5) die Kostenfunktion aus dem Eingangsbei-
spiel [8:2.1] Wir untersuchen sie auf lokale Extremstellen. Wir haben bereits den Gradienten
berechnet und versuchen nun, die kritischen Stellen zu finden:

Vi(r,y) = (fi;ﬁf;ﬁ) N (8>

Aus der zweiten Komponente lesen wir ab, dass y = 0 oder x = 5 sein miissen.

Setzt man y = 0 in die erste Komponente ein, so ergibt das die Gleichung 22 — 2 = 0, also
x = 1. Daher ist p = (1,0) eine kritische Stelle von f.

Setzt man 2 = 5 in die erste Komponente ein, so erhilt man —2y? +8 = 0, also y = +2, d.h.
p=(5,—2) und p = (5,2) sind weitere kritische Stellen.

Da wir nun alle kritischen Stellen haben, berechnen wir die Hesse-Matrix, um auf die Kriimmung
und somit die Existenz von Extremstellen von f an den kritischen Stellen zu priifen.

Hess(f)(x,y) = <—iy —4(_acng 5))

Wir setzen die kritischen Stellen ein:

Hess(f)(l,O):<(2) 106), Hess(f)(5,—2)=<§ S)

nd Hess(1)6,2) = (% )

Nun priifen wir auf Definitheit. Die Matrix Hess(f)(1,0) ist positiv definit, was leicht zu sehen
ist. Die beiden Matrizen Hess(f)(5, £2) sind indefinit, da ihre Determinante gleich —64 negativ
ist. Von daher hat f ein lokales Minimum bei p = (1,0). In der Ndhe von p = (1,0) sind die
Kosten also minimal. Hier nochmal der Graph:
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Bemerkung: Alle hier und vorhin besprochenen Konzepte lassen sich unmittelbar auch auf
Funktionen

fiUCR" —R

iibertragen, die auf sog. offenen Mengen U definiert sind und nicht auf ganz R”, und fiir n > 2.
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Zum Beispiel gelten die Satze [8.3.2] und [8.3.7] wortwdrtlich auch fiir solche Funktionen. Aller-
dings handelt es sich bei der Hesse-Matrix dann um eine (n x n)-Matrix und es ist aufwendiger,
Definitheit zu beschreiben.

Hier sehen Sie Funktionen, die (wichtige) Beispiele mit Blick auf die Extremwertbestimmung
in Dimension n = 2 sind.

(x,y)-Ebene (grau) und Graph von f(x,y) = 2% + y? (blau)

(x,y)-Ebene (grau) und Graph von f(x,y) = —x? — y? + 7 (blau)

(x,y)-Ebene (grau) und Graph von f(z,y) = 2* — y?> +5 (blau)

(x,y)-Ebene (grau) und Graph von f(x,y) = x® + y> + 4 (blau)

(w,y)-Ebene (grau) und Graph von f(x,y) = 2* + y* (blau)
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Eine Funktion L : R™ — R der

.+ apxr, +0

L(f) = <6, 3_,"> +b=ayr1 + asxrs + ..
a, d.h. der Gradient von L ist der konstante Vektor a.

nennt man eine (affin) lineare Funktion. Ihr Graph ist eine Ebene im R"*!, genauer die

Definition 8.4.1 Seien @ ein Vektor im R"™ und b eine Zahl.
(affine) Hyperebene

8.4 Tangentialebenen
Form

Es gilt: VL

1) und b = —3. Dann sind

:<—2

Beispiel 8.4.2 Seien d

T,y

(

Vf

o

E{(y

Der Graph von L sieht wie folgt aus:

)

und Graph(L

—x + 2y — 3 (blau)

und VL(p) =Vf(p).
159

Lip(Z) = (Vf(p),Z —p) + f(p)

L(p) = f(p)

L

(x,y)-Ebene (schwarz) und Graph von L(x,y)
die Linearisierte von f in p. Ihr Graph ist eine Ebene durch den Punkt (p, f(p)). Es gelten:

Definition 8.4.3 Sei f : R™ — R partiell differenzierbar in p. Dann nennt man



Beispiel 8.4.4 (a) Sei f(x,y) = —2% — y? der nach unten gedffnete Parabolid. Dann ist
die Linearisierte von f in p = (—1,1) gleich

L(f):<<_22>,<ZH_—1>>—2:2(x+1)—2(y—1)—2:2x—2y+2

Der Graphen von L und f sehen wie folgt aus:
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Graphen von f(x,y) = —x? — y? (schwarz) und von L(z,y) = 22 — 2y + 2 (blau)

Satz 8.4.5 (Existenz der Tangentialebene) Sei f : R" — R stetig partiell differenzierbar
in p. Dann ist der Graph der Linearisierten L = Ly, von f in p tatsachlich die Tangentialebene
an den Graphen von f im Punkt (p, f(p)), d.h. es gilt

o £@) = L@

7= |7 -l

=0.

Man sagt auch, dass f von L in p von erster Ordnung approximiert wird, denn in diesem Fall
ist f~ L.

Achtung! Hier muss zwingend f stetig partiell, und nicht bloB partiell differenzierbar sein.

Beweis Dieser Satz ist nicht einfach zu zeigen. Es sei auf die Biicher zur Analysis verwiesen.
O
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1, fallsxy=20

schwarz/grau
0 . fallsay 20" /grau)

Graph von f(x,y) = {

Die Funktion f: R? — R ist partiell differenzierbar im Punkt (0,0), aber nicht stetig partiell
differenzierbar. Es gibt keine (sinnvolle) Tangentialebene.

Definition 8.4.6 Wir sagen, dass eine Funktion f : R™ — R total differenzierbar in p ist,
wenn es eine lineare Funktion L(Z) = (@, Z) + b derartig gibt, so dass gilt:

o £~ L@

a =0.
i—op 17— p

Falls es solch ein L gibt, so ist f in p partiell differenzierbar und es gilt V f(p) = @. Genauer
ist L dann tatsichlich die Linearisierte L = Ly, von f in p, und ihr Graph ist daher die
Tangentialebene an den Graphen von f iiber p.

Kurzum: Eine in p total differenzierbare Funktion besitzt per Definition immer eine Tangential-
ebene iiber p. Daher ist die totale Differenzierbarkeit starker als die partielle Differenzierbarkeit.

Satz 8.4.7 (Stetigkeit & partielle & totale Differenzierbarkeit)
Sei f : R™ — R eine skalare Funktion.

(a) Ist f total differenzierbar, so ist f partiell differenzierbar und stetig.
(b) Ist f stetig partiell differenzierbar, so ist f total differenzierbar.

(c) Alle anderen Zusammenhinge zwischen den Begriffen ,stetig partiell differenzierbar”,
,total differenzierbar”, , partiell differenzierbar” und , stetig"” lassen sich durch geeignete
Beispiele widerlegen.

Wir haben also das folgende Diagramm:

stetig partiell diff'bar z total diff'bar z partiell diff'bar

4K 4K ¥

stetig stetig stetig

Beweis
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(a) Ist f im Punkt p total differenzierbar, so gilt

lim f() = lim f(%) — L(Z) + L(Z)

T—p T—p

f(Z) — L(Z)

= lim - |2 —p|l + L(Z
tim L5087 gl + L@
—0
= lim L(Z) = L(p) = f(p).
T—p

(b) Das ist schwieriger zu zeigen und wird hier nicht aufgefiihrt (siehe Biicher zur Analysis).

(c) Die folgende Funktion f : R? — R definiert durch

{ A2y fiir (z,y) # (0,0),

fay) = 0 , fur (z,y)
ist zwar im Punkt p = (0,0) partiell differenzierbar mit den Ableitungen f,(0,0) =
fy(0,0) = 0, aber im Punkt p = (0,0) ist sie nicht stetig. Daher kann sie weder total
noch stetig partiell differenzierbar sein. Hier der Graph:

_ ,{/—’..—g......

8.5 Differenzierbare Abbildungen

Beispiel 8.5.1 Wir haben bereits viele verschiedene Zuordnungen kennengelernt.

(a) Funktionen f : Dy — Riin einer Variablen, die auf ihrem Definitionsbereich z € Dy C R
definiert sind und Werte y = f(x) in R liefern.

(b) Ebene Kurven o : I — R?, die auf einem Intervall t € I C R definiert sind und Vektoren
a(t) € R? liefern.

(c) Funktionen f : R™ — R, die in mehreren Variablen & € R™ definiert sind und skalare
Werte y = f(Z) € R liefern.

(d) Gradientenfelder Vf : R™ — R", die an einem Punkt p den entsprechenden Gradienten
Vf(p) € R" liefern.
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Definition 8.5.2

(a) Eine Abbildung F': R™ — RF ist eine Zuordnungsvorschrift, die jedem Vektor # € R”
einen Vektor i = /(%) € R¥ in eindeutiger Weise zuordnet bzw. abbildet.

(b) Der Vektor § = F(Z) besteht aus kK Komponenten, genauer

S1(Z)
L | (@)
y= :
fi(Z)
Die Funktionen fi,..., fr : R™ — R heiBen Komponentenfunktionen von F'.

Beispiel 8.5.3

Ty + 2e*

L. R3 2 dofini _
(a) Sei F': R® — R* definiert durch F(x,y,z) = (1: sin(y>)

). Dann sind die Komponen-

tenfunktionen
fl(x’yvz) :xy+2€z und fg(IE,y,Z) :CESiH(yZ).

(b) Allgemein nennt man eine Abbildung F' : R™ — R", also fiir n = k, ein Vektorfeld.
Jedes Gradientenfeld F' = V f ist ein Vektorfeld, das durch die partiellen Ableitungen
Jz,; einer skalaren Funktion f:R" — R erzeugt wird.

Definition 8.5.4 Sei F = (f1,..., fx) : R® — R* eine partiell differenzierbare Abbildun-
gen, d.h. alle ihre Komponentenfunktionen sind partiell differenzierbar. Die (transponierten)
Gradienten fasst man dann zur sog. Jacobi-Matrix zusammen:

Oft(py iy ... O
v (p)z oo (P) 5o (p) e (p)
Jac(F)(p) = fo(p) | 22w e - 20 | eMm@pxn)
v t : : . :
ulp) ey ) - Yx(p)

Sie ist die geordnete Sammlung aller partiellen Ableitungen der Komponenten von F' zusam-
mengefasst in einer Matrix mit k& Zeilen und n Spalten. Manchmal schreibt man auch

DF(p) statt Jac(F)(p)
und nennt DF' auch das Differential von F'.

Beispiel 8.5.5

Ty + 2e*
xsin(yz)

Jac(F)(z,y,z)z( y z 2¢* >

sin(yz) zcos(yz) ycos(yz)

> aus dem Beispiel [8.5.3| Dann ist die Jacobi-Matrix gleich

(2) Sei F(z,y,2) = (

(b) Ist f: R — R, soist Jac(f) = f’, d.h. die gewdhnliche Ableitung einer Funktion in einer
Variablen.

(c) Ist f: R® — R, so ist Jac(f) = V[, also der Gradient von f als Zeilenvektor (!)
geschrieben.
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(d) Ist @ : R — R™ eine Kurve im R" so ist

d.h. die Jaocobi-Matrix ist der Ableitungsvektor der Kurve.

cos(t)
(e) Sei die Spirale um die z-Achse «(t) = | sin(t) | gegeben. Dann ist
t
— sin(t)
Jac(a)(t) = d/(t) = | cos(t)
1
r cos(t)
(f) Sei F : R? — R? gegeben durch F(t,h) = | rsin(t) |. Dann parametrisiert F' die
h
Mantelflache eines Zylinders mit Grundflachenradius r. Die Jacobi-Matrix ist
—rsin(t) 0
Jac(F)(t,h) = | rcos(t) 0] € M(2x3).
0 1

Satz 8.5.6 (Rechenregeln fiir partielle Ableitungen von Abbildungen) Wir driicken sie hier
mit Hilfe von Jacobi-Matrizen aus, so dass die Ahnlichkeit leicht zu erkennen ist, wenn man
Jac(f) durch Vf oder f’ ersetzen wiirde.

(a) Linearitat: Fiir jedes a,b € R und F,G : R® — RF gilt:

Jac(a- F+b-G) =a-Jac(F)+b- Jac(G)

(b) Da Produkte und Quotienten von Vektoren nicht (wirklich) definiert sind, gibt es keine
Produktregel und Quotientenregel.

Satz 8.5.7 (Kettenregel) Seien F': R" — R¥ und G : RF — R™ zwei partiell differenzier-
bare Abbildungen. Dann ist die Komposition Go F' : R™ — R ebenfalls partiell differenzierbar
und es gilt:
Jac(G o F)(p) = Jac(G) (F(p)) - Jac(F)(p)
oder D(Go F)(p) = D(G)(F(p)) - D(F)(p)
Achtung! Es miissen die Dimensionen der Funktionen und daher auch die Matrizen passen,
um Kompositionen und Produkte von Matrizen iiberhaupt bilden zu konnen, d.h.

Jac(G' o F)(p) = Jac(G) (F(p)) - Jac(F)p).

mxn mxk kxn

Wir erinnern, dass das Produkt einer (m x k)- mit einer (k x n)-Matrix eine (m x n)-Matrix
bildet.
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Beispiel 8.5.8 Sei o : R — R? eine parametrisierte Ellipse gegeben durch a(t) = <

2 cos(2mt)
sin(27t) )’
die also unendlich oft in beide Richtungen umlaufen wird. Sei die Abbildung F : R? — R?

gegeben durch
_ ((z+a%)y
F(x,y) - ( wa .

Die Komposition F o a : R — R? ist wieder eine Kurve und berechnet sich durch Einsetzen
der Kurve in die Abbildung:

(Foa)(t)=F(a(t)) = F(2cos(2nt),sin(2nt))

B <(2 cos(27t) + 8 cos3(27t)) sin(27rt)>
N 2 cos(2mt) sin?(27t) '

Die Kurve sieht dann wie folgt aus:

( ~_ 05 -
N ™ J
— \\ // -
| - — h) e — I
f f Imm—— B e— — f
-4 3— 2 -1 1 2 3. 4
- e N
C 05 N )

Der Ableitungsvektor von F'o« zum Zeitpunkt t = 1 berechnet sich dank der Kettenregel wie
folgt:

(Foa) (1) =Jac(F oa)(1) = Jac(F)(a(1)) - Jac(a)(1) = Jac(F)(a(1)) - &' (1)
Hierzu sind die entsprechenden Ableitungen von F' und « gleich

:L‘2 X f[fs
sac(pe) = (175,

1o [ —4msin(2mt)
und - a’(t) = ( 27 cos(2nt) )
Nun setzen wir die Punkte (z,y) = (1) = (g) in Jac(F)(z,y) und t = 1 in &/(t). Wir

erhalten
1+3-22).0 2423 0 10

Jac(F)(a(1)) = <( 02 2~2-0) - (0 0)’
und o(1) = (;L) .

SchlieBlich multiplizieren wir die letzten beiden Matrizen gemaB der Formel in der Kettenregel:
_ oy (0 10y 0 (207
Jac(Foa)(1) = Jac(F)(a(l)) - /(1) = <0 O) (27r) = ( 0 > .

Der gesuchte Ableitungsvektor ist also (F o a)'(1) = <287r>_
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9 Integralrechnung in mehreren Variablen
Vorbereitung

e Studiport LE8 (Hohere Funktionen)

e Studiport LE10 (Integralrechnung)

e Studiport LE12 (Vekoren und analytische Geometrie)

e

e Zunichst diskutieren wir, wie man das Volumen eines Kérpers zwischen der zy-Ebene
und dem Graphen einer positiven Funktion f : R — R bestimmen kann, wobei R ein
Rechteck im R? ist. Wir erhalten das zweidimensionale Integral

Roter Faden

/ f(z,y) d(z,y)
R

e Danach weiten wir das Konstrukt auf abstraktere Definitionsbereiche aus, in unserem
Fall Kreisflachen

K. (p) = {(z,y) € R : || (z,y) — pl| <7}

und Flachen, die von Graphen von Funktionen eingeschlossen werden,

G={(z,y) € R*: a <z <b, ful@) <y < folz)}

e Als Anwendung lernen wir die Formel zur Berechnung des Schwerpunkts von Flachen
mit Hilfe von zweidimensionalen Integralen kennen.

e Wir weiten die Definition des Integrals auf dreidimensionale Funktionen f : @ — R aus,
wobei @ ein Quader im R? ist. Wir erhalten das Integral

/ f(a,y,2) d(z,, 7).
Q

Uber Kugeln im R? lernen wir ebenfalls zu integrieren.

Lernziele
Wissen

e Sie wissen, wie man Integrale stetiger Funktionen iiber Gebieten im R? und R? definiert
und bestimmt.

Koénnen

e Sie konnen Integrale in zwei oder drei Variablen berechnen.
e Insbesondere kdnnen Sie die nétigen Integrationsgrenzen bestimmen.

e Sie kdnnen den Schwerpunkt eines zulissigen Gebietes im R? bestimmen.
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9.1 Zweidimensionale Integration

Beispiel 9.1.1 Sei p (,rho") die Dichte der Population einer Bakterienart, die sich in einer
rechteckigen Schale R befindet, wobei

R={(z,y) eR?*|0<z<4, 0<y<3}.

Ist die Dichte der Population homogen, d.h. konstant, so ist die Masse m der Gesamtpopulation
in der Schale gleich
m=p-AR)=p-4-3=12p,

wobei A(R) der Flacheninhalt von R ist.

2
Ist die Dichte nicht homogen, z.B. p(x,y) = ﬂ so ist die Masse die infinitesimale
2eY + xeY
Summe der Dichten, d.h.
m e~ Zp(x,y)-Am-Ay.

"1"7y
Diese Summe ergibt das zweidimensionale Integral

mz/M%wM%w
R

Definition 9.1.2 Sei f : M — RJ eine nicht-negative, stetige Funktion, die auf einer Menge
M im R? definiert ist. Dann bezeichnen wir das Volumen des Kérpers zwischen der zy-Ebene
und dem Graphen von f mit dem Symbol

f(z,y) d(z,y),
M

sofern dieses Volumen existiert. Es berechnet sich (grob) iiber die infinitesimale Summe der
Volumen von Quadern iiber M, dhnlich wie bei der Integration iiber eine Variable, genauer:

t&mww@wzzgymwﬂmm

Ist f negativ, so setzen wir

[ty dwy) == [ (= f@) dy
M M
Fiir eine beliebige Funktion f zerlegen wir zunachst in positiven und negativen Teil
f = fs+ f- =max{f,0} + min{f,0}
und definieren dann das Integral von f iiber M als
10 = [ few dwy)= [ fulow) dew)+ [ f@) day)
M M M

Es ist das orientierte Volumen des Kérpers zwischen xy-Ebene und dem Graphen von f.
Andere Schreibweisen sind:

/M f(z,y) dM (z,y), /M f(z,y) dM oder /Mf am

Das absolute Volumen des Korpers zwischen zy-Ebene und dem Graphen von f be-
rechnet sich dann durch

Wﬁzlaﬂdemw.

Im Spezialfall f =1 erhalten wir den Flacheninhalt von M, also

A(M) = /M 1 d(z,y).
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Satz 9.1.3 (Fubini: Integration iiber Rechtecke) Sei f : R — R eine stetige Funktion, die
auf einem Rechteck
R:{(w,y)e]RQ:angb, c<y<d}.

definiert ist. Dann gilt

|t d.y /(/fxy dy)dm—/j(/jf(m,y)dx)dy.

Beweis (ldee) Das Integral lasst sich auch schreiben als infinitesimale Summe iiber die Inhalte

der Flachen zwischen der nach z verschobenen y-Achse und dem Graphen von y — f(x,y),
d

dh. I,(f) = / f(z,y) dy, wobei x zunichst festgehalten wird, und dann die Flichen I.(f)

C
uber z aufsummiert werden, d.h.

/R P y) di,y) ~ 3 L() A

Vertauscht man nun die Rollen von z und ¥, so erhdlt man zusatzlich auch

| $) ) ~ 310 Ay,
R Yy

g

Beispiel 9.1.4 Erinnern wir uns an das Eingangsbeispiel [9.1.1] Dann ist die Masse der Ge-
samtpopulation gleich:

m=[ s den = [ ([ o)
:20000-/4 ! -(/3e_y dy> da
0 2+=x 0
:20000-(/4 ! daz)-(/geydy>
0o 2+z 0

= 20000 - (In(6) — In(2)) - (1 — e™3) ~ 41757

Beispiel 9.1.5 Seien f(z,y) = li’iy und das Rechteck R gegeben durch

R={(z,9) eR? | 0<z <2 1<y<4}.

[tewmaey = [ [ e
- / /1+xydydm

4
— /0 _l n(l+ flcy)L:1 dz

4

2 .
= / x| In(1+ xy)} dx
O L

y=1

Dann ist:

2
= / x| In(1+4x) —In(1 + x)} dx
0o L

- /2 (zIn(1+4z) — zIn(1 + 2)) dz
0

Produktregel 391n(3) — 12
B 16
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Man héatte auch versuchen kénnen, zuerst nach x zu integrieren.

42.,1;2
f(z,y d%y==/)/ d dy,
/R< Vi) = [ [
X

2

allerdings ist das Auffinden einer Stammfunktion von x —

nun wesentlich schwieriger.
1+ay

Satz 9.1.6 (Fubini: Integration iiber Flachen zwischen Graphen) Sei f : G — R eine
stetige Funktion auf einer Fliche G im R?, die von oben und unten von stetigen Funktionen
beschrankt ist, d.h.

G={(r,y) eR*:a <z <b, fulz)<y< folx)}

/Gf(x,y) d(z,y) = /ab (/fj::) f(z,y) dy) da.

Hier konnen die Grenzen nicht vertauscht werden, da die Grenzen im inneren Integral von x
abhdngen, liber die noch integriert werden muss.

Dann gilt

Die Flache von G lasst sich mit f = 1 aus eine bekannte Formel zuriickfiihren:

b
A©) = [ (@) - ule))ds

Beweis (ldee) Das Integral lasst sich auch schreiben als infinitesimale Summe iiber die Inhalte
der Flachen zwischen er nach x verschobenen y-Achse und dem Graphen von y — f(x,y), d.h.

fo()
I(f) = / f(z,y) dy, wobei x zunichst festgehalten wird, und schlieBlich die Flachen

fu xr
I,(f) Uber z aufsummiert werden, d.h.

[ #ew) e ~ 1) Ax

Beispiel 9.1.7 Seien f(x,y) = xzy und die Fliche G gegeben durch

G={(z,y) eR?|0<x <1, 2<y<(2—x)z}

1 (2—z)x
/ </ xy dy) dx
0 T
1 (2—z)x
= / T </ y dy | dx
0 T

Dann ist:

/ f(,y) diz,y)
G



Satz 9.1.8 (Integration iiber Kreisscheiben) Sei f : K — R eine stetige Funktion auf
einer Kreisscheibe
K = Kg(0) = {(z,y) € R?: ||(z,y)[| < R}.

/K F@y) dz,y) = /O ” ( /O * b cos(t). rsin(t)) - 7 d7«> dt,

d.h. zuerst integriert man iiber den Radius r und hélt ¢ als Konstante fest und integriert dann
tiber den Winkel ¢. Nach Fubini gilt auch die Vertauschbarkeit der Integrationsreihenfolge:

Dann gilt

/Kf(a:,y) d(z,y) = /OR < 0% (rcos(t), rsin(t)) dt) r dr,

Bemerkung: Manchmal kann es auch passieren, dass man nur iiber Kreisabschnitte integrieren
mdchte, d.h. statt ¢t € [0,27] ldsst man allgemein ¢ € [a,b] C [0,27] laufen. Ferner ist es
moglich, dass der Radius R = R(t) vom Winkel ¢ abhangt, sich also der Radius mit dem
Winkel dndert und K zu einem “Klecks" bzw. sternférmigen Gebiet wird.

Beweis Hier wandeln wir die Integration iiber eine Kreisfliche K in eine Integration {iber ein
Rechteck Q um, wobei

Q={(rt)eR*:0<r <R, 0<t<2n},

d.h. wir parametrisieren die Kreisfliche durch die Abbildung

R N () L]

Dann wenden wir die Substitutionsregel in mehreren Variablen an, den sog. Transformations-
satz, den wir hier nur andeuten. Er benutzt die Substitution:

d(z,y) = | det Jac(¥)(r,t)| d(r,t) = r d(r,t)

Es ist
dersac(u)(nt) = dec (So) T
= rcos?(t) — (—rsin?(t)) = r.
Das ergibt schlieBlich /Kf(x,y) d(z,y) = /Qf(r cos(t), rsin(t)) - r d(r,t). O

Beispiel 9.1.9 Wir berechnen mit Hilfe von Polarkoordinaten das Integral

=
K

wobei K = Kg(0) = {(z,y) € R?: ||(z,y)|| < R} eine Kreisscheibe um den Ursprung mir

170



Radius R > 0 ist. Nach dem vorherigen Satz gilt:

/ T () _ / e~ (reos()*~(rsin®)* . (. 1)
K Q

. 2 R
Fubin / / o= (reos(®)2=(rsin®)? . g gt
0 0
21 R 5
= / / e " rdrdt
0 0

Kettenregel

. w ot R
ruck;varts / [ B 16_,’,2i| gt
0 2 r=0
L (2" e
- - / (R _ 1) dt
2 Jo

—R? 27
—1
_ —e/ | dt
2 0

1—e
= L-Zﬂzﬂ(l—efm).
2
Wir erhalten dadurch folgende wichtige Formel:
/ e v d(z,y) = lim e~ v v d(z,y) =
R2 R—oo KR(6)

Mit Fubini gilt nun:

T = /e‘“"g_y2 d(z,y)

/ / 7 dy da
(e
/

=Konstante
o o0 9
eV dy - / e " dx

e} o

ey

Daher erhalten wir: / e dr = V.

—Oo
Das Besondere bei diesem Beispiel ist, dass man es schafft, mit Hilfe der zweidimensionalen
i .. ) .. . 2 .
Integration ein eindimensionales Integral zu I6sen, fiir dessen Integranden e¢™* man keine
Formel fiir eine Stammfunktion kennt.

Definition 9.1.10 Sei M eine Fliche im R2, z.B. eine der oben beschriebenen Flichen R, G
oder K, fiir die der Flacheninhalt

AM) = /M 1d(z,y)

existiert. Dann nennt man den Vektor Sy := <§M> den Schwerpunkt von M, wobei
M

1 1
xM:A(]W)/Mm d(xz,y) und yM:A(]\/[)/My d(z,y).

Ist M spiegelsymmetrisch zur y-Achse, so ist xp; = 0, und ist M spiegelsymmetrisch zur
x-Achse, so ist y;r = 0.
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9.2 Dreidimensionale Integration

Beispiel 9.2.1 Sei ein homogener Kérper K im R3 mit Volumen V' gegeben, dessen Massen-
dichte iiberall den konstanten Wert pg (,rho™) hat. Dann ist seine Masse m gleich

m:po'V.

Angenommen, die Dichte des Korpers ist an jedem Ort (z,vy, z) des Korpers verschieden und
durch die (stetige) Zuordnung p : K — R, p = p(x,y, z) gegeben. Dann sind sein Volumen
und seine Masse gleich

V:/ 1d(x,y,Z) und m:/ P(x73/73) d(.’E,y,Z)
K K

In der Literatur findet man die Schreibweise m = / p(x,y,z) dV, wobei hier das Volumen V
v

den Kérper K meint.

Definition 9.2.2 Sei f: M — Rar eine nicht-negative, stetige Funktion, die auf einer Menge
M im R? definiert ist. Dann bezeichnen wir das (vierdimensionale) Volumen des Kérpers
zwischen der zyz-Ebene und dem Graphen von f mit dem Symbol

/ f($,y,Z) d(x7y’ Z),
M

sofern dieses Volumen existiert. Es berechnet sich (grob) iiber die infinitesimale Summe der
Volumen von Quadern {iber M, genauer:

/Mf(xvywz) l'ya ZZfoL‘Zﬁ A$AyAZ

Ist f negativ, so setzen wir

| faws) das) == [ (= fwp.2) doy.2).
M M
Fiir eine beliebige Funktion f zerlegen wir zunachst in positiven und negativen Teil

f :f++f* :max{f,0}+min{f,0}

und definieren dann das Integral von f iiber M als

:/Mf(x,y,z) (z,y,2 /f+xy, d(x,y, 2 /f z,y,2) d(z,y, 2)

Es ist das orientierte Volumen des Korpers zwischen zyz-Ebene und dem Graphen von
f.

Das absolute Volumen des Korpers zwischen xyz-Ebene und dem Graphen von f be-
rechnet sich dann durch

:/ [f(z,y,2)| d(2,y,2).
M

Im Spezialfall f = 1 erhalten wir den Volumen von M, also

V(M) = /M 1 d(z,y, 2).
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Satz 9.2.3 (Fubini: Integration iiber Quader) Sei f : ) — R eine stetige Funktion auf
einem Quader

Q={(z,y,2)eR3:a<z<b c<y<d, e<z<f}

/Qf(%y,Z) d(fﬂ’y,Z)z/ab/cd/eff(x,y,z) dz dy dz.

Die Reihenfolge der Integration iiber die einzelnen Variablen spielt keine Rolle.

Dann gilt

Beweis (ldee) Das Integral ldsst sich auch schreiben als infinitesimale Summe iiber die Vo-
lumen I,(f) der um z-verschobenen yz-Ebene und dem Graphen von (y,z) — f(x,y,2),
d.h.

L(f) = / ' /  fwa.2) dz dy,

wobei x zunichst festgehalten wird und dann die Volumen iiber & aufsummiert werden, d.h.

/Qf(l‘,y, z) d(x,y,z) ~ le(f) Az.

g

Satz 9.2.4 (Integration iiber Kugeln) Sei f : K — R eine stetige Funktion auf einer Kugel

—,

K = Kg(0) {('r’% z) € R?: H(x,y,z)H < R}

Dann gilt
| #e.2) d(o.p.2)
K

2t pm PR
= / / / f(rsin(s) cos(t), r sin(s) sin(t), r cos(s)) -r2sin(s) dr ds dt.
o Jo Jo
Hier konnen die Grenzen beliebig vertauscht werden.

Beweis (ldee) Hier wandeln wir die Integration iiber eine Kugel K in eine Integration iiber
ein Quader (Q um, wobei

Q:{(r,s,t)ERgzogrgR, 0<s<m 0<t<2r},
d.h. wir parametrisieren die Kugel durch die Abbildung
7 sin(s) cos(t)

v:Q — K, (r,st)=|rsin(s)sin(t) | =
r cos(s)

INEENSO

Dann wenden wir den Transformationssatz an. Er benutzt die Substitution:
d(z,y,z) = |det Jac(¥))(r, s,t)| d(r, s, t) = r? sin(s) d(r, s, t)

Nach Einsetzen der Substitution erhilt man schlieBlich das gewiinschte Integral. O
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10

Gewohnliche Differentialgleichungen

Vorbereitung

Studiport LE7 (Trigonometrie)
Studiport LE8 (Hohere Funktionen)
Studiport LE9 (Differentialrechnung)

Studiport LE10 (Integralrechnung)

Roter Faden

e e

Eine DGL haben wir bereits bei der Suche nach Stammfunktionen kennengelernt. Vorge-
geben war eine Funktion f, fiir die wir eine differenzierbare Funktion F' gesucht haben,
die

F =f
erfiillt. Wir haben also die DGL
y=r
gelost, wobei wir y gesucht haben, z.B.
y' = cos(x)

wird durch y(z) = sin(x) + ¢ geldst. Das gelang mit Hilfe der Integration.

Allgemeiner: Gegeben sind stetige Funktionen a, f. Gesucht ist eine differenzierbare Funk-
tion y, die eine Gleichung wie folgt erfiillt:

/
y=a-y+/[
Wir lernen eine Formel kennen, um solche Gleichungen zu Isen.

Solche DGLen tauchen in der Natur hiufig auf. Die beriihmtesten fiir a =1 und f =0
ist

v =y.
Sie wird durch die Exponentialfunktion geldst, y(x) = ae® (Wachstum & Regression).

Ebenso tauchen Differentialgleichungen von der Form
Y™ a1y b ay +aoy = f,

wobei eine n-mal differenzierbare Funktion y gesucht wird und eine stetige Funktion f
und Konstanten ag, a1, ..., a,—1 gesucht sind. Wir werden ein Rezept kennenlernen, um
sie zu |6sen.

Auch solche DGLen tauchen in der Natur haufig auf, z.B.
y'+y=0 bzw. ¢’ =—y.
Sie wird durch y(x) = asin(z) + bcos(x) geldst (Wellen).

Um alle Losungen zu erhalten, miissen wir allerdings zuerst komplexe Zahlen studieren.
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Lernziele
Wissen

e Sie kennen die komplexen Zahlen und verstehen ihre Darstellung in kartesischen als auch
Polarkoordinaten.

e Sie wissen, dass jede komplexe Zahl # 0 genau k k-te Wurzeln hat und kennen die
Konsequenzen fiir quadratische Gleichungen (Stichwort: pg-Formel).

e Sie kennen die komplexe Exponentialfunktion und verstehen ihren Zusammenhang zu
trigonometrischen Funktionen.

e Sie verstehen die Losungstheorie fiir DGL 1.0rdnung mit Anfangswertproblem.

e Sie verstehen die Lésungstheorie fiir lineare DGL héherer Ordnung mit konstanten Ko-
effizienten (homogenes/inhomogenes Problem, Anfangswertproblem, charakteristisches
Polynom, Lsungsraume).

Konnen

e Sie beherrschen das Rechnen mit komplexen Zahlen, insbesondere die Division und die
Umrechnung zwischen kartesischen und Polarkoordinaten.

e Sie konnen k-te komplexe Wurzeln ermitteln und komplexe Gleichungen auflésen.
e Sie konnen lineare DGL 1.0rdnung I3sen.

e Sie konnen lineare DGL héherer Ordnung mit konstanten Koeffizienten l1sen (homogene
Systeme und Anfangswertprobleme).

e Insbesondere kdnnen Sie das charakteristische Polynom komplex faktorisieren.

10.1 Differentialgleichungen 1. Ordnung

Beispiel 10.1.1 Eine DGL haben wir bereits bei der Suche nach Stammfunktionen kennen-

gelernt. Vorgegeben war eine Funktion f, fiir die wir eine differenzierbare Funktion F' gesucht
haben, die

F=f
erfiillt. Wir haben also die DGL
y =f
geldst, wobei wir ¢y gesucht haben, z.B.
y' = cos(t)

wird durch y(t) = sin(t) + ¢ gelost. Das gelang mit Hilfe der Integration.

Definition 10.1.2 Gegeben seien stetige Funktionen a, f : I — R, wobei [ ein Intervall in R

ist. Gesucht ist eine differenzierbare Funktion vy, die eine Gleichung wie folgt erfiillt:
y=a-y+f

Eine solche Gleichung nennt man (lineare) Differentialgleichung (DGL) 1. Ordnung.

Fordert man zusatzlich noch fiir feste ¢y € I und yp € R, dass y die Bedingung y(to) = vo
erfiillt, so spricht man bei

y=a-y+f,  ylto)=1yo
vom Anfangswertproblem (AWP) zur zugehérigen DGL 1. Ordnung.
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Beispiel 10.1.3
(a) Sei f stetig und @ = 0. Dann ist die DGL 1. Ordnung von der Form
Yy =0-y+f=f also ¢ =F
Hier suchen wir also eine Stammfunktion von f.
(b) Sei a =1 und f =0. Die DGL 1. Ordnung ist
Y =1-y+0=y also 3 =y.
Sie wird durch die Exponentialfunktion gelost:
y(t) = Ce',
wobei C' € R beliebig ist. Fordert man noch y(0) = 1, so ist
1=y0)=Ce’=C-1=0C,
also y(t) = €' die Lésung des AWP zur zugehdrigen DGL 1. Ordnung.
(c) Ist f =0 und a stetig, so ist die DGL von der Form

/

y=ay & L =aq
Y

d.h. auf beiden Seiten kann nun integriert werden, wobei links die logarithmische Inte-
gration angewendet werden kann. Sei A eine Stammfunktion von a. Dann ist

Z=a & Iy =4 & y=é

Y

Ist z.B. y(to) = yo fiir das AWP gefordert, so muss eine Stammfunktion A so gewahlt
werden, dass A(tp) = In(yp) ist.

Satz 10.1.4 (L6sung der DGL 1. Ordnung mit AWP) Sei das AWP einer DGL 1. Ord-
nung gegeben:
y=a-y+f  ylto) =

t
Seien A eine Stammfunktion von a mit A(tg) = 0, also A(t) :/ a(s) ds. Dann ist

to

t
y(t) = et (yo + f(s)e_A(s) ds)
to
die eindeutige Losung des obigen AWP.

Beweis Dass y eine Losung ist, folgt aus dem vorherigen Satz und dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung. Dass y(t9) = yo ist, rechnet sich leicht nach durch Einset-
zen von ty in y. Angenommen, wu ist eine weitere Losung desselben AWP. Dann gelten

(y—uw)' =y - =ay+f — au—f=aly—u) und y(to) — u(ty) = 0.
Wir substituieren z = y — u und bei dem AWP
2 =az, z(tg) = 0.
Sei A eine Stammfunktion von a mit A(tg) = 0. Dann ist mit logarithmischer Integration
2(t) = ce?
die allgemeine Losung der DGL, wobei ¢ € R beliebig ist. Setzen wir nun g ein, liefert das
0= 2(tg) = ce ) = ¥ = ¢.

Also muss ¢ = 0, und damit z = 0 sein. Da aber z =y —u =0 ist, ist y = u. O
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Beispiel 10.1.5 Sei das AWP mit DGL wie folgt gegeben:

y' = —cos(t) - y + cos(t), y(g) =1,
wobei a(t) = — cos(t) und f(t) = cos(t).

(a) Lésen y(t) = sin(t) oder y(t) = 1 das AWP? (Beide erfiillen y(5) =1.)

Setzen wir y(t) = sin(¢) in die DGL ein, so erhalten wir nur
(sin(t)) = — cos(t) - sin(t) + cos(t),

also  cos(t) = —cos(t) - sin(t) + cos(t).

Auf beiden Seiten lasst sich cos(t) kiirzen, so dass nur
0 = cos(t) sin(t)
iibrig bleibt. Das ist fiir t = 7 nicht erfiillt. Daher kann y(t) = sin(t) keine Lésung sein.
Setzen wir y(t) = 1 in die DGL ein, so erhalten wir
(1) = —cos(t) - 1 + cos(t)

also 0= —cos(t) + cos(t) = 0.
Daher I6st y(t) = 1 die DGL. Da die Lésung eindeutig ist, sind wir fertig.

(b) Wie lautet die Lsung der obigen DGL mit neuem AWP y (%) = —4 7
Wie wahlen A(t) = —sin(t) + 1 als Stammfunktion von a, denn A erfiillt

7T T
A(g)——sm(i)—l—l——l—i—l—o.

Die Lésung des AWP lautet nun

t
y(t) :e—sin(t)—l—l (_4_,_/ COS(S)esin(s)—l dS)

2

t
= ¢ sin(H)+1 (—4 + 6_1/ cos(s)esm(s) ds)

3
—sin “1[_sin(s)]"
= ¢SO+ <—4 + et [e ( )Lg>
— o sin(t)+1 <74 Lt [esin(t) _ esin(g)D
_ o—sin(®)+1 <_4 Ll [esin(t) B 61})

— o sin()+1 (_4 4 eSin®-1 _ 1) _ o—sin(®)+1 (_5 I esin(t)—l)
= _he~ sin(t)+1 +e sin(t)+1 | eSin(t)—l
= —He~ sin(t)+1 +1

Summa summarum ist die Losung gleich:

y(t) -1_ 561—sin(t)
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Beispiel 10.1.6 (Visualisierung von DGL 1. Ordnung) Wie kann man eine DGL
y=ay+f

visualisieren? Bekanntlich driickt ¢/(¢) die Steigung von y an der Stelle ¢ aus, aber wir kennen
y(t) noch nicht. Falls y eine Losung der DGL, kennen wir aber teilweise die Vorschrift, wie die
Steigung 3/ von y, a und f abhingt, nimlich an iiber jeder Stelle ¢ gilt:

y'(t) = a(t) y(t) + f(2).
Da wir y noch nicht kennen, betrachten wir in einer (¢, y)-Ebene einfach alle moglichen Kom-

binationen (;) und berechnen damit
y'(t) = a(t) -y + f(2),

Wir tragen an jeden Punkt y die Steigung m = y/(t) ein (z.B. als Teilstiick einer Geraden)

und erhalten so ein ,Steigungsfeld”. Die Ldsung einer DGL ist dann eine Kurve, die sich entlang
dieses Steigungsfeldes bewegt, und bei einem AWP y(t9) = yo durch den vorgegebenen Punkt

(t()) verlauft.
Yo

Falls a(t) = — cos(t), f(t) = cos(t), so erhalten wir als Steigungsfeld:

NS 770707 h 2y B NS RS 774 7 B
s //\§§§§§§\/// VoD
R T i B S SUP TN .\.\\.‘A.-/././ e
;*\\\\\\\*\*’?//; //j;j'/\\\\\\'\j
P NN RN
S NSNS A7 A A NN NN
PIOINNNNY T VA7 7V TOSNNNNS T
PoINNNNNDL /N L NN NN NN T
NN NN NI S S NN YL
NN NLNNNSD AT NN VNN T
VONNNANNDSU Y I NL LY NN NN NN
VNN M AAN S AT T NNV NN T
VONYYYNNSAVTALT Y caxd Y Y NN
SR RRING R RIIRE SANNEE RENNIN/
VNN YEYNSAVLAT T NV Y NN DY
YONY YLD YNNS A LA NV VN Y
FONY YV YNS AT O 73N VYN
YOMY YLD YNNAVLE O Y 233V Y LN
oSN N A A T
ALY
SR RERERERIA = NI HAHES

=~

Speziell durch den Punkt A = (W 2) verlauft der Graph der Losung des AWP (rot)

y' = —cos(t) - y + cos(t), y(g) =1,
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und durch B = <7T_/j> der Graph der Lésung des AWP (griin)

/

Y = —cos(t) -y + cos(t), y(5) = —4.

10.2 Komplexe Zahlen
Beispiel 10.2.1 Hans-Peter ist langweilig und mochte die Gleichung
2 =—1

|6sen. Aber egal, welche Zahl er fiir z einsetzt, es kommt nix Gescheites heraus. Er iiberlegt
und stellt fest, dass ja 22 > 0 ist. Es gibt also keine Losung. Frustriert schmeiBt Hans-Peter
hin und sagt sich laut: ,Egal! Wellen brauch’ ich eh nicht."”

Definition 10.2.2 Die Menge der komplexen Zahlen C entstehen mit Hilfe der imagindren
Einheit i, die ein kiinstliches Objekt ist und wie eine Konstante behandelt wird, deren Wert
man nicht kennt, sondern nur die Eigenschaft:

ii=i=—1 bzw. V-1=i
Dann ist die Menge der komplexen Zahlen wie folgt definiert:
C={z=x+i-y:z,y e R}
Satz 10.2.3 (Eigenschaften komplexer Zahlen)

(a) In C gelten das Kommutativ-, das Assoziativ- und das Distributivgesetz, da wir i wie
eine Konstante behandeln.

(b) Jede reelle Zahl x € R lasst sich als komplexe Zahl auffassen, denn

z=x+1-0, dh. RcC.

(c) Im Gegensatz zu reellen Zahlen lassen sich komplexe Zahlen nicht anordnen, denn wire
z.B. i >0 oder i <0, so wire —1 =i > 0.

(d) Der Unterschied zwischen R und C ist auch:
{reR:22=-1} =0

aber {z€C:22=-1}={—i i}

Wir erweitern also die reellen Zahlen derartig, dass wir die Gleichung 2 = —1 I3sen
konnen.

(e) Fundamentalsatz der Algebra: Jede polynomielle Gleichung
M tan 12" 4 H+aiz+ap=0

mit komplexen Koeffizienten ay, ..., a,—1 ist (zumindest theoretisch) |osbar. Genauer
weiB man, dass diese Gleichung n Lésungen bzw. n Nullstellen (mit Vielfachheiten) hat,
aber man weiBl im Allgemeinen nicht, wie sie genau aussehen.

Beispiel 10.2.4
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(a) Wir losen wie gewohnt die Klammern auf:

(344i)(1—2i) = 3-1+3(—2i)+4i-1+ (4i)(—21)
= 3—6i+4i—8i°
= 3-2i—8(-1)
3—-2i+8=11—2i

(b) V=d=1 (-1)=Vi V-1=2i

2 — §, auszurechnen, l6st man

(c) Um +/4, also die Lésung von z
(z+iy)’ =i o 22—y*=0 AN 2ay=1

nach x und y auf. Man erhilt die beiden Losungen:

1 , 1 .
21 = E(l +i) und 29 = —E(l +1)

Aber was ist nun v/7? Die Antwort darauf findet man in Biichern zur Komplexen Analysis.

Definition 10.2.5 Sei eine komplexe Zahl von der Form z = x+iy gegeben. Die Komponente
x heiBt der Realteil von z und y der Imaginarteil von z. Wir schreiben:

x=Re(z) und y=Im(2)

Speziell:
Im(z) =Im(z+i-0)=0 und Re(i-y)=Re(0+i-y)=0

Beispiel 10.2.6
(a) Re(3 —4i) =3 und Im(3 — 4i) = —4
(b) Achtung! Im(—4i%) = 0, denn:
Im(—4i?) = Im(—4(—1)) = Im(4) = 0

Satz 10.2.7 (Zusammenhang von komplexen Zahlen & Vektoren) Jede komplexe Zahl
z = x + iy ldsst sich auffassen als Vektor z = <§> im R? und umgekehrt. Speziell sind:

) 1 ) ) 0
1—1+z~0—<0> und z—0+z'1—<1>

Re(z) =z =1+i-0= (3") und i-lm(z):iy:0+i-y:<2>.

Wahrend die Addition zweier komplexer Zahlen z = x + ¢y und w = u + iv der gewdhnlichen
Addition zweier Vektoren entspricht, also

e () (12)

entspricht die Multiplikation zweier komplexer Zahlen der folgenden komplexen Multiplikation

= (1) e (1) = (0.
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Fiir diese Addition und Multiplikation gelten das Kommutativ-, das Assoziativ- und das Distri-
butivgesetz. Wir identifizieren daher C mit dem R? samt obiger Multiplikation und Addition,
kurzum:

C= (R27 =+, 'C)-

Die Multiplikation von ¢ mit z = x + iy entspricht dann einer Drehung von z um 90° gegen
den Uhrzeigersinn:

i @) —iz=i-(x+iy) =iw+ ity =iz —y=—y—+iz= <;y>

Beweis Die Identifikation von C mit R? ist oben im Satz beschrieben. Die Eigenschaft des
Produkts rechnet man leicht nach:

z-w=(x+1iy) - (u+iv) =zu—yv+i(zxv+ yu)

Auch die Gesetze sind leicht nachzurechnen, da 7 wie eine Konstante in R behandelt wird und
R den Kommutativ-, das Assoziativ- und das Distributivgesetzen unterliegt. U

Definition 10.2.8 Die komplex Konjugierte Z von z entsteht dadurch, dass man z = x+ 1y
entlang der x-Achse spiegelt, d.h.

Zum Beispiel sind

3+4i=3—4i und 3—4i=3+ 4.
Satz 10.2.9 (Eigenschaften der komplex Konjugierten)

(a) Die komplexe Konjugation ist additiv:

ztw=Z+w
(b) Die komplexe Konjugation ist multiplikativ:
Z-w=z-w
(c) Die komplexe Konjugation ist involutiv:
Z=z
(d) Zusammenhang zu Real- und Imaginarteil:
1 _ 1 _
Re(z) = 5(2: +%) und Im(z)= 2—(2 —Z)
i

Beweis Einerseits:

ztw=x+1y + u+iv=x+uti(y+v)=c+u—ily+ov)

Andererseits:

Z+w=stiytutiv=x—iy + u—iv=x+u—i(y+v)

Daher sind beide Zahlen gleich. Analog zeigt man, dass die Konjugation multiplikativ ist. Die
Eigenschaft, involutiv zu sein, ist klar. O
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Satz 10.2.10 (Betrag einer komplexen Zahl) Da z = x + iy einem Vektor entspricht, set-

zen wir den Betrag von z als Lange des Vektors (5) also:

A=1(2) 1= Ve
Es gelten dann:

(a) |z| = \/Re(2)% + Im(2)2
(b

|2 w| = |z] - w]
(c
(
2| = |2l

2 7=z =22+

(e
(

)
)
d) |z +w| < |z| + |w| (Dreiecksungleichung)
)
f)
)

(g) |z +w|? = |z]? + 2Re(zw) + |w|?

Beweis Diese Eigenschaften folgen leicht aus den fiir die Norm der Vektoren oder man rechnet
sie leicht nach. O

Definition 10.2.11 (Komplexe Briiche) Seien zwei komplexe Zahlen z und w gegeben. Dann
setzen wir:

2
1 z-w  z-W
und — =z -— = — =
w  w-w |w|?
Es gilt:
2 _ I
wl [l

Beispiel 10.2.12 Wir berechnen den komplexen Bruch:

2—5i  (2—50)-(3— 4i)
3+4i (3+44)-(3—44)

_ (2-5i)-(3—4i) 6 —8i — 15i + 20*

|3 + 4|2 B 32 + 42
~14-23 14 23
~ 25 25 25"

Komplexe Zahlen und Polarkoordinaten

Satz 10.2.13 (Zusammenhang komplexe Zahlen & Polarkoordinaten) Jede komplexe Zahl
z = x + iy lasst sich auffassen als Vektor in Polarkoordinaten:

cos(t)

z=ret)=r (Sm(t)> = r(cos(t) +i-sin(t))

Wir setzen daher _
e :=é(t) = cos(t) + isin(t).
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Dadurch wird

z=re".
Diese Form nennt man Euler-Darstellung der komplexen Zahl z.

In der Euler-ldentitit sind alle wichtigen Zahlen und Operationen der Mathematik in einer

einzigen Formel vereinigt:
e +1=0

Beispiel 10.2.14 Speziell gelten:

1=1+i-0=1-cos(0)+i-sin(0)=1-¢"

(VB

i:0+i'1:1-cos(g)—i—i-sin(g) =1-é"
—1=—-14i-0=1-cos(m)+i-sin(n) =
—i=04+i-(-1)=1- cos(32)+z sm(%) ez,
1=1+i-0=1-cos(2m) +i-sin(2r) =1-¢""
Satz 10.2.15 (Rechenregeln fiir komplexe Zahlen in Polarkoordinaten)
it

(a) Fir Konjugierte, Real- und Imaginarteil von z = re* = rcos(t) + isin(t) gelten:

reit = re” " Re(re’) =rcos(t) und Im(re®) = rsin(t)

Y

Der Betrag von z ist gleich:

=2 +y?= \/7“2 cos2(t) + r2sin?(t) = r

Speziell: || = 1 fiir jeden Winkel ¢ € R.

(b) Zwei komplexe Zahlen z = re® und w = se® in Polarkoordinaten lassen sich sehr leicht
multiplizieren und dividieren,

z-w=ret - se™ = rsettt)
it
z_ret T
wo oset s ’

aber nicht so leicht addieren.
(c) Periodizitét: Es ist !+ = ¢it fiir alle k € Z.
(d) Die n-ten Wurzeln einer komplexen Zahl w = re®, also die Lésungen der Gleichung
2V =w
lassen sich nun leicht berechnen, denn jede Zahl
2 = {1/77'61%+2m% fir ke {0,1,...,n—1}
Iost die obige Gleichung. Genauer:

(Zk)n _ ((L/?j ez‘t+2m‘§)n — . erlig+2min) _ it+2mik _ it _
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Beispiel 10.2.16 Wir I6sen z3 = 1. Die Ldsungen sind

;. 0
20:6271-13 260:1

omil g 2 oo2my 1 V3
21 =€“T"3 = ¢€'3 —(305(?)4—zs.m(?)——5—1—17
2y = Q23— 1 @

i
2 2

Diese Punkte bilden die Eckpunkte eines gleichwinkligen Dreiecks, dessen Umbkreis der Ein-
heitskreis ist.

Beispiel 10.2.17 (Aus der Elektrotechnik) B Seien zwei Spannungssignale gegeben:
Ui(t) = 80 - sin(wt)

Us(t) = 100 - sin (wt + 7)

Diese werden iiberlagert, und es entsteht ein resultierendes Spannungssignal
Ures(t) = Ui(t) + Uz(t) = a - sin(wt + b)

Woas sind @ und b ?

Hierzu nutzen wir, dass Im(re®) = rsin(t) ist und betrachten die komplexen Spannungssignale

~

Uy(t) = 80 - et
und  Us(t) = 100 - €75 =100 - €/ - 1.

Fiir das resultierende komplexe Spannungssignal gilt nun mit e'i = 12(1 + 1), dass:

S

~

ﬁres(t) = Ul (t + ﬁQ(t) = 80 . eiwt _|_ 100 . 61% . e’iwt

~—

= (80 + 100 - —=(1 +i))e™" ~ (151 + 70, 7i) - e“".

Sl

Nun ist aber in Polarkoordinaten
151 + 70, 7i ~ 166,73 - 24387,

sodass insgesamt: | |
Ures(t) = 166,73 - ¢iwi+0,438i

Daraus folgt schlieBlich:

Ures(t) =Im (ﬁres(t)) =Im (166, 73 - €iwt+0’438i) = 1667 74 - Sin(Wt + 07 438)

Bhttps://www.youtube . com/watch?v=in9WkupDOuc
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10.3 Lineare Differentialgleichungen héherer Ordnung
Beispiel 10.3.1 Sei ¢ > 0 eine Konstante. Die DGL der Form

"

y'=—cy

resultiert aus Beobachtungen von Wellen oder Schwingungen. Wie I6st man sie? Zu erwar-
ten sind Lésungen, in denen der Sinus und Kosinus als Reprisentanten der Schwingungen
auftauchen. Aber sind das alle Losungen?

Definition 10.3.2 Seien a,_1,...,a1, a9 komplexe Konstanten und f eine stetige Funktion.

(a) Dann nennt man
Y+ an 1y Y+t ay +agy = f

eine (lineare) DGL n-ter Ordnung (mit konstanten Koeffizienten und Stérterm f).
Hierbei sind y*) die k-ten Ableitungen von y, und die Ordnung n steht dafiir, dass die
Ableitungen bis zur Ordnung n involviert sind.

(b) Ist f =0, so nennt man die DGL homogen, und ihre Lsung homogene Losung. Die
Losungen der homogenen DGL fassen wir in der Menge IL;, zusammen.

(c) Ist f # 0, so nennt man die DGL inhomogen, und ihre Losung inhomogene Ldsung.
Die Lésungen der inhomogenen DGL fassen wir in der Menge L zusammen.

Beispiel 10.3.3

(a) Radioaktiver Zerfall einer Substanz: Zum Zeitpunkt ¢ sei y(t) die aktuell vorhandene
Menge der Substanz. Mit der Zerfallskonstante A < 0 unterliegt dann der Zerfall der
Substanz der homogenen DGL 1. Ordnung:

y—Xy =0
Hier sind also n =1, f = 0 und ap = —A. Die Losungen lauten:

L, =L={AeM: A e C}

(b) Abkiihlung eines Korpers: Die Temperatur y(t) eines Korpers sei groBer als die (kon-
stante) Umgebungstemperatur T'. Sie verandert sich in Abh&ngigkeit von der Proportio-
nalitdtskonstanten A < 0 gemaB der linearen DGL 1.Ordnung:

bzw. v — Xy = —\-T.

Hier sind n = 1, ag = —A und f = —X - T. Diese DGL ist fiir T = 0 homogen und
ansonsten inhomogen. Die Losungen lauten:

Lp={AeM:AcC} und L={T+ AeM:AecC}

Satz 10.3.4 (Zusammenhang von homogener und inhomogener Lésung) Sei eine inho-
mogene DGL n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten und Losungsraum I gegeben:

v+ anay" T+t ay +ay = f
Wir betrachten die zugehoérige homogene DGL mit Losungsraum Ly,

y(") + an_ly("_l) +...+a1y +apy=0.
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Ist 1, € L eine beliebige Losung der inhomogenen DGL, eine sog. partikuldre Lésung, dann
ist lasst sich bereits der gesamte inhomogene Lésungsraum IL durch den um g, verschobenen
homogenen Lésungsraum beschreiben. Genauer:

L:yp—HLh

In der Praxis bedeutet das, dass man nur die homogene DGL berechnen muss und eine par-
tikuldre inhomogene Losung raten braucht, um den gesamten inhomogenen Lésungsraum zu
erhalten.

Beweis Diese wichtige Erkenntnis ist alles andere als trivial zu beweisen. Wir verweisen auf
die Biicher zur Analysis oder Gewdhnlichen Differentialgleichungen. O

Beispiel 10.3.5 Betrachten wir den Abkiihlungsprozess in Beispiel [10.3.3] Hier ist die kon-
stante Funktion y,(t) = T eine partikuldre Losung, d.h.

Yp(t) = X-yp(t) = (T) =X - T =0— AT = -AT.
Daher ist L. = T + LLj,. Genauer:
L={T+AM:AcC}=T+{4eM: AcCl=T+1L,,
Satz 10.3.6 (Eigenschaften der Lésungsrdaume)

(a) Seien yp, up € Ly zwei homogene Losungen. Dann ist auch fiir je zwei komplexe Zahlen
A, B € C die Linearkombination
Ayp + Buy,

ebenfalls eine homogene Losung, d.h. Ay, + Buy, € Ly,.

(b) Seien y € Ly, eine homogene Lésung und y, € LL eine partikuldre Lésung der inhomoge-
nen DGL. Dann ist auch die Summe

Yn + Yp
eine partikulare Losung, d.h. y; + 1y, € L.

(c) Achtung! Sind yy,, u, zwei partikuldre Lésungen der inhomogenen DGL, so ist y, + u,
im Allgemeinen keine partikuldre Losung.

Beweis Einsetzen in die DGL liefert sofort das Ergebnis, da die Ableitungen linear sind. [
Definition 10.3.7 Sei eine homogene DGL n-ter Ordnung gegeben,
y(”) + an,ly(”_l) +...4+ a1y +agy =0.
Das komplexe Polynom
PX)=X"4a, 1 X" ' +.. . +a1X +ag
nennt man das charakteristische Polynom der DGL.
Satz 10.3.8 (Lésungen der homogenen DGL) Sei eine homogene DGL n-ter Ordnung
™+ an_1y™ Y 4+ ary + agy = 0.
gegeben mit zugehdrigem charakteristischem Polynom
PX)=X"4+a, 1 X" " +.. . +a1X + ao.

Dann gelten:
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(a) Ist A eine (komplexe) Nullstelle des charakteristischen Polynoms, so ist fiir jede beliebige
komplexe Konstante A die Funktion

y(t) = AeM
eine Losung der homogenen DGL, d.h. y € L.

(b) Ist A eine komplexe Nullstelle des charakteristischen Polynoms mit Vielfachheit r, so sind
fiir alle komplexen Zahlen Ay, ..., A,_1 die Funktionen

y(t) = AgeM + ArteM + Ant2M 4+ A, leM €L,
Losungen der homogenen DGL, genannt Basislosungen, d.h. y € L.

(c) Man erhilt alle Losungen der homogenen DGL, indem man alle Nullstellen Ay, ..., Ax
des charakteristischen Polynoms P(X') samt ihrer einzelnen Vielfachheiten r; bestimmt
und die Lésungen pro Nullstelle wie oben zusammen linear kombiniert, d.h.

yp(t) = Ape™Mt + AjteMt + Agt?eMt 4.+ Arl_ltrl_le)‘lt
+ BoeM?' + Bite' + Bot?e*! 4 ... 4 B,,_t"2 et

+ Doet + Dytet 4 Dot?eMt 4 4 D, gt

Beweis Wir zeigen nur Teil (a): Die ersten n Ableitungen von y liefern:
Y (1) = AN, (1) = ANZeM, .y (1) = ANneM

Setzen wir das in die DGL ein und nutzen die Linearitdt der Ableitungen aus, so sehen wir den
wundersamen Zusammenhang

Y™ 4 a1y Y 44 ary + agy = AeM - P(N).

Ist nun A eine Nullstelle von P, so verschwindet die rechte Seite und die homogene DGL ist
gelOst.

Fiir die Aussage (b), in der Vielfachheiten involviert sind, setzt man t*e* in die DGL ein und
vergleicht das Ergebnis mit den ersten (k — 1)-Ableitungen von P(X), die dann wegen der
Vielfachheiten der Nullstelle in A verschwinden miissen. Das fiihren wir hier aber nicht vor.

Dass dies alle Losungen sind, also Teil (c), ist alles andere als trivial zu beweisen. Wir verweisen
auf die Biicher zur Analysis, genauer zu Gewdhnlichen Differentialgleichungen. g

Beispiel 10.3.9 Sei die DGL
y© + 9y 4 13y@ — 719" — 180y" — 80y — 192y = 0
gegeben mit zugehdrigem charakteristischem Polynom
P(X)=X54+9X%4+13X*% - 71X — 180X? — 80X — 192
= (X — i) (X +4)(X = 3)(X +4)%.

Dann ist die allgemeine Losung der homogenen DGL gegeben durch die Linearkombination der
Basislosungen

yn(t) = Aet + Be™ 4 Ce3 + De ¥ + Ete ™ + Ft?e™,
wobei A, B,C, D, E, F € C. Andere Schreibweisen sind:
Ly = {Ae" + Be™ + Ce3 + De ™ + Ete ™ + Ft?e % : A,B,C,D,E,F € C}
oder Lj = Ce + Ce ™ + Ce3* + Ce ¥ + Cte ™ + Ct?e™ .
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Satz 10.3.10 (Partikuldre Losungen der inhomogenen DGL) Sei eine inhomogene DGL
n-ter Ordnung gegeben,

y(N) + anfly("—l) +...+ay fay =1

Wie wir gelernt haben, miissen wir fiir die Losung den homogenen Lésungsraum L bestimmen
und nur eine partikuldre Losung y, erraten. Je nach Storfunktion f, lohnen sich verschiedene
Ansitze.

(a) Ist f(t) = t* ein Polynom vom Grad k, so wihlt man den Ansatz
yp(t) = Ag+ A1t + A2t2 + .+ At

mit geniigend groBem m.

(b) Ist f(t) = e, und ist ¢ keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms der DGL, so

geniigt der Ansatz
Yp(t) = Ae.

(c) Ist f(t) = e, und ist c ein Nullstelle des charakteristischen Polynoms der DGL mit
Vielfachheit k&, so wahlt man den Ansatz

yp(t) = AtFec.

(d) Ist f(t) = cos(ct) oder sin(ct) und ic ist keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms
der DGL, so genligt der Ansatz

yp(t) = Asin(ct) + B cos(ct).
Diese Ansitze werden in die DGL eingesetzt, um die fehlenden Koeffizienten A bzw. A, B zu

berechnen. Im Grunde macht man hier nichts anderes, als folgendes Prinzip auszunutzen:

Ist f ein Polynom, und mochte diesen Storterm durch Ableitungen einer Funktion y erhalten,
so geht das nur durch Polynome, da die Ableitung von Polynomen wieder Polynome sind.

Ist f eine Exponentialfunktion, und méchte diesen Storterm durch Ableitungen einer Funktion
y erhalten, so geht das nur durch eine Exponentialfunktion, da die Ableitung einer Exponen-
tialfunktion wieder eine Exponentialfunktion ist. Etc.

Beispiel 10.3.11 Sei die folgende DGL gegeben:
y' -y =,

wobei wir uns gleich verschiedene Storfunktionen f anschauen werden. Das charakteristische

Polynom ist gleich
PX)=X?-7*= (X —m)(X + 7).

Die homogenen Losungen lauten daher
yn(t) = Ae™ + Be ™, A BeC.
Sie haben mit der Stérfunktion f nichts zu tun.
(a) Angenommen, die Storfunktion ist gleich f(t) = €%, d.h. die DGL lautet

y// _ 7r2y — th
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Die 2 im Exponenten von e? ist keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms. Daher

konnen wir den Ansatz
yp(t) = ae?t

wihlen und setzen y, links in die DGL 3 — 7%y = €2

ein:
Yy (t) — T2y, (t) = dae* — n?ae* = a(4 — 7%)e*

Vergleicht man links mit rechts der DGL, endet man mit der Gleichung

1

A— 722t — 2t o _
a4 —7m°)e e a=r—

Die allgemeine Losung der DGL lautet daher:

y(t) = yp(t) +yn(t) = — = e* + Ae™ + Be ™, A,BeC

bzw. lautet der Losungsraum

1
]L = yp —+ ]Lh = ﬁth =+ {Aeﬂ—t + B€_7rt : A,B c (C}
— T

(b) Angenommen, die Stdrfunktion ist gleich te?.

Hier wihlt man den Ansatz y,(t) = (at + b)e*' und I8st nach a und b auf. Es kommt
heraus:

1 4
=g wd b= T

(c) Angenommen, die Stérfunktion ist gleich ™.
Da 7 bereits eine homogene Losung ist, macht es keinen Sinn, den Ansatz

it

yp(t) = ae

zu wahlen, da ohnehin nach Einsetzen in die DGL die Funktion verschwindet. Daher
muss man als Ansatz wahlen
yp(t) = ate™

In jedem Fall muss der Exponent beim zusitzlichen ¢ die Vielfachheit der Nullstelle

annehmen oder iiberschreiten. Hier reicht ¢t = t!, da 7 die Vielfachheit 1 hat.
Reelle Losungen und weitere Beispiele
Beispiel 10.3.12 Wir greifen die Schwingungsgleichung aus dem Eingangsbeispiel auf,

y" = —cy, mitc>0.
Wir stellen sie um und erhalten die homogene DGL
y" +cy=0.
Das charakteristische Polynom lautet
P(X)=X?4c= (X —iv/e)(X +iVe).
Daher sind die Losungen gleich
y(t) = yn(t) = Ae™Ve + Be™™e A BeC.

Aber wenn wir von Schwingungen reden, brauchen wir reelle Funktionen wie Sinus oder Kosinus
und keine komplexen Eulerfunktionen. Oder anders gefragt: warum sind auch sin(¢y/c) oder
cos(ty/c) Losungen der DGL?
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Satz 10.3.13 (Komplexe Exponentialfunktion) Fiir eine komplexe Zahl w = u + iv setzen
wir:

eV = eu—i—w L

Dann gelten die iiblichen Gesetze fiir die Exponentialfunktion.

a) €

O:1
b) et =

3N

Z.e" fir alle z,w € C

c) |e*| =¢€*, falls z =z + iy

(a)
(b)
(c)
(d) Re(e®) = e” cos(v) und Im(e®) = e*sin(v)

Definition 10.3.14 Sei y = y, + yi, eine (komplexe) Lésung einer inhomogenen DGL héherer
Ordnung. Dann nennt man

yr(t) = Re(y(t))

die reelle Lésung der DGL. Statt komplexer Koeffizienten kénnen hier nur noch reelle Koef-
fizienten verwendet werden. Speziell:

Sei y(t) = AtFeM eine komplexe Lésung der (homogenen) DGL hoherer Ordnung, wobei A,
und A = o+ i8 komplexe Zahlen sind. Berechnen wir den Realteil von y, liefert uns das eine
Funktion der Form

yr(t) = rt¥e? sin(Bt) + st*e® cos(Bt),

wobei diesmal 7, s,t reelle Zahlen sind und in der reellen Lésung kein imaginarer Anteil mit ¢
mehr auftaucht.

Beispiel 10.3.15

(a) In dem Eingangs Beispiel [10.3.1| zur Schwingungsgleichung
y' +ey=0

erhielten wir die (komplexen) Losungen y(t) = Ae’*V¢ 4 Be~ V¢ mit A, B € C. Daher
sind die reellen Losungen gleich

yr(t) = rcos(ty/c) + ssin(ty/c) + a cos(—t\/c) + bsin(—t\/c), r,s,a,b € R.

Da cos(—z) = cos(z) und sin(—z) = sin(z) und da r, s, a, b beliebig wahlbare Konstan-
ten sind, kann man die Losung auch reduzieren auf

yr(t) = rcos(ty/c) + ssin(t\/i), r,s € R.

(b) lst y(t) = At2e(=23)t eine komplexe Lésung einer DGL. Dann ist die reelle Losung
gleich:
yr(t) = rt2e 2 cos(3t) + st’e *'sin(3t), r,s € R

Beispiel 10.3.16 (Komplexe und reelle Lésungen) Sei die DGL
y' =2y +5y=1—t

gegeben. Was sind die komplexen und die reellen Lésungen?

Das charakteristische Polynom lautet

P(X)=X*-2X+5=(X -1 +4= (X —1-2i)(X —1+2i).
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Die allgemeine Losung fiir die homogene DGL lautet dann
yh(t) _ Ae(1+2i)t +Be(1—2i)t

mit A, B € C beliebig.

Wir probieren den Ansatz u,(t) = c + dt fiir die partikuldre Losung. Einsetzen liefert uns
1—t=-2d+5(c+dt)=—-2d+5c+5dt < —2d+5c—1+ bd+1)t=0

Wir vergleichen die Koeffizienten der Monome. Das ergibt das Gleichungssystem

1 = —2d+5c—1
-1 = bd+1
Die Losung lautet ¢ = 3 nd d = —71
I ) )
ung lautet ¢ u

Die allgemeine Lésung zur DGL lautet nun

y(t) = A2t | peli=20)t 4 235 - % A BeC,

Da e(12)t = ¢f(cos(2t) + isin(2t)) ist, sind die reellen Lésungen der Form

Re(y(t)) = ya(#) = re’ cos(26) + se' sin(21) + - — L.
wobei 7, s € R beliebig sind.
Beispiel 10.3.17 (Partikuldre Lésung bestimmen) Sei die DGL
y" — 4y + 5y — 2y =€
gegeben.
(a) Ist y(t) = €' eine homogene Lésung?

(b) Was sind die allgemeinen Lésungen?

(c) Was ist, wenn der Stérterm f(t) = e ist? Welcher Ansatz ist zu wihlen?

Antworten:
(a) Ja, denn nach Einsetzen in die rechte Seite der DGL verschwindet sie.
(b) Das charakteristische Polynom ist
P(z) =2 —42? + 52 — 2 = (2 — 1)*(z — 2).
Das ergibt die homogene Ldsung
up(t) = Ae' + Bte! + Ce*,
da X =1 doppelte Nullstelle ist.

Fiir die partikulire Lésung wihlen wir den Ansatz y,(t) = De?, da die 3 keine Nullstelle
des charakteristischen Polynoms ist. Wir setzen diese Funktion in die DGL und erhalten
D= %. Die allgemeine Losung lautet somit:

1
y(t) = Ae' + Bte! + Ce*' + 1631:
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(c) Dann muss man den Ansatz y,(t) = Dt?e3' wahlen, da A\ = 1 eine doppelte Nullstelle
ist.

Beispiel 10.3.18 (Trigonometrischer Stérterm) Finden Sie alle komplexen und reellen Lésun-
gen der nachfolgenden DGL:
y" = =2y’ — 5y + 2sin(t)

Wie kann man ausnutzen, dass Im(e®) = sin(#) ist, um die partikulire Lsung einfacher zu
bestimmen?
Das charakteristische Polynom lautet

P(X)=X?42X +5=(X +1—2i)(X + 1+ 2i).
Die allgemeine Losung fiir die homogene DGL lautet dann
yh(t) _ Ae(—l—Qi)t +Be(_1+2i)t,

wobei A, B € C beliebig.

Betrachten wir den Stérterm, liegt es nahe, y,(t) = C'sin(t) + D cos(t) zu probieren. Einsetzen
liefert uns

—C'sin(t) — D cos(t) = —2C cos(t) + 2D sin(t) — 5C'sin(t) — 5D cos(t) + 2sin(t)

Wir vergleichen die Koeffizienten beim Sinus und Kosinus und erhalten

—C=2D-5C+2, —D=-2C-5D
oder
4C-2D =2, C=-2D
Das gibt C = % und D = — % Die allgemeine Losung zur DGL lautet nun

. , 2 1
y(t) = yn(t) + yp(t) = Ae"1720t 4 Be(=1420t | = sin(t) — — cos(t),
wobei A, B € C. Reell geschrieben ergibt das
¢ ¢ . 2 . 1
yr(t) = Re(y(t)) = re " cos(2t) + se”"sin(2t) + £ sin(t) — £ cos(t),

wobei 7, s € R.

Alternativ: Wir wihlen den Ansatz u,(t) = De', berechnen D € C und anschlieBend nehmen
wir

yp(t) = Im(uy(1)) = Im(De™).

Beispiel 10.3.19 (Nulistellen mit Vielfachheit) Finden Sie alle komplexen und reellen Lésun-
gen der nachfolgenden DGL:

y(4) +2y/// N 3y// _4y/ +4y _ t2 -1

Wie lauten die Basislosungen? Wie lautet die reelle Lésung?
Nun ist
P(X)=X"42X3 -3X% 4X +4= (X —1)*(X +2)?

Die Basislosungen sind demnach e, te!, e 72 und te~2!. Es bietet sich

yp(t) = at® + bt + ¢

192



als Ansatz an. Einsetzen ergibt

yz(,4) + Q?J;Io” — 3y1’0’ — 4y;, + 4y,
1/ /
= =3y, — 4y, +4yp
= —6a — 4(2at + b) + 4(at® + bt +¢)
= 4at® + (4b — 8a)t — 6a — 4b + 4c

Soll dies gleich t2 — 1 werden, muss a = i, b= % und ¢ = % werden. Also haben wir in
1 1 5
t)=-t* 4 —t+ -
w(t) = 712+ 5t + 3

eine partikuldre Losung gefunden. Die allgemeine Losung ist schlieBlich

1 1 5)
y(t) = 1752 + §t + 3 + Ae! + Bte! + Ce 2! + Dte™?,

wobei A, B,C,D € C beliebig sind. Diese Losung sind reell, wenn schon A, B,C,D € R
gewahlt werden.
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