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Aufgabe 1

Berechnen Sie die Hauptraumzerlegung der folgenden reellwertigen Matrizen und bes-
timmen Sie die dazugehorige Jordan Normalform sowie die entsprechenden Basiswech-
selmatrizen:

25 34 18
a) A= | -14 —-19 —10
4 -6 -1
0 1 -1
b) o= 2 -3 -2
1 1 0
1 0 0 0
3 -1 -2 -2
)As=|49 o _1 o
1 0 0 -1
Aufgabe 2

Betrachten Sie die reellen Matrizen

21 1 0 -1 1 0 1
1 210 Axd 1 -1 0 1 Axd
Al = 1192 0 eR und Ay = 0 0 1 0 € R**%,
0 001 1 1 0 -1

a) Bestimmen Sie orthogonale Matrizen T; € O(4), i = 1,2, so dass T, 'A;T; eine
Diagonalmatrix ist

b) Bestimmen Sie Matrizen S;, i = 1,2, so dass S!A;S; Diagonalgestalt mit Diago-
naleintragen aus {0,1, —1} hat.

c¢) Untersuchen Sie die durch die Matrizen beschriebenen Bilinearformen auf Definitheit.

Aufgabe 3

a) Wenden Sie das Gram-Schmidt-Verfahren auf die Basis B = ((1, 2,0), (0,2, 1), (2,0, —1))
des R? an.

b) Betrachten Sie den Untervektorraum U = ((3,0,4,1,0),(7,0,1,0,1),(10,4,5,0,0))
des R®. Berechnen Sie eine Orthonormalbasis von U und U~L.

Aufgabe 4

Bestimmen Sie das charakteristische Polynom und das Minimalpolynom des Endomor-
phism f € End(R?*") mit
e;11 falls 214

€i—1 falls 2 | )



Aufgabe 5

Beweisen oder widerlegen Sie folgende Aussagen.

a)

Zwei komplexe 3 x 3-Matrizen sind genau dann zueinander dhnlich, wenn sie das
gleiche Minimalpolynom und das gleiche charakteristische Polynom haben.

b) Seien (,) und (,) zwei Skalarprodukte auf R"”. Dann gibt es einen Isomorphismus
f:R” = R" so dass (z,y) = (f(x), f(y)) fir alle z,y € R™.

c) Sei V ein K-Vektorraum. Sind f,g € End(V') diagonalisierbar, so ist auch f + g
diagonalisierbar.

d) Eine Matrix A € R™*" ist genau dann diagonalisierbar, wenn das charakteristische
Polynom in paarweise verschiedene Linearfaktoren zerfallt.

e) Alle reellen, orthogonalen 2 x 2-Matrizen sind diagonalisierbar.

f) Sei V ein K-Vektorraum und U, W zwei Untervektorrdume von V, so dass V =
U @ W. Dann ist W isomorph zu V/U.

g) SeiV ein K-Vektorraum und U ein Untervektorraum von V. Dann ist die natiirliche
Abbildung U® — (V/U)*, f + (z + U ~ f(z)) wohldefiniert und induziert einen
Isomorphismus U° = (V/U)*.

Aufgabe 6

Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und f € End(V). Beweisen Sie die
Aquivalenz der folgenden Aussagen:

(i)
(i)
(iii)

Es gibt eine Zerlegung f =idy + s, so dass s € End(V') nilpotent ist.
Es gilt y; = (X — 1)dmV,

Es gilt pup = (X —1)" fiir ein n € N.

Aufgabe 7

Sei B = (v1, v2,v3) die Basis des R® bestehend aus den Vektoren

a)

1 1 1
v = 0 , Vg = 1 , U3 = 1
0 0 1

Zeigen Sie, dass es ein Skalarprodukt s auf R? gibt, so dass B eine Orhonormalbasis
beziiglich dieses Skalarprodukts ist.

b) Geben Sie die darstellende Matrix Mg(s) dieses Skalarprodukts beziiglich der
kanonischen Basis € = ((1,0,0), (0, 1,0), (0,0,1)) des R? an.
Aufgabe 8

a)

Geben Sie eine Matrix A € R mit y4 = (X —2)3(X — 1) und ps = (X —
2)2(X — 1) an.



b) Sei A € R mit yq4 = X(X — 1)* pa = X(X — 1) und rang(A — E5) = 2.
Bestimmen Sie die Jordan Normalform von A.

Aufgabe 9

Uberpriifen Sie, fiir welche ¢ € R die Matrix

0
0

At — c R4><4

O -+
-~ o o

t
1
0 0
000 V2

diagonalisierbar ist und bestimmen Sie in diesen Fillen eine invertierbare Matrix S; €
R**4 50 dass S; ' AS; eine Diagonalmatrix ist.

Aufgabe 10
Zeigen Sie, dass durch die Abbildung
s ROXR® = R®, ((z1, 22, 23), (Y1, Y2, Y3)) — T1y1+3152+22y1 +2T2y2+22ys+3y2+223Y3

ein Skalarprodukt auf R? definiert wird und bestimmen Sie eine Orthonormalbasis des
R? beziiglich dieses Skalarprodukts.

Aufgabe 11

Sei (V,(,)) ein endlich-dimensionaler euklidischer oder unitdrer Vektorraum und f :
V — V eine bijektive lineare Abbildung. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen dquivalent
sind:

(i) Fir z,y € V mit z L y gilt f(z) L f(y).

(i) Fir 2,y € V- mit |lz|] = |yl gilt [[f(2)]] = [[f(»)]]-

(iii) Es gibt ein A € R5g und eine orthogonale bzw. unitdre Abbildung g € End(V)
mit f = \-g.

Aufgabe 12

Zeigen Sie, dass flir ein Polynom p € C[X] die folgenden Aussagen dquivalent sind.

(i) Je zwei Matrizen A, B € C™*" mit u4 = pup = p sind dhnlich.

(ii) Es ist deg(p) = 1, deg(p) = n oder es gibt ein A € C mit p = (X — \)"~L.



