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Aufgabe 1

a) Gegeben seien die folgenden Matrizen A,B,C über R:

A =

−1 0 1
1 2 1
2 8 −3

 , B =

−1 0 −2 1
3 2 1 1
1 0 −1 1

 C =

 1 2
3 3
−2 4

 .

Berechnen Sie alle möglichen Produkte von je zwei der genannten Matrizen.

b) Ein Endomorphismus f ∈ End(V ) heißt nilpotent, wenn es ein l ∈ N mit f l = 0
gibt. Eine Matrix A ∈ Kn×n heißt nilpotent, wenn es ein l ∈ N mit Al = 0 gibt.
Zeigen Sie:

(i) Für jeden Endomorphismus f ∈ End(V ) und jedes i ∈ N gilt Bild(f i+1) ⊆
Bild(f i).

(ii) Sei V ein n-dimensinaler Vektorraum. Dann gilt fn = 0 für jeden nilpotenten
Endomorphismus f ∈ End(V ). Folgern Sie daraus, dass An = 0 für jede
nilpotente Matrix A ∈ Kn×n gilt.

Aufgabe 2

Sei f : R2 → R3 die lineare Abbildung mit

f(x, y) = (3x+ 3y, 2x− y,−5x+ 3y).

a) Bestimmen Sie MA,B(f), wobei A = (e1, e2) und B = (e1, e2, e3) die kanonischen
Basen von R2 bzw. R3 sind.

b) Zeigen Sie, dass

A′ =
((

1
1

)
,

(
1
2

))
und B′ =

1
0
0

 ,

0
1
1

 ,

0
0
1


Basen von R2 bzw. R3 sind und berechnen Sie die Darstellungsmatrix MA′,B′(f).

Aufgabe 3

Sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und sei f ∈ End(V ). Zeigen Sie, dass
folgende Aussagen äquivalent sind:

(i) Für alle Basen A und B von V gilt MA,A(f) = MB,B(f).

(ii) Es gibt ein λ ∈ K, so dass f = λ · idV .

Aufgabe 4

Seien U, V, W endlich-dimensionale K-Vektorräume und f : U → V , g : V →W lineare
Abbildungen.

a) Sei Z ein Untervektorraum von V . Zeigen Sie, dass dim(f−1(Z)) = dim Kern(f)+
dim(Z ∩ Bild(f)).

b) Zeigen Sie, dass dim(Kern(g ◦ f)) = dim Kern(f) + dim(Kern(g) ∩ Bild(f)).


