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Aufgabe 1

a) Sei R® versehen mit dem Standardskalarprodukt. Betrachten Sie den Untervektor-
raum U = ((1,2,3,0,0),(0,1,1,1,1)). Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis von
U und von U™,

b) Sei Uy der R-Vektorraum der Polynome vom Grad kleiner oder gleich 2. Zeigen
Sie, dass durch

1
(,):UyxUy—=R, (PQ)+— /0 P(t)Q(t)dt

ein Skalarprodukt auf Us definiert wird und bestimmen Sie eine Orthonormalbasis
von Uj beziiglich ( , ).

Aufgabe 2

Sei V. = R™™" der R-Vektorraum der reellen n x n-Matrizen. Zeigen Sie, dass
b1 und by Bilinearformen definieren und iiberpriifen Sie, ob sie symmetrisch oder
positiv definit sind.

a) by : VxV =R, (A, B) — Spur(A'B).
b) by: V xV =R, (A4, B) — Spur(AB).

Aufgabe 3

Sei V' ein endlich-dimensionaler C-Vektorraum mit Basis B = (by,...,b,). Fir

einen Vektor v € V mit Basisdarstellung v = Z Ai - b; definieren wir Mp(v) =

i=1
(A1, )t
Sei nun b : V x V. — C eine Sesquilinearform auf V. Beweisen Sie folgende
Aussagen.

a) Fiir v,w € V gilt b(v, w) = Mg(v)t Mp(b)Mp(w).

b) Sei D eine weitere Basis von V. Dann gilt
Mp(b) = Tp sMp(b)Tp -

c¢) Die Sesquilinearform b ist genau dann hermitesch, wenn Mg(b)t = Mp(b).

d) Sei ¢ : V. — C, v — b(v,v) die von b induzierte quadratische Form. Fir
v,w eV gilt

b(v,w) = i(qb(v +w) —q@p(v—w)+i-gv+iw) —i- g(v—iw)).



Aufgabe 4

Sei V ein R-Vektorraum und b : V x V — R eine Bilinearform. Beweisen oder
widerlegen Sie folgende Aussagen.

a) Ist b(v,v) > 0 fur alle Vektoren v € B einer Basis B von V, so ist b positiv
definit.

b) Falls b sowohl symmetrisch als auch antisymmetrisch ist, so ist b = 0.

c) Sei A € R™" eine Matrix mit Diagonaleintrédgen a;; > 0. Dann ist die
Bilinearform b4 positiv definit.

d) Wenn v € V ein Vektor mit b(v,w) = 0 fiir alle w € V ist, so gilt v = 0.



