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Aufgabe 1

Seien V ein Vektorraum und U ein Untervektorraum von V . Seien v1, . . . , vn ∈ V
und W = 〈v1, . . . , vn〉 der von diesen Vektoren erzeugte Untervektorraum von V . Sei
π : V → V/U die natürliche Abbildung. Zeigen Sie:

a) (π(v1), . . . , π(vn)) ist genau dann linear unabhängig, wenn (v1, . . . , vn) linear un-
abhängig ist und U ∩W = {0}.

b) (π(v1), . . . , π(vn)) ist genau dann ein Erzeugendensystem von V/U , wenn V =
U +W .

c) (π(v1), . . . , π(vn)) ist genau dann eine Basis von V/U , wenn (v1, . . . , vn) linear
unabhängig ist und V = U ⊕W .

d) Seien V = R4 und U = 〈(1, 0, 1, 0), (0, 0, 1, 1)〉 ⊆ V . Bestimmen Sie eine Basis von
V/U .

Aufgabe 2

Seien V und W zwei K-Vektorräume. Zeigen Sie folgende Aussagen.

a) Die Abbildung
d : Hom(V,W )→ Hom(W ∗, V ∗), f 7→ f∗,

ist linear.

b) Falls W endlich-dimensional ist, dann ist d injektiv.

c) Falls W und V endlich-dimensional sind, dann ist d bijektiv.

Aufgabe 3

Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Seien U und U ′ Unterräume von V .
Beweisen Sie folgende Aussagen.

a) Die Abbildung V → (V ∗)∗, x 7→ (f 7→ f(x)), ist ein Isomorphismus von Vek-
torräumen.

b) Es gilt U/(U ∩ U ′) ∼= (U + U ′)/U ′.

c) Seien f : V → V eine lineare Abbildung und U ein f -invarianter Untervektorraum
von V . Dann ist die Abbildung fV/U : V/U → V/U, x + U 7→ f(x) + U, eine
wohldefinierte lineare Abbildung.



Aufgabe 4

Sei V = R5 und U der Untervektorraum von V mit Basis BU = ((1, 2, 0, 0, 0), (0, 3, 2,−1, 0)).
Betrachten Sie die lineare Abbildung f : V → V, x 7→ A · x, wobei

A =


1 0 1

2 0 0
0 1 1 0 0
0 0 1 0 0
2 −1 3

2 1 −2
0 0 0 0 1

 ∈ R5×5.

a) Zeigen Sie, dass U ein f -invarianter Untervektorraum von V ist und bestimmen
Sie MBU (f |U ).

b) Bestimmen Sie eine Basis BV/U = (c1, c2, c3) von V/U und berechnen SieMBV/U
(fV/U ).

c) Sei π : V → V/U die natürliche Abbildung. Wählen Sie Vektoren b1, b2, b3 ∈ V
mit π(bi) = ci. Zeigen Sie, dass B = BU ∪ (b1, b2, b3) eine Basis von V ist und
bestimmen Sie MB(f). Was fällt Ihnen auf?


