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Aufgabe 1: (4Pts)
SeiXn := an mit (an)n∈N in R eine wachsende Zahlenfolge, d.h. an ∈ R sei konstant
und an+1 ≥ an, n ∈ N. Zeigen Sie, dass (Xn)n∈N ein Sub-Martingal bzgl. jeder
Filtration (Fn)n∈N ist.

Aufgabe 2: (4Pts)
Sei Sn :=

∑n
j=1 ζj mit ζj ∈ L1 (P) i.i.d. (d.h. ζj , j ∈ N sind unabängig identisch

verteilt) und sei Fn := σ (ζ1, . . . , ζn). Beweisen Sie:

• (Sn)n∈N ist ein (Fn)n∈N-Martingal ⇔ E [ζ1] = 0
• (Sn)n∈N ist ein (Fn)n∈N-Sub-Martingal ⇔ E [ζ1] ≥ 0
• (Sn)n∈N ist ein (Fn)n∈N-Super-Martingal ⇔ E [ζ1] ≤ 0

Aufgabe 3: (4Pts)
Seien ζj ≥ 0 i.i.d. (d.h. ζj , j ∈ N sind unabängig identisch verteilt) mit E [ζ1] = 1,
Fn := σ (ζ1, . . . , ζn), und Mn :=

∏n
i=1 ζi. Seien M0 := 1, F0 := {�,Ω}. Zeigen

Sie, dass (Mn)n∈N0
ein (Fn)n∈N0

-Martingal ist.

Aufgabe 4: (4Pts)
Sei (Fn)n∈N eine Filtration und sei X ∈ L1. De�niere

Mn := E [X|Fn] , n ∈ N.

Zeigen Sie, dass (Mn)n∈N ein (Fn)n∈N-Martingal ist.
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