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I"Jbungsklausur

Annahme im Text: alle W-Rédume sind vollstindig und alle filtrierte W-
Réaume erfiillen die iiblichen Bedingungen

["Jbung I:
Sei {M,,}nen eine Zeitreihe auf (Q, F,, F, P), mit M,, € LY(Q, F,P)Vn €N

a) Geben Sie eine Bedingung, unter welche {M,, },en als Martingale bezeich-
net werden kann.

b) Beweisen Sie, dass die von Thnen in a) vorgetragene Bedingung mit der
folgenden unterschiedlichen Bedingung &quivalent ist:
E[M,+1/Fn] = M, fir jedes n € N.

Ubung 1I:
Sei

& : M7(Q, Fr, {Filieor), P)  — L2(Q, Fr, P)
{Ms}om) — My
(1)
a) Beweisen Sie, dass ® surjektiv ist.
b) Definieren Sie eine Norm, mit der M2.(€2, Fr, {Ft}tep0,m, P) ein Banachraum

ist, und beweisen Sie es.

I"Jbung I11:
Sei {Lt}teRi ein zentrierter Lévy -Prozess in MZ((, {Fitieo,m, Fry, P), mit

E[(L1)?] = D.
a) Beweisen Sie, dass } <, 112,31(ALs) ein Lévy Prozess ist.

b) Sei {Bt}teR‘}r eine adaptierte Brownsche Bewegung so dass By die Gauss
- Verteilung N (1, 1) hat. Berechnen Sie Var(fot(Bs)dLs).

Ubung IV:
Sei {M;};erq € MZ(Q, { Fi}eejo,r1s Frs s P)-

a) Beweisen Sie, dass E[|M; — M|?] = E[|M?| — |M2|], fiir s < t.



b)

Der Prozess (M;);c[o,r) habe nun zusitzlich unabhéngige Inkremente. Be-
weisen Sie, dass (M.)% —E[(M.)?] eine Martingale bzgl der gleichen Filtra-
tion ist.

["Jbung V:
Sei (By)¢>o eine Brownsche Bewegung.

a)

b)

Zeigen Sie, dass X; := e 7Bt sowie Y} := cos(By) Ito-Prozesse sind und
berechnen Sie dX;, dY;.

Sei a € R sowie 0 > 0. Zeigen Sie, dass die stochastische Differentialgle-
ichung
dX; = aXydt + 0odBy;, Xo=2x € R fast sicher

eine eindeutige Losung besitzt. Sie diirfen hierbei den Existenz und Ein-
deutigkeitssatz aus der Vorlesung verwenden. Bestimmen Sie df (X;) fiir
f € CZ(R) und folgern Sie daraus

t

E(f(X.)) = f(x) + / E((Lf)(X.))ds, t>0

0

wo Lf(y) = af'(y) + % " (y)-

I"Jbung VI:

Sei {Sp}nen ein Wertpapier, was am 1.1. 2015 0 Euro Wert ist, und in je-
dem Monat n € N mit Wahrscheinlichkeit 1/4 um 20 Euro sinkt, und mit
Wabhrscheinlichkeit 3/4 um 10 Euro wéchst, wobei die Zuwéchse in jedem Monat
stochastisch unabhingig sind.

a)

b)

Erkldren Sie ob {S,}nen bzlg der von {S,},en generierten Filtration
{Fn}nen eine Martingale ist. Beweisen Sie Thre Aussage.

- Falls {S, }nen keine Martingale bzgl {F, }nen ist, dann definieren Sie
eine Martingale { M), },en bzlg {F, }nen , fur die gilt, dass M,,= M, P-f.s.
fiir jedes n > 4, und M,, # M, firn =1,2,3.

- Falls {S,}nen eine Martingale bzgl {F,}nen ist, definieren Sie eine
Filtration {L,, }nen bzgl der { Sy, }nen keine Martingale ist.

Jede Aussage soll dabei bewiesen werden.

Bemerkungen:

Resultate ohne Berechnungen oder Begriindung werden nicht anerkannt.

Jede Teiliibung wird mit 3 Punkten bewertet.

Abgegebene Blatter ohne Namen werden nicht bewertet.

Elektronische Geréte jeder Art und eigene Bléatter sind nicht erlaubt

Das Priifungsamt und die Priifungsauschiisse werden tiber Tauschungsversuche
informiert.



