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Übungszettel III

Übung I:
Seien X,Y ∈ L1(Ω,F , P ). Sei G⊂ F und G eine σ -Algebra auf Ω. Beweisen
Sie:

i) falls X ≥ 0 P -f.s., dann auch E[X/G]≥ 0 P- f.s.

ii) X ∈ Lp(Ω,F , P ) impliziert E[X/G] ∈ Lp(Ω,F , P ), für 1 < p <∞.

iii) falls X stochastisch unabhängig von G ist, so gilt, dass E[X/G]= E[X] P -
f.s..

iv) E[Y X/X]= XE[Y/X] P - f.s.

Übung II:
Beweisen Sie den Satz der dominierten Konvergenz für bedingte Erwartungswerte.
(Der Satz wurde in der Vorlesung in der 3 Woche Mai ausgesagt)

Übung III:
Sei {Mt}t∈R+

ein Zufallsprozess auf (Ω, {Ft},F , P ).
Beweisen Sie, dass {Mt}t∈[0,T ] ∈M2

T (Ω, {Ft},F , P ), falls und nur falls
MT∈ L2(Ω,FT , P ) und für jedes 0 ≤ s < t ≤ T , für jede Zufallsvariabel
X ∈ L2(Ω,Fs, P ), die Eigenschaft E[MtX] = E[MsX] gilt.

Übung IV:
Sei {Sn}n∈N auf (Ω,Fn,F , P ) gegeben, mit Fn := σ(S0, ..., Sn). Sei p ∈ (0, 1)
fixiert, und Sn sei B(n, p) verteilt. Geben Sie genau die Zufallsvariabel E[S3/S1]
an.
(Erinnerung: 1. Sn ist Summe von unabhängigen Bernouille Zufallsvariabeln ,
2. Fn ist für jedes n durch endlich viele Ereignisse generiert.)

Übung V:
Finden Sie ein konkretes Beispiel eines W-Raumes (Ω,F , P ), einer σ -Algebra
G⊂ F auf Ω, so dass die Eigenschaft NF ⊂ NG nicht gilt.

Übung VI:
Beweisen Sie folgende Aussage:
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Sei {Xn}n∈N eine Folge von stochastisch unabhängigen zentrierten Zufallsvari-
abeln auf (Ω,F , P ). Dann ist {Mn}n∈N, mit Mn := exp izSn

E[exp izSn]
, und Sn :=∑n

1 Xn, eine Martingale auf (Ω, {Fn}n∈N,F , P ), mit Fn:= σ(S1, ..., Sn).

Bemerkung: Im ganzen Übungsblatt wird angenommen, dass die üblichen
Bedingungen gelten
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