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Motivation

1. In vielen Problemstellungen der Finanzmathematik und des
Risikomanagements ist die Dynamik der zugrundliegenden
Variablen zu komplex, um exakte Losungen bzw. Formeln zu
erhalten. In solchen Fallen kdnnen die beteiligten
stochastischen Variablen simulieren werden und basierend auf
"Konvergenzsatze" aus der Stochastik die benétigten Zahlen
approximieren.

2. Beispiel : Optionspreise zur Zeit t = 0 lassen sich als
diskontierter Erwartungswert einer Funktion V
(Auszahlungsfunktion) von Zufallsvariablen (z.B. Aktienkurs
S) bestimmen.

V(S,0) = e "TE(V(S, T)). (1)

Somit sind alle Methoden, die geeignet sind, Erwartungswerte
zu berechnen, auch potentielle Methoden zur Berechnung von
Optionspreisen.



Erwartungswert als Integral

Sei X ein Zufallsvariable auf dem Wahrscheinlichkeitsraum.

(Q, F, P) und eine reellwertige Funktion (Zufallsvariable) g mit
g(X) € L1(P-integrierbar). Dann ist der Erwartungswert E [g (X)]
definiert als das Integral beziiglich des WahrscheinlichkeitsmaBes P.
Es gilt:
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Integral als Erwartungswert

Sei nun X ~ U (0;1) das heiBt der Definitionsmenge der Funktion
g ist [0;1] (g : [0;1] — R). Die Verteilung von X besitzt die
Verteilung 1(g.1) (x) und fiir den Erwartungswert der
Zufallsvariablen g(X) gilt:

Elg(X)] = [ £()

—/g 01) x) dx
—/0 g () dx 3)

Das heiBt jeden Integral / der Form | = folg(x) dx lasst sich als
den Erwartungswert einer standard gleichverteilten Zufallsvariablen
darstellen:

I = E[g(X)] mit X ~ U (0;1)



Monte-Carlo-Integration

| 1asst sich manchmal nicht direkt bzw. exakt berechnen. Aber es
ist moglich | zu approximieren, indem man N unabhangige
Stichproben von X erzeugt ("simuliert”) und dann / mit dem
arithmetischen Mittel 7 der erzeugten Stichproben schitzen. Dabei
muss N sehr groB sein damit T statistisch fundierte Aussagen
liefern.

N
E((X) ~ > g(x) =T (4)
i=1

Diese Methode wird Monte-Carlo-Integration gennant und es
basiert auf das starke Gesetz der groBen Zahl.



Gesetze der groBen Zahl.

Gegeben sei eine Folge von unabhangigen identisch verteilten
Zufallsvariablen Xy, Xa, ... X, mit E[X;] < oo auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P). Sei nun

&M:é&@,

dann besagen die Gesetze der groBen Zahlen, dass fiir groBe n

Sn(w)

n

zE[Snn} und fiir E[X;] = p V i, Snn(w);uu (5)

gelten soll.

D. h., das arithmetische Mittel der ersten n Beobachtungen

X1 (w), X2 (w,)...Xs(w) soll nach der Gesetze der groBen Zahlen
gegen den Erwartungswert p konvergiert.



Schwaches und Starkes Gesetze der groBen Zahl.

1. Schwaches Gesetz der groBen Zahlen
Sei X = X1, Xa,... X, mit n & N eine Folge unabhangiger reeller

n
Zufallsvariablen aus L2 (Q, F, P) und sei S, (w) = > X; (w) dann
i=1
gilt fir alle e > 0:

7|

2. Starkes Gesetz der groBen Zahlen
Wenn zusaztlich E[X;] = p und E[X?] < co Vi, dann gilt:

S, EIS]

>6}—>0 wenn n—  o0. (6)
n n

S
= 5 1 mit Wahrscheinlichkeit 1. (7)
n



Monte-Carlo-Simulation: Aligemein.

Sei p eine Wahrscheinlichkeitsmass auf einer abzahlbaren Menge
A, und f : § — R eine reellwertige Zufallsvariable. Angenommen,
wir wollen den Erwartungswert

m=Ey[fl=) f(x)p(x) (8)

xeA

Mittels Monte Carlo-Methode berechnen. Dafiir simuliert man eine
groBe Anzahl n unabhangiger Stichproben Xi (w), X2 (w) ..., X5 (w)
von p und approximiert den Erwartungswert m durch den Monte
Carlo-Schatzer



Eigenschaften von Monte Carlo-Schatzers.

1. m, ist ein erwartungstreuer Schatzer fur m, d.h.:
o 1S
E[m] = ;ZE[f(Xf)] =E[fl=m
i=1
2. My~ N (m,2Var,[f])

Var [m] = Var

S ]
> F @)

i=1

1
= ﬁVar

1
= Var, [f]

3. M ist eine konsistente Schitzfolge fur m, falls 2 (X) integrierbar ist.
D.h:

Py, —m|>¢—0 fr n— oo



Approximationsfehler des Monte-Carlo-Schatzers.

Der mittlere quadratische Fehler des monte-carlo-Schatzers is:
1
E [|fnn - mﬂ = Var ] = ~Var, [f]. (10)

Die Fehler-Ordnung des Monte-Carlo-Schatzers fiir f € £2 ist dann:
Wenn f € L2 dann gilt:

[ p— - [|ﬁ7,,fm|2} zo(n*%) (11)

Dies bedeutet, dass fur eine zusatzliche genaue Dezimalstelle (faktor
10)eines Schatzwerts die Zahl n der Auswertungen um den Faktor 100
erhéht werden muss.



Approximationsfehler des Monte-Carlo-Schatzers.

Theorem: (Chebychev-Ungleichung) Sei X eine Zufallsvariable mit
Erwartungswert £ und endlicher Varianz ¢2. Dann gilt

2

2
PIIX — pl > 6] g% oder P[|X — | < 4] 21_% V§>0 (12)
Anwendung der Chebychev-Ungleichung mit X = i, ergibt
Pl —m| <8 >1- Y22l o520 (13)
nd?
Wenn man in (13) § = ¥ \\//asl;z[f] setze erhalte man
Var, [f]
P (|, — Y TPl > 1—e 14
g —ml < YOO 1 (14)

Das bedeutet, bedeutet, dass der Fehler umso kleiner wird, je grosser die
Stichprobenzahl n.



Prazision und Konfidenzniveau des Monte-Carlo-Schatzers.

Wenn man in (13) 6 = ry/ Var, [f] setze erhalte man

p [mw,,—m <r\/m] 21—$~ (15)

Das bedeutet, dass der wahre Werte m befindet sich in der intervall

[ﬁ?n - r\/m, iy + r\/m}

mit einer Wahrscheinlichkeit grésser als o =1 — n1r2 ( bzw.
a=100(1--15)%)

» r wird Prazision des Monte-Carlon-Schatzers gennant, und

» « ist der Konfidenzniveau des Monte-Carlon-Schéaters .



Behandlung der Prazision des Monte-Carlo-Schatzers .

Betrachten man die gleichung (15):

P {|mnm <r\/m] 217#- (16)

D.h.

P{|/°r7,,—m|<r\/m[ﬁ7n]}217L (17)

nr2

Die Prazision und somit die Genauigkeit des Monte-Carlo-Schéatzers kann
also

1. gemass Gleichung (16) durch Hohe Anzahl der Simulationen n ()
und/ oder

2. gemaiss Gleichung (17) durch Reduktion der Varianz des Schatzer
(Var (mn) = L Var, [f])

verbessert werden.



Verbesserung der Prazision durch hohe Anzahl von
Simulationnen.

Will man zum Beispiel eine Prasizion von 1% mit einem Konfidenzniveau
von 95% erreichen . so muss die Anzahl der Simulationen n gewahl sodass

1
1-—=1—-———-2>095
n r? n(0.01)2 —
d.h.

1
> 200000 gilt.
"= 0.05(0.01)2 8!



Verbesserung der Prasizion Mittels Varianzreduktion.

Hier wird eine andere Zufallsvariable X’ simuliert, sodass
E[f(X)] = E[f(X)] = m, mit Var[f(X")] < Var[f(X)]. (18)

Diese Vefahren wird Varianzreduktionstechnik gennant. Wahlt man
beispielweise X’ sodass

Var[F(X')] = %Var[g(X)] (19)

Dies bedeutet, dass man 7 Simulationen mit X’ benétig um die gleiche
Préazision zu erreichen wie fiir n Simulationen mit X



Einige Varianzreduktionstechniken.

Fiir eine Einfiihrende Auseinandersetzung mit der Technik der
Varianzreduktion verweisen wir auf [1] Abschnitt 5.1. Dort sind zwei
Methoden der Varianzredution Vorgestellt:

1. Abtrennung des Hauptteils und

2. antithetische Variablen.
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o 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Anzahl der Simulationen

Relativer Fehler bei der Berechnung des Preises einer européischen Put-Option mit K = 100, r = 0.1, 0 = 0.4,
T =1 und SO = 80 in Abhangigkeit von der Anzahl der Monte-Carlo-Simulationen unter Verwendung

antithetischer Variablen (Quelle: [1], Abb. 5.10)



Schatzung von Wahrscheinlichkeiten mittels MC-Simulation

Sei nun B eine abzilbare Menge dann gilt:

P(B)=>_ P(b) mit B=> b,
b;eB
= E,[1g]. (1p bezeichnet hier die Indikatorfunktion )

Es gilt folglich nach dem Gesetzt der groBen Zahlen:
P(B)~ > 15(X), mit X; T P.
i=1

D.h. die relative Haufigkeit von Treffer (15 (X;)) konvergiert mit
wachsendem Stichprobenumfang gegen deren Wahrscheinlichkeit. Der
Monte Carlo-Schéatzer fiir P (B) ist also gegeben durch:

P = iIB(Xi) (20)



Approximation von 7 mit Hilfe der Monte-Carlo-Simulation

» Grundidee: Die Flache eines Kreises mit Radius r ist gegeben durch

S=m-r? und fiir r=1 erhalten wir S=7

» Modell: Man betrachtet einen Viertelkreis mit Radius 1, der von
einem Quadrat mit Seitenlange 1 begrenzt ist. D.h:

1. die Flache des Viertelkreises V = % =7

2. die Flache des Einheitsquadrates @ = 1, und es gilt
3 % _ ©/4
: 1

» Vorgehenweise:

1. Man generiert N zufallige Punkte p(x, y) (bzw. x und y
Koordinaten) des Quadrats. D.h. p(x,y) € [0,1]* und
X,Y ~ U(0;1)

2. Setze B = {p|x* + y* < 1}. (D.h B= die Menge der Punkte
im Viertelkreis) = 8 ~ § =

3. Der Monte Carlo-Schatz

v us
Q - 4 -
er fur 7 ist dann:

>

N



Matlab-Implementierung

N = input(’Anzahl der Simulationen ’);
B =0;
zufall=rand(N,2);
temp=zeros(N,2);
for i=1:N
x=zufall(i,1);
y=zufall(i,2);
Ig = ((x* +y?) <=1);
B=B+Ig;
temp(i, 1) = x * Ig;
temp(ir2) = v * Ip;
end
disp([’Anzahl der generierten Punkte: > num2str(N) ’ Anzahl der Punkte in B: ’
num2str(F)1);
# = 4xB/N;
plot(zufall(:,1),zufall(:,2),’.’” ,temp(:,1),temp(:,2),’.”)
fprintf (’Geschitzte w % f \n’,#)
Anzahl der Simulationen 10000
Anzahl der generierten Punkte: 10000 Anzahl der Punkte in B: 786
Geschétzte pi 3.140800




Der Wiener prozess als Grunlagen der Stochastische
Modelierung.

Definition: Ein stochastischer Prozess W = {W/(t),t > 0} auf dem
Wahrscheinlichkeitsraum (€, A, P) heiBt (Standard-)Wiener-Prozess,
wenn die vier folgenden Bedingungen gelten:

1. W(0) = O(P-fast sicher).

2. Fiir gegebenes s mit t > s > 0 sind alle Inkremente W(t) — W(s)
von Fs stochastisch unabhangig. Der Wiener-Prozess hat also
unabhangige Zuwéchse.

3. W(t)— W(s) ~ N(0,t—s)~+t—sN(0, 1) V0 <s <t Die
Zuwachse sind also stationar und normalverteilt mit Mittelwert Null
und Varianz t — s.

4. Die einzelnen Pfade sind (P-)fast sicher stetig.



Diskretisierung vom Wiener-Prozess.

Die diskrete Approximation eines W-Prosses erfolgt durch folgendes
Vorgehen: Sei At > 0 ein konstantes Zeitinkrement. Fiir t, := kAt lasst
sich W, als Summe von Zuwichsen AW, fiir j = 0 : k darstellen:

k

Wiae =Y (Wjae — Wy_1)ae) Z AW, (21)
=1

wobei AWy = 0 und AW, ~ VALN (0, 1).

Wir betrachten jetzt ein diskretes Zeitintervall [0, T] und legen das
folgendes Gitter fest:

O=t<ti <t <...<t,=T.Sodass

At=t—t;=2L, Vv iefo,...,n—1}

Wir erhalten dann:

W(T)=> W(y)— W (g) (22)

mit W (t;) — W (tj_1) ~ VALN (0, 1).



Simulation vom Wiener-Prozess.

m=10;

n=100;

h=1/n;

T=[0:h:1];

dW=randn(n,m) ;

W=cumsum( [zeros(1,m) ;sqrt (h)*dw]) ;
plot(T,W)




Stochastiche Modellierung von Finanzsvariable: z.8.
Black-Scholes-Modell.

Im Black-Scholes-Modell ist die Dynamik des zugrunde liegenden
Wertpapiers S gegeben durch die folgende (ito)stochastische
Differentialgleichung:

dS(t) = uS(t) dt + oS(t)dW(t), S(0) = sy (23)

mit Anfangswert s,, konstantem risikofreien Zinssatz r = 4 > 0,
konstanter Volatilitit o > 0 und einem Wiener-Prozess W (D.h. dW/(t)
sind die Zuwachse von W ).

Hier sind folgenden Bezeichnungen verwenden:

> S(t) : Basiswert zur Zeit t

> S={S5(t), t >0} : Basiswertsprozess



lto stochastischer Differentialgleichungen.

Sei W, der Wiener-Prozess. Ein stochastischer Prozess {X;, t > 0} heist
lto—Prozess, falls

t t
X —Xo = / w( Xy, u)du + / o(Xy, u) dW,. (24)
0 0

In Differentialschreibweise
dXt = M(Xt, t) dt + O'(Xt, t) th, (25)

mit (Xy, u) und o(Xy, u) zwei messbaren und adaptieten Funktionen
sodass

t t
P{/ |,u(Xu,u)ds<oo} =1 und P{/ |02(Xu,u)|ds<oo} =1
0 0

> u(X;, t) dt heiSSt Driftterm und
> o(X;, t) dW; heiSSt Diffusionsterm.



Losbarkeit von stochastischer Differentialgleichungen.

Fiir die stochastische Differentialgleichung (25) existiere eine eindeutige
Losung auf [0, T] wenn es Konstante C und D gibt sodass die folgenden
zwei Eigenschaften erfillt sind:

’u(x, t)| + ‘O'(X, t)| < C(l + |X|);
|M(X7 t) - :u’(ya t)’ + |G(Xu t) - U(yv t)| < D|X - y|,
fir alle x,y € Rund t € [0, T].
Bemerkung: Die Black-Scholes SDE (23) ist per Definion eine ito-SDE

und sie erfiihlt die beiden oben genannten Bedingungen. lhre exakte
eindeutige Losung ist explezit gegeben durch:

S(t) = soexp K(,A_ ;&) t—l—aW(t))]. (26)

Fir komplexere Modelle ist oft die zugrundliegende SDE nicht analytisch
|6sbar. Hier werden numerische Methoden zur Diskretisierung der
zugrunde liegende SDE eingesetzt.



Numerische Appoximation von SDE.

Das Euler-Maruyama-Verfahren, ist das einfachste Verfahren zur
numerischen Losung von stochastischen Differentialgleichungen. Es
basiert auf dem deterministischen expliziten Euler-Verfahren zur Lésung
gewdhnlicher Differentialgleichungen. Seien {W;, t > 0}, ein
Wiener-Prozess und die stochastische Differentialgleichung

dSt = a(t, St) dt + b(t, St) th (27)

Die Idee von Maruyama besteht nun darin, nicht nur die Zeitachse in ein
Gitter {At, t € N} zu diskretisieren, sondern auch die
Wabhrscheinlichkeitsachse. Dazu definiert man

AW, = Weinr — Wit €N (28)
Wir betrachten das diskret Form von (28)
AS, = a(t, Se)At + b(t, S:) AW, (29)
das Euler-Maruyama-Verfahren, angewandt auf (23) ergibt dann:
ASiinr =St + 1 (Se, t) At + o (St t) AW, (30)



Wie gut ist Euler-Maruyama.

Es gibt im allerdings verschiedene Konvergenzbegriffen mit der man die
Giite von numerischen (approximativen) Lésung stochastischer
Differentialgleichungen analysieren kann. Aber je nach dem, was zu
berechnen ist, wird verschiedene Konvergenzbegriffe bendtigt.

Fiir die Optionbewertung reicht es folgenden Konvergenzbegriffen aus:

1. Starke Konvergenz : Hier wird die Approximation der gesamten
Pfade bzw. Trajektorien von S zu beurteilt.

2. Schwache Konvergenz: Bei der schwachen Konvergenz interessiert
man sich an der Approximation von der statistischen Eigenschaften.

Fazit:

> Fir die Bewertung von Pfadunabhingigen Optionen (z.B.
europaische Option) reicht es aus, Verfahren mit schwacher
Konvergenz zu verwenden.

» Verfahren mit starker Konvergenz sind geeignet fiir die Bewertung
von Pfadabhingigen Optionen (z.B. Lookback-Option, Asiatische
Optionen ).



Starke und schwache Konvergenz.

Definition (Starke konvergent [1] Def. 5.10)

Sei x; eine Lésung einer SDE und x2! eine numerische Lésung mit
Schrittweite At. Wir sagen, x2t konvergiert stark mit der Ordnung v > 0
gegen x7 zur Zeit T, wenn eine Konstante C > 0 existiert, so dass fiir
alle (genlugend kleinen) At > 0 gilt:

c(At) = (|XT ~ XA |) I (31)

Definition (schwache konvergent [1] Def. 5.11)

Sei x; eine Lésung einer SDE und x2! eine Approximation von x;. Wir
nennen x2t schwach konvergent bezugllch g mit der Ordnung v > 0 zur
Zeit T, wenn eine Konstante C > 0 existiert, so dass fiir alle (geniigend
kleinen) At > 0 gilt:

E(g(xr)) — E(g(x7"))| < CAL. (32)

Im Falle g = id (id - identischer Operator) nennen wir x2t schwach
konvergent mit der Ordnung 7.

Theorem Das Euler-Maruyama Verfahren konvergiert stark mit Ordnung
0.5 und schwach mit Ordnung 1. (siehe [1] s. 120-122)



Exakte Losung VS. Euler-Maruyama approximation

Matlab Code:
randn(’state’,88)
w=20=1s5=1,
T =1; N = 300; dt = T/N;
dW = sqrt(dt)*randn(1,N);
W = cumsum(dW) ;
Se=soxexp((u—0.5%0?)*([dt : dt: T])+o* W);
plot([0:dt:T1, [sp, Sel,’b-?), hold on
R = 4; Dt = Rxdt; L = N/R;
Sem = zeros(1,L);
DW = sum(dW(1:R));
Sem(1) = sp + 5o * A Dt + % s x DW
for j = 2:L
DW = sum(dW(R« (j — 1)+ 1: Rx*j));
Sem(j) = Sem(j — 1)+ Dt % A« Sem(j — 1) + pu* Sem(j — 1) * DW ;
end
plot([0:Dt:T1, [sp,Sem],’r--*’), hold off
xlabel(’t’) ylabel(’S’)



Vergleich Exakte Losung (@ es) mit der Euler-Maruyama
Approximation (Gl. 30) der Black-Scholes SDE (al. 23).

Abbildung: Exate Lésung (blau) , em-Approximation (rot)



Grundlagen der Bewertung von Finanzderivaten.

Nach dem Prinzip der risikoneutralen Bewertung, ist der Wert einer
Option V/ (t,S) zum Zeitpunkt t < T gegeben durch:

V(S t)=e "T-IE(V(S, T)). (33)

D.h. der faire Preis V (S, 0) eines Options auf S ist gegeben durch den
diskontierter Erwartungswert von V (S, T).

Der Optionswert V (S, t) zur Zeit t hangt im allgemein von der
Optionstyp, der Laufzeit T, dem Strike K , und dem Basiswertsprozesse
S (Pfade von S) bis zur Zeitpunkt t ab.

Wir haben z.B.:

» V(S,T)=(S(T)— K)* Fir Europaische Call-Option

+
-
> V(5,T)= (ST —+[S dt) , Fir Asiatische Call Option
0



Optionsbewertung mit Monte-Carlo-Simulation |

Basierend auf das Prinzip der risikoneutralen Bewertung besteht die
Grundidee der Monte-Carlo-Simulation fiir die Optionsbewertung darin,
den Erwartungswert in Gl. (33) mittels monte-carlo-Methode zu
schatzen. Der Algorithmus besteht aus vier Schritten:

Bestimme eine Formel fiir V (S, t) in Abhangigkeit vom Optionstyp.
Simulation N Pfade des Basiswertsprozesses S

Berechnung der Auszahlungsfunktion: V (S, T)

P o=

Berechne eines Schitzers fiir den Erwartungswert in Gl. (33).
L
E(vr) =4 ; VT ok,

5. Schéatze des fairen Optionspreises durch:

Vi.=e"TE(Vr).



Optionsbewertung mit Monte-Carlo-Simulation II.

Je nach Art und / oder Type des Options benétigt man in Schritt 2
entweder:

1. Nur der Wert des prozesses S zum Zeitpunkt T ( Ein Zufall
Variable),:

St(w): [0, co] = R (z.B. Europaische plain vanilla Option.)

2. oder alle Werten von Zeitpunkt ty bis zum Zeitpunkt T (der
gesamte Pfad des Prozesses: ).

S(w, T): 2x[0, oo] = R (z.B. Asiatische Option)



Monte-Carlo-Simulation fuer europaeischen Put und

Cal-Option (Ve = 19.5836, V. = 8.5569)
Matlab Code:
K =100; r = 0.05; sigma = 0.2; T = 1;
randn(’state’,88)
K =100; r = 0.1; sigma = 0.4; T = 1; SO = 80;
n =50; h=1/n; M = 10000;
% Simultane Erzeugung der M Pfade der Wiener-Prozesse
dWw = sqrt(h)*randn(n,M);
% Simultane Berechnung der Aktienkurse fiir alle M Pfade
S = zeros(n+1,M);
S(1,:) = 80; 7 Anfangswerte
for i = 1:n
S(i+1,:) = S(i,:).*(1 + r*h + sigmaxdW(i,:));
end
% Simultane Berechnung der Auszahlungsfunktion
payoffput = max(0, K — S(n+1,:));
payoffcall = max(0,5(n+1,:) — K);
% Simultane Berechnung des Schétzers und der Optionspreise
Vpyr = exp(—r x T) x (mean(payoffput))
Vean = exp(—r * T) x (mean(payoffcall))



Exkurs: Black-Scholes-Formel

C(S, T) = So (d1) — Ke ™" & ()
P(S, T) = Ke ™" &(—dy) — Sd(—dy)

wobei

In(S/K) + (r £ 02/2)T
VT
dy=dy — VT

dij2 =

Dabei bezeichnet:

> So: aktueller Aktienkurs,
P 1. der risikolose Zinssatz,
» & Die Volatilitit des Basiswertes,
» T Laufzeit (Falligkeitstermin),
> K: der Basispreis,
Anwedung der Black-Scholes-Formel auf die obige Optione ergibt

Put=19.3803

(34)
(35)

(36)

(37
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