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0.1 Abkiirzungs- und Namensverzeichnis

A% Zufallsvariable, Zufallsvariablen
(Q, F,P) Wahrscheinlichkeitsraum, W-Raum



1 Einfiihrung

1.1  Wert im Risiko
Wir notieren wie tiblich yi((—o0,z]) = Fi(z) = P(L <) = [*_ f(y)dy.

Definition 1.1.1. Sei L ZV auf (Q, F,P). Sei a € (0,1) fiziert. Der Wert im

Ristko (Value at Risk) der ZV L mit Konfidenzniveau « ist
VaR,(L) :=inf{l e R|P(L >1) <1-a}.

Bemerkung 1.1.2. o wird meistens zu 0.95,0.9,0.99 gesetzt.

Interpretation: L beschreibt ein Risiko oder Verlust (L loss). Wir suchen

den kleinsten Wert im Risiko [, s.d. die W-keit, dass der Verlust grofer als [

hochstens 1 — « ist.

Bemerkung 1.1.3. Sei F, die Verteilungsfunktion der ZV L, dann
VaR,(L)=inf{l e R|1 - F () <1—a}=inf{l e R| F(l) > a} = qr(a),

st auch der Quantil der ZV L in a.

Bemerkung 1.1.4. In der Statistik interessiert man wie sich das Quantil qr,(«)
fiir eine gegebene ZV L in Abhdngigkeit von « dndert. In der Risikotheorie fixiert

man o und untersucht wie sich VaR,(L) in Abhingigkeit von L dndert.

Bemerkung 1.1.5.

(a) Falls Fy, stetig ist, so gilt
sup{l e R | Fr(l) < a} =inf{l e R| F (I) > a} = qr(a) = VaR,(L);

(b) Falls Fy, stetig und streng monoton steigend ist, so ist Fy invertierbar, d.h.

JF71:(0,1) — RsdVreRFYF(z)) =2 AN Vye(0,1) F(F(y)) =v;
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(¢) Falls Fy, eine Dichte hat, Vo € R f(z) > 0, so ist Fr(z) = [*__ f(y)dy
eindeutige streng monotone Verteilungsfunktion, und folglich existiert wieder die

F~1 als Funktion;
(d) Sei L eine ZV dessen Verteiungsfunktion streng monoton und stetig ist, so

ist VaR.(L) = qr(a) = F; ().

Generell konnen wir festhalten, dass eine ZV L hat ein grofles Restrisiko falls
P(L > 1) =1— Fp(l) auch fiir groke Werte von [ grof ist. Z. B. falls ZV L eine
Dichte hat f(z) > 0, die langsam nach Null geht fiir |x| — oo, so hat sie ein

grofes Restrisiko.

Definition 1.1.6. Verteilungen mit groffer Restrisiko nennt man Verteilungen

mit fat tails.

Damit F7, ein fat tail hat, mufl der Abstand von Verteilungsfunktion zu
Gerade = 1 "immer sehr grofs” bleiben. Das ist z.B. nicht der Fall, falls F, eine
Dichte hat, die exponential nach Null geht oder allg. falls 1 — Fy (z) ~ exp(—x)
fiir grofse Werte von z oder wenn sogar Vo > xy Fr(x) = 1.

Beispiel 1.1.7. Verteilungen die keine fat teils haben:

(a) L ~ Uy uniforme Verteilung;

(b) L ~ N (u,0) Normalverteilung;

(¢c) L~ X% wobei X* ~ (N(0, 1))2 Chi- Quadrat- Verteilung;
(d) L ~ LN (u,0?) Logarithmische Normalverteilung;

(e) L ~exp(N), A >0 Exponentialverteilung;

(f) L~WDB(b,T),b>0,T >0 Weibull-Verteilung,

(9) L ~ Gamma(k,B) Gammaverteilung.



Beispiel 1.1.8. Verteilung, die fat tail hat ist die Pareto-Verteilung. Eine Pareto-
verteilte ZV L ~ Par(zg,a), xg > 0, a > 0 hat folgende Dichte bzw. Verteilungs-

funktion

ardz=1 falls © > x 1— (xl)_a falls x > x
f(n) = bzw. F(n)= ’

0 sonst 0 sonst.

1.2 Bedingter Erwartungswert

Satz 1.2.1. Sei P ein W-maf$ auf einem messbaren Raum (Q,F) und A € F

mit P(A) > 0. Dann wird durch P( - |A) : F — [0,1], B +— P(B|A) := Pg?g;‘)

eienen neuen W-maf$ auf (2, F) definiert.

Beweis. Esist P(B|A) = Pf&f) = % =0 und P(Q]A) = % = % = 1.

Dazu ist P( - |A) additiv und o-additiv, da fiir (B,,),en paarweise disjunkt, ist

auch (B, N A),en paarweise disjunkt. O

Definition 1.2.2. P( - |A) ist die Wahrscheinlichkeit bedingt des Ereignis
A.

Bemerkung 1.2.3. P( - |A) hat folgende Eigenschaften:
(a) P(B|A) =0 falls B C A°;

(b) P(AlA) =1

(¢) P(C|A) = 55} falls C C A.

Definition 1.2.4. Sei (2, F,P) ein W-Raum. A,b € F heiffen stochastisch
unabhdngig, A L B, falls P(AN B) = P(A)P(B).

Bemerkung 1.2.5. Es gilt A L B < P(A|B) = A AN P(B|A) = B, falls
P(A) > 0 und P(B) > 0 gilt.



Bemerkung 1.2.6. Aus ANB C A und AN B C B folgt P(AN B) < P(A)
und P(AN B) < P(B), ist also P(A) =0 oder P(B) =0, so folgt P(ANB) =0
und demnach A L B.

Notation: Sei X : Q@ — R eine ZV auf (2, F,P) und B € B(R), dann
schreiben wir X 1(B) = {w € Q| X (w) € B}.

Erinnerung: Eine Funktion X : Q@ — R? ist eine ZV auf (2, F,P) falls
X~Y(B) € F fiir alle B € B(RY), d.h. falls X F-B(R)-messbar.

Definition 1.2.7. Seien X, Y reellwertige ZV auf (Q, F,P). Dann heiffen X, Y
stochastisch unabhdingig, X 1L Y, falls VA,B € B(R) X7'(A) L Y-(B),
d.h. P(X7HA) NYTH(B)) = P(XTH(A)P(YH(B)) = px(A)py (B).
Definition 1.2.8. Sei (A, )nen eine Folge von Ereignissen auf (2, F,P).

(a) (Ap)nen heifit stochastisch unabhdngig, falls fir alle ny,...,n;, L € N gilt
P(A,, N..NA,) =P(A,)..P(A,);

(b) (Ap)nen heifit paarweise stochastisch unabhdngig, falls fir alle i,7 € N,

Bemerkung 1.2.9. Die stochastische Unabhdngigkeit impliziert paarweise sto-

chastische Unabhdngigkeit, die Riickrichtung ist aber im Allgemein falsch.

Definition 1.2.10. Sei (X,,)nen eine Folge von reellwertigen ZV auf (2, F, P).

(a) (Xp)nen heifit stochastisch unabhdngig, falls fir alle ny,...,n; € N und
fir alle Ay, ..., An, € B(R), I € N gilt

P(X,(An) NN X H(AL)) = P(X,H(A))- P(X, (An));



(b) (Xn)nen heifit paarweise stochastisch unabhdngig, falls fir alle i,j € N,
i # j und fir alle A, B € B(R) gilt

P(X;(4) N X[ H(B)) = P(X;(A))P(X;(B)).
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Definition 1.2.11. Zwei ZV X, Y heifien unkorreliert, fallsE[X,Y| = E[X] E[Y].

Bemerkung 1.2.12. X 1L Y wmpliziert Unkorreliertheit, die Riickrichtung ist

aber im Allgemein falsch.

Bemerkung 1.2.13. Sei (X,,)nen eine Folge von ZV auf (Q, F,P), die paar-

weise unkorreliert ist und sei X,, € L2(Q, F,P) fiir alle n € N. Dann gilt

Var(Z Xn) = Z Var(X,).

Definition 1.2.14. Sei (2, F,P) ein W-Raum, A € F, P(A) > 0. Sei X eine
ZV auf (2, F,P) dann ist E[X|A] der Erwartungswert von X bzgl. P bedingt
A oder Erwartungswert bedingt der W-keit P, dass Ereignis A statt findet,
E[X|A] := [ XdP( - |A).
Bemerkung 1.2.15. Es gilt
(a) E[X] = [ XdP = [ xdu;
(b) E[X|A] = [ XdP( - |A) = [ xduy, wobei % ist die durch P( - |A) induzierte
Verteilung von X.

Bemerkung 1.2.16. X 1l 1, < VB e B(R) X !(B) L A.

Bemerkung 1.2.17. Ist X 1L 14, so wegen P(X*(B)NA) =P(X(B))P(A)
gilt P(X~1(B)|A) = P(X~Y(B)) und somit E[X|A] = E[X].



1.3 Tail-Value at Risk und Conditional Tail-Value at Risk

Definition 1.3.1. Seiv L eine ZV. Der Tail Value at Risk von L definiert
durch TVaR, (L) := = [} VaR(L)ds.

Lemma 1.3.2. Sei F}, streng monoton und stetig, so gilt

1 1
P(L > VaRa(L)) /a Val,(L)ds.

TVaR.(L) =

Beweis. Es ist VaR,(L) = F; *(a), folglich

P(L > VaRa(L)) = 1 — F.(VaRa(L)) = 1 — Fy(F; (VaRa (L)) = 1 — a.
]

Definition 1.3.3. Sei L ZV auf (0, F,P). CTVaR,(L) := E[L|L > VaRu(L)]

wird Conditional Tail-Value at Risk o genannt.
Lemma 1.3.4. Sei L ZV, L € £LY(Q, F,P). Dann gilt E[L] = [*_P(L > s)ds.

Beweis. Wir beweisen den Fall, wo L eine Dichte f(x) hat. Der Satz gilt al-
lerdings allgemein. [~ P(L > S)ds = [,1 — Fi(s)ds = [ [ f(z)dzds =
Ja f(s) [5 dads = [ sf(s)ds = E[L]. O

Satz 1.3.5. Sei Fy, streng monoton und stetig, dann gilt

TVaR,(L) = CTVaR,(L).



Beweis.

1 ! 1 !
TVM%@J:TTEZ;VM@@MSZP@>JMRJM)L[MRJM%

1 1 ] L
TS VGRQ<L))A qr(s)ds = PlL= VaRa(L»/a F;(s)ds

1 /OO
= 1 — Fy(s)ds
P(L > VaRa(D) Jvun iy~ TH)

1 / >
_ P(L > s)ds
P(L > VaRa(L)) Jvara(r) ( )

1 o
= P(L> VaRa(L))/ P(L>sAL>VaR,(L))ds

—0o0

- /oo P(L > s|L > VaR,(L))ds

[e.e]

=E[L > s|L > VaR,(L)|ds.

1.4 Risikokennzahlen und ihre Eigenschaften

Notation: Sei ZV (2, F,P) die Menge aller reellwertigen ZV auf (2, F, P).
Definition 1.4.1. Eine Risikokennzahl auf einem W-Raum (Q, F,P) ist eine
Funktion ¢ : ZV (2, F,P) — R, L — ¢(L).

Definition 1.4.2. Seien L, Ly, Ly € ZV (2, F,P) . Eine Risikokennzahl ¢ auf
(Q, F,P) heifst kohdrent, falls sie folgende Eigenschaften hat:

(1) ¢ ist monoton, [Ll <Ly f.s. = (L) < 90(.[/2)} , d.h. ist der Verlust Ly
mit Sicherheit kleiner-gleich als der Verlust Lo, so soll dies fiir entsprechende

Risiken gelten;

(2) ¢ ist homogen, [VA > 0 @(AL) = Ap(L)], d.h. das Risiko des \-faches

Verlustes L soll auch A-fach mal grofier sein;
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(3) ¢ ist translationsinvariant, [Vc € R p(L + ¢) = ¢(L) + |, d.h. falls der
Verlust sich um eine Konstante ¢ € R erhéht, so steigt auch das Risiko um c

an;

(4) ¢ ist subadditiv, [p(L1 + Lo) < ¢(L1) + ¢(L1)], d-h. das Risiko additiver

Verluste ist kleiner-gleich als die Summe von einzelnen Risiken.

Bemerkung 1.4.3. Die Eigenschaft (4), die Subadditivitit, wird in einer Port-

foliostrategie fiir Diversifikation genutzt.

Beispiel 1.4.4.
- o(L) :=E(L) ist eine Kohdrente Risikokennzahl;

- (L) == CTVaR,(L) ist eine Kohdrente Risikokennzahl.
Behauptung 1.4.5. VaR,, ist keine kohdrente Risikokennzahl.

Bewesis.

- VaR,(L) = inf{l | P(L > 1) <1} ist monoton, denn falls L; < L f.s., so gilt
auch fiir alle | € R, dass P(Ly > [) < P(Ly > [) f.s., also auch VaR,(L;) <
VGR(X(LQ).

- VaR, (L) ist homogen: falls F, streng monoton und stetig, VaR,(AL) = A\VaR,(L) <
Fi (@) = AFp Y(a). Also Fyp(a) =P(AL < z) =P(L < %) = F(%) impliziert
Fap(AF (@) = a und folglich Fy ' (a) = AF 7 a).

- VaR,(L) ist translationsinvariant in der Menge der ZV L, dessen Verteilungs-
funktion F, streng monoton und stetig sind. Weil Fr,.(z) = P(L+ ¢ < x) =
P(L<x—<¢)=Fr(z—c¢)und F(_lL + ¢)(z) = F;*(x) + c fiir ¢ € R ist, gilt
VaR,(L+c¢) =VaR,(L) + c.

- VaR,(L) ist aber NICHT subadditiv! D.h., VaR, (L1 + L2) < VaR.(Ly) +
VaR,(Ls) gilt i.A. nicht. Auch wenn wir uns nur auf stetige und streng mono-

tone Verteilungsfunktionen einschrianken.



Gegenbeispiel: Sei X ~ N (0, D;) und Y ~ N (0, Dy), mit X 1 Y. Dann
ist X +Y ~ N(0,D; + Dy). Sei Fx bzw. Fy die Verteilungsfunktion von X
bzw. Y. Wahle dann D, Dy > 0 s.d.

—1 —1 —z?
. /Fx (@)+Fy (o) exp (—2(D1+D2))

i T s = Py (I (@) + Fi'(a)

Es existieren solche Dy und Ds, s.d. die Ungleichung gilt, weil je kleiner D; bzw.
D, desto kleiner Fiy''(a) bzw. Fy'(a) ist, und um so kleiner ist die Fy,y ().
Folglich Fly(a) > Fy'(a) + Fy ' (@) und entsprechend auch VaRq (X +Y) >
VaRy(X) 4+ VaR,(Y) O
Definition 1.4.6. Zwei Verluste Ly, Lo auf (2, F,P) heiflen komoton, falls es
zwei Funktionen f1, fo existieren, und eine ZV Z auf (2, F,P), s.d. L1 = f1(Z)
und Ly = fo(Z).

Lemma 1.4.7. VaR,(N(m, D)) = m + v DVaR,(N(0,1)).

Bewesis. Folgt wegen Translationsinvarianz und Homogonitat von VaR,. [

Lemma 1.4.8. Sei eine L eine ZV mit einer Verteilungsfunktion Fp, die iver-

tierbar ist. Sei g eine invertierbare Funktion von R nach R. Dann gilt:
1. VaR,(g(L)) = g(VaR.(L));
2. TVaR,(g(L)) = %= [} g(VaR,(L))ds.

Beweis.

1. Sei Fyp die Verteilung von g(L). Fy)(x) = P(g(L) <z) =P(L < g ' (L)) =

1 invertierbar und F7! =

Fr(g7(z)), da g invertierbar. Demnach auch g~ (L)

g(F;). Folglich VaR.(g(L)) = Fy(} (a) = g(F; (@) = g(VaRa(L).

g(L
2. Folgt direkt mit 1. und bisherigen Ergebnissen. O
Beispiel 1.4.9. X ~ N(0,1), L1 ~ X? = X2, Ly = X (etwa mit Z ~
N(0,D), D = 0%t, a = at, t € R™ beschreibt e+ eine Wertpapierinderung

in Abhdangigkeit von der Zeit).
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Behauptung 1.4.10. VaR(L,) = (VaR%(aH)(X))Z.

Beweis. Fy, ist invertierbar. Sei y > 0. Fy, (y) = P(L; < y) = 2P(0 < X <
V) = 2(Fx(\/y) — Fx(0)) = 2Fx(\/y) — 1. Folglich gilt die Identitit F;'(a) =
(Fx'(3(a + 1)))?, weil Fi,(y) = h(g(l(y))) mit I(y) = /¥, 9(y) = Fx(y),
hly) = 2y — 1, also Fy'(2) = 7 (g7 (h7'(2))), also I7}(2) = 2%, g7'(2) =
Fy'(z), h"'(z) = 3z + 3. Folglich VaR,(Ly) = F; (o) = (Fx'(ba +3))* =

(VaRy,, 1(X))? O

1
a+y

[SIE

Korollar 1.4.11. TVaR.(L,) = = [
Behauptung 1.4.12. VaR,(Ls) = exp(a) exp(VaR,(X)).

Beweis. I,(x) = P(Ly < z) = Plexp(X +a) < z) = P(X +a <In(z)) =
P(X < 2 —a) = Fx(Inz — a). Und folglich F} (o) = exp(Fy'(a) +a) =
exp(a) exp(VaR,(X)). Oder alternativ kénnen wir die Homogonitét verwen-
den: VaR,(exp(X + a)) = exp(a)VaR,(exp(X)) = exp(a)exp(VaR,(X)) =

exp(a)F;H(a). O

Korollar 1.4.13. TVaR,(Ls) = TVaR,(exp(X+a)) = exp(a)TVaR,(exp(X)) =
20(@) (14 Ry (exp(X))ds = 229 [T exp(VaR,(X))ds

1

1.5 Ubung

Sei X ~ N(u,0?) und sei Z ~ N(0,1) mit zugehoriger Dichte ¢ und Vertei-
lungsfunktion .

Wir wollen beweisen

Bewesis.

Bemerkung 1.5.1. Es gilt u+ 07 ~ X.
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Bemerkung 1.5.2. Da TVaR,(X) eine koherente Risikokennzahl, also trans-

lationinvariant und homogen, gilt
TVaR.(X) = p+ocTVaR.(Z).
Folglich, es geniigt zu zeigen
1

(1—a)TVaR.(Z) = (P (a)).

Bemerkung 1.5.3. FEs gilt

Wir verwenden noch, dass fiir eine ZV L, welche streng monoton wachsende

und stetige Verteilung hat, CTVaR,(L) = TVaR,(L) ist und berechnen

(1—a)TVaR,(Z) = /1 VaR,(Z)ds = (1 —a)E[Z > s | Z > VaR.(Z)]

Il

|
ASN
—~
~+
~
IS
~
=]
Nej
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2  Wahrscheinlichkeitsraume

2.1 Wahrscheinlichkeit auf Produktraume

Seien €, ..., Q. Die Menge x»_,Q, = {(w1,..wy) | w; € Qy} ist dann Pro-
duktraum. Seien (1, F1),...,(Q2n, Fy) Messraume. Sei Cy = F; X ... X Fy =
{A; x...x An | A; € F;}, Menge aller N—dimensionalen Zylinder, Cy = x;F; C
2*i%% Die Produkt-o-Algebra ®7]:7:1 Fauf xV_ Q, ist die kleinste o-Algebra

welche alle Zylinder enthélt, d.h. @, F, = a(Cy) = o(x:F).
Bemerkung 2.1.1. Im Allgemein Cy € @, F,.

Beispiel 2.1.2. Sei N =2, O = Qy =R, Fy = F, = #(R). Dann B(R) x
BR) # 0c(BR) x BR)) = BR) @ BR) = B(R?). Denn fir die Menge
B, = {(z,y) € R* | 2% + y* < r} ewistieren A; € Cy, j € N, s.d. UA; = B,,

also B, € 0(A(R) x B(R)), aber B, ldsst sich nicht als Produkt darstellen.
Definition 2.1.3. Ein Ring R auf einer Menge  ist eine Menge R C 29 =
{A | A CQ} mit filgenden Eigenschaften:
1) De R, Qe R;
2) AABe R = A\ Be€R;

3) ABeR — AUBER.

Bemerkung 2.1.4.
1) F o-Algebra —> F Ring;
2) F o-Algebra <= F Ring;
3) R Ring, A, € R, n € R & UpenAn € R
4) R(Cn) ={U; A, | Ay € Cy, A disjunkt, | =1,...,n, n € R} bildet ein Ring.

Lemma 2.1.5. Falls Q) = ... = Qy und |Q| = n und 2 = F, = F, = ... = Fy,
dann ist R(Cx) = Cy. (ohne Beweis)
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Definition 2.1.6. Sei R ein Ring auf einer Menge 2. Eine Funktion P:R—

0, 1], welche folgende Eigenschaften
1) P(0) =0, P(Q) =1;
2) P ist additiv;
3) P ist o-additiv
erfillt, heifit ein Pre-W-Maf auf (0, R).

Satz 2.1.7 (Caratheodory). Fin Pre-W-Maf auf (2, R) kann eindeutig zu ei-
nem W-Mafi P auf (2, 0(R)) erweitert werden. (ohne Beweis)

Bemerkung 2.1.8. Es ist 0(Cy) = o(R(Cy)), da R(Cy) C o(Ch).

Korollar 2.1.9. Jedes Pre-W-Maf P : R(Cy) — [0,1] kann eindeutig auf
QN F, als W-Mafi P erweitert werden, d.h. auf (xX_,Q,, @, Fn).

Bemerkung 2.1.10. Sei S; = {(a1,b1] X ... X (aq,bq] | a; < b;, a;,b; € R}.
Dann gilt es: R(Sy) = {U; A; | A; € Sy, j=1,...,n} ist ein Ring und o((Sy) =
o(R(8;)) = 0(#BR) x ... x BR)) = BR) @ ... ® B(R) = B(R?) ist eine

o-Algebra.

2.2  Produkt-Wahrscheinlichkeitsmafl auf Produktraume

Satz 2.2.1. Sei (4, F1,P1), ..., (Qn, Fn, Pn) W-Rdume. Dann existiert eindeu-
tig ein W-Maf @, P,y auf (xN_,Q,, @, F), s.d. fiir alle A= Ay x..x Ay €
Cn =F1 X ... x Fy gilt: ®nN=1 Pn(A) = Hi:[:l P(An).

Beweis. [Skizze] Man definiere zuerst @y, P(U; B)) = [[v, B(B)) fiir alle
UB; € R(Cy), B, € Cy, B, paarweise disjunkt. Dann zeigt man, dass ®fi1 P
ein Pre-W-MaR auf (x¥,Q;, R(Cy)) ist und verwendet folglich den Satz von
Caratheodory. m
Definition 2.2.2. Seid € N. Eine d- Verteilung ist ein W-Map auf (R?, B(R%)) =
(XL4R, ®?:1 #R)).

14



Satz 2.2.3. Fliir jede 1-dim. Verteilungen py, ..., pq auf (R, B(R)) existiert es ei-
ne eindeutige d-dim. Verteilung jy ®...Q g = ®§l:1 iy S.d. 11 ®...Quq((ar, by] X
. % (ag, ba)) =TI, pi((as, ;). Das ist die Produktverteilung von ju, ..., jiq.
(ohne Beweis)

Lemma 2.2.4. Sei P ein W-Map auf (x2_,Q,, @, F.) und fir j =1,...,N
sei P 2 Fy = [0,1], Aj = P(CY), wobei € = QX . x Q@ x Aj x @ x .. x Q.
Dann ist w;P ein W-Maf auf (2, F;).

Beweis. m;iP(0) = 0, m;P(Q) = 1, m;P ist additiv. Wende den Satz von Ca-

ratheodory an. O]

Definition 2.2.5. m;P ist die marginale oder projektive W-keit von P auf

(2, 7).

Bemerkung 2.2.6. Es gibt mehrere W-Mafle P, welche unterschiedlich sind,

die aber gleiche marginale W-keiten haben.

Beispiel 2.2.7. Sei N = 2. Seien P, die Verteilung von (X,Y) auf (R*, Z(R?)),
wobei X ~ Y ~ Uy unabhingig, und Py die Verteilung von (X, —X) auf
(R*, B(R?)). Es ist 1, Py ((—00, x)) = mPi((—00,2)) = Fy, ,, () und m Po((—00, 7)) =
ToPo((—00, 1)) = Fy, (). Weiterhin gilt Py((a,b] x (c,d]) = Pi(X € (a,b],Y €
(c,d]) = P(X € (a,0))P(Y € (c,d]) = mPi((a,b))mPi((c,d)), also Py ist
die Produktwahrscheinlichkeit von zwei uniforme verteilte ZV. Aber Po(X €

(a,b], =X € (¢,d]) # mPy(X € (a,b))maPo(—X € (c,d]), also P, # P,.

Korollar 2.2.8. Sei u? eine d-dim. Verteilung, dann ist m;p® : B(RY) — [0,1],

B pd(Rx ... x Rx BxRx ... xR) Verteilung auf (R, B(R)).

Definition 2.2.9. m;u® wird auch Randverteilung von u® genannt. Dessen

Verteilungsfunktion wird Randverteilungsfunktion genannt.

Definition 2.2.10. Die Funktion H : RxR — R, (z,y) — p?(x,y) heifst 2-dim.

Verteilungsfunktion von p?.
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Lemma 2.2.11. Sei p? eine 2-dim. Verteilung mit Randverteilungsfunktio-
nen FF : R — R, G : R — R und 2-dim. Verteilungsfunktion H, H(x,y) =
p*((—o0, z], (—00,y]). Dann gilt fir alle 1 < y1, xo < yo: |H (9, yo)—H(z1,y1)| <
|F(22) = F(x1)| + G (y2) — G-

Bewets. |H(x2,y2)—H(x1,y1)| < |H(22,y2)—H (21, y2) |+ H (21, y2) —H (21, 11)| <
yh_l)noo |H (22, 52) — H(x1,y2)] +I}ij>noo |H(21,12) — H(z1,91)| = |F(22) — F(21)| +
|G (y2) — G(y1)|- L

Errinerung: Sei y? eine 2-dim. Verteilung, sei H : R* — [0,1], (z,y) —

(00, 2], (~o0, y]). Dann gl
1) H(xz,) ist in jedem Argument monoton wachsend;
2) H(z,) ist in jedem Argument rechtsstetig;

3) F:z~ lim H(x,y) ist eine Verteilungsfunktion (und zwar Randvertei-
Y—00

lungsfunktion);

4) G : y — lim H(x,y) ist eine Verteilungsfunktion (und zwar Randvertei-
Tr—00

lungsfunktion);
5) Fallsa < b, c <dsoist H(b,d) — H(b,c) — H(a,d) + H(a,c) > 0.

Beweis.

1) H,:R— R,y H(x,y) = p*((—o0, x], (—o0, y]) ist monoton wachsend, weil
p? ein W-Maf ist und fiir y < ¢ (—o0,x],(—00,y] C (—o0,z], (—o0,y'] gilt.
Analog H,;

2) Hw(y) = M2((—OO, l’], (—OO,y]) = Hz(mTLEN(_OOV,E]) (—OO, Y+ %])’ fOlghCh7 we-
gen Monotonie von Mafe, H(x,y) = lim p*((—o0, z], (—o0, y+=]) = lim H,(y+

n—oo

n—oo

1), da H, monoton ist;

3) V'
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4) Vv
5) Folgt wegen (a,b] x (¢,d)] = {(—00,b] x (—o0,d] \ (—o00,b] X (—o00,c]} \
{(=00,a] x (=00, d]\ (00, a] x (=00, (]},
[
Satz 2.2.12. Sei H : RxR — R eine Funktion, die Figenschaften 1)-5) von oben

erfiillt, dann existiert eine 2-dim. Verteilung u?, s.d. u*((—oo, x|, (—o0,y]) =

H(x,y), d.h. H ist die Verteilungsfunktion von u?.
Beweis. Via Satz von Carathedory. O

Definition 2.2.13. Im Allgemeinen nennt man eine Funktion H : R xR — R,

die Figenschaften 1)-5) von oben erfillt, eine 2-dim. Verteilungsfunktion.

Bemerkung 2.2.14. Es gibt 1 : 1 Zuordnung: 2-dim. Verteilungen < 2-dim.

Verteilungsfunktionen.

Lemma 2.2.15. Sei p? eine 2-dim. Verteilung, dann existiert immer (unendlich
viele) ZV (X,Y) mit Wertraum (R?, B(R?)), s.d. (X,Y) die Verteilung * hat,
d.h. es existiert mindestens ein (2, F,P) W-Raum mit einer ZV (X,Y), s.d.

P(X <Y <y) = p*((—00, 2], (—o0,y]).

Beweis. (O, F,P) = (R?, B(R?),u?), (X,Y) = Id° O
3 Copulae
Definition 3.0.16. Sei R = [—00, 00| und seien Sy, ..., S, nichtleere Teilmengen

von R. Sei H eine n-dim. reelle Funktion mit dom(H) = S, x...xS,. Es gelte
a < b fira,b € R" falls aj, < by fiir alle k = 1,...,n ist. Fir a < b sei ein n-
Quadrat B definiert als das kartesische Produkt tiiber n abgeschlossene Interval-
le, deren 2™ Eckpunkte in dom(H) liegen, d.h. B = [a,b] = [ay,b1] X ... X [ay, by].
Mit I =1 x ... x I, wobei I = [0,1], bezeichnen wir das Einheitsquadrat in

R™.
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Definition 3.0.17. Das H-Volumen von einem Quadrat B ist definiert als
Vi(B) =Y sgn(c)H(c), wobei die Summe tber alle Ecken ¢ = (cq, ..., ¢,) lduft,

mit ¢; € {a;,b;} fir allei =1,...,n. Die Funktion sgn(c) ist definiert durch

1 falls ¢, = ay, fuer eine gerade Anzahl von k's,
sgn(c) =
—1 sonst.

Lemma 3.0.18. Aquivalent zur obigen Darstellung von H-Volumen des n-
Quadrates B ist die Darstellung als Differenz n-ter Ordnung von H auf B, d.h.
Vi(B) = ALH(t) = AL .AM H(t), wobei die Differenz der k-ter Ordnung defi-

niert als AZIZH(tl, ...,tkfl,t, tk+1, ,tn) = H(tl, ---7tk717bk7tk+17 ,tn)—H<t1, ...,tk,l,ak,tkﬂ,

Beweis. Falls n = 2 gilt: Vi (B) = ARAR2H(ty,t5) = H(by,by) — H(by, as) —
H(ay,by) + H(ay,a2) = Y sgn(c)H(c). Dann lauft die Behauptung durch In-
duktion. O

Definition 3.0.19. Eine n-dim. reelle Funktion H heif$t n-steigend, falls Vg (B) >

0 fir alle n-Quadrate B, dessen Ecken in dom(H) liegen.

Bemerkung 3.0.20. Die folgende Beispiele zeigen: falls H eine n-stegende
Funktion ist, dann folgt daraus NICHT, dass H monoton steigend in jeder Va-

riable ist. Der Umkehrschluss ist auch nicht maglich.

Beispiel 3.0.21. Sei H eine Funktion auf dem Einheitsquadrat I? definiert
durch H(a,b) = {a,b}, so ist H monoton steigend in jeder Variable. Jedoch ist
H nicht 2-steigend, da Vy(I?) = H(1,1) — H(0,1) — H(1,0) + H(0,0) = —1.

Beispiel 3.0.22. Sei H ecine Funktion definiert auf I* durch H(a,b) = (2a —
1)(2b — 1). Dann ist H 2-steigend, denn sei B = [a1,as| X [by,bs]. Dann gilt
Vi (B) = H(ag,by) — H(as,by) — H(ay,be) + H(ay,b1) = 4(ag —ay)(by — by) > 0.
Weiter ist H nicht monoton steigend in jeder Variable, denn fiir a < % st H

monoton fallend falls b € (3,1).
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Definition 3.0.23. Sei ay jeweils das kleinste Element der nichtleeren Teilmen-
gen Sy, C R mit k = 1,...,n. Man nennt eine Funktion H : S; x ... x S, = R
geerdet, falls H(xq,...,x,) = 0 gilt, wenn fir mindestens ein x; miti =1,...n

Lemma 3.0.24. Seien Si, ..., S, nichtleere Teilmengen von R und sei H eine

n-steigende Funktion mit dom(H) = Sy X ... X Sy, dann ist die Funktion t —

H($17 vy Lp—15 Sy Ti4-1, "'axk—lat7xk+17 "-7In)_H(I17 w11, Ty T4, "'7xk—17t7$k+17

monoton steigend (in jeder Variable), k # I, und k,l € {1,...,n}. Hierbei ist

€S fuiri=1,...,nundr,s €S, mitr <s.

Beweis. Es gilt fir t1 < tor H(T1, ooy T11, 8, T111y eoey Tho1, b2y Th1y ooy Tn) —

H(:Bla cey L1—1, T L1415 "'7$k—17t2axk+17 "'7$n)_H(xla v X115, 8, Tia, "'axk’—latlaxk-i-la

t .
H(xq, oo @1, 7y Tty oy Tt b1, Tty o ) = AZAZ >0, da H n-steigend.

Also gilt die Behauptung. O]

Lemma 3.0.25. Seien S, ..., S, nichtleere abgeschlossene Teilmengen von R,
wober jede S; seines kleinsten Element a; enthdlt. Sei H eine geerdete und n-
steigende Funktion mit dom(H) = Sy X ... X S,,. Dann ist H monoton steigend

in jeder Variable.

, Tn)

, Tp)+F

Beweis. Esist zu zeigen, dass fir (21, ..., Tg—1, 7, L1y ooy T )y (T1y ooy i1y Sy Tty ooy L) €

dom(H ) und r < s die folgende Ungleichung gilt: H (z1, ..., Tp—1,7, Thi1, -y Tn) <
H(z1, ..., X1, 8, Tht1, -.-, Tn). Da ay jeweils das kleinste Element von Sy, ist, ha-

ben wir B = [(a1, ..., Gk—1,T, Qi1 - G )y (T1, ooy Tho1, S, Tht 1, -, T )] Nun ist H

n-steigend, Vi (B) > 0, und es ist geerdet, weshalb 0 < Vi (B) = H(x1, ..., x_1, S, Thi1, ---

H(xy,...,Xp_1,7, Ty1, ..., Tp), da alle andere Summanden mindestens eine a; ent-
halten und somit wegfallen, d.h. die gewiinschte Ungleichung gilt und somit die

Behauptung. O

Definition 3.0.26. FEine n-dim. Verteilungsfunktion H ist eine Funkti-

on mit Definitionsbereich R", fiir die gilt, dass H geerdet und n-steigend und
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H(oo,...,00) =1 gilt.

Definition 3.0.27. Sei by jeweils das grofite Element der nichtleeren Teilmen-
gen Sy CRmitk =1,....,n und H eine Funktion auf Sy x ... X S,. Dann nennen
wir Hy, die eindimensionale Randverteilung fir k € {1,...,n}, falls gilt:
1) dom(Hy) = S;

2) Hip(x) = H(by, ..., bp—1, %, b1, ..., by) fiir alle x € Sk.
Wir erhalten mehrdimensionale Randverteilungen, indem wir weniger Va-

riablen fixieren.

Lemma 3.0.28. Sei X eine ZV mit Verteilungsfunktion F'. Dann gilt fiir alle

Beweis. Bs ist {F(X) < F(z)} = ({F(X) < F(z)} N {X < 2}) U({F(X) <
F(z)}N{X > 2}). Nun gilt {X < 2} C {F(X) < F(z)} und {F(X) < F(z)}N
(X >} #0. Also {F(X) < F(z)} = {X < 2} U({F(X) = F(z)} N {X > z}).
Wenn wir auf beiden Seiten der letzten Gleichung die W-keit berechnen, erhalten
wir P(F(X) < F(x)) = P(X < 2) + P(F(X) = F(x)) N (X > 2)) = P(X <
z). O

Satz 3.0.29. Sei X eine reellwertige ZV mit Verteilungsfunktion F'. Es gelten
folgende Aussagen:
1) Falls I stetig ist, so ist die ZV'Y = F(X) uniform, Uy, verteilt.

2) Falls F7' : [0,1] — (—o00,00) definiert durch F~'(y) = inf{z | F(x) > y}
mit 0 <y <1 undY eine ZV mit Uy - Verteilung ist, dann hat X = F~1(Y)

Verteilungsfunktion F'.

Bewesis.

1) Seiu € (0,1). Da F stetig ist, existiert es ein z € R mit F'(z) = u. Aus 3.0.28

folgt P(Y <u) =P(F(X) < F(z)) = u, weshalb Y uniform verteilt ist.

20



2) Fiir ein 2 € Rmit 0 < F(z) < 1 und u € [0,1] gilt F(z) > u genau dann,
falls z > F~1(u) gilt. Angenommen, es gilt > F~1(u) = inf{z | F(x) > u}.
Dann gilt, da F' als Verteilungsfunktion monoton steigend und rechtsstetig ist,
dass {z | F'(z) > u} ein Intervall ist, dass den linken Endpunkt beinhaltet. Also
F(z) > u fir alle . Umgekehrt, falls F/(x) > wu gilt, so folgt © > inf{z | F(z) >
u} = F~Y(u). Also P(F7Y(Y) <xz) =P(Y < F(x)) = F(z). O

Satz 3.0.30. Seien S, ..., S, nichtleere Teilmengen von R, welche jeweils ihr
kleinstes Element a; und grifites Element by, beinhalten. Sei H eine n-steigende
und geerdete Funktion mit eindimensionalen Randverteilungen Hy, ..., H,. Dann
Gilt fir (x1, ..., Tk—1, T, Tpy1,y oy Tp) € dom(H), dass 0 < H(Ty, ooy Tp—1, Ty Ty 1y ooy Tny) <

Beweis. Definition der Randverteilung und 3.0.25. O

Satz 3.0.31. Seien S, ..., S, nichtleere Teilmengen von R, welche jeweils ihr
kleinstes Element ay und grifstes Element by, beinhalten. Sei H eine n-steigende
und geerdete Funktion mit dom(H) = Sy X ... X S,, und eindimensionalen Rand-
verteilungen Hy, ..., H,. Dann gilt fir (x1,...,2,), (Y1, ..., Yn) € S1 X ... X S, dass

[H (21, e wn) = H(yas o yn) | < 3k [Ha(wx) — Hi(yi)]-

Beweis. Mit Dreiecksungleichung folgt: |H (21, ..., xn)—H (y1, s yn)| < [H Y1, ooy Yn)—
H(z1,y2y ooy Yn) [ H (21, Y2y ooy Yn) —H (21, T2, Y3,y ooy Y ) [ oo [ H (T4, ooy T, Yn) —
H(zy,...,x,)|. Sel nun oBdA z, < yi (xp > yi folgt analog). Da H geer-

det und n-steigend ist, gilt mit 3.0.25, dass 0 < |H(y1, ..., Yk, Thil, -y Tn) —
Hyi, oy Yb-1, Thy ..., Ty)| fir alle & = 1,...,n. Nun folgt aus n — 1 Anwen-

dung von 3.0.24, dass die Randverteilungen von H existieren und es gilt 0 <

| H (Y1, ooy Yby Thty ooy Tn) — H (Y15 ooy Yoty They ooy )| < [Hy(yp) — He(z)| flir je-

des k =1, ...,n. Dies fithrt man nun so weiter fiir alle k = 1, ...,n und ersetzt in

erster Ungleichung die Terme. O]
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Definition 3.0.32. Eine n-Subcopula ist eine Funktion C' mit den folgenden

Eigenschaften:

(a) dom(c') = Sy X ... x Sy, wobei Sy, ..., S, Teilmengen vom Einheitsintervall I

sind, die die beiden Punkte O und 1 enthalten;
(b) ¢ ist geerdet;
(c) C" ist n-steigend;
(d) Die Randverteilung Cy, mit k = 1,...,n uniform auf I verteilt.
Figenschaft (d) heifit, dass z.B. fir eine 2-Subcopula gilt C'(u,1) = u und

C'(1,v) =wv fir allew € S; und v € Ss.
Definition 3.0.33. Eine n-Copula C' ist eine n-Subcopula mit dom(C') = I".

Bemerkung 3.0.34.
1) Ist C eine n-Copula, dann ist jede k-dim. Randverteilung eine k-Copula.

2) Copulas sind Verteilungsfunktionen von I™ nach I, d.h. sie induzieren W-

mafSe auf I" durch Vo ([0,uq] X ... X [0,u,]) = C(uq, ..., up).

Satz 3.0.35. Jede n-Copula C' ist gleichmajig stetig auf threm Definitionsbe-
reich, d.h. fir alle uw,v € I"™ erfullt C' die Lipschitz-Figenschaft: |C(v) —C(u)| <
D ket Ve — gl

Beweis. Esgilt |C(u)—C(v)| <> 1, [Crlvr) —Crlug)| =D 5, |vp—ug| wegen

3.0.31 und Definition von n-Subcopula. O

Satz 3.0.36. Sei C(uy, ..., u,) eine Copula. Fiir beliebige uy, ..., U;_1,Uiy1, .., Uy €
I existieren die partielle Ableitungen g—i fur fast alle u;, 1 = 1,...,n, und es gilt

0< OC (u1,...,un) <1.
> ous >

Beweis. Monotone Funktionen sind fast tiberall differenzierbar, weshalb die
partiellen Ableitungen g—i existieren. Es ist %ul“”) > 0, da C streng mono-
ton steigend in jeder Variable ist. Setzen wir in 3.0.35 die u; = vy, ...,u;_1 =

: AC (u1 .. un
Vi1, Ui ] = Vig1, ey Uy = Up, 1 = 1,...,n, s0 gilt auch % <1. O
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3.1 Ubung

Beispiel 3.1.1. Sei X ~ Ujgy eine auf [0,1] C R uniform verteilte ZV. Dann
gilt es fiir alle z = (21, 29) € [0,1]*:
(1) Ist Zy := (X, X), so ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung

P(Zy < 2) =P(X <21 AX < 2) =P(X < min{z,2}) = min{z, 2} eine
Copula.
(i) Ist 71 = (X,1 — X), so ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung

P(Z1 <2)=P(X <H1A1-X <2) =P(1—20 < X < z) =max{0,z;+2—1}
eine Copula.

(111) IstY ~ XY W X und Zy := (X,Y), so ist die Wahrscheinlichkeitsvertei-

lung P(Zy < 2) = P(X < 21)P(Y < 23) = 2129 eine Copula.

3.2 Graph einer 2-dim. Copula

Definition 3.2.1. Sei C eine 2-dim. Copula und a € I beliebig. Der horizontale
Abschnitt von C in a ist eine Funktion von I nach I definiert durcht — C(t,a).
Der vertikale Abschnitt von C' in a ist die Funktion von I nach I definiert durch
t — C(a,t). Der diagonale Abschnitt von C ist die Funktion o¢ : I — I definiert
durch dc(t) = C(t,1).

Korollar 3.2.2. Der horizontale, vertikale und diagonale Abschnitt einer 2-dim.

Copula sind monoton steigend und gleichmdfig stetig.

Beweis. Folgt wegen 3.0.25 und 3.0.35. O]

3.3 Systematisches Risiko

Sein Lq,..., L, ZV die Verluste beschreiben, und die eine gemeinsame Vertei-

lung p haben (und i.A. NICHT stochastisch unabhéngig sind). Wir suchen
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systematische Risikoeffekte, z. B. P(Ly > wuy, ..., L1 > up—1 | Ly > u), wo-
bei v und wy, ..., u,—1 Extremwerte sind. Oder fragen wir uns sogar: P(L; >
VaRy(L1), ..., L1 > VaRy(Ly—1) | L, > VaR,(L,)) - 7 und um die Fragen
zu beantworten benutzen wir Copulas, denn diese geben einen Zusammenhang
(siche Satz von Sklar) zwischen gemeinsamer Verteilungsfunktion H (z1, ..., x,)

von Ly, ..., L, und den Randverteilungen.
Definition 3.3.1. FEine n-dim. Verteilung u ist ein W-maf auf (R", Z(R")).
Definition 3.3.2. FEine n-dim. Verteilung p hat Trdager [A, B] = [A1, By] X
Lo X [An, Bn] mat A17 Bl; ceny An, Bn € Ii falls:
1) p([A, B]) = 1;
2) u([A, B]) =0,
3) M[A, B]) < XM[A, B']) fir alle [A', B'] = [A], Bl] x...x [Al, B] fiir die 1)+2)

auch gilt.

Definition 3.3.3. Sei a, jeweils das kleinste Element der nichtleeren Teilmen-
gen Sy, C R mit k = 1,...,n. Man nennt eine Funktion H : S; x ... x S, = R
geerdet, falls H(xq,...,x,) = 0 gilt, wenn fir mindestens ein x; miti =1,...,n

gilt x; = a;.
Definition 3.3.4. Eine Funktion H : R — [0,1] hat Triger [A, B] = [A1, By] X
... X [An, Bp] mit Ay, By, ..., A, B, € R falls:
1) Vu([A,B) = A A H =1,
2) H(Al,l'g, ,.Tn) = H(.Tl,AQ, ,xn) = .. = H(.fll'l,xz, 7An) =0 (dh H ist
auf [A, B] geerdet).
Definition 3.3.5. Eine n-dim. Verteilungsfunktion H ist eine Funktion H :
R — [0, 1] fiir die gilt, dass

1) H geerdet ist, d.h. H(—oc0,xo,...,z,) = ... = H(xq,...,2p_1,—00) = 0;
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2) H ist n-monoton steigend;

Satz 3.3.6. Eine n-dim. Verteilungsfunktion H induziert eindeutig eine n-dim.
Verteilung p mit der Figenschaft, dass p((a1,b1] X ... X (an,by]) = Vi ((ay, b1] x
o X (an, by]) = AZ}..AZ’;H, fur alle ay,bq,...,a,,b, € R. Umgekehrt, gehort
zu jeder n-dim. Verteilung p eine n-dim. Verteilungsfunktion H, fir die die

Gleichung gilt.
Beweis. Siche W-Theorie. O]

Lemma 3.3.7. Sei H eine n-dim. Verteilungsfunktion mit Verteilung u, dann

sind Hy(z) = lim  H(x,y2, ..., Yn),...,Hp(x) = lim H(y1,y2y ..., x)

(Y2,-+-yn)—00 (Y15esYn—1)—00

sind 1-dim. Verteilungsfunktionen.
Beweis. Siehe W-Theorie. [

Definition 3.3.8. Hy(z), ..., H,(z) in Lemma werden Randverteilungsfunk-
tionen von H genannt, dessen Verteilungen py, ..., p, auf (R, (B)(R)) sind die

Randverteilungen von p.

Bemerkung 3.3.9. Zu einer n-dim. Verteilung p gibt es (oo-) viele n-dim.
ZV (Ly, ..., L,) mit Verteilung p. Die 1-dim. ZV Ly = 7 (Ly, ..., Ly),...,L, =
(L1, ..., Ly) mit m : R* = R, (x4, ...,7,) = x5, die Projektionen, haben als

Verteilung die Randverteilungen piy, ..., fiy,.
Beweis. Siehe W-Theorie. m

Definition 3.3.10. Eine n-dim. Copula ist eine n-dim. Funktion C' : R* —

0, 1] mat Trager [0,1]", s.d.:
1) C n-monoton steigend;

2) C(u,1,..,1) =C(1,u,1,....,1) = ... = C(1, ..., 1,u) = u fir alle u € [0, 1].
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Bemerkung 3.3.11. Da C' n-monoton steigend ist und Triger auf [0,1]™ hat,

folgt dass C' geerdet ist.

Beweis. Da C Trager auf [0, 1]" hat, folgt dass C(0, 23, ..., z,) = C(x1,0, z3, ..., x,) =
.= C(x1,...,x,1,0) = 0. Da aufierdem C n-monoton steigend ist, folgt
C(—=00,x9, ..., y) = C(x1, —00, 23, ..., Tp) = ... = C(x1, ..., Tp_1,—00) = 0. D.h.

C ist geerdet. O]

Satz 3.3.12. Eine Funktion C : R — [0,1] ist eine Copula, falls und nur
falls C' eine n-dim. Verteilungsfunktion, dessen Randverteilungen die uniforme

Verteilungen auf [0, 1] sind.

Beweis. Sei H eine n-dim. Verteilungsfunktionen mit uniformen Randvertei-
lungen 4, ..., pt,. Dann ist H n-monoton steigend und auch geerdet. Wir zei-
gen, dass fiir H die zweite Eigenschaft der Definition gilt. Sei (Lq, ..., L,) eine
ZV mit H als Verteilungsfunktion, dann gilt H(u,1,...,1) = P(L; < u, Ly <
1., L, < 1) = y((—o0,u]) =wund ... und H(1,...,1,u) = p,((—o0,u]) = u
fir alle u € [0,1]. Wir zeigen noch, dass H Tréager auf [0,1]" hat. Es ist
H(1,.,1) =Py <1,.,L, <1) =1und H(zy,...,7i-1,0,Tis1, ..., Ty) =
P(Ly <z, Ly < q,L; <0,Li11 <migq,..., Ly < x,) = 0. Ungekehrt sei
C eine Copula, dann hat C' alle Eigenschaften einer Verteilungsfunktion, dessen

Randverteilungen uniform verteilt sind. Mit dem Trager [0,1] x ... x [0,1]. O
Definition 3.3.13. Eine n-dim. Funktion C': Sy x ... x S, — [0,1], S; C [0, 1]
fiir die gilt:

1. C" n-monoton steigend;

2. C"(uy, 1,...,1) = uq,...,C"(uy, 1, ..., 1) = uy fir alle u; € S; heifst Subcopula.
D.h. eine Subcopula hat alle Eigenschaften einer Copula, aber der Trager liegt
auf einer Menge Sy X ... x S, € [0,1] x ... x [0, 1]

Bemerkung 3.3.14. Fine Copula ist auch eine Subcopula.
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Lemma 3.3.15 (Lemma von Sklar). Sei H eine n-dim. Verteilungsfunktion
mit marginalen Verteilungsfunktionen Fi, ..., F,. Dann existiert eindeutig eine
Subcopula C" mit Definitionsbereich Dom(C") = Ran(F}) x ... x Ran(F,), so
dass C'(F1(z1), ..., Fu(2zn)) = H(21, ..y 2n)-

Beweis. Sei C' : Ran(Fy) X ... X Ran(F,) — [0,1] mit (Fi(21),..., Fn(z,)) —
H(z,...,2,). Da H geerdet und n-monoton steigend ist, folgt |H(yy, ..., yn) —
H(zy,..nxn)| < |Fi(y1) — Fi(x)| + ... + |Fi(yn) — Fi(z,)| s.d. C" eine Funk-
tion ist, die auch eindeutig definiert ist. Wir beweisen, dass C’ eine Subco-
pula ist: C" ist geerdet, weil 0 € Ran(F;) und der kleinste Wert in Ran(F;),
fir i = 1,..,n. Also C'(0,29,..,2,) = H(—00,22,....,4,) = 0 und ... und
C'(z1,..,xp-1,0) = H(xq,...,2p_1,—00) = 0. Sei u € Ran(F)) mit Fi(z) = u,
dann C'(u,1,...,1) = C'(Fi(#=1),1,...,1) = H(z,1,..,1) = Fi(z1) = u. ...
Sei u € Ran(F,) mit F,(z,) = u, dann C'(1,...,1,u) = C'(1,...,1, Fi(2,)) =
H(1,...,1,21) = F,(2,) = u. Auferdem folgt daraus insbesondere C’(1,...,1) =

1. Demnach ist C’ geerdet. m

Definition 3.3.16. Sei F' eine Verteilungsfunktion F': R — [0,1]. Eine quasi-
inverse Funktion von F ist eine Funktion F~' mit Definitionsbereich [0, 1],

s.d.:
1) Vt € Ran(F)3x € R(F(x) =t), d.h. Vt € Ran(F) gilt F(F~(t)) = t;
2) Falls t € Ran(F), so gilt F~' = inf{x|F(z) > t} = min{z|F(X) > t} =

sup{r € R|F(X) < t}.

Bemerkung 3.3.17. Fulls die Verteilungsfunktion F : R — [0, 1] invertierbar
ist, gilt aufler 1) und 2) noch F~Y(F(x)) = x fiir alle x € R.

Korollar 3.3.18. Sei H n-dim. Verteilungsfunktion mit marginalen Vertei-
lungsfunktionen Fi,...,F,, und C" : Ran(Fy) x ... x Ran(F,) — [0,1] die ein-
zige Subcopula, fir die gilt, dass C'(Fi(z1), ..., Fu(zn)) = H(z1, ..., 2,) fiir al-
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le (z1,...,20) € R™. Dann gilt C'(z,...,2,) = H(F*(21),..., F7 (z)), wobei

F7t, . F7Y die quasi-inverse Funktionen von Fy, ..., F, sind.

Beweis. Folgt direkt aus Voraussetzung und Definition von quasi-inverse Funk-

tionen. O

Lemma 3.3.19. Jede Subcopula C' : Sy x ... x S, — [0,1] kann, wenn auch
nicht eindeutig, zu einer Copula C : R® — [0,1] erweitert werden, d.h. falls
C": S X ... x S, = [0,1] eine Subcopula ist, existiert (mindestens) eine Copula
C:R"—[0,1], s.d. O(uy, ..., un) = C"(uy, ..., up) fiir alle (uy,...,u,) € Sy X ... X
Sh.

Beweis. Siehe Nelsen. O

Satz 3.3.20 (Satz von Sklar). Sei H eine n-dim. Verteilungsfunktion mit mar-
ginalen Verteilungsfunktionen Fi, ..., F,. Dann existiert eine n-dim. Copula C,
s.d. H(xy,...,x,) = C(Fi(x1), ..., Fy(x,)) fiir alle x4, ...,z, € R™. Falls FY, ..., F,
invertierbar sind (wenn F; streng steigend und stetig sind) dann ist die Copula
C' eindeutig gegeben. Ansonsten ist C' eindeutig nur auf Ran(Fy) X ... X Ran(F},)
definiert. Umgekehrt: Sei C' eine Copula, und Fi, ..., F, 1-dim. Verteilungsfunk-
tionen, dann ist H(xy,...,x,) = C(Fi(z1), ..., Fu(x,)) eine n-dim. Verteilungs-

funktion mit Randverteilungsfunktionen Fiy, ..., F,.

Beweis.

7 <7 Sei C eine Copula und Fi, ..., F;, 1-dim. Verteilungsfunktionen. Wir miis-
sen zeigen, dass H(xy,...,x,) = C((Fi(x1), ..., F,(x,)) eine n-dim. Verteilungs-

funktion.

- H ist monoton steigend, weil C' n-monoton steigend und Fi, ..., F,, monoton

steigend;

- H ist geerdet, weil Fi(—o0) = ... = F,(—00) = 0 und C ist auf [0, 1]" geerdet;
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- Da Fi(o0) = ... = Fi(o0) = 1 gilt H(oo,...,00) = 1.

H hat als Randverteilungsfunktionen Fi, ..., F,,, weil H (z1, 00, ..., 00) = C(Fy (1), 00, ..., 00)

Fi(x1) und ... und H(oo, ..., 00,,) = C(00, ...,00, F,,(x,)) = F,(zy).

7 =7 Sei H eine n-dim. Verteilungsfunktion mit Randverteilungen Fi, ..., F},.
Sei, geméf der Lemma von Sklar, C' : Ran(Fy) X ... x Ran(F,) — [0,1] die
eindeutige Subcopula fiir die gilt, dass C'((Fi(21), ..., Fr(2n)) = H (21, ..., 2,,) fiir
alle (21,...,2,) € Ran(Fy) X ... X Ran(F},). Weiterhin kann C’ zu einer Copu-
la C : R® — [0,1] erweitert werden, s.d. C(Fi(z1), ..., Fu(2,)) = H(21, ..., 2)
fir alle (zy,...,2,) € R™ Wir wollen jetzt zeigen, dass C' eindeutig festge-
legt ist auf Dom(C) = R™ falls Fi,..., F, invertierbar sind. Wegen der In-
vertierbarkeit von Fi, ..., F, gilt: V(uy,...,u,) € R"3I(z1,...,2,) mit Fy(z) =
ui, 1 = 1,..,n und Cluy,....,u,) = C(Fi(z1),.... Fu(zn)) = H(z1,.i2n) =
H(F Y wy), ..., F,—1(uy,)) fiir alle (uy, ..., u,) € R™. Folglich C ist auf Dom(C) =
R™ eindeutig festgelegt.

[

Zusammenfassung: Falls (X1, ..., X,,) eine n-dim. ZV mit Verteilungsfunk-
tion H : R® — [0, 1] und marginale Verteilungsfunktionen Fi, ..., F,, so gilt, dass

eine (oder mehrere) Copula C' : R® — [0, 1] definiert ist, fiir die gilt:
1. H(z1, .oy 20) = C(F1(21), ..y Fn(20));

2. Cist eindeutig auf Ran(F})x...x Ran(F,) C Dom(C) = R" definiert. Und

falls Fy, ..., F, invertierbar sind, dann gilt C(uy, ..., u,) = H(F; ™ (uy), ..., Fu—1(uy))

fir alle (uq, ..., u,) € R™

Bemerkung 3.3.21. Es ist H(xq,...,x,) = P(X; < x1,..., X, < x,).

Bemerkung 3.3.22. Sei X mit invertierbaren Verteilungsfunktion Fx. Sei v :
R — R eine streng monoton steigende (und invertierbare auf R) Funktion. Dann

hat a(X) auch eine invertierbare Verteilungsfunktion Fyx).
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Beweis. Sei a streng monoton steigend. Fyxy(z) = P(a(X) < 2) = (X <

o 1(z)) = Fx(a™(X)). =

Notation: Sei (X3,...,X,,) eine n-dim. ZV mit invertierbaren Randvertei-
lungsfunktionen, dann bezeichnen wir dessen eindeutige Copula mit C,  x, :

R™ — R und dessen n-dim. Verteilungsfunktion mit H X1, Xn

Bemerkung 3.3.23. Es ist Fi,(x)(a(z)) = Fx(x), weil Fyx)(a(r)) = P(a(X) <
a(z)) =P(X <z) = Fx(x).

Satz 3.3.24. Sei (Xi,...,X,) eine n-dim. ZV mit invertierbaren Randvertei-
lungsfunktionen Fy,, ..., Fx,. Seien a; : R = R, ...,;a,, : R = R streng monoton
wachsende invertierbare auf R Funktionen. Dann gilt fir die Copula Cx, . x, :
R" — R von (X1,...,X,) und fir die Copula Cy,(x,)

-----

(a1(X1), oy an(Xy)), dass Cx,,. x, (U1, ...;tn) = Coy(x1),.am(X) (U5 ooy Up) filir

(ug,...,u,) € R™

Beweis. Da die Randverteilungsfunktionen F,, ..., Flx, von (Xj,...,X,) und

Fo(x0)s s Fan(x,) von (a1(X1), ..., an (X)) invertierbar sind, folgt dass die Co-

..........

eindeutig auf ganz R" bestimmt sind. Demnach Cx, _ x, (Fx, (z1), ..., Fx, (z,)) =

,,,,, X, (21, ) = P(Xy < 29,0, X, <) = Plag(Xy) < 21,0, 0 (X)) <
Tp) = Hay(x1)s o 0n(Xp) (01 (21), o an (@) = Cay(x1)s - (X)) (Fay (x1) (#1), -
Cor(x1)s - (X)) (Fx, (1), ...y Fix, (%)). Da Ran(Fy) x ... x Ran(F,) = [0,1] x

... x [0,1] folgt die Aussage. O

Wir schranken uns auf der Fall n = 2 ein.

Erinnerung:

1. Fir alle ZV (X,Y) mit 2-dim. Verteilungsfunktion H und marginale Ver-
teilungsfunktion F und G gibt es mindestens eine Copula C' : RxR — [0, 1]
s.d. H(z,y) = C(F(x), G(y));
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2. Auf dem Ran(F') x Ran(G) ist C eindeutig definiert, insbesondere ist C
eindeutig definiert auf R x R falls ' und G streng monoton und stetig sind

(denn dann ist Ran(F) = Ran(G) = R).

3. Seien F~! bzw. G~! die quasi-inverse Funktionen der marginalen Vertei-
lungsfunktionen F' bzw. G, dann gilt: C(u,v) = H(F ' (u), G"1(v)) ist
eine Copula fiir (X,Y).

4. Die quasi-inverse Funktion F~! : [0,1] — R ist die Funktion F~(t) =

inf{x|F(x) >t} = sup{z|F(x) <t} (es gilt, weil F' rechtsstetig ist).
Notation: Cx y ist eine Copula die zur bivariaten ZV (X,Y’) gehort.

Satz 3.3.25. Seien X bzw. Y ZV mit streng monotone und stetige Verteilungs-
funktionen F bzw. G. Falls a : R = R bzw. B : R — R stetige (oder linkstetige,
oder rechtsstetige) Funktionen sind, die streng monoton wachsend auf Ran(X)

bzw. Ran(Y') sind. Dann gilt Cxy

Bemerkung 3.3.26. Die Menge Ran(X) bzw. Ran(Y') ist kein Kompaktum.
Die ZV «(X) hat eine streng monotone Verteilungsfunktion und zwar Fy(x) =
F(a™Yz)), weil Fy(z) = Pla(z) < z) = P(X < a!(z)) = F(a™'(x)). Na-
tirlich gilt auch, dass B(Y') eine streng monotone Verteilungsfunktion Gy(y) =
G(B87Y(y)) hat. Falls o, B stetig sind, folgt Ran(Fy) = Ran(Gs) = R.

Beweis des Satzes. Cyx)py)(Fa(),Go(y)) = P(a(X) < 2,8(Y) < y) =
P(X <a™(x),Y < 57H(y)) = Cxy (F(a™(2)), G(B7(y)) = Cxy (Fa(x), Ga(y))-
Folglich Cx y (u,v) = Co(x),8v)(u,v) fiir alle (u,v) € Ran(F) x Ran(G). O

Satz 3.3.27. Sei (X,Y) eine bivariate ZV mit marginalen Verteilungsfunktio-
nen F und G, die streng monoton und stetig. Seien o : R = R bzw. f: R — R
stren monotone Funktionen auf Ran(X) bzw. Ran(Y'), die stetig (oder linkste-
tig, oder rechtsstetig) sind. Dann gilt fir alle (u,v) € Ran(Fy) x Ran(Gs), wobei
Fy(x) bzw. Go(z) die Verteilungsfunktionen von a(X) bzw. B(Y) sind, dass:
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A. Falls o streng monoton wachsend und B streng monoton sinkend, dann gilt
Ca(x),50)(u,v) = u— Cxy(u, 1 —v);

B. Falls o streng monoton sinkend und [ streng monoton steigend, dann gilt
Ca(x)p)(w,0) =v = Cxy (1 —u,v);

C. Falls o, B streng monoton sinkend Coix)pvy(u,v) = u+v—14 Cxy(1 —

u, 1 —v)

Bemerkung 3.3.28. Fulls 8 streng monoton sinkend, so gilt fir die Vertei-
lungsfunktion Ga(y) von B(Y), dass Galy) = 1 — G(B~'(y)) weil Galy) =
PBY) <y) =PY = p7Hy) =1-PY < p7Hy) =1-G(B(y). Es
folgt dann auch G5 (v) = B(G(v)) + 1.

Beweis des Satzes. Cax) ) (Fa(2), Ga(y)) = P(a(X) < z,B(Y) < ) =
Pla(X) < 2,Y = f7H(y)) = P(a(X) < 2) = P(a(X) < 2,V < f7(y)) =
Fy(2) = Cagx)y (F2(2), G(B7H(Y))) = Fo(z) —Carx)y (Fa(2), 1-Ga(y)) = Folz)—
Cxy (Fa(x),1 — Ga(y)). Folglich Coagxy sy (s v) = u — Cxy (u, 1 — v) fiir alle
(u,v) € Ran(Fy) x Ran(Gl). O

Definition 3.3.29. Fiir alle (u,v) € [0,1]*> nennen wir M(u,v) = min(u,v)
die Komonotoniecopula und W(u,v) = mazx(u+v—1,0) die Kontromono-

toniecopula.

Bemerkung 3.3.30. W(u,v) = maz(u + v — 1,0) = u — min(u,1 — v) =
u—M(u,1—v) und M(u,v) =u—W(u,1—v). Dazu haben wir gesehen, ist X
uniform, so Cx x(u,v) = M(u,v) und Cx1-x(u,v) = W(u,v).

Satz 3.3.31 (Frechet-Hoefding-Ungleichnug). Fiir alle Copulas C' : R — [0, 1]
fur alle (u,v) € [0,1]" gilt W(u,v) < C(u,v) < M(u,v).

Beweis. Siehe Nelson. O

Korollar 3.3.32. Seit H eine bwariate Verteilungsfunktion mit marginalen Ver-

teilungsfunktionen F, G, dann gilt max(F'(z)+G(y)—1,0) < H(x,y) min(F(z), G(y)).
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Bewezis. Folgt aus dem Satz von Sklar. n

Bemerkung 3.3.33. Streng monotone Funktionen auf R sind in jedem Punkt

links- oder rechts-stetig.

Bemerkung 3.3.34. Die Copula Cxy ist durch die bivariate Verteilung und
Randverteilungen definiert, d.h. ist (X,Y) ~ (Z,Z), so ist Cxy = Cyz

Satz 3.3.35 (von Frechet-Hoeffding). Sei (X,Y") eine bivariate ZV.

(1) Falls Cxy = M(u,v), dann existieren zwei streng monoton wachsende Funk-

tionen « :R —= R, : R = R und eine ZV, s.d. (X,Y) ~ (a(Z), 5(Z));

(11) Falls Cxy(u,v) = W(u,v) dann existieren eine streng monoton wachsende
Funktionen o : R — R und streng monoton sinkende Funktionen 5 : R — R und
eine ZV Z, s.d. (X,Y) ~ (a(2),B(Z)).

Umgekehrt: Falls (X,Y) ~ (a(Z), 5(Z)) mit einer ZV Z und

(a) « : R = R,  : R — R streng monotom wachsende Funktionen, dann gilt

CX,Y = M(U, U),'

(b) a:R — R streng monoton wachsend und 8 : R — R streng monoton sinkend,
dann gilt Cx y(u,v) = W(u,v).

(Aussage des Satzes im Nelson oder EmbrechtéICo ohne Beweis)

Beweis.

"<" Wir beweisen das in dieser Vorlesung nur fiir den Fall, wo die Verteilungs-

funktion K : R — R von Z streng monoton und stetig ist.

(a) Seien also o und f3 streng monoton steigend. Dann Cx )y (u,v) = Cox),a(v)(u, v) =

Cz,7(u,v) = Cr(z),kz)(u,v) = M(u,v), weil K(Z) uniform ist.

(b) Sei also « streng monoton steigend, 5 streng monoton sinkend. Cx y (u,v) =
Ca(Z)ﬁ(Z)(U,U) =u—Czz(u,1-v) = U—CK(Z)J((Z)(U, 1—v) =u—M(u,1-v) =
W(u,v).
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"=" In dieser Vorlesung beweisen wir es fiir den Fall, wo die Randverteilungs-

funktion F', G streng monoton und stetig sind.

(i) Sei Cxy(u,v) = M(u,v), dann folgt Cpx)cr)(u,v) = Cxy(u,v) = M(u,v)
und da F(X) bzw. G(Y') uniform verteilt ist, folgt es (F(X),G(Y)) ~ (Z, Z),
wobei Z uniform ist, weil die Verteilungsfunktion H von (F(X),G(Y)) mit
M dibereinstimmt. Folglich (X,Y) ~ (F~%Z),G"Y(Z)) da F~', G streng
monoton, also folgt die Aussage.

(ii) Sei Cxy(u,v) = W(u,v), dann Cp(x)cy)(u,v) = W(u,v). Da F(X) bzw.
G(Y) uniform verteilt ist folgt mit dem Satz von Sklar (X,Y) ~ (F~%(Z), G (1—
Z)). Die F~! ist streng monoton steigend, F~!(1— Id) streng monoton sinkend,

also folgt die Aussage. m

Satz 3.3.36. Sei (X,Y) eine bivariate ZV mit streng monotonen und stetigen

Randverteilungsfunktionen F' und G.
I Cxy(u,v) = M(u,v) &Y =G YF(X)) P-f.s.

II. Cxy(u,v) =W(u,v) &Y =G 11— F(X)) P-fs.

Bemerkung 3.3.37. Fulls Y = G(F(X)) P-f.s. mit F, G streng monotone
und stetige Verteilungsfunktionen, so folgt, dass Y die G als Verteilungsfunk-
tion hat, denn P(Y < y) = P(GH(F(X)) < y) = P(X < FY{G(y))) =

Beweis des Satzes.

[. "=" Wir haben gesehen (F(X),G(Y)) ~ (Z,Z), wobei Z uniform verteilt
ist. Wir zeigen F(X) = G(Y) P-f.s. und folglich Y = G7}(F(X)) P-f.s. Es
ist P(F(X) = G(Y)) = P(Up My [F(X) = G(Y)] < 1) = P(liminf, |F(X) —
G(Y)| < 1) =1-P(limsup, |F(X)-G(Y)| > L). Weiter ist P(limsup,, |F(X)—

GY)|>3) < lim P(F(X) = G(Y)| > 7) = lim P(|Z - Z| > ;) = 0.

n—o0
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"<" Sei Y = GH(F(X)) P-fs. mit ', G streng monotone stetige Verteilungs-
funktionen, wobei F' die Verteilungsfunktion von X. Also G ist die Vertei-
lungsfunktion von Y. Und Cxy(u,v) = Cx p-1c(x)) (4, v) = Crex),ar)(u,v) =

M (u,v).

II. "=" Sei Cx,y(u,v) = W(u,v). Folglich Crx)1-¢)(u,v) =u— Cxy(u,1—
v) = u—W(u,l—-v) = M(u,v). Es ist F(X) ~ Upy ~ Z, 1 -GY) ~
1 =27 ~ Z und Crex)i-cyy(u,v) = M(u,v). Nun (F(X),1-G(Y)) ~ (Z,2)
mit Z ~ Upgj. Also F(X) =1—-G(Y) P-fs. und es folgt die Behauptung.

"<" Sei Y = G7'(1 — F(X)) P-fs., dann Cx y(u,v) = Cx g-10-rx)(u,v) =
Cox)ya-rx)(u,v) = Cx1-rx)(u,v) =u — Cx x(u, 1 —v) =u— M(u,1 —v) =

W (u,v). O

Copula sind niitzlich um systematischen Risiko zu untersuchen, d.h. ge-
geben z.B. zwei Verluste V|, L, wobei L und V' meistens nicht stochastisch un-
abhangig sind. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass L ein Schwellenrisiko [
iberschreitet, falls V' den Schwellenrisiko v iiberschreitet, wir sind interessiert an

P(L > |V > v). Seien Fy und Fj, die Randverteilungen von (V, L). Wir fixieren:

P(L S l,V S U) 1 CL,V(FL(l)a Fv(1)>‘
P(V<wv) Fy(v) ’

P(L<IV <v) =

PIL<)-PL<LV<v) s Fi(l) = CrLy(FL(l), Fy(v).

P(L<I|V >wv)= PV > ) 1= Fy(0) ;
P(L >V >v)= P<LP(>VL>V; v) _ P> l);f%(z)l, V <)
_P(L>1)—(P(V<wv)-P(L<ILV<w)
N 1 —Fv(U)
3 1-— FL(Z) - Fv(v) + CLJ/(FL(Z),F\/(’U)
N 1 —Fv(U) '

Wir sind insbesondere an der Schwellenwerte VaR, (L), VaRz(V) interes-
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siert.
Annahme: Seien Fp, Fy streng monoton und stetig.

Bemerkung 3.3.38. Es gilt folgendes P(L < VaR,(L)|V < VaRg(V)) =

Crv(FL(F ' (a),Fv(F,'(B) _ Cryv(ap) :
R FN () = i Folglich

1 Crv(a,B) a=s Cry(a,a)

«

P(L < VaR,(L)|V <VaRs(V))

und

s 1=a—B+Cy(f)

P(L > VaRo(L)|V > VaRs(V))

-5
a=p4 1—-2a+ CL7v(Oé,CY)
B -« '

Definition 3.3.39. Sei Cp v (u,v) die Copula von (L, V).

- Der untere Teilabhdngigkeitskoeffizient \o(L,V) = lim CLVT(‘M)

)

O
- Der obere Teilabhdngigkeitskoeffizient \y(L,V) = li/rn1 %Lav(aa)

Bemerkung 3.3.40. Fulls F;, und Fy streng monoton und stetig sind, so gilt:
- Ae(L)V) = lii% P(L > VaR,(L)|V > VaR,(V));
- u(L,V) = lifni P(L > VaR,(L)|V > VaR,(V)).

Bemerkung 3.3.41. Fulls Cpy(u,v) = wv, d.h. Cpy ist die Unabhdngig-

keitscopula (L und V sind stochastisch unabhdngig), so ist:

- Ae(L, V) = lim & = 0;

a\,0
- (L V) = lim 252 — 0,

Definition 3.3.42. Falls A\o(L,V) = 0 = \y(L, V), so sagt man, dass (L,V)

asymptotisch unabhdngig sind.

Bemerkung 3.3.43. Fualls (L, V') asymptotisch unabhéingig sind, so beeinflusst
die eventuell Fat Tails der Marginale V' nicht die Extremwerte in den Fat Tails

der Marginale L.
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4 Ruintheorie

4.1 Zahlprozesse und Poisson-Prozesse

Sei Ng := NU {0} und n € Ny. Die Borel’sche o-Algebra B(R™) von R™ ist die
kleinste o-Algebra von R”, die alle By X ... X B,, enthélt, wobei By, ..., B, € R
Borelmengen von R sind. Sei T ein Intervall von Rsy. Dann bezeichnet RT den
Raum von Funktionen X : T — R, mit ¢ — X;. Seien t; < ... < t,, € T und

B™ € B(R"). Dann ist ¢, (B") := {x € RT|(xy,,...,2;,) € B"} ein Zylinder

.....

in RT mit Basis in R”. Die kleinste o-Algebra, die alle solche Zylinder enthilt,

ist die Zylindrische-o-Algebra von R” und wird mit B(RT) bezeichnet.

Definition 4.1.1. Fin R-wertiger stochastischer Prozess mit stetigem Zeit-

raum T ist eine messbare Abbildung X, : (Q, F) — (RT, B(RT)).
Notation: (Xt)teTy (Xt)tzo.

Bemerkung 4.1.2. Seit € T fest. Dann ist Xy : (2, F) — R mit w — X;(w),
w € Q, so erhalten wir die Funktion t — X;(w) firt € T, welche wir der Pfad

von X; nennen.

Definition 4.1.3. Die Verteilung von (X;)ier ist fir alle B € B(RT) gegeben
durch Px,(B) := P(X; € B).

Definition 4.1.4. Die stochastische Prozesse Xt(l), e ,Xt(n) iber (2, F,P) hei-
Ben unabhdngig, falls fir alle By, ... , B, € B(RT) gilt

PxYeB,....x"eB,)=Px"eB) - -PX™ e B,).

Definition 4.1.5. Die endlich-dimensionale Verteilung [fdd] eines stoch.

,,,,,

allet; <ty < .. <t, €T, B™ € BRT), n € Ny. Ein stoch. Prozess kann

durch die Klasse seiner fdd vollstindig bestimmt werden.
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Satz 4.1.6 (Kolmogorov/Existenz). Fir jede Klasse von fdd {Py, ..+, }t1<..<t,eTs
n € No existiert ein W-Raum (§2, F,P) und ein stoch. Prozess X = (Xi)ier der

iiber (Q, F,P) definiert ist, s.d. P(Xy,,..., Xy, € B™) =Py, (B™) fiir alle

.....

t1<..<t, €T, B™ e BRT), n €Ny (ohne Beweis)

Definition 4.1.7. Ein stoch. Prozess X hat stationdre Zuwdchse falls die

Verteilung von Xy — Xy = Ay von s und t nur durch t — s abhdngig st fir alle

s<teT, also X; — X; = X;_.

Definition 4.1.8. FEin stoch. Prozess X hat unabhdngige Zuwdachse, falls fiir
alle s1 <ty < sy <to<..<sp <ty €T, keNy, gilt, dass Xy, — Xsy, .y Xy, —

k

X

s, unabhdngig sind.

Definition 4.1.9. Ein Zdahlprozess mit Zeitraum T = R ist ein N-wertiger

Prozess (Ni)i>o mit der Eigenschaft Ny < Ny fast sicher, 0 < s <t < 00.

Wenn nun X eine Poisson-verteilte ZV mit Parameter A > 0 ist, dann ist

fiir n € N die W-keitsverteilung gegeben durch P(X =n) = exp(—A)% und es

n

ist E[X] = A.

Definition 4.1.10. Sei (F;)i>o eine Familie von o-Algebren von Teilmengen
aus ). Ein stoch. Prozess X;>o heifit Fi-adaptiert, falls fir jedes t > 0 auch

die Funktion w — X;(w) F;-messbar ist.

Definition 4.1.11. Fin cadlag (continue a droite, limite & gauche, rechtsseitig

stetig, mit Grenzenwerten von links) und adaptierter Zahlprozess Ni>o : € X

Rt — Ng heifit Poisson-Prozess [PP], falls
1) NO = 0,'
2) Ni>o hat unabhdngige Zuwdchse;

3) Ni>o hat Poisson-verteilte Zuwdchse mit Parametern A(t—s), 0 < s <t < 0.

Wir nennen X > 0 die Intensitat des Poisson-Prozesses.
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Definition 4.1.12. Sei N;>¢ ein Poisson-Prozess und X, ... eine Folge von
i.1.d ZVen, unabhdngig von Ni>o mit gemeinsamer Verteilung Px, = Px, fir
alle n € N. Dann heifit der zusammengesetzter Prozess Zy = Zg:o Xk, Zoy =
0, t > 0 der zusammengesetzter Poisson-Prozess [CPP|. Wir schreiben

Aoy =2 —Zs =Y pin.., Xi

Wie Zéhlprozess ist ein CPP Z;>, auch ein Sprung-Prozess. Jedoch die
Spriinge nicht mehr einheitlich, sondern zuféllig und genau durch Xy, ..., X, ...
gegeben. Fiir n € N sind Ereigniszeiten des PP NV;>¢ gegeben durch T, =
inf{n >0 | N; > n}, T, = 0. Umgekehrt erhalten wir aus (7,),en auch wieder

den Zéhlprozess N> mit Ny = max{n >0 | T, <t}, t > 0.

Satz 4.1.13. Sei Ni>g ein PP mit Intensitdt X\ > 0 und Ereigniszeiten 11,15, ....
Dann sind ANT,, = T, — T,,_1, n € N unabhdngig und exponential-A-verteilte
ZVen.

Beweis. Seien t,t; > 0. Dann gilt P(AT; > t) = P(N; = 0) = exp(—At) und
weiter P(ATy > t | AT, > t,) = P(Nyysy— Ny, = 0| N,, = 1) = P(N;, 1o — N, =
0) = P(Ng, 4,4+ = 0) = P(IV; = 0) = exp(—A\t), weshalb AT, unabhéngig ist von
ATy und gleichverteilt ist. Allgemein gilt fiir ein n > 1 und ¢, ¢4, ..., ¢, > 0, dass
P(AT,ir >t | AT, > .. AT, > t,) = P(N,, ot — Ny, = 0| N, =n) = P(N, =
0) = exp(—At). O

Satz 4.1.14. Sei (AT, )nen, €ine Folge unabhingigen exp-\-verteilte ZV und

Ni>o =max{n >0 | T,, > t}. Dann ist (Ny)i>0 ein PP mit Intensitit A > 0.

Beweis. Sei t > 0 und n € Ng. Es gilt P(N; = 0) = P(T7 > t) = exp(—At)
und P(N; = n) = P(T,, < t,T,41 > t) und T, = T,, + AT, ;1. Die gemeinsa-
me Dichte von (7,,, AT, ist wegen Unabhéngigkeit gegeben durch h(y,u) =

%exp(—)\y)y”_l)\exp(—)\u) mit u,y > 0. Sei 4, = {(y,u) € RL |0 <y <

t, t—y < u < oo}. Dann gilt P(N; = n) = fAz h(y,uw)dydu = exp(—At) (e

n!

weshalb Ny ~ Pois(A,t). O
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Definition 4.1.15. Seien Dy, Dy, ... nichtnegative iid ZVen, T,, = > . D;, Dy =
0 und Niy>o = max{n > 0 | T,, > t}. Dann heiffen die drei unabhingige stoch.

Prozesse (Ty)n>1, (Dn)n>1, (N)e>0 Erneuerungsprozesse.

4.2 Risikoprozess
4.2.1 Komponenten des Risikoprozesses

Definition 4.2.1 (Cramer-Lundberg). Sei X, Xs, ... eine Folge iid ZVen mit
X; € LYQ). Sei (Ny)i>o PP mit Intensitit A\ > 0. Dann definieren wir einen
zusammengesetzter Prozess durch Z; = vazto X;,t >0, Xg =0. Seien ¢ > 0,
ro > 0 Konstanten. Dann definieren wir den Ristkoprozess durch Y, = rq +

Ct — Zt; t Z 0.
Interpretation im Kontext einer Versicherung

- X4, Xo, ... individuelle Schadensbeitrige;

N; Anzahl der Schéden, die im Zeitintervall [0, ¢] eintreten;

Z,; stochastische Komponente, d.h. Summanden entsprechen den einzelnen

Schadensbeitrige;

¢ Préamienintensitit/Prémiensatz;

ro Anfangskapital.

4.2.2 Ruinwahrscheinlichkeit

Definition 4.2.2. Die Ruinwahrscheinlichkeit im unendlichen Zeitho-
rizont des Risikoprozesses (Y;)i>o ist gegeben durch 1(ry) = P(infi>oY: < 0).
Sein Komplement nennen wir die Uberlebenswahrscheinlichkeit im unend-

lichen Zeithorizont, diese ist gegeben durch R(ro) =1 — 1(rg).
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Bemerkung 4.2.3. Die Ruinwahrscheinlichkeit ist die W-keit, dass der Risi-

koprozess jemals unter Null fallen wird. Dieses Ereignis nennen wir den Ruin.

Definition 4.2.4. Die Ruinwahrscheinlichkeit im endlichen Zeithori-
zont [0,tT], tT > 0 ist gegeben durch (ro,tT) = P(infoci<i+ ¥y < 0). Sein
Komplement nennen wir die Uberlebenswahrscheinlichkeit im endlichen

Zeithorizont, [0,t7], tT > 0, diese ist gegeben durch R(ro,tT) =1 —(ro, tT).

Bemerkung 4.2.5. Die so definierte Ruinwahrscheinlichkeit ist die W-keit,
dass der Risikoprozess (Y;)i>o vor Zeitpunkt t+ unter Null fallen wird. Der

Ruinzeitpunkt T ldsst sich dann wie folgt definieren:

inf{t >0Y, <0} falls existiert,
T—

—00 sonst.

Dann gilt fir (Y:)i>o, dass ¥(ro,tt) = P(T < t1), t7 € (0,00) und 1(rg) =
lim 4 (ro, tT).

t+ 00

Definition 4.2.6. Der angehdufte Verlustprozess (L;):>o ist definiert durch
Li=2Z,—ct=ry—Y, t >0. Wir nennen das Supremum von (L);>o im end-
lichen Zeithorizont [0,tT] den maximal angehduften Verlust zum endlichen
Zeithorizont t*. Dieser ist gegeben durch Sy = supgc,cp+{Le}, t+ € (0,00) (im

unendlichen Zeitraum Sy = supyo{Li}).

Satz 4.2.7. Die Uberlebenswahrschenlichkeit im endl. bzw. unendl. Zeithorizont

ist gleich der Verteilungsfunktion von Sy+ bzw. Sy.

Bewesis. Es ist zu zeigen, dass

1) R(ro,t™) = P(Si+ < 1g), wobei 19 > 0, t+ € oo, mit speziellem Wert

R(0,t%) = P(S;+ = 0);

2) R(ro) =P(S: <19), 10 > 0, mit speziellem Wert R(0) = P(S; =0), t > 0.

Dazu seien 15 > 0 und t* € (0,00). Es gilt R(ro,t7) = 1 — ¢(ro, t7) = P(Vt €
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0,¢%] Y, > 0) = P(Vt € [0,tT] Z, —ct < 19) = P(Sp+ < 19). Weiter gilt,
Zy — ct [1—0= 0, also Si+ > 0. Damit folgt R(0,t7) = P(Si+ < 0) = P(S;+ = 0).
D.h., Si+ besitzt R(0,t7) > 1 eine positive W-keit an der Stelle 0, also gilt 1).

Analog zeigt man 2). O

Definition 4.2.8. Wir betrachten den Risikoprozess (Y:)i>o0 und seine Ruin-
wahrschenlichkeit 1(ro) = P(T < oo). Die Value-at-Ruin zum Niveau o €
(0,1) ist definiert durch VaRu(a) = inf{x > 0 | ¥(z) < a}. Beim endl. Zeitho-

rizont: VaRu(o, t) = inf{x >0 | ¢(z,t") < a}.
Bemerkung 4.2.9. VaRu ist nicht subadditiv, also nicht kohdrent.
Lemma 4.2.10. O.B.d.A kénnen wir stets ¢ = 1 in (Y;)i>0 annehmen.

Beweis. Sei Y, = Y = ro+t + Z:, t > 0. Dann gelten P(inftzof/t < 0) =
P(infi>0 Y < 0) = ¢(rg) und P(infocicp+ ¥; < 0) = P(inf _,_+ ¥} < 0) =

t+

¢(To, T) ]
Bemerkung 4.2.11. Wenn (Y;)i>o ein CPP ist mit Parameter \, dann ist

(Yy)is0 wieder ein CPP aber mit Parameter 2. Analog tauscht sich stets der

Zeithorizont % statt tT aus.

Satz 4.2.12 (Beweis). Betrachte (Y;)1>0, wobei jetzt (Ny)i>o ein Erneurungs-

E[X1]

E[AT] und

prozess ist, d.h. Ny = max{n > 0 | T,, > t} und ¢ = 1. Seien p =

B = C;pp, wobei E[X1] < oo. Dann tritt Ruin fast sicher, falls < 0.

Beweis. Definiere V; = AT; — X;,i=1,2,3, ..und C,, = 1o+ T, — > 0 X; =
ro+ >y Vi, 0 =1,2,3,.... Das sogenannte Skelet (d.h. der Zeit-diskrete) des
Prozesses (Y;):>o ist dann gegeben durch C,, = Yz, n € N. Nun sei g < 0.
— EV] <0 = Y V,—» - fs. = (C,, » —o0 fs.

— Y5, - —oo fs. = inf,>; Yy, <0 = Ruin tritt ein. ]

Lemma 4.2.13 (Diskretisierungslemma). Betrachte den Verlustprozess Ly =
Zy—ct=r9g—=Y,t>0, mitc=1, dh. Li =2, —t, t > 0. Dann gilt fir alle

n €Ny, n>0, undt € [nh,(n+1)h], dass Ly —h < Ly < L1y + h.
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Beweis. Seien r,s > 0. L,,s — L, minimal in [r,r + s], wenn alle X; =0, ¢ =
1,2,3, ..., in dem Intervall und das Minimum ist dann —s. Alsoist L, s > L, —s.
Jetzt gilt fir t = nh+ s und s € [0,h], Ly > L,y — s > Ly, — h. Analog zeigt

man die Beschranktheit von oben. O
Satz 4.2.14. Seien p und  wie oben. Sei (Ly)i>0 = (Zi—1)1>0 mit unabhdingigen
stationdren Zuwdchsen. Dann gelten folgende Aussagen:
Ly .
1)VBeR = —p—1 fs.;
2) Falls f <0, soist Ly — oo f.s.;
3) Falls >0, so ist Ly — —o0  f.s.;

4) Falls 6 >0, so ist liminf; o, Ly = —oo0 und limsup,_, . Ly = o0 f.s.;

Bewesis.

1) Sei h > 0. Dann ist (Lyp)n>o eine Irrfahrt, d.h. ein stoch. Prozess in diskreter

Zeit, wobei die Zuwiichse jeder Zeiteinheit iid sind. Folglich £ — (p — 1)h

f.s., wenn n — oo, wobei Ly, Loy, — Ly, ... iid sind. Somit gilt liminf; % =

. . L . . . I . . L .. Lon—h
lim infisp, 52 = lim infps, infrpcicpryn 55 = im infpcicynyn 3 > liminf, (n+h1)h -
n—o00 n—o00 n—r00
%lim inf, o % = p — 1 fast sicher. Analog zeigt man, dass lim sup,_, % <
p—1L

2)&3) Klar, wegen 1);
4) Folgt als Resultat der Irrfahrt (siche z.B. Durret, Th.4.1.2).

]

Korollar 4.2.15. Seien p und 5 wie oben und ¢ = 1. Sei der Verlustprozess

Ly = Z; — t mit unabhdngigen stationdren Zuwdchsen. Sei ro > 0. Dann gilt:

1 falls B < 0;
Y(ro) =

—1 sonst.
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Beweis. Der maximal angehaufte Verlust ist durch S; = sup,5q L; gegeben.
Falls 5 < 0, ist S; = oo fast sicher. Also ¥(rg) = P(S; > r9) = 1. Falls 5 = 0,
so ist S; > limsup,_,., L; = oo fast sicher, also wieder ¢ (rg) = 1. Falls 8 > 0,
geniigt es zu zeigen, dass aus ¥ (rg) < 1(0) folgt, dass (0) = P(S; > 0) < 1 gilt.
Angenommen es gilt ¥ (rg) < ¥(0), aber es folgt (0) = P(S; > 0) = 1. Dann
gilt, dass (L;);>o die Nulllinie von unten nach oben fast sicher durchkreuzt.
Sei jetzt 11 die erste Zeit, in der die Nulllinie von unten gekreuzt wird. Aus
dem Satz folgt dann, dass (Lt);>o die Nulllinie von oben nach unten fast sicher
kreuzt. Dann folgt aus P(S; > 0) = 1, dass (L;);>¢ die Nulllinie von unten nach
oben fast sicher durchkreuzt.Diese Schema wiederholt man und stellt fest, dass
(Lt)i>0 die Nulllinie unendlich oft kreuzen wird. Widerspruch zu L, — —o0

f.s. O

Satz 4.2.16. Sei L, = Z; —t, t > 0, wobei der PP Intensitit A\ > 0 hat und
po = E[X?] < oo, sowie ¢ = 1. Dann folgt U, = t*(L; — t(p — 1)) gegen
N (0, Ao) in Verteilung.

Beweis. Sei h > 0. Da (L;) cadlag,, stationdre und unabhéngige Zuwéchse hat,
folgt, dass (L, )n>0 eine Irrfahrt ist mit V(L) = Apgh. Also U, — N(0, Aug) in
Verteilun, demnach ist die Aussage bewiesen fiir ¢ € [nh, (n+1)h]. Sei nunn € N
und t,, € [nh, (n+1)A]. Es folgt R, = ((n+1)h)"2(Ly, —h—(n+1)h(p—1)) <
tn*(Lin — to(p — 1)) = Uy, und Uy, < (nh) = (Linyryn +h +nh(p — 1)) = S,.
Also gilt R, — N(0, \u2) und S,, — N(0, \uz). Dann gilt fiir alle z € R:
P(S, <z) <P, <=x)<P(R, <), weshalb insgesamt U;, — N (0, \iz2) in

Verteilung. O

4.2.3 Berechnung der Ruinwahrscheinlichkeit mit Hilfe der Integro-

Differentialgleichung

Ziel: Herleitung einer Integro-Differentialgleichung zur Ruinwahrscheinlichkeit

im unendlichen Zeithorizont ¢ (r) als Funktion der Variable ro > 0. Aus der
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Definition folgt die infinitesimale Darstellung der Poisson-wahrschenlichkeit:

(

1 =M+ o(h) falls k=0

P(Ni=Fk) =9 Xh + o(h) falls k =1, h — 0;

o(h) falls k > 2, h — 0.
Betrachte die folgende Fille:
- Xj <1 kein Ruin in [0, A[;

- 10 < X < ro+ ch so existiert ein 6 € (0,h], s.d. Ruin sicher in [0, s) und

unmoglich in [s, h;
- Xj > ro + ch Ruin sicher in [0, h].

Fiir X1 = 2 € (ro,70 +ch] gilt 7o +¢d = 2 & § = 0(x) = . Dann
lasst sich folgende asymptotische Integro-Differentialgleichung finden: ¢ (rg) =
(1= M)(ro + ch) + Mh( [3° w0 (ro + ch — 2)dF (z) + [ 9 (ro + ch — 2)dF (x) +
f::rh dF(z)) + o(h), fir h — 0. Das ist dquivalent zur folgenden Gleichung:
W (ro) — P(ro + ch) = —Nh((ro+ ch) — [;°9(ro + ch — 2)dF (z) — [ (ro +
ch —x)dF(z) — (1 — F(ro + ch))) + o(h), fir h — 0.

Sei ¢ differenzierbar. Dann folgt durch Grenziibergang:

V(o) = 2((r0) — [ (o — 2)AF (@) — (1 — F(ro))).

Diese Gleichung heifit die Integro-Differentialgleichung fiir die Ruinwahr-
scheinlichkeit 1.

Beispiel 4.2.17. Fir die Uberlebenswahrscheinlichkeit 1 — (ro) = R(rq) gilt
R'(ro) = 2R(ro) — 2 [° R(rg — x)dF (x).
Betrachte die lineare Kombination von exp- Verteilungen mit der Dichte f(x) =

exp(—3z) + & exp(—5z), 2 > 0.

Dann gilt p = E[X;] = &L Weiter ist = & und 2 = 3.
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Also haben wir R'(rg) = 3R(ro) — 3 [, R(ro — z) f(z)dx.

Definiere g,(u) = [, exp(ny)R(y)dy. Damit gilt:

R'(u) = 3R(u) — 3exp(—3u)gs(u) — 10 exp(—bu)gs(u) und

R'(u) =...= —2R'(u) + 2R(u) — 6 exp(—3u)gs(u) und

R"(u) = ... = =bR"(u) — 4R/ (u).

Also ist R"(u) + 5R"(u) — 4R'(u) = 0. Nach der Liosung von DGL ergibt sich

R(u) =1 — 2 exp(—u) — 5= exp(—4u).
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