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Typographische und redaktionelle
Konventionen!

Ich verwende die “alte” deutsche Rechtschreibung.

Fuftnoten sind in der ganzen Arbeit fortlaufend numeriert; auf diese fortlaufenden
Nummern wird bei Querverweisen Bezug genommen.

Verweise auf zugrundegelegte Veroffentlichungen geschehen im Text der Arbeit fast
durchweg durch Kurzreferenzen; die vollstdndigen Nachweise sind im Literaturver-
zeichnis zu finden. Die Eintrége im Literaturverzeichnis sind alphabetisch nach Au-
toren und innerhalb eines Autors nach Erscheinungsjahr geordnet.

Die Kurzreferenzen bestehen in der Regel in der Anfiihrung des Autornamens, ge-
folgt von der Jahreszahl der Verdffentlichung? und eventuell einem diakritischen
Kleinbuchstaben. Solche Verweise stehen in eckigen Klammern?3. Zahlen zwischen
der Jahreszahl und der schliefenden eckigen Klammer sind Seitenzahlen.

Diese Verweistechnik triagt zwar viel zur Intuitivitdt der Kurzreferenzen bei (der
kundige Leser weift dann oft schon ohne Nachschlagen im Literaturverzeichnis, wel-
che Arbeit gemeint ist), wiirde aber gleichzeitig, streng durchgehalten, den Text
stark aufblahen und insofern schwer lesbar machen. Daher lasse ich gelegentlich den
Autornamen oder die Jahreszahl weg, wo sich dies leicht aus dem Kontext ergibt.

'In diesem Abschnitt werden einige Besonderheiten im Aufbau der vorliegenden Arbeit erliu-
tert. Diese Erlduterungen nehme ich deshalb vor, weil die betreffenden Besonderheiten die Arbeit
zwar insgesamt sehr viel organisierter, {ibersichtlicher und letztlich kiirzer machen, unerlautert aber
vielleicht nicht ganz leicht zu verstehen waren. Wer sich darauf verlassen mochte, daf er die Funk-
tionsweise der betreffenden Einrichtungen schon erraten wird, kann den vorliegenden Abschnitt
getrost iiberspringen (und ggf. zu Rate ziehen, wenn Probleme auftreten).

2Hierbei wird stets die Jahreszahl angegeben, in der die von mir zitierte Ausgabe erschienen ist.
Weicht das Jahr der Erstveroffentlichung hiervon ab, wird dieses im Literaturverzeichnis gesondert
genannt.

3Originale Literaturreferenzen innerhalb eines Zitates stehen in zwei Paar eckigen Klammern.
Dies ist eine Kombination aus den eckigen Klammern, die Ergdnzungen von mir innerhalb von
Zitaten auszeichnen (s.u.), und eckigen Klammern, die Verweise auf die Literaturliste einrahmen.
Es ist also gemeint, dafl an der jeweiligen Stelle der Autor des Textes, den ich zitiere, selbst
auf einen anderen Text verwiesen hat — auf den ich unter Bezug auf das Literaturverzeichnis der
vorliegenden Arbeit verweise. Ich unterdriicke also an diesen Stellen die originale Form der Verweise
mit dem Ziel einer groferen Einheitlichkeit.
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Insbesondere soll hier ein fiir alle mal die folgende Konvention ausgesprochen wer-
den: Bezieht sich ein ganzer Abschnitt explizit auf einen bestimmten Autor bzw.
eine bestimmte Arbeit, so lasse ich die zugehorigen Autornamen im Verweis weg.

Zur Wiedergabe von Zitaten aus Quellentexten und Sekundérliteratur ist zu beach-
ten, dafs es haufig sinnvoll ist, auf ein und denselben Textabschnitt in verschiedenen
Zusammenhéngen einzugehen. Um Mehrfachwiedergaben und -nachweisungen so-
weit wie moglich zu vermeiden, wird an den Stellen, wo es auf den genauen Wortlaut
und den Kontext einer Passage nicht zwingend ankommt, ein interner Verweis der
Form (#X S.Y) angebracht; dies bedeutet, daf auf Seite Y der vorliegenden Arbeit
das vollstandige Zitat zu finden ist, auf dessen mit #X gekennzeichnete Passage an
der Stelle, wo der Hinweis erscheint, lose Bezug genommen wird. Auch die biblio-
graphischen Angaben findet man in einem solchen Fall auf Seite Y.

Die Bedeutung spezieller Anfiihrungszeichen und Klammern:

<Funktionp> | Kurzfassung fiir: Das Pradikat “Funktion”

Ma’ Kurzfassung fiir: das typographische Objekt a (type, nicht token; in
der vorliegenden Arbeit bezeichnet ™7 keine Godelnummer!)

(#X S.Y) interner Verweis auf ein Zitat (s.o.)

[ ] Treten solche eckigen Klammern innerhalb eines Zitates auf, so han-
delt es sich bei dem eingeklammerten Text um eine von mir formu-
lierte Erginzung®.

T[ ...]7 bezeichnet von mir vorgenommene Auslassungen in ldngeren Zitaten; Sol-
che Angaben werden am Anfang oder Ende von Zitaten normalerweise nicht vor-
genommen (weil es ja meist selbstverstandlich ist, daf im Originaltext noch etwas
vorangeht bzw. folgt).

Auf Ubersetzungen fremdsprachlicher Zitate habe ich verzichtet. Dies geschieht aus
der Uberzeugung, daf jede Ubersetzung immer auch eine Interpretation ist, Zitieren
und Interpretieren aber nicht vermischt werden sollten.

Zitate aus Quellen (die Gegenstand der Untersuchung sind) unterscheide ich typogra-
phisch nicht von Zitaten aus Sekunddrliteratur (die selbst untersucht); entsprechend
gibt es auch nur ein Literaturverzeichnis. Dies geschieht aus der Uberzeugung, daf
im Falle des hier bearbeitenden Themas die Trennungslinie zwischen beidem fliefsend
ist, insofern viele ,Quellen‘ Untersuchungen alterer Quellen enthalten und anderer-
seits ;sekundare’ Texte selbst Gegenstand meiner Untersuchung sein konnen — zum
Beispiel beziiglich ihrer Methodik.

Wirkt in einem Zitat eine Schreibweise wie ein Druckfehler oder ist der originale

4Ich mache hiervon vor allem dann Gebrauch, wenn eine Kiirzung des zitierten Textes oder ein
Einbeziehen des Zitats in einen Satzzusammenhang eine grammatische Umstellung notig macht
oder wenn das Zitat Bezug nimmt auf Mitteilungen vorangegangener, nicht zitierter Sétze. In selte-
nen Féllen steht zwischen den Klammern eine Fufinotenmarke; die zugehorige Anmerkung stammt
dann von mir. (Originalen Fufnoten schicke ich den Hinweis “originale Anmerkung” voraus).
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Druckfehler fiir die historische Interpretation bedeutsam, so setze ich in der {ibli-
chen Weise sic! hinzu, um anzuzeigen, dak die wiedergegebene Stelle tatséchlich so
im Original steht.
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Einleitung

0.1 Das Thema der vorliegenden Arbeit

Die Kategorientheorie wurde 1945 von Samuel Eilenberg und Saunders Mac La-
ne entwickelt und ist in den fiinfziger und sechziger Jahren des 20.Jahrhunderts
zu einer wichtigen Rahmentheorie fiir zahlreiche Forschungen insbesondere in der
algebraischen Topologie und algebraischen Geometrie geworden. Spéter kamen Ver-
bindungen der Theorie zu Fragestellungen der mathematischen Logik hinzu. Zu-
gleich war diese Theorie bei Mengentheoretikern und Wissenschaftsphilosophen im
Gespréich einerseits wegen gewisser Schwierigkeiten im mengentheoretischen Auf-
bau der Theorie, andererseits wegen der von manchen vorgetragenen Ansicht, die
Kategorientheorie eigne sich selbst als eine Grundlage der (Struktur-)Mathematik.

Diese wenigen Bemerkungen verdeutlichen, daf die historische Entwicklung der
KT nicht allein gekennzeichnet war durch die ihr in verschiedenen mathematischen
Forschungszusammenhéngen zugedachten Aufgaben, sondern immer auch durch ei-
ne Thematisierung erkenntnistheoretischer Implikationen der beabsichtigten Inno-
vationen. (Mit “Implikation” ist hierbei gemeint, dafs die Innovationen Positionen
der Erkenntnistheorie der Mathematik, die vorher fiir gangbar gehalten wurden, ins
Wanken gebracht haben.) Die vorliegende Arbeit ist aus der Grundidee entstanden,
die Bedeutung jener Thematisierung fiir die historischen Vorgéinge zu untersuchen.
Der fiir die Arbeit gewédhlte Titel ergibt sich aus der Grundiiberzeugung, daf mathe-
matische Leistungen® und erkenntnistheoretische Implikationen der Theorie nicht zu
trennen sind, und zwar weder im historischen Befund noch in der Methodik der Un-
tersuchung (die demnach philosophisch und historisch zugleich zu sein hat). Die
erkenntnistheoretischen Fragen wurden historisch in direktem Zusammenspiel mit
den mathematischen Leistungen aufgeworfen, und man kann sie auch nicht aus einer
sozusagen klinischen Perspektive, also abgetrennt von den Leistungen und Aufgaben
der Theorie, beantworten.

Das Ergebnis der Arbeit lafst sich kurz so angeben: Im Arbeiten mit und an
der Kategorientheorie wird ein noch kurz zuvor etabliertes Prinzip im Aufbau von
Mathematik, die Einbettung der jeweils beabsichtigten mathematischen Objektkon-

5Gerd Heinz Miiller bediente sich in einer Vorlesung zu den Axiomatisierungen der Mengenlehre,
gehalten im Sommersemester 1972 in Heidelberg, der Formel “Leistungen der Mengenlehre”. Unter
diesem Titel subsumierte er diejenigen Gebiete, die sich im Rahmen der axiomatischen Mengenlehre
entwickeln lassen. Der Titel der vorliegenden Arbeit ist zu verstehen als eine Anlehnung an diese
gliickliche Formulierung.
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struktion in die Mengentheorie, nicht mehr durchweg vollzogen, und in den Diskus-
sionen kristallisiert sich mehr und mehr die Forderung heraus, diesen Vollzug zu
unterlassen. Diese Forderung kommt einem Paradigmenwechsel bei der community,
die durch ihre mathematische Arbeit auf das Arbeiten mit Kategorien gefithrt wor-
den ist, gleich. Untersucht man naher, aus welchen Griinden diese community auf
solches Arbeiten mit Kategorien gefiihrt worden ist, stellt man fest, daf sich zugleich
mit einer Erklarung fiir den Paradigmenwechsel auch eine alternative Rechtfertigung
der Gegensténde jenseits einer Reduktion auf die Mengenlehre anbietet, und zwar
aus pragmatischer Perspektive. Diese Perspektive geht — im Gegensatz zur her-
kommlichen Erkenntnistheorie der Mathematik — davon aus, dafl mathematische
Objekte hoherer Ebene nicht einfach nur aus Abstraktionen aus (durch einen com-
mon sense gerechtfertigten) Grundobjekten hervorgehen, sondern selbsténdig auf
ihrer jeweiligen Ebene zu rechtfertigen sind.

Es ist moglich und sinnvoll, die Geschichte der KT in bestimmte Perioden ein-
zuteilen:

e Eilenberg-Mac Lane und ihre unmittelbaren Nachfolger verwenden KT als
“Sprache”; es geht noch nicht um Konstruktionen auf Kategorien.

e Solche Konstruktionen treten beginnend mit [Grothendieck 1957| und [Kan
1958a] in den Vordergrund.

e Beginnend mit SGA, voll ausgeprégt in der elementaren Topostheorie werden
immer mehr Konstruktionen als intern substituierbar erkannt (diagrammatisch
charakterisiert).

Die Legitimation einer solchen Periodisierung wird im Laufe der Darstellung des
Befundes klar; vgl. insbesondere 3.4.3.2 und 7.2.

Es gibt eine ebenso naheliegende wie lapidare Frage, die man an die vorliegende
Arbeit stellen wird: Ist denn die KT “wichtig”” In der Tat scheinen die Begeisterung
fiir die KT und die Erwartungen, die Teile der Mathematikergemeinschaft in diese
Theorie gesetzt haben, seit Grothendiecks Ausscheiden aus dieser Gemeinschaft um
1970 fortwéahrend nachzulassen, obgleich die flammenden Befiirworter bis dato kei-
neswegs ganz verschwunden sind®. Man kénnte daraus den SchluR ziehen, sub specie
aeternitatis habe man es womoglich doch mit einer Eintagsfliege zu tun — dieser
Schlufs wére allerdings ebenso voreilig wie der diametrale Schluft, der sich wohl aus
einer einseitigen Betrachtung der Situation vor 1970 ergibt. Die vorliegende Arbeit
hat die Aufgabe, durch genaue Betrachtung der Leistungen der KT zu belegen, daf
diese sehr wohl eine nicht zu vernachléssigende Rolle fiir einige allgemein als wichtig
eingestufte mathematische Entwicklungen der letzten fiinfzig Jahre gespielt hat. Es
ist fraglich, ob es einen definiten Zeitraum gibt, den man sinnvollerweise verstrei-
chen lassen sollte, bis man hoffen kann, die “Wichtigkeit” einer wissenschaftlichen
Stromung abschliefsend bewerten zu konnen. Ich halte jedenfalls dafiir, daft eine
Untersuchung den erkenntnistheoretischen Fragen, die diese wissenschaftliche Stro-
mung aufwirft, einen solchen Zeitraum gar nicht abwarten kann, sondern so frith wie

6Die Kategorientheorie hat neulich sogar die Tagespresse erobern kénnen; [Dath 2003].
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moglich angegangen werden sollte (vgl. 0.3.1). Und in der Tat ging ja, wie eingangs
bemerkt, im Falle der KT die Untersuchung der von ihr aufgeworfenen erkenntnis-
theoretischen Fragen fast zeitgleich mit der Entwicklung der Theorie mit. Selbst die
weitreichendste dieser Fragen, ob die KT zumindest in bestimmten Zusammenhéan-
gen die Mengenlehre als Werkzeug der erkenntnistheoretischen Untersuchung des
mathematischen Wissens ablosen kann, kann unabhingig von einer abschlieflenden
Bewertung der Wichtigkeit der KT angegangen werden, wenn die Antwort auf die-
se Frage nicht Giiltigkeit “jenseits der Historie” beansprucht, sondern Mathematik
als Aktivitdt betrachtet, die in ihren speziellen Ausformungen an die Gegebenhei-
ten der jeweiligen Epoche gebunden ist (wie es ja das Beispiel der Ablésbarkeit der
Mengenlehre letztlich nahelegt).

0.1.1 Die bisherige historische Sekundarliteratur zum Thema
und ein notwendiger Perspektivewechsel

Es liegen schon eine Reihe historischer Untersuchungen zur Kategorientheorie vor.
In der Auswahl der von mir intensiver bearbeiteten Fragen setze ich den nahelie-
genden Schwerpunkt auf offenen Fragen: Mac Lane hat zehn oder mehr Texte zur
Entstehungsgeschichte von [Eilenberg und Mac Lane 1942a| geschrieben; es braucht
keinen elften! (Es sei denn, Mac Lanes Darstellung ist anhand der Quellenlage zu
revidieren; vgl. z.B. 2.4.2). Ahnlich steht es um Lerays Einfithrung des Garbenbe-
griffs. Wozu noch keine Texte vorzuliegen scheinen: eine Geschichte des Limitkon-
zepts, eine ernsthafte Qualifikation der “Verspatung” beim adjungierten Funktor,
eine Geschichte von Brandts Gruppoid, eine Geschichte der mengentheoretischen
Grundlegungsversuche fiir die KT. An manchen Stellen gilt es verbreitete Irrtiimer
zu korrigieren, z.B. was die Geschichte der Pfeilschreibweise betrifft (2.1.4) oder die
Bedeutung des Homologiefunktors fiir die Einfithrung der Kategorientheorie (2.4.2).

Neben der Frage, welche Teile der Geschichte der KT in der vorhandenen Sekun-
dérliteratur bisher zu kurz gekommen sind, stellt sich natiirlich auch die Frage, von
welchen Gesichtspunkten diese Literatur bisher gepragt ist. Mir scheint, das Schwer-
gewicht liegt bislang auf mehr chronikartigen Darstellungen (mit Entwicklungen
vieler mathematischer Details), wihrend Ansétze der Interpretation und Problema-
tisierung der historischen Vorgénge die Ausnahme sind. Dies hangt vermutlich damit
zusammen, daf der iiberwiegende Teil der vorhandenen Sekundéarliteratur von Ma-
thematikern stammt, die selbst an der Erarbeitung der Theorie mitgewirkt haben.
Ich werde im Folgenden, wenn es mir um diesen Typ von historischen Arbeiten geht,
hiufiger von “Geschichtsschreibung der Protagonisten” sprechen’.

Diejenigen, die eine Theorie selbst erarbeitet haben, haben eine deutliche Vorstel-
lung von der ,Natiirlichkeit’ oder der ,Fruchtbarkeit' der Theorie, ja die Beurteilung
der Theorie als ,natiirlich® oder ,fruchtbar’ mag fiir sie ein sténdiger Begleiter bei
der Erarbeitung der Theorie gewesen sein, etwas, was sie motiviert hat, ihnen den
“richtigen” Weg gezeigt hat, wie weiterzugehen ist, endlich etwas, was sich fiir sie

"|Epple 2000, 133] spricht von “historischen Miniaturen”.



xxii EINLEITUNG

untrennbar mit ihrer Intuition, Vision von der Theorie verbunden hat. Es mag ih-
nen daher vergleichsweise schwer fallen, diese Urteile als etwas zu nehmen, was einer
historisch—philosophischen Problematisierung zugénglich ist. Insbesondere treten in
ihrer Erinnerung die Fakten zuriick hinter das synthetische, kohdrente Bild der Sa-
che, das sich fiir sie als Ergebnis des Prozesses eingestellt hat. Ich beabsichtige, dieses
synthetische Bild den Fakten gegeniiberzustellen.

Es gibt natiirlich bereits Arbeiten mit interpretatorischem Anspruch. [McLar-
ty 1990] stellt die Geschichte der Topostheorie (und vorausgehend der KT) dar,
um zu belegen, dafs sich eine falsche Annahme iiber den Ursprung der Topostheorie
verbreitet hat, ndmlich, der Begriff des Topos sei als Verallgemeinerung von Set ent-
standen. Eine weitere Arbeit mit groferem interpretatorischem Anspruch ist [Corry
1996]. Dieses Werk (zugleich Corrys Dissertation) war, wie aus dem Vorwort hervor-
geht, urspriinglich als Geschichte der Kategorientheorie angelegt; allerdings hielt es
Corry fiir richtig, seine Darstellung dieser Geschichte in einen grofferen Zusammen-
hang zu stellen, den der Geschichte des Begriffs “algebraische Struktur”. Zu diesem
Zweck behandelt er neben der KT einige vorangehende Etappen der Geschichte
des Umgangs mit algebraischen Strukturen®. Corry stellt insbesondere die KT der
Strukturtheorie Bourbakis gegeniiber. Wie wir noch sehen werden, hat bei Bourbaki
eine umfangreiche Diskussion dariiber stattgefunden, ob die KT in die Eléments auf-
genommen werden soll. Corry interpretiert die ihm zugénglichen Quellen zu dieser
Diskussion unter dem Gesichtspunkt einer Konkurrenz des Begriffes <Kategorier
zum Begriff “structure™.

Es scheint mir, dafs man nur zu einer iiberzeugenden Interpretation der Ge-
schichte der KT vordringen kann, wenn man neben Bourbakis Diskussion auch jene
anderen Diskussionen inspiziert, die sich einmal um die Versuche der mengentheo-
retischen Grundlegung der KT, zum andern um die Versuche, die KT selbst als
Grundlage der Mathematik wahrzunehmen, entsponnen haben. (Diese Diskussionen
stehen iibrigens beide inhaltlich mit der Diskussion bei Bourbaki in Beriihrung, wie
wir sehen werden.) Fraglos spricht auch Corry diese weiteren Diskussionen an; den
entscheidenden Beitrag der KT sieht er allerdings definitiv darin, daf sie sich als
eine fruchtbare Methode fiir den Umgang mit strukturierten Objekten erwiesen hat.
Was in dieser an sich richtigen Bewertung tiberhaupt nicht vorkommt, gleichwohl
aber, wie ich darstellen werde, den historischen Befund sehr stark kennzeichnet, ist,
daf die KT das Verhéltnis von “Struktur” und “Menge” gegeniiber der von Bourbaki
akzentuierten Sicht vollig umgepragt hat.

Mengenoperationen haben sich im Laufe eines historischen Prozesses als sehr

8Diese Entscheidung Corrys hat den unschénen Nebeneffekt, da dadurch jede Epoche etwas zu
kurz kommt; auch schmeckt es mir zu viel nach Bedienen der Historiker-community (von der eben
die Mathematik der Jahrhundertwende viel besser aufgearbeitet ist und die deshalb den Anschlufs
an die “Standardwerke” vorfinden will).

9Die Gesamtheit der heute zuginglichen Quellen erlaubt ein vollstindigeres Bild der besagten
Diskussion (vgl. 6.4); die besagte Konkurrenz ist nur mehr ein Topos der Diskussion unter vielen
— und wére es unter einer anderen Interpretationsrichtlinie wohl auch schon aufgrund der von
Corry benutzten Quellen allein gewesen? In der Gesamtschau entsteht viel weniger der Eindruck
eines “Irrtums” seitens Bourbaki, als dies in Corrys Darstellung der Fall ist.
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grundlegend fiir mathematisches Denken erwiesen; nach der in dieser Arbeit ange-
wendeten erkenntnistheoretischen Position (s.u.) darf daraus allerdings nicht der
Schluft gezogen werden, die durch diese Operationen bestimmten Mengen seien
nun endlich jene “ersten Dinge” (ra mpwTa), auf deren Erfassen man alle iib-
rige (mathematische) Erkenntnis zuriickfithren kann. Vielmehr scheint die mathe-
matische Grundlagenforschung zu immer neuen als grundlegend wahrnehmbaren
Operationsschemata vorzudringen, wobei die neuen die alten nicht zwingend ablo-
sen, sondern erginzen.

0.1.2 Die thematische Gliederung der Arbeit

Aus den bisher entwickelten Ansétzen zur Behandlung des Themas ergibt sich die
Einteilung in Teile und Kapitel, die nun erldutert wird.

Den eigentlichen Hauptteilen der Arbeit geht ein Kapitel 1 voraus; dieses Kapi-
tel hat — neben methodologischen und terminologischen Vorbereitungen, was die er-
kenntnistheoretischen Untersuchungen der vorliegenden Arbeit betrifft — die Aufga-
be, eine erkenntnistheoretische Position zu skizzieren, die mir angemessen erscheint,
um die im einzelnen noch aufzuzeigenden “erkenntnistheoretischen Implikationen”
der KT zu verstehen. Diese Position ist eine pragmatische und wird zu anderen
moglichen Positionen in Beziehung gesetzt. Wer mehr an historischen als an er-
kenntnistheoretischen Fragestellungen interessiert ist, kann dieses Kapitel zunéchst
beiseitelassen und entlang spéterer Verweise darauf zuriickkommen; die dort einge-
fithrten Sprechweisen werden allerdings in der gesamten Arbeit benutzt, und zwar
meist kommentarlos.

Der Teil I der Arbeit ist iiberschrieben Entwicklung der Kategorientheorie in An-
wendungskontexten'®. In diesem Teil wird in mehreren Kapiteln aufgezeigt, daff die
KT sich historisch in Interaktion mit einer Reihe mathematischer Arbeitsfelder ent-
wickelt hat: algebraische Topologie, homologische Algebra, algebraische Geometrie
und mathematische Logik.

Kapitel 2 Im Entstehungskontext der KT, der algebraischen Topologie, tritt diese
zunachst als Sprache auf, die es erlaubt, eine bestimmte Sorte von Arbeitssituatio-
nen auszuzeichnen, fiir die eine bestimmte Methode zur Verfiigung steht. Diejenigen
offenen Probleme der algebraischen Topologie der 30er Jahre, die als Probleme der
Suche nach dem “richtigen Begriff” gesehen werden konnen (“Was ist ein direkter Li-
mes?”, “Wann ist ein Isomorphismus ‘natiirlich’ ?”, “Was ist eine Homologietheorie?”
etc.), lassen sich alle in diesem Rahmen signifikant weiterentwickeln.

10Zum Verhiltnis der KT zu ihren “Anwendungen” ist nitheres vorauszuschicken; dies geschieht
in Abschnitt 1.1.3.
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Kapitel 3 In den vierziger Jahren wurden verschiedene Cohomologietheorien fiir
algebraische Objekttypen entwickelt; bei [Cartan und Eilenberg 1956] ging es um ein
aus den einzelnen Theorien entwickeltes allgemeines Verfahren zur Herstellung sol-
cher Cohomologietheorien. |Grothendieck 1957 tibertrug dieses Verfahren, das von
Cartan-Eilenberg innerhalb einer Kategorie von Moduln dargestellt worden war,
auf einen rein kategoriell charakterisierten Typ von Kategorien (zu denen Kate-
gorien von Moduln gehéren, aber auch Kategorien von bestimmten Garben); auf
diesem Wege wurde es moglich, unabhéngig von speziellen Voraussetzungen an den
zugrundeliegenden topologischen Raum eine Cohomologietheorie fiir Garben abel-
scher Gruppen zu entwickeln, was insbesondere fiir Fragestellungen der algebraischen
Geometrie von Bedeutung war. Die KT wird hier als deduktives Mittel eingesetzt,
denn Beweise und begrifflicher Aufbau von Grothendiecks Arbeit machen Gebrauch
von Aussagen iiber bestimmte kategorientheoretische Konstruktionen: schémas de
diagrammes, générateurs, unendliche Produkte, Aquivalenz von Kategorien. Durch
diese Errungenschaft tritt die KT als Forschungsgegenstand (nachdem auf die An-
fénge bei Eilenberg und Mac Lane zunéchst ein Jahrzehnt geringer Aktivitat gefolgt
war) in eine Phase fast explosionsartiger Weiterentwicklung ein.

Kapitel 4 Im Anschluf an seine Arbeit zur Garbencohomologie unternimmt Gro-
thendieck den begrifflichen Neuaufbau der algebraischen Geometrie; die von ihm
neueingefithrten Grundbegriffe Schéma und Topos und wichtige Kennzeichen seiner
Methodik (Stichworte descente, Relativierung) beruhen auf KT. Erprobt werden
sollten diese Innovationen u.a. an den sogenannten Weil-Vermutungen, doch hier
waren mit Grothendiecks Ansatz nur Teilergebnisse zu erzielen.

Das Ergebnis der historischen Erforschung des Befunds kann nicht lediglich die
lapidare Feststellung sein, dafs fiir Grothendiecks Umgestaltung der algebraischen
Geometrie die KT von grofser Bedeutung war — man spréche eine vollige Trivialitét
aus. Die eigentliche Aufgabenstellung ist hier eine philosophische: Wieso ist das so?

Damit zeigen die drei Kapitel 2-4 eine Steigerung auf: KT als Sprache, KT als
Deduktionsbasis, KT als neue Basis von Objektkonstruktion.

Kapitel 5 beschliefst den ersten Teil der Arbeit mit einer Teilzusammenfassung
des Erarbeiteten unter verschiedenen Aspekten: 1) Der Wandel der Definitionen
verschiedener Grundbegriffe der mit KT interagierenden Gebiete (Prozesse von Be-
griffstransformationen — was gilt jeweils als atomar, klar, “Grundbegriff”’?); dieser
Wandel vollzieht sich entlang von Wandlungslinien, die von der KT suggeriert sind
bzw. diese als geeignete Methode suggerieren. 2) Die Intentionen der Grundbegriffe
der KT bilden sich im historischen Verlauf, unter dem Handeln mit den Begriffen
erst heraus.

Das Kapitel holt auch manche ergénzende Informationen zu den Arbeiten nach,
die in den vorangegangenen Kapiteln unter bestimmten thematischen Gesichtspunk-
ten besprochen worden waren (so dafs dort fiir bestimmte Informationen kein Platz
war, die flir die Argumentation der vorliegenden Arbeit gleichwohl von Bedeutung
sind).
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Im Teil IT der Arbeit geht es um Diskussionen {iber die K'T. Hierbei wird sowohl
ein historisches Augenmerk gerichtet auf Diskussionen, die in zeitlicher Nahe zur
Entwicklung der Theorie tatsdachlich stattgefunden haben, als auch an Diskussionen
angekniipft (bzw. werden solche erst vorgeschlagen), die noch im Gange sind (bzw.
noch zu fithren wéren).

Kapitel 6 bespricht Bourbakis Auseinandersetzung mit der Kategorientheorie in
den Jahren 1950-1960. Diese Diskussion laft sich aufgrund der ausgezeichneten Quel-
lenlage gut rekonstruieren; sie bewegt sich von verschiedenen Fragen her auf das
Thema Kategorientheorie zu (limites inductives, applications universelles, homo-
logische Algebra, Garben u.a.m.) und ist gekennzeichnet vom Aufeinandertreffen
verschiedener erkenntnistheoretischer Positionen.

Kapitel 7 In verschiedenen historischen Etappen stellt man fest, daf die Anwen-
dung des Werkzeugs KT zu Problemen der mengentheoretischen Realisierung fiihrt;
von dieser Feststellung gehen Impulse fiir die Umwertung von “Grundlage” aus.

Die Geschichte verschiedener Losungsversuche der Grundlegungsproblematik wird
dargestellt.

Kapitel 8 Zunéchst wird kurz auf die bisherige Debatte eingegangen, ob und in
welchem Sinn man die KT als “Grundlage der Mathematik” ansprechen kann; ab-
schliefend werden die erkenntnistheoretischen Schlufifolgerungen der vorliegenden
Arbeit formuliert, die darauf hinauslaufen, dafs die KT aus der Sicht einer Erkennt-
nistheorie mit pragmatischem Charakter zumindest “fundamentale Ziige” hat.

0.1.3 Die Grenzen der Arbeit

Eine Propédeutik kategorientheoretischer Begriffe ist nicht vorhanden; ich gehe nicht
davon aus, dafs man die vorliegende Arbeit mit Gewinn lesen kann, wenn man nicht
zumindest mit den Grundbegriffen der Kategorientheorie bereits vorher vertraut ist
(es ist aber nicht allzu schwer, sich mit diesen vertraut zu machen).

In keinem Fall darf man in einer Doktorarbeit eine vollsténdige Geschichte der
Theorie erwarten. Die Arbeit [Mac Lane 1988a] unternimmt einen vielleicht nicht
vollig erfolgreichen, aber jedenfalls verdienstvollen Versuch, den Gesamtkorpus der
Arbeiten und communities, die von KT beeinfluit sind, abzustecken. Es wére zwar
fiir den Referenzcharakter der vorliegenden Arbeit niitzlich, diese umfangreiche Auf-
stellung wiederzugeben, wo nicht gar zu erweitern; da aber an vielen Stellen nicht
tiber die reine Anfithrung hinausgegangen werden konnte (in der ja keine eigene
Forschungsleistung liegt), habe ich darauf verzichtet!!.

HNeben [Mac Lane 1988a] sind beim ErschlieRen der einschliigigen Literatur zahlreiche
bibliographisch-historische Notizen in den Originalarbeiten selbst und in Lehrbiichern hilfreich.
Solche notes finden sich z.B.: Bei [Ehresmann 1965, 323-326]; bei [Eilenberg und Steenrod 1952],
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Die vorliegende Arbeit ist, soweit sie historisch ist, eine Geschichte der Kategorien-
theorie, nicht der algebraischen Topologie, der homologischen Algebra, der Garben-
theorie, der Topostheorie, der Mengenlehre oder Bourbakis. Geschichtliche Darstel-
lungen dieser Gebiete findet man, so weit sie bereits vorliegen, in der Literaturliste'?.
Hier kann es nur darum gehen, wo diese Gebiete mit der Kategorientheorie in Inter-
aktion getreten sind, d.h. durch die KT verdndert wurden bzw. auf die KT veran-
dernd gewirkt haben. Soweit zur Bestimmung solcher Interaktionspunkte Untersu-
chungen iiber die Geschichte der besagten Gebiete erforderlich sind, werden sie hier
wiedergegeben bzw. erstmals durchgefiihrt. Dabei herrscht eine gewisse Einmiitigkeit
dariiber, daf KT ihre Bedeutung gerade in ihrer Anwendbarkeit auf diese Gebiete
hat (und nicht etwa die Untersuchungen abstrakter Folgerungen aus den Kategorie-
axiomen das Wesentliche sind); daher ist eine Wiirdigung der Anwendungsgebiete
fiir eine Wiirdigung der KT von herausragender Bedeutung (Kapitel 2-4). Gleichzei-
tig ist herauszustellen, daf es iiber die Rolle der KT in diesen Anwendungskontexten
hinaus eine Entwicklung der KT als weitgehend eigenstandige Theorie gegeben hat,
die sich nur teilweise aus den gerade jeweils aktuellen Anwendungen ergeben hat
(vel. Kapitel 5).

Einerseits kann eine historische Analyse nicht bis in die Gegenwart vordringen;
andererseits kann eine abschlieffende philosophische Interpretation auf dem Stand
der aktuellen Diskussion nicht erreicht werden, wenn nur Konzepte, die bis zum
Beginn der 70er Jahre entstanden sind, beachtet werden. Offensichtlich kann es hier
nicht darum gehen, z.B. die Debatte um die Infragestellung der discrete collections
of objects zu einer Entscheidung zu fithren; es geht vielmehr darum, zu beschreiben,
wie es kam, bis sie “einmal in der Welt war”.

Ich habe es fiir angebracht gehalten, Fragestellungen, die ich nicht ausarbeiten
konnte, gleichwohl anzufiihren; zu einer redlichen Behandlung eines Themas scheint
mir auch eine Auflistung der offengebliebenen Fragen zu gehoren. Zugleich scheint
mir, daf eine Konzipierung eines groferangelegten Forschungsprojekts (wie es eine
umfassende Geschichte der Kategorientheorie offenbar wire) durchaus Gegenstand
einer Dissertation sein kann, wenn das Interesse der aufgezeigten Fragen schliissig
begriindet wird. In der vorliegenden Arbeit nicht behandelte Fragen, die mehr ins
Detail gehen, fiihre ich an der ihnen zukommenden Stelle im Text an; eine Reihe
von Begrenzungen der Arbeit mehr grundsétzlicher Art stelle ich hier zusammen.

e Die empfindlichste Liicke der Arbeit ist wohl die Nichtbehandlung von Ehres-
manns Werk und Einfluf. Allerdings werden manche Einzelaspekte herausge-
griffen, etwa Ehresmanns Beitridge zum Gruppoidbegriff (5.1.6.2), Beitréige zur
Grundlegung (Ehresmann-Dedecker; 7.4.2), [Ehresmann 1965]| als historische
Sekundaérliteratur, die esquisses (vgl. Anm.494). Halbwegs zu begriinden ist die

[Mac Lane 1971b] und [Barr und Wells 1985] nach den einzelnen Kapiteln; fiir spezielle Begriffe lei-
sten [Higgins 1971, 171-172] (Gruppoid), [Gray 1979] und [Kashiwara und Schapira 1990] (Garbe)
oder [Weil 1940, 28f] (inverser Limes) gute Dienste.

12Djie entsprechenden Literaturhinweise gebe ich bei der eingehenden Besprechung des jeweiligen
Gebietes.
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Auslassung mit der geringen Interaktion von Ehresmanns Aktivitdt mit dem
“mainstream”; mein methodologischer Akzent liegt aber auf Interaktionen.

e Kaum oder gar nicht behandelt werden Themen der algebraischen Topologie,
die nicht zum unmittelbaren Entstehungskontext gehoren, z.B. die weiteren
Arbeiten von Eilenberg-Mac Lane, Homotopietheorie, simpliziale Mengen etc.

e Voillig aufen vor bleibt die Geschichte der K-Theorie; Abhilfen kénnen hier
sein |Carter 2002] und [Marquis 1997a].

e Ich habe Grothendiecks autobiographisches Dokument Recoltes et semailles
nicht in die Untersuchung einbezogen, weil man ihm mit einer kursorischen
Behandlung wohl nicht gerecht werden kénnte. Vgl. [Herreman 2000].

e Nicht behandelt werden die Arbeiten der deutschen communities: algebraische
Geometrie herkommend von der Funktionentheorie mehrerer Verénderlicher;
algebraische Topologie (Dold, Puppe); categorical topology (Herrlich). Diese
Auslassung beinhaltet keine Wertung.

0.2 Quellen und Zeugnisse

Die Auswahl der herangezogenen Quellen ist wohl in jeder historischen Untersuchung
mindestens zwei Unwégbarkeiten unterzogen: gewissen Zufilligkeiten (welche Quel-
len dem Autor bekannt bzw. zugénglich sind) und einer gewissen Willkiir (welche
Quellen der Autor fiir “wiirdig” befindet). Daher sind einige Bemerkungen ange-
bracht, insbesondere zum verwendeten unveroffentlichten Material.

Eine ernsthafte historische Untersuchung kommt nicht umhin, sich, soweit vor-
handen, mit unveréffentlichten Dokumenten auseinanderzusetzen. Bereits diese auf-
zufinden ist zuweilen eine eigene Forschungsleistung (s.u. 0.2.2). Ich stelle selbst-
verstandlich jeweils im einzelnen dar, worin die von mir verwendeten Dokumente
bestehen und wo sie zu finden sind. Die vorliegende Arbeit kann jedoch keine voll-
giiltige Erstveroffentlichung dieser Quellen sein; eine solche steht weiterhin aus.

0.2.1 Bourbaki

Unter den von mir herangezogenen Bestédnden unveroffentlichter Quellen stiitze ich
mich insbesondere auf den sehr umfangreichen Bestand, der Bourbaki betrifft. Aus-
fiihrlich beschreibe ich diesen Bestand im Anhang; er wird im wesentlichen in Frank-
reich aufbewahrt (vgl. A.1.1).

Ich mochte erlautern, wieso ich diesen Schwerpunkt setze. Zum einen sind die Do-
kumente dieses Bestandes offenbar dadurch ausgezeichnet, dafs man aus ihnen in fast
beispielloser Weise die Entstehungsgeschichte einer umfangreichen mathematischen
Buchverdéffentlichung von herausragender Bedeutung erarbeiten kann; welcher Art
die vielféltigen aus den Materialien zu beziehenden Informationen sind, habe ich in
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6.1 zusammengestellt. Dies allein vermag aber noch nicht zu rechtfertigen, sich in
unserem Kontext so eingehend damit zu beschéaftigen; immerhin spielen kategorien-
theoretische Begriffe in den Eléments de Mathématiques so, wie diese schlieflich ver-
offentlicht wurden, eine vollig untergeordnete Rolle (vgl. dazu [Corry 1996, 330f]).
Andererseits ist gerade dies ein widerstdndiges Faktum, fiir das man gerne eine hi-
storische Erklarung héatte: Explizite Kategorientheorie, die aus der Entwicklung der
Mathematik in einem bestimmten Zeitraum nicht wegzudenken ist'3, ist zur Mar-
ginalitéit verurteilt in einem Werk, das den Anspruch hat, die wesentlichen mathe-
matischen Errungenschaften desselben Zeitraums darzustellen; das Faktum wird nur
noch widerstandiger, wenn man gleichzeitig bedenkt, daft es Bourbaki gerade darum
ging, diese Errungenschaften systematisch und vereinheitlicht zu prasentieren'* —
eine Aufgabe, der die KT in besonderer Weise angepafit zu sein scheint.

Die verfiigharen Dokumente erlauben es, wenigstens einige Elemente zur Erklé-
rung dieses Faktums zusammenzustellen'®. Doch selbst wenn die Frage sich voll-
standig beantworten liefe (was nicht der Fall ist), blieben sicher Bedenken beziiglich
der Relevanz (jenseits allen detektivischen Schauers) einer solchen Untersuchung. Es
stellt sich aber zweierlei heraus:

e Die Ablehnung der KT beruht teilweise auf der erkenntnistheoretischen Po-
sition von Bourbaki bzw. auf dem mathematischen Paradigma der einzelnen
Mitglieder. Die Bourbaki-Quellen belegen also, daft Fragen nach der erkennt-
nistheoretischen Implikation der KT historisch tatséchlich unter dem Arbeiten
an der KT gestellt und nicht nachtréglich von mir oder anderen der KT iiber-
gestiilpt wurden.

e Die Dokumente kénnen auch iiber einen noch ungleich bedeutenderen Fragen-
komplex Aufschlufs geben, namlich iiber die Entstehungsgeschichte zahlreicher
mathematischer Begriffe, Methoden und Resultate im Kontext der Kategorien-
theorie. Es liegt auf der Hand, dafk viele der Mathematiker, aus deren Arbeit
diese Begriffe, Methoden und Resultate entstanden, Mitglieder von Bourbaki
waren und dafs umgekehrt Bourbaki sich zum Grofsteil aus solchen Mathema-
tikern zusammensetzte (beides mag die Widerstandigkeit des oben besproche-
nen Problems noch vermehren). In den Bourbaki-Dokumenten kann man nun
mannigfach Anhaltspunkte finden, dafs das Zustandekommen dieser Arbeiten
sich oft in engem Kontakt zu den iibrigen Mitgliedern der Gruppe vollzog und
dafl dieser Austausch von grofser Bedeutung fiir die schliefslichen Veroffentli-
chungen war.

13Ich hoffe, die vorliegende Arbeit enthilt geniigend Belege fiir diese Behauptung.
14Vgl. [Thiel 1995, 308] und Abschnitt 1.2.3.1.
15Dies hat schon [Corry 1996, 332ff] andeutungsweise getan.
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0.2.2 Der Eilenberg-Nachlafs

Eine Schliisselfigur in der Geschichte der Kategorientheorie ist Samuel Eilenberg.
Neben seinen zahlreichen Veroffentlichungen und einigen in Nancy!'® aufbewahrten
unveroffentlichten Texten, die er zum Bourbaki-Projekt beigesteuert hat, konnte ich
in meine Untersuchung noch andere Quellen einbeziehen: Durch meine Nachfrage
wurden an der Columbia University in New York wichtige Teile seines Nachlasses
wiederentdeckt, die seit seinem Tod im Jahr 1998 unbeachtet geblieben waren. Es
handelt sich (neben seiner Handbibliothek und zahlreichen personlichen Dokumen-
ten) um grofe Teile seines wissenschaftlichen Briefwechsels (insbesondere Briefe an
Eilenberg) sowie Manuskripte zu zahlreichen seiner mathematischen Forschungen.
Neben seinen Entwiirfen fiir Bourbaki (darunter ein Text zur homologischen Al-
gebra, der nie Eingang ins Werk gefunden hat!”, sowie ein Memorandum, wie das
Werk umzustrukturieren wire, um sinnvoll iiber Kategorien sprechen zu koénnen'®)
spielen auch seine Briefwechsel mit Forscherkollegen aus den Jahren vor der Ent-
wicklung des Kategoriebegriffs sowie mit seinen zahlreichen Schiilern aus spéteren
Jahren eine grofse Rolle fiir meine Untersuchung. Mit Hilfe des franzosischen For-
schungsministeriums (aide de mobilité) konnte ich mir im Juni 2001 die Materialien
personlich durchsehen und bei dieser Gelegenheit noch weitere Bestdnde auffinden.
Die Entdeckung dieses Nachlasses ist auch auferhalb meines Dissertationsprojek-
tes von grofser Bedeutung fiir die Mathematikgeschichtsforschung, und es darf als
Gliicksfall bezeichnet werden, dafs sie (auch dank der Forderung durch die DFH)
moglich war. Ich beabsichtige, mich im Anschlufs an die Promotion nédher mit die-
sem Nachlafl auseinanderzusetzen.

0.2.3 Gesprache mit Zeitzeugen

Neben veroffentlichten und unveroffentlichten Textdokumenten kann ich mich auch
auf eine Reihe von personlichen Zeugnissen einiger Forscher stiitzen, die an den Er-
eignissen selbst beteiligt waren oder sie zumindest aus grofer Nédhe verfolgen konn-
ten. Fiir all diese Zeugnisse gilt selbstverstandlich, daf allein ich verantwortlich bin
fiir die genauen Formulierungen, in denen die Zeugnisse in der Arbeit wiedergegeben
werden; dies gilt insbesondere, falls ich Dinge fehlerhaft wiedergeben sollte.

Die betreffenden Gespréchspartner waren Jean Bénabou, Pierre Cartier, Jacques
Dixmier, Andrée Ehresmann, Anders Kock, F.William Lawvere und Gerd Heinz
Miiller. Diese Forscher haben teilweise Beitrage geleistet, die fiir die Entwicklung
der Kategorientheorie von Bedeutung waren; in jedem Fall sind ihre Erinnerungen
fiir die Rekonstruktion vieler Einzelheiten héchst wertvoll, und ihre Einschétzungen
konnen einem “Einsteiger” gangbare Wege der Interpretation weisen. Das aus den
Gespréachen Mitgenommene fliefit an vielen Stellen der Arbeit ein, ohne immer im
einzelnen gekennzeichnet zu sein.

16Vgl. dazu Anhang A.1.1
17Vgl. 6.3.3.1.
18Vel. 6.4.2.
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Gleichzeitig konnte man sich sicherlich eine breitere Basis von Zeugnissen wiin-
schen; hierzu ist zu sagen, daft manche meiner Bemiihungen um eine Kontaktaufnah-
me fruchtlos blieben (im Falle von Saunders Mac Lane und Henri Cartan zweifellos
aus Altersgriinden), wihrend ich in anderen Féllen gleich gar keinen Versuch unter-
nommen habe (Grothendieck).

0.3 Vorbemerkungen zur Methode

0.3.1 Die Spannung zwischen historischer und philosophischer
Methode

Die historische Untersuchung des Entwicklungsganges einer Wissenschaft ist sehr
notwendig, wenn die aufgespeicherten Sdtze nicht allmdhlich zu einem System von halb
verstandenen Rezepten oder gar zu einem System von Vorurteilen werden sollen. Die
historische Untersuchung fordert nicht nur das Verstindnis des Vorhandenen, sondern
legt auch die Moglichkeit des Neuen nahe, indem sich das Vorhandene eben teilweise als
konventionell und zufdllig erweist. Von einem héheren Standpunkt aus, zu dem man auf
verschiedenen Wegen gelangt ist, kann man mit freierem Blick ausschauen und noch heute

neue Wege erkennen.
[Mach 1883, 251|*?

Das Thema der vorliegenden Arbeit ist ein historisches und ein philosophisches
zugleich. In den folgenden Abschnitten werde ich Bemerkungen zu meiner histori-
schen Methodik machen, wiahrend der philosophische Ansatz der Arbeit in Kapitel 1
eingehend diskutiert wird. Hier mochte ich aufzeigen, inwieweit philosophisches und
historisches Arbeiten ineinandergreift. Allgemein gilt: Die Aufteilung der Themen-
stellung in eine historische und eine philosophische fiihrt zur gegenseitigen Belebung
der beiden Ansétze. Philosophische Zugangsformen erlauben, historische Ergebnis-
se erst zu bewerten und zu interpretieren, historische Untersuchungen geben den
philosophischen Fragestellungen erst ihren Ansatzpunkt. Meine Arbeit ist philoso-
phisch, wo sie Fragen an das Vorfindliche stellt, und historisch, wo sie Antworten
zur Kenntnis nimmt.

Der konkrete philosophische Ansatz der vorliegenden Arbeit geht eine noch inti-
mere Verbindung mit historischer Methodik ein, denn Mathematik hat erst dadurch
iiberhaupt eine Geschichte, dak die sie konstituierenden Handlungen, etwa die Ver-
anderungen des konzeptuellen Rahmens, in den Blick riicken. Der Akzent auf der
Historizitat der Handlungen ist also nicht nur in dem naheliegenden Sinn zu verste-
hen, dafs zum Zustandekommen des schlieflichen Wissenschaftsgebdudes die Aktivi-
tét der Forscher erforderlich war; ich bin vielmehr iiberzeugt, dak die Mathematik als
Wissensgebaude “ewiger Wahrheiten” nicht richtig verstanden werden kann, sondern
vielmehr einer stdndigen Transformation ihrer konzeptuellen Rahmenbedingungen

Yhier zitiert nach [Janik und Toulmin 1998, 166f]; [Kragh 1987, 10] zitiert die englische Uber-
setzung The Science of Mechanics: A critical and historical Account of its Development, La Salle
(Illinois): Open Court 1960, p.316
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unterzogen ist. Insofern besteht zwischen einem historischen Zugang und einem prag-
matisch-handlungstheoretisch orientierten philosophischen Zugang von sich aus eine
enge Bindung.

Vielleicht kann man sich also tatsdchlich Ernst Machs Vision anschlieffen und
der historischen Erforschung der Wissenschaft Mathematik einen Effekt der Neube-
lebung derselben zutrauen, ja sie in dieser Funktion sogar als unverzichtbar auffas-
sen. |Epple 2000, 141] driickt es so aus: “Genau wie jede andere historische Diszi-
plin wird auch die Mathematikgeschichte als Beitrag zur Selbstverstindigung jener
Gegenwart, welcher eine Historikerin oder ein Historiker angehdrt, betrieben”. Zu-
gleich kann eine philosophische Reflexion einer Wissenschaft eine solche belebende
Funktion nur dann iibernehmen, wenn sie weder préthéorique noch postthéorique ist,
also weder versucht, die Entwicklung der Wissenschaft im vorhinein doktrinar zu
bestimmen, noch, das Ende der Zeiten abzuwarten, um die Wissenschaft in ihrer
endgiiltigen Form einer Interpretation unterziehen zu kénnen. Die Philosophie mufs
also im Gang der Wissenschaft selbst miteinsetzen und auf jeder Ubergangsstufe
von konzeptuellen Transformationen mitvollzogen werden. Wo dies dennoch nach-
traglich geschehen mufs, ist daher eine intime Verquickung mit einem historischen
Ansatz “sehr notwendig”.

Es ergibt sich die Maxime, daf philosophische Fragen fiir jeden Abschnitt der
historischen Entwicklung einer Disziplin (hier: der KT) neu zu stellen und die Ant-
worten miteinander zu vergleichen sind?®. Man kann das Zusammenwirken von Ge-
schichtsforschung und philosophischer Interpretation geradezu zur Maxime machen;
daher treffe ich auch bewuftt keine Entscheidung, was ich hier tue, nur eine Un-
terscheidung, wann ich gerade was tue. M.E. ist die Historisierung philosophischer
Positionen die richtige Vorgehensweise in der Philosophie. Auch bei Poincaré [1908,
158] (wo es um eine Kritik an den Zielsetzungen logischer Analyse geht) findet sich
die Auffassung, daf ein Verstdndnis einer Wissenschaft sich nicht aus der Analyse des
als fertig gedachten Wissenskorpus allein ergibt, wenn man mit Verstandnis gleich-
zeitig noch jene Fihigkeit zur Belebung meint?!. Dies verbindet offenbar Geschichte
(einen Verlauf verstehen) und Philosophie (ein Wissen in seiner Begriindetheit ver-
stehen). Das Verstehen eines Erkenntnisprinzips ergibt sich aus dem Verstehen des
Fortschreitens der Erkenntnis — und dieses ereignet sich in der Transformation von
Konzepten —, wahrend die Reduktion von Erkenntnis auf Grunderkenntnisse der
Ausrichtung nach retrograd ist und ein Fortschreiten von Erkenntnis letztlich weder
erklaren noch beférdern kann.

Es ist an dieser Stelle eine wichtige Bemerkung angebracht. Aufgrund der Tat-
sache, dafs die KT zu den mathematischen Disziplinen gehort, die sich bis in unsere
Gegenwart erstrecken??, kann es mitunter sehr schwierig sein zu kontrollieren, ob
verbotene Riickprojektionen stattfinden. Insofern ist es vielleicht “zu friih” fiir eine
Geschichte der KT, oder anders: Insofern kann derzeit eine Geschichte der KT nur

20Vgl. Cavaillés’ Position, dargestellt in [Heinzmann 1998a, 100].

21 Auf diese Verstehensaufgabe der Philosophie komme ich in 1.2.1 zuriick.

22Djes soll nicht heifien, daff man seit dem Aufkommen des kategoriellen Standpunktes keine
grundséatzlichen Ergdnzungen am Zugang zu Mathematik mehr vorgenommen habe. Vgl. dazu 0.1.
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eine Philosophie der KT sein.

Eine &hnliche Verbindung von Philosophie und Geschichte scheint mir ein Ent-
wurf von Hao Wang in Aussicht zu stellen. [Wang 1971] beschéftigt sich mit der
Frage “What is mathematics”. Um dieser Frage besser gerecht werden zu kénnen, als
es die vorfindliche mathematische Grundlagenforschung seiner Meinung nach kann??,
entwickelt Wang die Idee einer “abstract history™

The principal source of detachment of mathematics from mathematical logic is that
logic jumps more quickly to the more general situation. This implies a neglect of
mathematics as a human activity | .. .| It is philosophically attractive to study in one
sweep all sets, but in mathematics we are primarily interested in only a very small
range of sets. In a deeper sense, what is more basic is not the concept of set but
rather the existing body of mathematics. | ...| Rightly or wrongly, one wishes for a
type of foundational studies which would have deeper and more beneficial effects on
pedagogy and research in mathematics and the sciences.

As a first step, one might envisage an «abstract history» of mathematics that is less
concerned with historical details than conceptual landmarks. This might lead to a
resolution of the dilemma between too much fragmentation and too quick a transfer
to the most general. [[Wang 1971] S.57|

Wang fiihrt dies an Beispielen aus dem “existing body of mathematics” vor, die
er als solche aufgelistet hat, die von “specialists in foundational studies” iibergangen
werden. Offenbar stehen in meinem Projekt Philosophie und Geschichtsforschung
einander wechselseitig in Diensten, um — in einem engeren Kontext — ein Ziel zu
erreichen, das dem Wangs sehr dhnlich ist. Andererseits bleibt es methodologisch
fraglich, ob diese Ziele dadurch zu erreichen sind, dafs man “less concerned with
historical details than conceptual landmarks” ist.

Bei (#3 S.xxxii) kommt die Vorstellung zum Vorschein, “foundational studies”
sollten “deeper and more beneficial effects on pedagogy and research in mathematics
and the sciences” haben. Wohl ebenfalls im Blick auf das Desiderat, die Philosophie
moge in die Lage versetzt werden, die oben skizzierte belebende Funktion in der Wis-
senschaft zu {ibernehmen, spricht Lawvere von “quide-lines [ ... [ which directions
of research are likely to be relevant” als einem moglichen Beitrag von “foundations”
(8.1.2). Wang ist sich bewufst, daf man dieser Vorstellung auch abhold sein kénnte
(“Rightly or wrongly”)*.

Das Zusammenspiel von Philosophie der Mathematik und Geschichte der Mathe-
matik ist kompliziert. Mal dienen historische Vorgéange als Fallbeispiele fiir Konzepte
der Philosophie der Mathematik (entweder werden solche Konzepte anhand des Falls
entwickelt oder spaterhin anhand eines solchen Falls getestet), mal dienen philoso-
phische Konzepte dem Historiker als Hilfsmittel zum Verstédndnis eines historischen
Vorgangs. Mir geht es, wie schon gesagt, in der vorliegenden Arbeit dezidiert nicht
darum, die K'T' als Fallbeispiel zur Unterstiitzung einer bestimmten Position in der
Philosophie der Mathematik heranzuziehen (dies mag an anderer Stelle versucht

ZEinen Teil seiner diesbeziiglichen Kritik diskutiere ich auf S.36 der vorliegenden Arbeit.
2Fiir den Fall der historiography of science wird dieses Problem bei [Kragh 1987] diskutiert.
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werden); eher suche ich philosophische Methoden, die helfen, die KT und die sie
betreffenden Debatten zu verstehen.

0.3.2 Historische Methode
0.3.2.1 Das Ermitteln und Gliedern der Fakten

Wer mit einer umfangreichen Sammlung historischer Fakten konfrontiert ist, steht
traditionell vor der Aufgabe, diese Fakten zu ordnen und zu gliedern. Die naive Vor-
stellung geht dahin, daf man sich erst durch eine solche Gliederung iiber die amorphe
Masse der historischen Fakten eine Handhabe verschaffen und sie so einer histori-
schen Interpretation zufithren kann. Es ist aber umgekehrt auch nicht zu leugnen,
dak bereits in der gewahlten Ordnung und Gliederung bewufst oder unbewuft eine
Interpretation vorgenommen wird. Es kann also insbesondere an der gewéhlten Glie-
derung selbst liegen, dafs bestimmte prinzipiell mogliche Interpretationen nicht nur
(entgegen dem erklérten Ziel der Gliederung) nicht vorgenommen, sondern vielmehr
geradezu ausgeschlossen sind — wenn diese Interpretationen ndmlich derjenigen zu-
widerlaufen, die bei der Gliederung eingebracht wurde. Das geht so weit, dafl nicht
einmal von vorneherein festgelegt ist, welches die zu ordnenden Fakten denn “sind”,
sondern dafs vielmehr erst die Ordnungsprinzipien zur Auffindung bestimmter Fak-
ten fiihren, etwa weil sie an bestimmten Stellen nahelegen, die bekannten Fakten
als unvollstandig anzusehen — dem jeweiligen Ordnungsprinzip ist eine Vorstellung
inhérent, welche Fakten (im Sinne von Antworten auf vom Ordnungsprinzip vor-
gegebene Fragen) vorhanden sein sollten. Die Rede von der “prinzipiell moglichen
Interpretation” bleibt denn auch die Antwort schuldig, woran sich denn die prinzipi-
elle Moglichkeit festmacht, wenn nicht einmal gesagt werden kann, was interpretiert
werden soll, ohne dak bereits interpretiert wird. Vgl. zu diesem Problem [Kragh 1987,
52|. Ich bemiihe mich zumindest, meine Ordnungsprinzipien zu explizieren — und
so iiberpriifbar zu machen — und moglichst viele verschiedene Ordnungsprinzipien
zur Anwendung zu bringen.

Ich ordne (und finde) die Fakten, indem ich sie entlang verschiedener “Achsen”
aufschneide. Wenn ich nach communities aufteile, gelange ich zu einer anderen Glie-
derung, als wenn ich nach Begriffsorten in einer Hierarchie vorgehe; wieder ein ande-
res Ergebnis erhalte ich, wenn ich nach Forschungsprogrammen vorgehe; ein viertes,
wenn ich versuche, (hypothetische) allgemeine Gesichtspunkte mathematischer Be-
griffsbildung anzulegen.

0.3.2.2 Komparatistik?

In [Kromer 1998| ging es zunéchst um das Aufkommen der abstrakten Vektorraum-
struktur; dort war es aber gerade eine Erweiterung des Rahmens (z.B. die Betrach-
tung der Hervorkehrung des strukturellen Standpunktes insgesamt), die erst einen
geeigneten methodischen Apparat bereitstellte und bei der systematischen Einord-
nung der Ergebnisse half. [Corry 1996] hat sich entschieden, auch in der historischen
Untersuchung der KT den Akzent auf die Hervorkehrung des strukturellen Stand-
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punktes insgesamt zu legen; ich verstehe das nicht ganz, da die KT (anders als der
Vektorraumbegriff) doch auf der Hohe dieser Bewegung entsteht.

Mir scheint, es gibt wenige Ansatzpunkte fiir einen Vergleich der Geschichte der
Einfiihrung von <Kategorie>> mit der der Einfithrung von <1Grupper> (Wussing).
Es handelt sich um vo6llig verschiedene Epochen. Allerdings ist <Kategorier> in ge-
wissem Sinne eine Verallgemeinerung von <iGrupper>; was insofern sehr wohl lohnen
kénnte, ist eine Suche nach einer Ubertragung gruppentheoretischer Methoden auf
die KT (nach dem Motto: welche Eigenschaften von <iGrupper> kann man aufge-
ben, ohne dafs die Methoden unbrauchbar werden). Auf diesen Ansatz komme ich
in Abschnitt 5.2.1 zurtick.

0.3.2.3 Die Suche nach Ausprigungen von communities

Die Besprechung des Ansatzes, nach solchen Ausprédgungen zu suchen, hat aus zwei
Griinden ihren Platz in dieser Einleitung: Zum einen ist meine Entscheidung fiir
diesen Ansatz eine wichtige methodologische Bestimmung (die im Einklang steht mit
der Bedeutung von Kuhns Theorie fiir meine zentralen Thesen — vgl. 1.4.2); zugleich
ist hier aber auch zu bestimmen, wie (also im engeren Sinn von “methodisch”: mit
welcher Methode) man solche Auspriagungen iiberhaupt feststellt.

A) Was ist das: eine community? Zum Begriff der scientific community gibt
es in [Ritter 1971] Bd.8 ein Stichwort (S.1516); die moderne Verwendung des Be-
griffs bezieht sich wesentlich auf Kuhn, der seinerseits beeinflufft war von der Ge-
staltpsychologie und der Schule von Lemberg. Die wissenschaftstheoretische Debatte
geht darum, ob hier nicht Wissenschaftslogik auf Wissenschaftspsychologie reduziert
werde; Kuhn hat spéter seinen Gedanken zuriickgenommen, die community sei ein
Individuum im Grofformat, dessen Ubergang zu einem neuen Paradigma sich wie
ein Gestaltsprung vollziehe.

Eine mathematische community wird zusammengehalten durch ein Paradigma
(eine Sammlung von Begriffen, Sitzen, Beweismethoden, weiter von offenen Fra-
gen, Beispielen etc.); sie entwickelt einen spezifischen common sense auf technischer
Ebene. Wenn man etwa sagt “Kategorientheorie”, so ist damit ein Zweig der Mathe-
matik gemeint, und das heiflt zugleich auch eine entsprechende community, die sich
iiber die gemeinsamen Forschungsinteressen in der Theorie definiert, die “Kategorien-
theoretiker”. Dabei mogen die Grenzen der community fliekend sein, und es mag auch
sein, daf die allermeisten Forscher ebensosehr anderen communities wie “Homologie-
theoretiker”, “algebraische Topologen bzw. Geometer”, “Logiker” etc. angehoren, ja es
mag sogar sein, dak es gar nicht moglich oder sinnvoll ist, nur Kategorientheoretiker
Zu sein.

Diese Aufzahlung soll nicht suggerieren, letztlich sei community synonym zu
“Fachdisziplin”. Man konnte community von Disziplin unterscheiden und im zweiten
Fall an den Stoff, im ersten an die Akteure und ihre Kommunikationsmittel denken.
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B) Wie stellt man die Ausprigung einer community fest? Es geniigt nicht,
nur verdffentlichte Texte heranzuziehen. Ergebnisse und Methoden waren den jewei-
ligen Experten lange vor dem Erscheinen der jeweiligen Arbeiten bekannt, iiber
Treffen, Briefe, Gesprache, Vortrige, Erzahlungen, Vorabdrucke. Solche Phanomene
sind Kennzeichen von communities; in unserem Zusammenhang begegnen sie uns
z.B. an folgenden Stellen:

e Beispiele fiir das briefliche Kommunizieren der Mitglieder einer community
untereinander sind die Grothendieck-Serre-Korrespondenz (3.3.1.1) und Ei-
lenbergs Korrespondenz.

e Daft die Mitglieder der community den Inhalt von Werken anderer Mitglie-
der oft schon kennen, bevor diese Werke veroffentlicht sind, begegnet uns bei
Eilenberg-Mac Lane, die das Buch [Lefschetz 1942] im Manuskript gelesen
[1942a, 760] haben; ebenso hatte Mac Lane das Manuskript von [Eilenberg
und Steenrod 1952| zur Verfiigung (vgl. [1950, 494]).

e Schliisselarbeiten bekommen griffige Kurztitel; z.B. ist in [Borel und Serre

1958] von “FAC, GAGA, Tohoku” die Rede.

e Mitglieder der community steuern Vorworte oder Anhénge zu Werken anderer
Mitglieder bei, z.B. Eilenberg-Mac Lane zu |Lefschetz 1942] oder Steenrod zu
[Cartan und Eilenberg 1956] (vgl. Anm.159).

Eine selbsténdige Disziplin ist entstanden, wenn ein Biicherkanon oder Standardbe-
zeichnungen vorliegen.

C) mainstream-Mathematik An verschiedenen Stellen der Arbeit, insbesondere
im Kapitel 7, werden wir uns mit einem speziellen community-Konflikt beschéftigen,
namlich der Auseinandersetzung iiber Grundlagenfragen zwischen den Angehori-
gen der Fachdisziplin Mengenlehre und den “iibrigen” Mathematikern. Ich fasse die
Mengenlehre (wie auch die mathematische Logik) als vollgiiltige mathematische Teil-
disziplin auf aufgrund der Natur der von ihr bearbeiteten Fragestellungen und der
von ihr verwendeten Methoden; die Skepsis bzw. das Desinteresse, mit der viele Ver-
treter der “klassischen” mathematischen Teildisziplinen auf diese Felder blicken, ver-
anlaftt mich, Mengenlehre und mathematische Logik einer mainstream-Mathematik
gegeniiberzustellen, zu der insbesondere die Arbeitsfelder Grothendiecks gehdren.
Diese Terminologie ist nicht neu; sie findet sich (sinngeméf) zum Beispiel in Churchs
Laudatio auf Cohen anlédflich der Fields-Medal-Verleihung an letzteren beim ICM
Moskau 1966.
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Résumé détaillé en francais

L’intention du présent résumé est d’offrir au lecteur un accés moins laborieux au contenu du
texte principal de la présente thése??. Le résumé procéde section par section et doit étre considéré
comme une table de matiéres commentée. Dans chaque cas, les résultats et affirmations principaux
de la section correspondante sont présentés, mais, pour la grande majorité, non pas les preuves
ou supports correspondants qui sont élaborés dans le texte principal (en langage bourbachique, il
s’agit ici d’un “fascicule de résultats”). Ceci est vrai en particulier des références bibliographiques
qui ne sont pas répétées ici; j'espére que pour leur valorisation, le fait qu’elles soient intégrées
dans le texte allemand plutot que dans le résumé francais ne posera pas de probléme au lecteur
francophone. Dans les cas ou I’absence de mention de I'auteur d’une contribution & la littérature
secondaire pourrait donner I'impression que le résultat discuté est le mien plutét que le sien, je
mets juste le nom de 'auteur concerné.

FEinleitung xix
0.1 Das Thema der vorliegenden Arbeit xix

Le sujet du présent travail est tout d’abord I’histoire de la théorie des catégories (TC); ici, 'at-
tention n’est pas limitée aux contributions mathématiques de la théorie, car aux différents niveaux
d’activité autour de la TC, il s’est manifesté la thématisation de ses implications épistémologiques.
Je vois 1a un trait caractéristique de la théorie qui a joué un réle important pour son développement.
La contribution du présent travail sera donc en partie historique, en partie philosophique.

La décision d’essayer un tel travail au moment actuel pourrait étre mise en question du fait que
les événements en question sont relativement récents et n’ont pas encore montré leur portée en
totalité ; je réponds que le débat philosophique n’a pas & attendre la consolidation totale d’une
discipline, mais tout au contraire est susceptible d’y contribuer.

0.1.1 Die bisherige historische Sekunddrliteratur zum Thema und ein not- xxi
wendiger Perspektivewechsel

La littérature historique existante est écrite en grande partie par des protagonistes des événements
et s’intéresse plus aux détails techniques et anecdotes qu’a l'application conséquente d’une mé-
thodologie d’historien professionnel. De ce fait, il faut tenir compte de cette littérature, mais il
faut également la considérer d’un oeil critique. Ceci me semble également vrai du travail le plus
important ne provenant pas d’un protagoniste, a savoir le livre de Leo Corry sur I'histoire des struc-
tures algébriques. Corry entreprend évidemment un débat méthodologique plus profond, mais j’ai
quand-méme 'impression que son interprétation de la TC dans la seule perspective du concept de
structure laisse ouvertes des questions importantes (surtout concernant les implications épistémo-
logiques). En particulier, je ne crois pas que l'intérét de la TC est uniquement dans une approche
de la notion de structure. Leo Corry I’a vu de cette maniére en montrant qu’historiquement elle
fut un plus grand succeés que la tentative de Bourbaki lui-méme. Mais & mon avis, les modéles
non-standard (5.3.3.2) furent aussi (sinon plus) importants pour le succés de la théorie.

25auquel je référe ci-dessous simplement comme “texte principal”.

XXXVil
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0.1.2 Die thematische Gliederung der Arbeit xxiil

Dans cette section, je donne une courte description du contenu des différents chapitres; il n’y a
pas de nécessité de reprendre une telle description dans le présent résumé (ce dernier étant une
description plus détaillée de ce contenu).

0.1.3 Die Grenzen der Arbeit XXV

L’histoire de la TC étant complexe et ramifiée, on ne peut pas la présenter de maniére exhaustive
méme dans une thése. J’ai donc étudié en détail certaines parties de cette histoire et traité d’autres
de maniére assez superficielle. La portée de mon travail est donc limitée en ce sens que des questions
non traitées semblent néanmoins mériter une étude dans le contexte présent. Les lacunes sont dues
aux contraintes de temps usuelles dans la préparation d’une thése et & la maxime de se concentrer
a I’élaboration en profondeur d’un argumentaire pour les théses principales du travail.

0.2 Quellen und Zeugnisse xxvii
Description des sources et témoignages non publiés sur lesquelles je m’appuie.
0.2.1 Bourbaki xxvii

Le travail du groupe Bourbaki dans les années 50 est documenté de maniére assez compléte dans les
collections des Archives Jean Delsarte & I'Institut Elie Cartan (Université Henri Poincaré, Nancy)
et aux Archives de la Création Mathématique (ACM) du CNRS (Villejuif). Je reproduis dans
cette thése les parties des documents qui témoignent de la vive discussion au sein de Bourbaki
sur l'intégration de la TC dans leur ceuvre. Je suis reconnaissant de la permission pour cette
reproduction accordée par le conseil scientifique des ACM.

0.2.2 Der Eilenberg-Nachlaf3 XXiX

J’ai eu la grande chance de trouver une partie importante des papiers scientifiques de Samuel Ei-
lenberg & Columbia University, New York City. Ces matériaux attendaient d’étre découverts depuis
son décés en 1998, ce qui a été rendu possible lorsque j’ai adressé une demande aux archives de
cette université. J’ai pu consulter cette collection en juin 2001 ; le résultat principal de 1’évalua-
tion est le suivant : cette collection formant une source absolument remarquable pour I’histoire
des mathématiques du 20e siécle (couvrant entre autres plusieurs centaines de lettres scientifiques
datant d’avant la deuxiéme guerre mondiale), les différentes activités d’Eilenberg dans la TC y
sont — pour des raisons que j’'ignore — relativement peu présentes. Il n’y a presque pas de do-
cuments issus de sa vaste collaboration avec Saunders Mac Lane, et il en est de méme pour sa
participation & Bourbaki et pour la préparation du livre qu'’il a coécrit avec Henri Cartan (bien
que ce dernier mentionne une correspondance & ce sujet). La localisation de ces documents (qui
par ailleurs doivent exister) reste donc incertaine. En revanche, sont présents & New York la vaste
correspondance d’Eilenberg avec ses éléves scientifiques ainsi que le manuscrit d’un livre inachevé
mais trés avancé (qui mériterait d’étre édité); documents qui permettent de reconstituer de ma-
niére assez compléte les vues du vieux Eilenberg sur la TC. Les matériaux présentent également
une base idéale pour une biographie scientifique d’Eilenberg — projet seulement réalisable dans
une recherche ultérieure.

0.2.3 Gesprdche mit Zeitzeugen xxiix

Des entretiens avec des témoins de ’époque en question étaient indispensables. Au cours des an-
nées de la préparation du présent travail, j’ai rencontré les anciens membres de Bourbaki, Pierre
Cartier et Jacques Dixmier; Andrée Ehresmann, veuve de Charles Ehresmann qui avait créé un
développement de la théorie, indépendamment de Bourbaki et Grothendieck, mais trés original
en soi; I’éléve d’Ehresmann, Jean Bénabou a qui je dois beaucoup pour l'interprétation philoso-
phique des problémes ensemblistes ; enfin William Lawvere qui est 1’éléve principal de Eilenberg
et qui a proposé de remplacer les fondements de mathématiques ensemblistes par des fondements
catégoriels.
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0.3 Vorbemerkungen zur Methode XXX

Ici, quelques particularités de la méthodologie historique du travail sont explicitées ; la procédure
analogue pour la méthodologie philosophique se fera dans le chapitre 1.

0.3.1 Die Spannung zwischen historischer und philosophischer Methode XXX

Les méthodes du travail sont d’une part historiques (étudier les origines et le développement des
concepts de la théorie, décrire leur interaction et reconstruire ’émergence de 1'idée d’y chercher
une contribution au débat sur les fondements), d’autre part philosophiques (dans les différentes
contributions au débat, analyser et critiquer les positions philosophiques implicites ou explicites
sous-jacentes aux affirmations respectives ; intégrer les résultats dans le débat actuel sur le concept
de fondement des mathématiques). Le fait de n’avoir pas opté pour une seule des deux méthodo-
logies est dii & la nature de la thématique étudiée mais pourrait étre contesté par rapport a un
idéal de “pureté de méthode” certainement justifié dans la plupart des démarches scientifiques. Je
maintiens tout de méme qu’on adoptant une position pragmatique dans la partie philosophique
de 'argumentaire, on n’est pas seulement en mesure de réconcilier les deux méthodes, mais on
est méme obligé de les utiliser simultanément. La décision d’adopter une telle position s’appuie
d’ailleurs sur les résultats particuliers du débat étudié.

0.3.2 Historische Methode xxxiii
0.3.2.1 Das Ermitteln und Gliedern der Fakten xxxiii

La régle générale de toute étude historique est évidemment que les faits observés dans une situation
historique devraient déterminer leur interprétation, et non pas l'inverse. En méme temps, on ne
peut probablement pas éviter de faire un choix de faits “pertinents” parmi tous les faits observés,
et si on ne veut pas entrer dans un cercle vicieux, ce choix aura besoin de critéres autres que le
support donné & l'interprétation proposée. J'essaie d’y aboutir en “découpant” le corps amorphe
de faits sous différents points de vue. (Un tel probléme de critére intervient aussi dans le parcours
des chercheurs aboutissant & une théorie mathématique ; ce sera une observation centrale dans ma
discussion des outils philosophiques; 1.1.3)

0.3.2.2 Komparatistik ? xxxiii

Je n’ai pas 'impression que la comparaison du développement de la TC et du développement
d’autres théories mathématiques comme la théorie des groupes soit une méthodologie suffisante.

0.3.2.3 Die Suche nach Ausprigungen von communities XXXiv

Face aux différentes discussions & analyser, on doit évidemment s’intéresser & la notion de scien-
tific community, comme dans la majorité des cas, le débat s’est déroulé entre deux communities
différents.

A) Was ist das : eine community ? XXX1v
Je référe briévement la notion méme de scientific community

B) Wie stellt man die Ausprigung einer community fest ? XXXV
Je mentionne quelques traits qui devraient permettre d’identifier une community.

C) mainstream-Mathematik XXXV

Par “mathématique mainstream”, j’entends les mathématiques sans les disciplines qui touchent
aux bornes de la philosophie ou 'informatique (comme la logique mathématique, la théorie des
ensembles).
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1 Prolog : Pragmatismus und Mathematik 1

Le but du chapitre 1 est de mettre en évidence les questions épistémologiques soulevées par la TC
et de développer une position pragmatique qui semble adaptée & la résolution de ces questions.
La justification des affirmations faites (i.e. que ces questions se posent en fait et que la position
pragmatique est bien une voie de solution) se fera évidemment au cours des chapitres qui suivent ;
le chapitre 1 sert surtout & fixer un vocabulaire et un point de vue qui interviennent couramment
dans les interprétations qui suivent.

1.1 Methodisch-terminologische Vorbereitungen 1
Préliminaires méthodologiques et terminologiques.
1.1.1 Problemlosung, Begriffsklirung und Verselbstindigung 1

Pour chaque usage qu’on fait d’un concept, on peut distinguer si on I'utilise en tant qu’objet ou en
tant qu’outil. Cette possibilité de changement de perspective est a la base de 1'idée d’une hiérarchie
conceptuelle d’activité mathématique.

Dans I'activité des mathématiciens, je distingue entre la solution méme d’un probléme donné (éven-
tuellement par de longs calculs) et la clarification des concepts en vue d’une solution plus claire.
Un plan conceptuel originalement introduit en vue d’une telle clarification peut évidemment de son
tour donner lieu & des problémes difficiles, exigeant pour leur solution un plan conceptuel encore
plus élevé; ainsi, les problémes originaux peuvent disparaitre de la pratique d’une communauté
scientifique en faveur des problémes nouveaux.

1.1.2 Formale Definitionen und Sprachspiele 4
1.1.2.1 Korrekte Verwendung und sinnvolle Verwendung 4

Je rappele ici la distinction entre des concepts admettant une explication formelle (Carnap) et des
concepts dont I'usage est seulement accessible aux interlocuteurs d’un langage qui ont appris ce que
Wittgenstein appelle le “jeu de langage” en question (c’est-a-dire ’admissibilité d’un usage particu-
lier n’est pas controélable par 'application d’un critére formel, algorithmique, mais sera uniquement
jugé en vue de ce qu’on a appris concernant 1'usage “raisonnable” du concept). Contrairement a ce
qu’on pourrait penser, cette distinction a lieu dans 'analyse du discours mathématique ; un usage
est jugé correct mais non raisonnable quand on attribue un caractere “pathologique” a une instance
du concept en question.

1.1.2.2 Das Lernen informeller Regeln 6

La question intéressante est donc la suivante : comment est-ce qu’on apprend & ne faire qu’un
usage “raisonnable” d’un concept 7 Réponse simpliste : on I’apprend par les exemples “standard”
du concept ; pour une réponse plus précise, je renvoie a tout ce qui suit pour le cas des catégories.

1.1.3 Die Rede von “Theorie”, das Kriterienproblem und die Rolle der 7
Anwendung

Qu’est ce qu'une théorie mathématique ?

— Usage naif du terme : Collection de résultats et méthodes autour d’une notion/un concept.
(théorie des nombres, des groupes, des nceuds, des jeux, ...)

— logique mathématique/théorie de la démonstration : la totalité des énoncés qu’on peut déduire
de certains axiomes (cette totalité intervient avec le probléme de la consistance).

Probléme : Quels énoncés sont intéressants? Quels sont les critéres pour faire un tel choix ? Il va

de soi que pour aborder cette tache, on est obligé d’analyser le réle des concepts introduits dans

les contextes d’application ou ils sont introduits. D’autre part, il faut aussi étudier les concepts

de la théorie isolément, car ce n’est que leur séparabilité des applications originales qui entraine

leur applicabilité dans de nombreux contextes. La réponse au probléme des critéres pour choisir

des énoncés intéressants — “ceux qui apportent quelque chose a I’étude d’autres problémes” — ne

peut donc satisfaire que partiellement.
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1.2 Aufgaben und Formen der Erkenntnistheorie 11

1.2.1 Die Aufgabe des Philosophen ; méogliche Ziele einer Erkenntnistheo- 11
rie von Mathematik

Selon Poincaré, c’est la tache du philosophe de comprendre les choix qui ont été faits (donc, dans
notre terminologie, de répondre au probléme des critéres).

On peut renvoyer ici a la distinction entre contexte de découverte et contexte de justification,
distinction abondamment employée en philosophie des sciences. L’approche traditionnelle dans les
fondements des mathématiques (qui accentue le contexte de justification) ne donne pas de réponse
au probléme des critéres. Mais ce sont justement les réponses & ce probléme qui constituent les
faits historiques auxquels sont confrontés les historiens.

1.2.2 Die Suche nach “Grundlagen” 13

Une forme que peut prendre la philosophie des mathématiques est d’en chercher les “fondements” ;
je décris différents sens qu’a pris cette expression dans la tradition, et plus loin, j’en présente un
nouveau.

1.2.2.1 Grundlage : mathematisch und erkenntnistheoretisch 13

On peut (et doit) distinguer deux types de fondements pour les mathématiques : les fondements
de type mathématique consistent simplement dans la donnée d’une base pour la déduction (style
fondements de la géométrie de Hilbert) ; avec des fondements de type philosophique, on essaye de
comprendre les choix faits, c’est-a-dire on ne s’arréte pas au niveau déductif, mais on aborde aussi
I’analyse du plan conceptuel permettant la déduction.

1.2.2.2 Grundlegungsbestrebungen und die axiomatische Methode 15

La méthode axiomatique était originalement (au début du 20éme siécle) fermement liée & la re-
cherche de fondements ; aujourd’hui, elle est plutét une méthode d’un certain nombre de disciplines
de recherche mathématique, sans directement relever d’une problématique philosophique.

1.2.2.3 Der Streit tiber die Relevanz von Grundlagen 16

Parmi les mathématiciens qui représentent le mainstream mathématique, on rencontre souvent
I’opinion selon laquelle la recherche de fondements n’a pas d’intérét; ceci ne veut pas dire dans
tous les cas que les questions traitées par une telle recherche sont hors intérét, mais plutét que
les méthodes appliquées et les réponses données par les philosophes jusqu’a présent n’étaient pas
satisfaisantes — d’ol la nécessité de réagir a ces critiques et de proposer d’autres approches phi-
losophiques.

1.2.2.4 Grundlage : Fundament oder Flujf$bett ? 17

Chez Wittgenstein, on peut trouver des passages ou il compare les bases conceptuelles plutot & un
lit de fleuve qu’a un fondement de maison, donc & une chose dynamique ; cette idée apparait aussi
dans le débat sur le role fondamental des catégories pour les mathématiques.

1.2.3 Thiels Vorschldge zur Revision des Grundlagenbegriffs 18

Christian Thiel a fait quelques propositions comment changer la notion de fondement pour mieux
répondre aux taches qu'un tel fondement devrait pouvoir accomplir. Je m’appuie sur ses proposi-
tions dans ce sens que je développe une proposition différant mais inspirée de la sienne.

1.2.3.1 Thiels Rede von Grundlagendisziplin 19

Thiel distingue le contenu d’un fondement de I’activité fondationelle ; par recherche fondationelle,
il entend la distinction d’une discipline fondamentale parmi les disciplines mathématiques.
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1.2.3.2 Thiels Suche nach einem Kanon von Operationen 19

Au lieu de voir dans les ensembles les objets ontologiquement primaires des mathématiques, Thiel
voit dans les opérations de la théorie des ensembles des opérations fondamentales en mathématique,
et il cherche & donner un “canon” de telles opérations en vue d’'une discipline fondamentale. Mais
il s’éloigne de la pratique mathématique, car ses opérations restent dans un cadre constructif.

1.2.4 Reden von “Intuition” 20

Le mot “intuition” prend différents sens dans les différents énoncés qui sont analysés dans le présent
travail.

1.3 Entwurf einer pragmatischen Erkenntnistheorie 23
Esquisse d’une épistémologie pragmatique.
1.3.1 Pragmatismus und Ontologie : Wider den Reduktionismus 24

Voila ce que j'entends par épistémologie & caractére pragmatique : une position philosophique
qui soutient que 1’on ne peut pas parler de 'existence d’objets scientifiques indépendamment des
méthodes utilisées. Donc il n’y a pas de connaissance indépendamment des moyens de connaissance.
Ainsi, ontologie disparait en faveur de 1'épistémologie car on ne peut pas parler (ou on ne le peut
le faire que d’un point de vue métaphysique) d’objets indépendamment de leur construction.
Peirce donne un argument contre le réductionnisme; il s’intéresse d’'une certaine maniére a des
constantes de la cognition ; ici, on se préoccupe plutot a des instances historiques du phénoméne :
Le caractére intuitif d’un énoncé peut changer avec le temps (par apprentissage, clarification des
concepts)

1.3.2 Intuitive Verwendung 25

Dans la perspective pragmatique, ’approche traditionnelle qui voit dans l'intuition une capacité
particuliére amenant a une connaissance (p.e. Descartes : intuition innée) ne tient plus; selon
Heinzmann, le pragmatisme doit plutot y voir une fagon particuliére d’utiliser un langage (un
usage intuitif est un usage dont la validité n’est pas mise en question); ainsi, contrairement &
ce qui était le cas pour 'ancien concept d’intuition, le caractére intuitif d’un énoncé dépend de
la situation dans laquelle celui-ci est énoncé. Mais la mise en question de la validité dépend du
contexte et des connaissances (d’expert). On peut remplacer dans cette définition “énoncé” par
“concept” ; l1a, on ne s’intéresse plus a la validité, mais & 'admissibilité de I'usage d’un concept.
Dans un systéme de langage, il y a habituellement des critéres pour cette admissibilité, c’est-a-dire
des critéres d’usage correct du concept en question (un “sens commun”). Utiliser un concept de
maniére intuitive, ¢a revient donc & ne pas mettre en question I’admissibilité de I'usage en question,
de considérer les critéres d’usage correct du concept (et le fait qu’ils soient satisfaits dans 'usage
qu’on envisage) comme clairs.

Dans une épistémologie réductionniste, la validité est réduite a la validité des énoncés de base (ré-
gression), donc l'intuition n’intervient qu’au dernier niveau. Dans une épistémologie pragmatique,
Iintuition intervient & chaque niveau car les critéres d’usage sont mis en question sur un niveau et
non pas sur un autre (c’est exactement la différence entre I'usage comme objet et 'usage comme
outil).

1.3.3 Erkenntnisbegrindung und Erkenninisleitung lassen sich nicht tren- 28
nen

Le principe que la connaissance se comprend en examinant son mode d’acquisition entraine la non-
séparation des capacités de fonder la connaissance d’une part et de guider la connaissance (c’est-
a-dire son acquisition) d’autre part ; cette vue est opposée & Hans Reichenbach avec sa distinction
entre erkenntnisleitend et erkenntnisbegriindend, respectivement entre contexte de découverte et
contexte de justification.
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1.3.4 Der pragmatische Ansatz im Kontext der Formalismusdebatte 29

Le goit des protagonistes de la TC pour des présentations formelles/axiomatiques dans leurs
exposés semble contredire le point de vue pragmatique qui met 'accent plutot sur 'apprentissage
d’un langage par les jeux de langage (débat Oxford/Cambridge). Mais le formel a en fait une
fonction communicative en TC, tandis que I’expert dispose des intentions par son “sens commun”
technique.

1.4 Wider die reduktionistische Erkenntnistheorie 31
Cette section rassemble quelques alternatives au réductionnisme.
1.4.1 Thiels Vorschlag zur Abkehr vom Reduktionismus 31

Thiel propose de remplacer les objets de base par un arsenal (un “canon”) d’opérations de base.

insi T ive res n principe réductionni ien qu ragmatiqu ns le sens ou i
Ainsi, sa perspective reste e cipe réductionniste (bie e “pragmatique” dans le sens ou il
s’intéresse aux opérations).

1.4.2 FEine pragmatische Reduktionismuskritik 32

La philosophie des mathématiques classique est une épistémologie & caractére modéle : la validité
des énoncés mathématiques est établie en réduisant les énoncés & un certain nombre d’axiomes de
base (la théorie des ensembles, p.e.) ; 'intuition intervient soit dans I’accés au contenu des axiomes
(Frege), soit dans les méthodes de démonstration de non-contradiction (Hilbert), soit dans I’absence
actuelle de contradiction (Bourbaki). Si on accepte I’existence dont parle la théorie des ensembles,
elle fournit I’existence des objets mathématiques ainsi réductibles a elle; ¢’est donc une ontologie.
L’approche réductionniste cherche & comprendre une démonstration en la découpant en des pas
élémentaires, en remplacant des propositions sur des objets complexes par des propositions sur
des objets plus simples. Avec une telle approche, les propositions elles-mémes deviennent plus
complexes : il devient peut-étre plus facile de saisir la vérité des propositions (par la vérité des
composants et le principe de compositionalité), mais il devient plus difficile de saisir la signification
des propositions. Le méme constat peut étre fait concernant les déductions en remplacant “véri-
t&” par “correctitude” et “signification” par “stratégie” ou “idée clé”. Donc, 'approche ontologique
n’explique pas.

L’observation pragmatiste selon laquelle le caractére intuitif d’un énoncé dépend de la situation
donne la possibilité de justifier des objets par rapport & un sens commun de niveau technique. Les
objets du niveau ultérieur ne sont pas des simples abstractions des objets originaux, mais ce sont
les théories mémes de ces objets originaux.

1.4.3 Wittgensteins Reduktionismuskritik 35

La critique de Wittgenstein au “calcul des tirés” de Russell, selon laquelle ce n’est pas la démons-
tration formelle qui entraine notre croyance dans la démonstration intuitive (mais I'inverse), nous
invite a interroger quelle connaissance on pourrait tirer en réduisant une partie des mathématiques
au langage et aux axiomes de la théorie des ensembles.

1 Entwicklung der KT in Anwendungskontexten 39

Dans cette premiére partie du travail, je présente ’histoire de la TC en tant qu’intervenant comme
théorie mathématique dans de différents contextes. La méthode sera la plupart du temps histo-
rique, mais je n’hésiterai pas & noter déja en passant certaines conséquences pour l'interprétation
philosophique.

2 Algebraische Topologie 41

Un événement important pour 'introduction de la TC en topologie algébrique fut I'introduction du
concept de groupe d’homologie. Chez Poincaré, I’homologie n’était étudiée que sous la forme des
invariants numériques (nombres de Betti) et des matrices d’incidence. En méme temps, Poincaré
parlait dés le début du groupe fondamental ; ceci est peut-étre dii au concept de groupe dont il
se servait a Pépoque et qui était toujours un concept de groupe de transformations; voir [Volkert
2002]. Il y avait deux voies vers la notion de groupe d’homologie :
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— Détude des fonctions continues (et non plus seulement des espaces) par des moyens combina-
toires ; dans cette situation, on a besoin d’objets qui ne sont pas seulement des invariants des
espaces mais qui admettent des relations entre eux correspondant aux fonctions entre les espaces ;

— la tentative de Vietoris d’étendre le concept d’homologie aux espaces arbitraires; dans cette
situation, les invariants numériques n’ont plus de signification (on obtient des groupes de rang
infini).

2.1 Homologie in der Untersuchung stetiger Abbildungen 43

L’étude des propriétés topologiques des fonctions continues commence avec le travail de Brouwer
1912. L’impulsion pour se servir du langage des groupes est due & Emmy Noether qui 'avait
conseillée & Hopf et Alexandroff.

2.1.1 Homologiegruppen vor Emmy Noether 43

L’observation que les classes d’homologie forment un groupe fut faite dans des travaux antérieurs
a Hopf et Alexandroff, mais sans conséquences importantes (je parle d*instances non résistantes”
d’un concept car on n’avait pas nécessairement besoin du concept dans ce qu’on voulait faire). Par
contre, Vietoris semble s’étre servi de 'idée de maniére substantielle et indépendamment de Hopf;
voir 2.2.1.

2.1.2 Hopfs Arbeiten zur “Topologie von Abbildungen” 44

Les travaux de Hopf des années 20 et 30 sont en grande partie consacrés a ’étude de la topologie
de fonctions par des moyens homologiques.

2.1.2.1 FEine gruppentheoretische Fassung von Lefschetz’ Fixpunktformel 44
und die “Algebra der Abbildungen”

Dans [1928], Hopf donne une nouvelle démonstration de la formule de Lefschetz pour les points
fixes ; contrairement a la démonstration originale, la sienne utilise le concept de groupe d’homologie,
ce qui simplifie considérablement ’argumentaire. Hopf propose de rassembler les propriétés des
homomorphismes induits sous le titre d*“algébre des applications” (en contraste avec “topologie des
applications”).

2.1.2.2 Das K" — S™-Problem 45

Parmi les types de fonction continue traités par Hopf [1933, 1935, 1931], figurent notamment des
fonctions définies sur des sphéres ou encore allant dans des sphéres. P.e., il s’intéresse a déterminer
les classes d’homotopie d’applications K™ — S™ (ou K™ signifie un polyédre a n dimensions).
Sa solution de ce probléme utilise la notion de groupe d’homologie (et 1'idée de changement de

coefficients).
2.1.2.3 Exkurs : Der Begriff der Cohomologiegruppe 46

La solution de Hopf de ce probléme reste laborieuse ; elle sera simplifiée par I'application du concept
de cohomologie. Cet approfondissement du plan conceptuel permet également de simplifier et
de généraliser I’énoncé des théorémes de dualité; les groupes de cohomologie ont des propriétés
algébriques “plus agréables” que les groupes d’homologie.

2.1.3 Ein Impuls fiir die Algebra : Homomorphismen sind nicht immer 48
surjektiv

L’idée de regarder des homomorphismes non-surjectifs (idée courante dans la topologie algébrique
des années 30) était une innovation par rapport a l'usage en algébre ; [van der Waerden 1931] vs.
[Seifert und Threlfall 1934] ou [Pontrjagin 1931]. (Selon Mac Lane, 'impulsion vint exclusivement
de la topologie ; mais Pontrjagin cite van der Waerden, et Emmy Noether avait influencé Hopf et
Pontrjagin.)
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2.1.4 Ezxkurs : Zur Geschichte der Pfeilschreibweise 49

L’idée de symboliser une fonction par une fléche semble étre issue de la topologie algébrique de
I’époque ; je retrace quelques instances de ce symbolisme non encore traitées dans la littérature qui
montrent que ’histoire de celui-ci est assez complexe.

2.2 Homologietheorie fiir allgemeine Rdume o1

L’effort d’introduire une théorie d’homologie pour des espaces quelconques (n’ayant pas les pro-
priétés des polyedres) conduit d’abord a accentuation du concept de groupe d’homologie et, dans
une deuxiéme étape, a la clarification des concepts de limite inductive ou projective (qui ont été a
leur tour important pour le développement de la TC).

2.2.1 Vietoris 93

Vietoris construit les cycles de son espace en analogie & I'opération de compléter un espace métrique,
une relation “e-homologue” jouant le role de la métrique. La terminologie de “suite fondamentale”
(c’est-a-dire suite de Cauchy) est maintenue.

2.2.2 Pontrjagin 54

Pour sa définition des Groupes de Betti d'un ensemble fermé quelconque, Pontrjagin [1931] s’appuie
sur la méthode d’Alexandroff des spectres de projection pour I'approximation des ensembles fermés
quelconques par des complexes simpliciaux de plus en plus fins, liés par applications simpliciales.
Pontrjagin lie pour la premiére fois cette méthode d’Alexandroff aux groupes d’homologie. Du coup,
chaque complexe a son groupe de Betti; les applications simpliciales induisent des homomorphismes
— d’oit une suite inverse de groupes.

2.2.2.1 Pontrjagins Vorhaben : Ausdehnung von Dualititssdtzen auf belie- 54
bige abgeschlossene Mengen

Le but de Pontrjagin était d’étendre la dualité de Poincaré (le riéme et le n — riéme nombre de
Betti sont égaux pour une variété orientée a n dimensions) aux ensembles fermés quelconques dans
R™.

2.2.2.2 Die “direkte Limesgruppe” 56

Pontrjagin définit le groupe limite (inductive) ainsi : pour une suite de groupes G; et d’homomor-
phismes ¢; de G; & G;11, les éléments du groupe limite sont obtenus a partir des suites d’éléments
x; des G; tel que ¢;(x;) = ;41 ; sur ces suites (qu’il appelle “suites fondamentales”, peut-étre en
réminiscence de Vietoris), on a une certaine relation d’équivalence, et les éléments du groupe a
définir seront les classes d’équivalence de cette relation.

Vu que les groupes de Betti correspondants au spectre de projection forment une suite inverse de
groupes, Pontrjagin avait en principe besoin de définir plutét la notion de limite projective, mais
il ne se sentait pas autorisé a le faire (il le dit explicitement). Il reste a en trouver les raisons.
Pontrjagin utilisa un autre procédé (“paires de groupes”).

2.2.3 Die Cech-Theorie und Erweiterungen des Limesbegriffs 58
En théorie de Cech, la limite est prise sur I’ensemble filtrant de tous les ouverts de ’espace.

2.2.3.1 Ubergang zu beliebigen gerichteten Indexrmengen und eine allgemei- 58
nere Definition der direkten Limesgruppe

Pontrjagin se bornait aux suites (indices : nombres entiers) au lieu des systémes (indices : ensemble
filtrant) ce qui n’est plus possible avec la théorie de Cech car les ouverts n’admettent qu'un ordre
partiel.

2.2.3.2 Der Begriff des inversen Limes 60

Le procédé artificiel de Pontrjagin est remplacé par I'introduction du concept de limite projective
par Weil, Lefschetz (et déja d’autres auteurs que Weil mentionne).
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Leur définition est celle d’un certain sous-groupe du produit direct des groupes du systéme com-
prenant seulement les éléments {x,} avec ¢ (x,,) = x, pour n < m. On a besoin du concept de
produit direct d’une infinité de groupes — dont apparemment Pontrjagin ne disposait pas. Ceci
ameéne & un nouveau procédé pour la limite inductive : c’est un certain sous-groupe de la somme
directe. Cette 