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1 Einleitung

Die Aufgabe dieser Diplomarbeit bestand darin, den fiir symmetrische Spektren wichtigen Begriff der
Semistabilitiit sowie dessen Charakterisierung und einige hinreichende Kriterien zu verallgemeinern, so
dass sie auch fiir symmetrische Spektren in anderen Modellkategorien anwendbar sind. Auflerdem wer-
den einige Aussagen iiber die Lokalisierung von Ringspektren entsprechend verallgemeinert. SchliefSlich
wird als Beispiel Semistabilitdt in der motivischen stabilen Homotopietheorie untersucht. Die grundsétzli-
che Idee ist, dass viele Aussagen, die nur fiir topologische Rdume oder simpliziale Mengen aufgestellt
sind, auch schon fiir Modellkategorie mit geeigneten Eigenschaften gelten.

Der Monoid M der injektiven Selbstabbildungen von N operiert auf den stabilen Homotopiegrup-
pen der symmetrischen Spektren. Ein symmetrisches Spektrum ist semistabil, wenn M auf ihnen trivial
operiert. In diesem Sinne misst die M-Wirkung, wie weit ein symmetrisches Spektrum davon entfernt
ist, semistabil zu sein. Aufierdem gibt die M-Wirkung auf den stabilen Homotopiegruppen die symme-
trische Struktur wieder, die sonst vergessen wird. Denn es gibt symmetrische Spektren mit isomorphen
stabilen Homotopiegruppen, die aber nicht als M-Moduln isomorph sind ([Sch08M, Example 3.4]).
Zudem wird die Semistabilitdt benutzt, um eine Ringstruktur auf den stabilen Homotopiegruppen von
Ringspektren zu definieren, und um zu zeigen, dass die Lokalisierung von Ringspektren auf stabilen
Homotopiegruppen genau die entsprechende algebraische Lokalisierung induziert.

Weiterhin gilt, dass fiir semistabile symmetrische Spektren die Morphismen, die nach Vergessen der
symmetrischen Struktur stabile Aquivalenzen von Spektren sind, mit den stabilen Aquivalenzen von
symmetrischen Spektren tibereinstimmen (vgl. Corollar 5.9, [Sch09, Thm. 4.22, Cor. 6.44]). AuSerdem
stellt die Semistabilitdt einen Zusammenhang zwischen den (naiven) stabilen Homotopiegruppen und
den echten Homotopiegruppen ([Sch09, Def. 6.35]) her, die von den Sphérenspektren in der stabilen
Homotopiekategorie reprasentiert werden ([Sch09, S. 219, Example 1.16.]). Das heif$t, dass fiir semista-
bile symmetrische Spektren von simplizialen Mengen die (naiven) stabilen Homotopiegruppen mit den
echten Homotopiegruppen {ibereinstimmen ([Sch09, Lemma 6.37]). Das ist niitzlich, da naive stabile
Homotopiegruppen einfacher zu berechnen sind. Weitere Anwendungen der Semistabilitdt und des da-
mit verbundenen Begriffs der M-Wirkung fiir symmetrische Spektren von simplizialen Mengen werden
in [Sch08M, S. 1313 £.] behandelt.

In der algebraischen Geometrie wird eine entsprechende Variante der stabilen Homotopietheorie, die
sogenannte motivische stabile Homotopietheorie, betrachtet. Scheinbar wurde aber die M-Wirkung auf
stabilen Homotopiegruppen bisher noch nicht fiir motivische symmetrische Spektren untersucht. Den-
noch gibt schon eine Arbeit ([RSJ, Prop. 3.2]), in der gezeigt wurde, dass symmetrische Spektren, fiir
die die Wirkung gerader Permutationen in der Homotopietheorie trivial ist, semistabil sind. Ein wich-
tiges Corollar (Cor. 5.24) davon besagt, dass ein symmetrisches Spektrum von punktierten motivischen
Raumen, dessen 3J,,-Wirkung sich zu einer Wirkung des Gruppenschemas G L,, fortsetzen lasst, semista-
bil ist. Dieses Corollar wird in Abschnitt 7 benutzt, um zu zeigen, dass das Eilenberg-Mac Lane Spektrum
und das algebraische Cobordismus-Spektrum semistabil sind. Dieses Kriterium entspricht in der stabilen
Homotopietheorie von topologischen Riumen der Aussage, dass orthogonale Spektren semistabil sind
(siehe [Sch09, Prop. 9.19.]).

Das erste Ziel der Diplomarbeit war, das folgende Theorem aus [Sch08] so zu verallgemeinern, dass
es mit den richtigen Voraussetzungen auch fiir symmetrische Spektren mit ,Rdumen” in anderen Mo-
dellkategorien wie z. B. den motivischen Rdéumen der motivischen Homotopietheorie (Prop. 5.21) an-
wendbar ist:

Theorem 1.1 (Schwede, [Sch08, Theorem 7.27.]). Fiir jedes symmetrische Spektrum X von simplizialen Men-
gen sind die folgenden Bedingungen (i) — (v) dquivalent. Falls X levelweise fasernd ist, so sind diese Bedingungen
auch zu den Bedingungen (vi) — (viii) dquivalent.

(i) Es gibt einen 7 ,-Isomorphismus von X zu einem Q-Spektrum.

(ii) Die tautologische Abbildung c : 7, X — 7, X von den naiven zu den echten Homotopiegruppen ist ein
Isomorphismus fiir alle k € Z.

(iii) Die Wirkung des Injektionsmonoiden M ist auf allen Homotopiegruppen von X trivial.
(iv) Der Zykeloperator d wirkt auf allen Homotopiegruppen von X trivial.

(v) Der Morphismus \x : S* AN X — shX ist ein ,-Isomorphismus.



(vi) Der Morphismus \x : X — Q(shX) ist ein #,-Isomorphismus.
(vii) Der Morphismus A§ : X — R*° X ist ein 7,-Isomorphismus.
(viii) Das symmetrische Spektrum R> X ist ein Q-Spektrum.

Auf dem Weg zur Verallgemeinerung dieses Theorems musste die M-Wirkung auf den stabilen Ho-
motopiegruppen verallgemeinert werden. Dafiir gibt es zundchst eine Moglichkeit ohne stabile Homo-
topiegruppen (siehe Abschnitt 5.1). Dabei werden die stabilen Aquivalenzen von Spektren mit Theorem
3.29 beschreiben (siehe auch Cor. 3.33). Anschlieffend wird eine M-Wirkung auf (©°°X), wie in Defini-
tion 4.7 definiert. Im Fall von simplizialen Mengen entspricht dies aber nur der M-Wirkung auf stabilen
Homotopiegruppen in nicht-negativen Graden (siehe Bemerkung nach Def. 4.7). Um dies zu beheben,
werden statt dem Spektrum X auch die symmetrischen Spektren sh”X,n € Ny, betrachtet (Lemma
5.10).

Eine zweite Moglichkeit zieht eine Verallgemeinerung der stabilen Homotopiegruppen in Betracht.
Zur Losung des Problems im ersten Ansatz wurden die in der urspriinglichen Definition benutzten Ei-
genschaften des Vorzeichens (—1)s1 von S! axiomatisiert. Es wird dann fiir 7-Spektren verlangt, dass
es einen entsprechenden Automorphismus (—1)7 in der Homotopiekategorie gibt. Mit dem Begriff des
Vorzeichens lassen sich die Definition der M-Wirkung auf den stabilen Homotopiegruppen von sym-
metrischen Spektren sowie die Definition der Multiplikation auf den stabilen Homotopiegruppen von
symmetrischen Ringspektren {ibernehmen, und ebenso ein grofSer Teil der Beweise. Entscheidend fiir
die Anwendung ist, dass der motivische Raum P! auch einen solchen Automorphismus besitzt. Die
verallgemeinerte Fassung ist:

Theorem 1.2. Sei (D, A, S°) eine punktierte symmetrisch monoidale Modellkategorie mit einem cofasernden Ob-
jekt T, so dass — A\ T schwache Aquivalenzen erhiilt und T ein Vorzeichen hat. Sei i : sSet. — D ein monoidaler
linker Quillen-Funktor mit Adjungiertem j. Sei 3 eine Klasse cofasernder Objekte in D. Weiterhin moge gelten,
dass fasernde Objekte in D unter sequentiellen Colimites abgeschlossen sind, und die Funktoren j, Hom(T, —)
und Hom(A, —) fiir alle A € B sequentielle Colimites erhalten.

Dann sind fiir jedes symmetrische T-Spektrum X in D dquivalent:
(i) X ist semistabil (siehe Def. 5.14).
(ii) Der Zykeloperator d (Def. 4.1) wirkt auf allen stabilen Homotopiegruppen von X surjektiv.
(iii) Die Abbildung \x : T A X — shX ist eine w5-stabile Aquivalenz.

Falls fiir die Klasse {w;/; q € Z,V € B} von Funktoren von Sp* (D, T) in die M-Mengen die Voraussetzungen
von Proposition 4.8 gelten, dann ist (i) auch dquivalent zu:

(¢'): Die Abbildung cx : @} (X) — ¥ (X) (Def. 4.8) ist fiir alle g € Z,V € B eine Bijektion.

q
Falls X levelweise fasernd ist, sind die Bedingungen (i) — (iit) weiter dquivalent zu:
(iv) Die Abbildung \x : X — RX ist eine nP-stabile Aquivalenz.
(v) Die Abbildung \5¢ : X — R™®X ist eine n°-stabile Aquivalenz.
(vi) Das symmetrische Spektrum R*>° X ist semistabil.
Falls zusiitzlich die folgenden Bedingungen gelten:

o die projektive levelweise Modellstruktur in Sp(D,T) existiert und die Bedingung (a) in Proposition 5.7
gilt,

e die projektiv levelweise Modellstruktur auf Sp* (D, T) existiert und damit insbesondere eine levelweise
fasernde Ersetzung 1 — J*, und

o 7B-stabile Aquivalenzen stimmen mit stabilen Aquivalenzen in Sp(D, T) iiberein (siehe 3.21),

so sind die obigen Bedingungen (i) — (ii) zu (viii) dquivalent, und falls X zusitzlich levelweise fasernd ist, so
sind alle obigen Bedingungen zu (vii) dquivalent:



(vii) Das symmetrische Spektrum R>° X ist ein Q2-Spektrum.

(viii) Es gibt eine Abbildung von symmetrischen Spektren von X zu einem Q-Spektrum, die eine w5-stabile
Aquivalenz ist.

Zusiitzlich gelten immer die Implikationen (viii) = (i) und (vii) = (vi).

Des Weiteren wurde die Proposition [Sch08, Proposition 6.29], welche die stabilen Homotopiegrup-
pen von lokalisierten symmetrischen Spektren beschreibt, verallgemeinert. Sie besagt, dass der Ring der
stabilen Homotopiegruppen des lokalisierten symmetrischen Spektrums R[1/z] die Lokalisierung des
Ringes der stabilen Homotopiegruppen von R an z ist. Die entscheidende Voraussetzung hierfiir ist die
Semistabilitat von R, die zugleich die Semistabilitit von R[1/z] impliziert. Die Verallgemeinerung ist:

Theorem 1.3. Sei R ein levelweise faserndes semistabiles symmetrisches T-Ringspektrum und z : T' — R, eine
zentrale Abbildung. Dann ist R[1/x] semistabil und fiir alle U € B’ sind die Monoidabbildungen =¥ (R) Iy
7V (R[1/x]) [zc)-Lokalisierungen (Def. von ¢; steht vor Prop. 7.4, auflerdem siche Def. 7.9). Ebenso ist der

Ringhomomorphismus &r¥, (R) ELN onl, (R[1/x]) eine [xc;)-Lokalisierung.

Schliefllich wurden zwei Beispiel-Spektren aus der stabilen motivischen Homotopietheorie auf Se-
mistabilitdt untersucht. Es wurde gezeigt, dass das motivische Eilenberg-Mac Lane Spektrum und das
algebraische Cobordismus-Spektrum semistabil sind.

Zur Organisation der Arbeit: In den Kapiteln 2 bis 4 werden alle wichtigen Grundlagen eingefiihrt.
In Kapitel 2 wird insbesondere der wichtige Begriff der fast endlich erzeugten Modellkategorien definiert, zu
denen die motivisch abgeschlossen-flasque Modellkategorie gehort, die danach eingefiihrt wird. AuSerdem
wird dort der Begriff des Vorzeichens definiert, der beschreibt, wie Permutieren einer Smash-Potenz
eines Objektes durch einen Automorphismus auf einem einzigen Faktor des Smash-Produktes ausge-
driickt werden kann.

In Kapitel 3 werden symmetrische Spektren, ihre Lokalisierungen sowie die stabilen Homotopiegrup-
pen definiert. Es wird gezeigt, dass fiir simpliziale Mengen und motivische Riume beide Begriffe der
stabilen Aquivalenzen von Spektren {ibereinstimmen, das heif3t die Definition mittels stabiler Homoto-
piegruppen und die mittels Bousfield-Lokalisierungen an {2-Spektren sind dquivalent. Schliefilich wer-
den die stabilen Homotopiegruppen in naheliegender Weise verallgemeinert und damit auch der Begriff
der stabilen Aquivalenz.

In Kapitel 4 werden der Monoid M sowie M-Objekte eingefiihrt. Es wird erklédrt, wie man M-Objekte
mit niitzlichen Eigenschaften (die sich aus der Zahmheit ergeben) aus Z-Funktoren erhilt, und wie man
diese Funktoren wiederum aus symmetrischen Spektren konstruiert. Diese Konstruktion findet dann in
Kapitel 5 Anwendung. Dort werden ein paar Teile des obigen Theorems 1.1 verallgemeinert.

Ebenso wird in Kapitel 5 die M-Wirkung auf den verallgemeinerten stabilen Homotopiegruppen de-
finjert. Anschlieffend wird diese M-Modul-Struktur der stabilen Homotopiegruppen von shX, X AT
und QX durch die von X ausgedriickt. Danach wird das urspriingliche Theorem vollstindig verallge-
meinert sowie einige wichtige Kriterien fiir Semistabilitit bewiesen. Mit dessen Hilfe werden dann in
Kapitel 6 zwei Beispiele fiir semistabile motivische symmetrische Spektren gegeben.

In Kapitel 7 wird beschrieben, wie die verallgemeinerten stabilen Homotopiegruppen von symmetri-
schen semistabilen Ringspektren eine multiplikative Struktur erben, und gezeigt, dass die Lokalisierung
R[1/z] eines symmetrischen semistabilen Ringspektrums R an einer Abbildung = : 7' — R,, wieder
semistabil ist und dass die Lokalisierungsabbildung auf dem graduierten Ring der stabilen Homotopie-
gruppen eine Lokalisierung von Ringen induziert.

2 Homotopietheoretische Grundlagen

2.1 Allgemeines iiber Modellkategorien

In diesem Abschnitt werden ein paar hilfreiche Aussagen tiber Modellkategorien zusammengefasst.
Die Definitionen, insbesondere die der Modellkategorien, der Homotopiekategorien und der Quillen-
Funktoren, sowie Beispiele zu Modellkategorien befinden sich in [Hov1], [Hi], [DS] und [G]]. Diese
werden als bekannt vorausgesetzt. Insbesondere werden simpliziale Modellkategorien ([Hi, Def. 9.1.6])
hdufig benutzt. Dabei wird der Abbildungsraum von simplizialen Modellkategorien immer mit Map
bezeichnet.



Definition 2.1. Wann immer M eine Modellkategorie ist, werden die Morphismenmengen von Ho(M) mit
[X,Y] := Ho(M)(X,Y) bezeichnet, wenn vom Kontext klar ist, dass die Modellkategorie M gemeint ist.

Um diese Morphismenmengen zu bestimmen wird haufig folgende bekannte Aussage benutzt:

Proposition 2.2 ([DS, Prop. 5.11]). Sei M eine Modellkategorie, A cofasernd und X fasernd in M. Bezeichne
~ die Homotopierelation (falls M simplizial ist, geniigt die simpliziale Homotopierelation). Ferner sei v : M —

Ho(M) der Lokalisierungsfunktor. Dann ist die induzierte Abbildung M (A, X)/ ~- [A, X| eine Bijektion.

Bemerkung Wann immer wir mit symmetrisch monoidalen Kategorien arbeiten, werden wir stets das
Kohérenztheorem von Mac Lane [ML] fiir diese benutzen, was besagt, dass alle Diagramme, die aus
Assoziativitdts-, Einheits- und Symmetrieisomorphismen und Identitdten sowie dem monoidalen Pro-
dukt bestehen, kommutieren. AufSerdem wird angenommen, dass die Assoziativitdtsisomorphismen
Identitdten sind.

Definition 2.3. Sei (D, A, S°) eine monoidale Kategorie, z. B. M.(S) (siehe Abschnitt 2.4). Das Pushout-Produkt
zweier Abbildungen f : A — Cund g : B — D ist die Abbildung f Ug: ANDUaap C A B — C A D, welches
durch das kommutative Diagramm

AANg
ANB—=ANAD

if/\B lf/\D
CA

CAB—%CAD

induziert wird. Entsprechendes lisst sich auch fiir simpliziale Modellkategorien (Def. [Hi, Def. 9.1.6]) definieren,
wo dann statt dem Produkt — N\ — das Produkt — ® — benutzt wird.

Definition 2.4. Sei M eine Modellkategorie.

o Zwei Objekte A, B in M (mit ¥,,-Wirkung) heifen (¥, -dquivariant) schwach dquivalent, falls es ein Zick-
zack von (3,,-iquivarianten) schwachen Aquivalenzen in M zwischen A und B gibt.

o Zwei Abbildungen f und g in M heiffen schwach dquivalent, wenn es ein Zickzack in der Kategorie der
Abbildungen von M aus schwachen Aquivalenzen zwischen f und g gibt.

Definition 2.5. o Ein sequentielles Diagramm in einer Kategorie C ist ein Funktor der Form Xo : P(Ng) —
C, wobei P(Ny) die zur partiell geordneten Menge Ny zugehorige Kategorie ist. Eine Abbildung von se-
quentiellen Diagrammen in C ist eine natiirliche Transformation.

e Ein Funktor F' : Cy — Cy erhiilt sequentielle Colimites, wenn fiir alle sequentiellen Diagramme X, in C1, fiir

die colim X existiert, auch colimF(X,) existiert und die Abbildung colimF (X,) Llindl), F(colim X,)

ein Isomorphismus ist.

e Ein Objekt A einer Kategorie C heifst endlich dargestellt, falls der Funktor C(A, —) sequentielle Colimites
erhiilt.

o Ein Objekt A einer abgeschlossen monoidalen Kategorie C heifit Hom-endlich dargestellt, falls der Funktor
Hom(A, —) sequentielle Colimites erhiilt.

Die folgenden beiden Aussagen werden im Zusammenhang mit fast endlichen erzeugten Modellka-
tegorien wichtig sein (Abschnitt 2.2).

Proposition 2.6. Sei M eine Modellkategorie und X : Xo =% X; 25 - X,, =% X, 1 Intl . neNg
eine Folge von Abbildungen in M.
Dann gibt es ein kommutatives Diagramm in M:

XO xo Xl T X2 To . Tn—1 Xn Ty Xn+1 Tn+41
ifo lﬁ ifz lfn ifn+1
YO Yo Yl Y1 Y2 Y2 . Yn—1 Yn Yn Yn+1 Yn+1

so dass die Objekte Y,,,n € Ny, fasernd sind, die Abbildungen f,,n € Ny, triviale Cofaserungen und die Abbil-
dung colimy>o fr, auch eine triviale Cofaserung.
Das obige Diagramm ist beziiglich X funktoriell.



Beweis. Wir konstruieren induktiv fiir alle n € Ny Abbildungen y,, : Y,, = Y41, triviale Cofaserungen
frn @ X5, = Y, und triviale Cofaserungen g, : Y, Ux, Xnt1 — Yoy1, sodass gilt: fri1 - @ = Yns1 - [,
Yn = gn - inCly,, far1 = gn -inclx, ,:

Tn

X Xnt1
l/fn inClX""’l\L
incly,, - T
n " > Yn UX,,L Xn+1 ’
~ 9n
. Yn ~ - .
T AN
>

n+1
und alle Abbildungen funktoriell in X sind.
Zunachst wahlen wir eine (funktorielle) cofasernde fasernde Approximation fy : Xo — Yo.
Dann nehmen wir an, dass wir die Konstruktion von y;_1, fi, gi—1 zusammen mit den obigen Eigen-
schaften schon bis i < n durchgefiihrt haben. Nun wihlen wir eine (funktorielle) cofasernde fasernde
Approximation g, : Y;, Ux, Xpt1 = Yot1.
Die Abbildungen yy,, fr+1 werden so gewéhlt, wie in den obigen Relationen angeben (siehe auch das
Diagramm). Da nach Induktion f;, triviale Cofaserungen sind, und damit ihr Pushout inclx, ., auch, ist
fn+1 auch eine triviale Cofaserung.

n+1

Es ist noch zu zeigen, dass die Abbildung colim;>¢ f; eine triviale Cofaserungen ist, was dquivalent
dazu ist, dass diese die linke Hochhebungseigenschaft bzgl. aller Faserungen hat [Hi, Prop. 7.2.3]. Ein
Liftungsdiagramm (mit Lift {):

colimX; —=—>U

7
colim f; \L l - lu

. . t
coimY; ——=V
in dem u eine Faserung ist, entspricht kommutativen Diagrammen (mit Lifts /;):

X, sy

fi u
Tt

Y ——=V
furallei > 0, so dass s;11 - x; = s; und ;41 - y; = t; (sowie l;11 - y; = I;) fir alle i > 0.
Wir konstruieren den Lift I induktiv. Zunéchst gibt es einen Lift [y, der obiges Diagramm kommutativ
macht, da fj eine triviale Cofaserung und u ein Faserung ist. Nun nehmen wir an, dass wir schon Lifts
[; mit den angegebenen Eigenschaften fiir alle ¢ < n konstruiert haben.
Wir erhalten das kommutative Diagramm (durchgezogene Pfeile):
g "L

lu
tnt1

Yij1 ——mV
denn s, 17y = 85 = ln- fr, tny1-gn-incly, =tni1-yn =ty = u-lyund tyi1-gn-inclx, ., =thi1 foyr =
U - Sp+1. Da gy, eine triviale Cofaserung und u eine Faserung ist, gibt es nach dem Liftungsaxiom eine
Abbildung l,,+1, die das gesamte Diagramm kommutativ macht. Fiir diese gilt dann, dass das vorletzte
Diagramm kommutiert (denn s, 1 = Iy 1-gn-inclx, , = lny1- fop1) und b1y = lng1-gn-incly, = I,.
Damit ist colim;>( f; eine triviale Cofaserung. O

(lny8nt1)
Yn UXTL XnJrl 4?/

Corollar 2.7. Sei M eine Modellkategorie. Wir nehmen an, dass sequentielle Colimites von schwachen Aquiva-
lenzen zwischen fasernden Objekten schwache Aquivalenzen sind. Dann gilt, dass schwache Aquivalenzen abge-
schlossen unter sequentiellen Colimites sind.

Beweis. Sei p, : Xo — X, ein Morphismus von sequentiellen Diagrammen, so dass die Abbildungen
i, 1 € Ng schwache Aquivalenzen sind.
Nach Prop. 2.6 kdnnen wir ein kommutatives Diagramm von sequentiellen Diagramm



X.$X:

o |

YLY’

finden, so dass die Objekte Y;, Y/, i € Ny fasernd und die Abbildungen f;, f1,i € Ng sowie colim f,, colim f
schwache Aquivalenzen sind. Dann sind auch g;,i € Ny schwache Aqulvalenzen und nach Vorausset-
zung colim g, eine schwache Aquivalenz. Somit ist auch colim p, eine schwache Aquivalenz. O

Das néchste Lemma wird spéter fiir einen Adjunktionsisomorphismus (siehe Prop. 5.16 (ii)) zwi-
schen stabilen Homotopiegruppen gebraucht.

Lemma 2.8. Sei M eine symmetrisch monoidale Modellkategorie und T ein Objekt von M, so dass — AT
Cofaserungen und schwache Aquivalenzen erhilt. Seien A ein cofaserndes und X,Y zwei fasernde Objekte in M.

Dann gibt es natiirliche Bijektionen a gy : [A, H om(T Y)] =5 [AAT,Y], so dass das Diagramm
(4, X] M [ANT, X AT

ﬁl J/f*
(A, Hom(T,Y)] — = [AAT,Y]

kommutiert, falls f : X NT — Y eine Abbildung und Fihr Adjungiertes ist.

Beweis. Da (— AT, Hom(T, —)) ein Quillen-Funktor-Paar ist, induziert der Adjunktionsisomorphismus
einen Isomorphismus auf Homotopieklassen M (A, Hom(T,Y))/ ~ = M(AAT,Y)/ ~ (siehe [Hi, Prop.
8.5.16]) und damit eine nattirliche Bijektion a4,y : [A, Hom(T,Y)] S [AAT, Y] ([DS, Prop. 5.11]).

Nach der Eigenschaft der Adjunktion kommutiert:
AT

M(A, X)) ———> M(AANT,X AT)

QA XAT
FEinheit, \L / i B

M(A,Hom(T,X AT)) M(AANT,Y)
Hom(T,f»l o
M(A,Hom(T,Y))
und somit auch obiges Diagramm, denn v : M (A, X) — [A, X] ist surjektiv, da A cofasernd und X
fasernd ist. O

Die nachsten beiden Lemma untersuchen das Vertauschen mit sequentiellen Colimites, was insbe-
sondere in Lemma 3.49 benutzt wird.

Lemma 2.9. Fiir eine symmetrisch monoidale Kategorie (D, A, S°) mit allen sequentiellen Colimites haben wir:

o Die Verkettung zweier Funktoren F' : C; — Co, G : Co — C3 (zwischen Kategorien mit allen sequentiellen
Colimites), die mit sequentiellen Colimites vertauschen, vertauscht auch mit diesen.

o Seien A und B zwei Objekte in D, so dass Hom(A, —) und Hom(B, —) mit sequentiellen Colimites ver-
tauscht. Dann vertauscht auch Hom(A N B, —) mit sequentiellen Colimites.

e Falls Hom(A, —) mit sequentiellen Colimites vertauscht und S° endlich dargestellt ist, dann ist A endlich
dargestellt.

Beweis. e Sei X, ein sequentielles Diagramm in C,. Wir erhalten ein neues sequentielles Diagramm

F(incl)
—_—

F(X,) in C2 und einen Isomorphismus colimF'(X,) F(colimX,). Nach Voraussetzung ist

colimG(F (X)) Glineh), G(colimF(X,)) ein Isomorphismus. Somit ist auch colimGF(X,)) GFlinel),
GF(colimX,)) ein Isomorphismus.
o Wir haben: Hom(A A B, —) =2 Hom(A, Hom(B, —)).
e Esgilt D(A,—) 2 D(SAA,—) 2 D(S% Hom(A, —)).
O



Lemma 2.10. Sei M eine simpliziale Modellkategorie und A ein cofaserndes Objekt in M, so dass A und A ® Al
endlich dargestellt sind. Weiterhin seien fasernde Objekte unter sequentiellen Colimites abgeschlossen.

Dann vertauscht auch der Funktor Ho(M)(A,~) : M — Set mit sequentiellen Colimites, wobei v : M —
Ho(M) der Lokalisierungsfunktor ist.

Beweis. Sei X, ein sequentielles Diagramm in M. Wir miissen zeigen, dass die Abbildung

(incly)

colim[A, Xo] — [A4, colimX,] ein Isomorphismus ist.

Wegen Proposition 2.6 und der Annahme, dass fasernde Objekte unter sequentiellen Colimites abge-
schlossen sind, konnen wir annehmen, dass alle X;, ¢ € Ny und colim X, fasernd sind.

Bezeichne ~ die Homotopierelation. Dann kommutiert:

colim M (A, X,) mjl* M (A, colim X,)

| |

colim M (A, X,)/ ~ incls M (A, colim X,)/ ~

’ﬁlcolim'y ’ﬁl’y

colim[A, X,] el [A, colim X,]

Dabei sind die unteren vertikalen Abbildung wegen [DS, Prop. 5.11] Isomorphismen. Die obige Abbil-
dung ist ein Isomorphismus, da A endlich dargestellt ist. Also sind die unteren Abbildungen surjektiv,
denn die oberen vertikalen Abbildungen sind surjektiv. Seien f; : A — Xj,i = 0,1 zwei Abbildungen,
sodass es eine Homotopie H : A ® A! — colim X, mit H (i) = incly, - fi,i = 0,1 gibt (wobei incly, : X) —
colim X, die Inklusionsabbildungen sind), d.h. die Abbildungen sind in M (A4, colim X, )/ ~ gleich.

Da aber auch das Zylinderobjekt A ® A! endlich dargestellt ist, ist die Abbildung

colim M (A ® A, X,) — M(A ® Al colim X,) eine Bijektion. Wegen dessen Surjektivitdt faktorisiert
H iiber eine Homotopie H' : A ®@ A' — X,;. Wegen der Injektivitit der obigen Abbildung im Dia-
gramm und incl; - H'(i) = H(i) = incly - fi, gibtes ein k' > j,k so dass [xp - xpr—1--- - x; - H'](i) =
Ty - Tpr—1 -+ - X - fi (Wobei z; die Abbildungen des Diagramms X, sind). Damit sind die Abbildungen
fi,1=0,1in colim M (A, X,)/ ~ gleich und die untere Abbildung auch injektiv. O

Manchmal wird der derivierte Funktor eines linken Quillen-Funktors nur auf der Unterkategorie
der cofasernden Objekten ausgewertet. Dann kann man auf die Komposition mit einem cofasernden
Ersetzungsfunktor verzichten:

Lemma 2.11. Sei M eine Modellkategorie und M, die Unterkategorie der cofasernden Objekte. Dann faktorisiert
der Lokalisierungsfunktor v : M — Ho(M) iiber einen Funktor ' : M, — Ho(M )., wobei Ho(M ), die volle
Unterkategorie der cofasernden Objekte in Ho(M) ist. Zusitzlich ist der Funktor ~' eine Lokalisierung derjenigen
Abbildungen in M., die schwache Aquivalenzen von M sind.

Beweis. Der Inklusionsfunktor ¢ : M, — M induziert auf den Homotopiekategorien eine Kategorien-
dquivalenz Ho(i) : Ho(M.) — Ho(M) (siehe [Hov1, Prop. 1.2.3]). Das Bild von Ho(%) ist die volle
Unterkategorie Ho(M), der cofasernden Objekte von Ho(M). Damit induziert Ho(i) eine Kategorien-
dquivalenz Ho(M.) — Ho(M)., die auf Objekten die Identitdt ist, und somit insbesondere ein Isomor-
phismus von Kategorien ist. Also ist auch die Komposition M. — Ho(M.) — Ho(M). ein Lokalisierung
und diese stimmt mit dem Funktor +’ tiberein. O

Bemerkung Zujeder Abbildung f : X — Y in Ho(M) gibt es eine endliche Folge (f1, w1, ..., fn—1, Wn_1)
von Abbildungen f; : X; — Y;, w; : X;41 — Y; in M, wobei w; schwache Aquivalenzen sind, so dass
giltt X = Xo,Y = X, und f = y(wp—1)" - y(frz1) - ... y(w1) ' - y(f1) (siehe [DS, Prop. 5.8]).

Falls X und Y nun cofasernd sind, so konnen wir annehmen, dass f;, w; als Morphismen in M, gewahlt
wurden. Denn obige Abbildungen f;, w; konnen mit einem cofasernden Ersetzungsfunktor ) ersetzt
werden, so dass wir eine neue solche Folge in M, erhalten (wobei an den Enden die entsprechenden
Abbildungen QX — X, QY — Y ergdnzt werden miissen), die ebenso f représentiert.

Falls nun F : M — M ein Funktor ist, der schwache Aquivalenzen zwischen cofasernden Objekten auf
schwache Aquivalenzen und cofasernde Objekte auf cofasernde Objekte schickt, dann induziert dieser
nach dem letzten Lemma einen Funktor F : Ho(M). — Ho(M).. Dieser muss den Morphismus f dann
auf den Morphismus schicken, der von der Folge (F(f1), F(w1),...,F(fn-1), F(w,_1)) reprasentiert

wird, denn M, 2 Ho(M), £ Ho(M), ist gleich M, <5 M, 2 Ho(M),.



Lemma 2.12. Sei M eine monoidale Modellkategorie und C' ein Objekt in M, so dass — A C schwache Aquiva-
lenzen erhilt. Sei g ein Endomorphismus von C. Dann sind die folgenden beiden Kompositionen gleich:

Ho(M)(A, B) =2% Ho(M)(AAC,BAC) % Ho(M)(AAC,BAC)
gx

Beweis. Aufgrund der Natiirlichkeit in A und B beider Abbildungen und der Voraussetzung iiber C,
reicht es, dies fiir cofasernde Objekte A und fasernde Objekte B zu zeigen. Wir haben dann ein kommu-
tatives Diagramm, in dem die ganz linke Abbildung surjektiv ist ([DS, Prop. 5.11]):

M(A,B) —% ~ M(ANC,BAC) M(AANC,BAC)

) ¥ )

Ho(M)(A, B) ~2% Ho(M)(ANC,B A C) ‘;% Ho(M)(AAC,BAC)

ANg”™

G

Wegen der Funktorialitdt von A sind aber schon die beiden obigen Kompositionen gleich und damit
auch die unteren. O

Cogruppen-Objekte Mittels Cogruppen-Objekten, wie z. B. die S in Ho(sSet..), konnen Homotopie-
gruppen definiert werden.

Lemma-Definition 2.13. Sei C eine Kategorie und T ein Objekt von C, so dass (), TIIT und TUTIIT existieren.
Dann entspricht einer Faktorisierung des Funktors C(T,—) : C — Set iiber den Vergissfunktor Gr — Set den
folgenden Daten:

o T L T 1T (Comultiplikation)

e T = () (Coeinheitsabbildung)

inv

o I' — T (Coinvers-Abbildung)
so dass die folgenden Bedingungen gelten:
o (WIIT)pu = (T p)p (Coassoziativitiit)
o (THUz)u=1incly, (21U T)u =incly
o codiag(inv 1 T)u = codiag(T 1 inv)u = (0 — T)z

Dabei ist die Multiplikation auf C(T, X) die Komposition C(T, X) x C(T,X) = C(T I T, X) £= ¢(T, X),
die Einheitsabbildung « = C((), X) LN C(T,X) und die Invers-Abbildung C(inv, X). Falls eine der beiden
dquivalenten Aussagen gilt, so sagt man, dass (p, z,inv) eine Cogruppenstruktur von T ist bzw. dass T eine
Cogruppenstruktur hat.

Falls F : C — C ein Funktorist,sodass F() = 0, F(TUT) 2 FTUFT und F(TUTUT) =2 FTUFTUFT
(fiir die Inklusionsabbildungen) gilt, und T eine Cogruppenstruktur hat, so hat F'T auch eine Cogruppenstruktur,
bei der FT L2 F(TUOT)= FTUFT die Comultiplikation ist, und die Coeinheits- und Coinvers-Abbildung
entsprechend gebildet werden.

Eine Cogruppenstruktur auf T heifst abelsch, falls C(T, —) auch iiber die Kategorie der abelschen Gruppen
faktorisiert. Dies ist dquivalent dazu, dass (incla,incly) - = p gilt.

Beweis. Die erste Aussage folgt aus dem Yoneda-Lemma und der Tatsache, dass C(0), X) = * und
C(riT,X)=C(T,X)xC(T, X) gilt. Die zweite Aussage folgt aus der Funktorialitat. O

Lemma 2.14. Sei M eine simpliziale Modellkategorie.

o Seien Ay, Ay zwei cofasernde Objekte in M und incl; : A; —A—>1 II,¢ = 1,2 deren Inklusionen. Dann sind
die natiirlichen Abbildungen:

(incly ,incl)
—

[Al HAQ,X] [Al,X] X [AQ,X]
Bijektionen. Insbesondere ist also Ay 11 Ay zusammen mit den Abbildungen incl; das Coprodukt von A,
und Ay in Ho(D).



e Das Objekt () ist das initiale Objekt in Ho(M ) und x das terminale Objekt in Ho(M).

Beweis. e Wegen der Natiirlichkeit reicht dies fiir eine fasernde Ersetzung von X zu zeigen. Also
nehmen wir an, dass X fasernd ist. Da A, A und A, II A5 cofasernd sind, sind die vertikalen Ab-
bildungen in dem folgenden Diagramm Bijektionen (wobei ~ die simpliziale Homotopierelation
ist):

(inclf jincl}

M(AlﬂAQ,X)/NH (A17X)/N><M(A27X)/N
[AlﬂAQ,X] [Al,X] X [A27X]

Die obere Abbildung ist nach Konstruktion surjektiv und injektiv wegen
(A1 T Ag) @ A' 2 (A; @ A 1T (A2 ® Al). Also ist auch die untere Abbildung eine Bijektion.

(incly ,incl)

e Da () cofasernd und * fasernd ist, gilt [#, X| = M (0, X')/ ~= %, wobei X’ eine fasernde Ersetzung

von X ist, und entsprechend [A, ] 2 x.
O

Corollar 2.15. Sei M eine simpliziale punktierte monoidale Modellkategorie und T ein cofaserndes Objekt in
M, so dass T in Ho(M) eine Cogruppenstruktur trigt, d.h. es gibt insbesondere Abbildungen yn : T — TV T,
inv: T — T und z : T — x, die der Gruppenstruktur auf [T, —| entsprechen.

Die zwei Cogruppenstrukturen auf T \T, die durch Anwenden der Endofunktoren (von Ho(M).) T N — und
— A T auf die Cogruppenstruktur von T gegeben sind, stimmen tiberein und sind abelsch.

Beweis. Wir zeigen, dass die induzierten Gruppenstrukturen auf [T' AT, X]| iibereinstimmen und abelsch
sind. Zundchst haben beide das gleiche neutrale Element, denn in Ho(M) ist * das terminale Objekt.
Die durch T' A — induzierte Multiplikation werde mit -; bezeichnet und die durch — A T induzierte
Multiplikation mit -5. Es gentigt schliefSlich zu zeigen, dass (@ -1 b) -2 (¢-1d) = (a -2 ¢) -1 (b2 d) fir
a,b,c,d € [T AT, X] gilt. Dies gilt, da das Diagramm:

TAT i (TVT)AT _ (TAT)V (T AT)
l/T/\,u (TVT)Ap J/(T/\/L)\/(T/\/L)
puAN(TVT)
TATVT) (Th VTo) AN (Ty V T) ~ [Ty A (Th V)|V [To A (Ty V T3)]
:T (UAT)V (AT - :T
(TANT)V(TAT)————=[(Th Vo) ATy V [(Th V Ta) AN T3] (TAT)V (T ATV [(Te ATy V (To AT3)]
R mﬂ

(Ty ATV (T ATV [(TL AT) V (T A T3)]
kommutiert. Dabei geben die Indizes nur an, welche Inklusion von T AT in (T'VT) A (T V T') gemeint
ist. O

Als Beispiel eines Cogruppen-Objekt in einer simplizialen Modellkategorie haben wir:

Lemma 2.16. Sei M eine punktierte simpliziale Modellkategorie und A ein cofaserndes Objekt. Dann ist A A S*
ein Cogruppen-Objekt.

Beweis. Das folgt aus Lemma [Hov1, Lemma 6.1.2]. O

Bousfield-Lokalisierungen Hier werden nur kurz ein paar hdufig benutzte Definitionen zu Bousfield-
Lokalisierungen von simplizialen Modellkategorien gegeben. Die Referenz zu Bousfield-Lokalisierungen
ist [Hi, Kapitel 3 bis 4].

Definition 2.17 ([Hi, Def. 3.1.4, 3.3.1]). Sei M eine simpliziale Modellkategorie und S eine Menge.

e Ein Objekt X von M heifst S-lokal, wenn es fasernd ist und fiir alle f € Sst die Abbildung Map(f', X)
eine schwache Aquivalenz ist, wobei f’ eine cofasernde Approximation ([Hi, Def. 8.1.22]) von f ist.

e Eine Abbildung f : A — B von M heifit S-lokale Aquivalenz, falls fiir alle S-lokalen Objekte X von
M die Abbildung Map(f’, X) eine schwache Aquivalenz ist, wobei f' eine cofasernde Approximation ([Hi,
Def. 8.1.22]) von f ist.
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e Die linke Bousfield-Lokalisierung (sofern sie existiert) von M beziiglich S ist eine Modellkategoriestruk-
tur Ls M auf der unterliegenden Kategorie M, so dass

— die schwachen Aquivalenzen von LsM die S-lokalen Aquivalenzen sind, und

- die Cofaserungen von LsM die Cofaserungen von M sind.

Bemerkung Wegen [Hi, Prop. 8.1.24] héngt die letzte Definition nicht von der Wahl der cofasernden
Approximation ab. Dass obige Definition von S-lokalen Objekten und S-lokalen Aquivalenzen mit der
in [Hi, Def. 3.1.4] tibereinstimmt, folgt aus [Hi, Example 17.1.4] und [Hi, Theorem 17.5.31].

2.2 Fast endlich erzeugte Modellkategorien

In diesem Abschnitt wird der wichtige Begriff der fast endlich erzeugten Modellkategorien definiert,
der wichtige Aussagen tiber schwache Aquivalenzen und fasernde Objekte impliziert.

Definition 2.18. [Hov2, Definition 4.1.]

o Eine cofasernd erzeugte Modellkategorie C ([Hi, Definition 11.1.2]) heifit endlich erzeugt, falls die Quell-
und Zielobjekte der erzeugenden Cofaserungen I und der erzeugenden trivialen Cofaserungen J endlich
dargestellt sind.

o Eine cofasernd erzeugte Modellkategorie C heifit fast endlich erzeugt, falls die Quell- und Zielobjekte der
erzeugenden Cofaserungen I endlich dargestellt sind, und wenn es eine Menge von trivialen Cofaserungen
J' gibt mit endlich dargestellten Quell- und Zielobjekten, sodass genau dann eine Abbildung f, deren Ziel-
objekt fasernd ist, eine Faserung ist, wenn f die rechte Hochhebungseigenschaft (siehe [Hi, 7.2.1]) beziiglich
J' hat.

Bemerkung Die Definition von ,endlich dargestellt” ist nicht so stark wie die Definition [DRO, Def.
2.3], wo statt sequentiellen Colimites auch beliebige filtrierte Colimites erlaubt sind.

Beispiel e Die simplizialen Mengen A", 0A™, A} (Definition: [G], nach Beispiel 1.7]) sind endlich
dargestellt ((Hov1, Lemma 3.1.2, S. 74]).

o Die Modellkategorie sSet ([Hov1, Theorem 3.6.7]) hat als erzeugende Cofaserungen die Menge
I55¢t = {)A™ — A"™|n > 0} und als erzeugende triviale Cofaserungen die Menge
Jsset — {A} — A™0 < k <n,n > 1} ([Hovl, Definition 3.2.1], [Hovl, Lemma 3.1.2, S. 74]). Nach
dem letzten Punkt ist sSet endlich dargestellt.

e Die Modellkategorie sSet, hat als erzeugende Cofaserungen die Menge
I35¢ und als erzeugende triviale Cofaserungen die Menge
J iSEt ([Hov1, Definition 3.2.1], [Hov1, Lemma 3.1.2, S. 74]). Nach dem vorletzten Punkt ist sSet,
eine endlich erzeugte Modellkategorie (unter Benutzung der Adjunktion sSet =—= sSet..).

e Die Modellkategorie M (S) ist fast endlich erzeugt (siehe Prop. 2.49).

Lemma 2.19. Sei C eine fast endlich erzeugt Modellkategorie. Sei eine Abbildung f zwischen den beiden sequen-
tiellen Diagrammen X und Y

Zo 1 Tn
Xo— X1 — X - X, ——--

ifo \Lfl lfz J/fn
Y Y

Yo

% Yl 1 }/2 Yn

gegeben.

(i) Seii : A — B eine Abbildung in C zwischen endlichen dargestellten Objekten A und B, so dass alle
Abbildungen f,,,n > 0 die rechte Hochhebungseigenschaft beziiglich i haben. Dann hat auch colim f die
rechte Hochhebungseigenschaft beziiglich i.

(ii) Falls f,, triviale Faserungen sind, so auch colim f.
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(iii)

Falls f,, Faserungen und colimY fasernd, dann ist colim f eine Faserung.

(iv) Insbesondere sind fasernde Objekte abgeschlossen unter sequentiellen Colimites.

(v)

Schwache Aquivalenzen sind abgeschlossen unter sequentiellen Colimites.

Beweis. (i) Sei

(if)

(iii)

(iv)
v)

A s colim X

i i i colim f

B s colimY

ein kommutatives Diagramm. Da nach Voraussetzung A und B endlich dargestellt sind, ist die

Abbildungen

(C(Ajincly))n
_—

colim,, C(A, X,,) C(A, colim,, X)

und die entsprechende fiir B eine Bijektion. Wegen der Surjektivitdt dieser Abbildungen faktori-
siert g tiber ein ¢’ : A — X; und h Uber ein &’ : A — X/, wobei wir (nach eventueller Kom-
position mit mehreren x,, und y,) annehmen kénnen, dass I = I’. Wir haben also: incl} - [f; -
g'] = colim f - incl{* - ¢’ = incl) - [0’ -i]. Und wegen der Injektivitdt, gibt es ein m > 0, so dass
Sraom @iwm 29 =vwm -y - i - 9] = [Wiem - .- -y - B - i. Also faktorisiert nach
Umbenennung von ¢’ und h’ obiges Diagramm {iber:

A4q>Xl

fiir ein [ > 0 (Diagramm mit durchgezogenen Pfeilen). Da f; die rechte Hochhebungseigenschaft
beziiglich i hat, gibt einen Lift (gestrichelter Pfeil) im obigen Diagramm und damit auch im ur-
spriinglichen.

colim f ist eine triviale Faserung, wenn es die rechte Hochhebungseigenschaft beziiglich aller er-
zeugenden Cofaserungen I hat (siehe [Hi, Prop. 7.2.3]). Da nach Definition von ,fast endlich er-
zeugt” die Quell- und Zielobjekte der Elemente von I endlich dargestellt sind und jede Abbildung
fn,n > 0 eine triviale Faserung ist und daher die rechte Hochhebungseigenschaft beziiglich I hat,
folgt aus (i¢) aus (¢)

Da die Abbildungen f,,,n > 0 Faserungen mit fasernden Zielobjekt sind, haben sie die rechte
Hochhebungseigenschaft beztiglich J'. Weil aulerdem die Quell- und Zielobjekte der Elemente
von J’ endlich dargestellt sind, gelten die Voraussetzungen von (7). Damit hat colim f die rechte
Hochhebungseigenschaft beziiglich der Menge J'. Weil nach Voraussetzung colimY fasernd ist,
gilt nach der Definition von ,fast endlich erzeugt” schliefilich, dass colim f eine Faserung ist.

Dies folgt aus dem vorherigen Punkt durch Wahl von Y als triviales Diagramm an .

Nach Corollar 2.7 geniigt es zu zeigen, dass schwache Aquivalenzen zwischen fasernden Objekten
abgeschlossen unter sequentiellen Colimites sind.
Seien also f,, schwache Aquivalenzen und X, Y,, fasernd. Wir benutzten [Hi, Lemma 7.7.1 (2)]
(funktorielle Version), das erlaubt f in zwei Abbildungen i : X — Z und f’ : Z — Y zu faktori-
sieren, f = f’ -, sodass gilt: es gibt eine Abbildung j : Z — X mit j - ¢ = 1 und die Abbildungen
Jn, fr,m > 0sind triviale Faserungen.
Nach Punkt (i) sind dann auch colim j, colim f’ triviale Faserungen, also ist wegen colim j-colim i =
leolim x auch die Abbildung colim 4, und damit colim f eine schwache Aquivalenz.

O

Die folgende Proposition aus [Hov2, S. 16] zeigt, dass die Eigenschaft ,fast endlich erzeugt” unter
einigen linken Bousfield-Lokalisierungen erhalten bleibt.
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Proposition 2.20. Sei M eine links-eigentliche, zelluliire, simpliziale Modellkategorie und S eine Menge von
Cofaserungen von M zwischen cofasernden Objekten, so dass X ® K fiir jedes Quell- und Zielobjekt X der
Elemente von S und jedes endliche K € sSet endlich dargestellt ist.

Falls M fast endlich erzeugt ist, so ist die linke Bousfield-Lokalisierung LsM von M an S auch fast endlich
erzeugt.

Beweis. Da M fast endlich erzeugt ist, gibt es zwei Mengen I und J’, die die Eigenschaften in der De-
finition von ,fast endlich erzeugt” erfiillen. Da LsM die gleichen Cofaserungen und damit auch die
gleichen trivialen Faserungen wie M hat, ist I auch eine Menge von erzeugenden Cofaserungen fiir
LsM mit endlich dargestellten Quell- und Zielobjekten.

Wir wihlen nun die Menge J” = J' U A(S) mit A(S) := {f U f'|f € S, f’ € I*5¢!} (siehe Def. 2.3). Sie
besteht aus trivialen Cofaserungen in LsM, da die Modellstruktur LsM simplizial ist. Die Quell- und
Zielobjekte von J” sind endlich dargestellt, da diejenigen von J' es sind und nach Voraussetzung X ® K
fiir alle Quell- und Zielobjekte X von S und alle endlichen simplizialen Mengen K endlich dargestellt
sind und somit auch alle endlichen Colimites von Objekten der Form X ® K.

Seinun g : A — B eine Abbildung in LsM mit faserndem Zielobjekt B. Also ist B S-lokal. Falls g¢
eine Faserung in LsM ist, so hat es die rechte Hochhebungseigenschaft beziiglich aller trivialen Cofase-
rungen und damit auch beziiglich J”. Umgekehrt werde nun vorausgesetzt, dass g die rechte Hochhe-
bungseigenschaft beziiglich J” hat. Da B insbesondere in M fasernd ist und g die rechte Hochhebungs-
eigenschaft beziiglich J' hat, ist g eine Faserung in M ist.

Es gilt, dass ein Objekt X in M genau dann S-lokal ist, wenn das Objekt X fasernd ist und die Abbil-
dung X — x* die rechte Hochhebungseigenschaft beziiglich der Menge A(S) hat: Sei f € S und X in
M fasernd. Dann ist die Abbildung Map( f, X) eine Faserung von simplizialen Mengen, wobei Map der
simpliziale Abbildungsraum ist. Also ist Map( f, X) genau dann eine schwache Aquivalenz, wenn es die
rechte Hochhebungseigenschaft beziiglich 7°°¢* hat. Per Adjunktion ist dies dazu dquivalent, dass fiir
alle f' € 1°5¢* die Abbildung X — * die rechte Hochhebungseigenschaft beziiglich f LI f/ hat. Schlie§3-
lich ist, da das Ziel- und Quellobjekt von f in M cofasernd ist, f schon eine cofasernde Ersetzung von
f. Damit ist X genau dann S-lokal (siehe Def. 2.17), wenn X — * die rechte Hochhebungseigenschaft
beziiglich A(S) hat.

Dann ist A S-lokal, da sowohl B — =« als auch g : A — B und somit deren Komposition die rechte
Hochhebungseigenschaft bzgl. der Menge A(S) hat. Dann ist g eine Faserung in M zwischen S-lokalen
Objekten und nach [Hi, Prop. 3.3.16] eine Faserung in LsM. Damit erfiillt J” die entsprechenden Eigen-
schaften aus der Definition von ,fast endlich erzeugt” fiir Ls M. O

2.3 Homotopietheorie von simplizialen Mengen

In diesem Abschnitt werden einige wichtige Defintionen und Aussagen tiber die Homotopiekategorie
der simplizialen Mengen und deren Homotopiegruppen gesammelt. Zundchst wird kurz auf den Zu-
sammenhang zwischen topologischen Rdumen und simplizialen Mengen eingegangen.

Definition 2.21. Sei Top die Kategorie der kompakt erzeugten topologischen Riume zusammen mit den stetigen
Abbildungen (siehe [Hov1, Def. 2.4.21]).

Proposition 2.22 ([Hov1, Cor. 2.4.26 und Prop. 4.2.11]). Die punktierte Kategorie Top, zusammen mit der
gewohnlichen Modellstruktur, die in [Hov1, 2.4] definiert ist, ist eine cofasernde erzeugte symmetrisch monoidale
Modellkategorie.

Proposition 2.23 ([Hov1, Cor. 4.2.10]). Die Modellkategorie sSet, ist symmetrisch monoidal.

Proposition 2.24. 1. Die Adjunktion | — | : sSet, === Top, : Sing ist eine Quillen-Aquiwlenz.

2. Insbesondere gilt, dass eine Abbildung f : K — L in sSet,. genau dann eine schwache Aquivalenz ist,
wenn | f| dies ist, und alle Einheiten und Coeinheiten schwache Aquivalenzen sind. Auflerdem haben wir
eine Kategoriendquivalenz: Ho(sSet.) — Ho(Top.), X — | X|.

3. Der Funktor topologische Realisierung | —| : sSet, — Top, ist ein strikt symmetrisch monoidaler Funktor.
Es gibt also Isomorphismen rx y : | X| A |Y| — |X AY|, die assoziativ und mit S° vertriglich sind.
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Beweisskizze. 1. Dies folgt aus den Aussagen von [Hovl, Theorem 3.6.7], [Hov1, Cor. 2.4.26] (und
[Hov1, Cor. 1.3.15]).

2. Das folgt aus [Hov1, Cor. 1.3.16], denn alle Objekte in sSet, sind cofasernd und alle Objekte in
Top, fasernd.

3. Der dritte Teil folgt aus [Hov1, Lemma 3.2.4] zusammen mit [Hov1, Prop. 2.4.22, 4.].
O

Proposition 2.25 ([Ba, Ch I, Prop. 8.15]). Es gibt einen strikt symmetrisch monoidalen Funktor —* : Top —
Top.., welcher einem Objekt aus Top seine Ein-Punkt-Kompaktifizierung zuordnet. Der Basispunkt ist dann der
dazugekommene Punkt.

Definition 2.26. Die simpliziale 1-Sphire S* ist A'/OA. Wie in [Sch08] definieren wir die topologische 1-
Sphiire St als R*. Entsprechend wird S* = (SY)"\* definiert (was mit der Definition in [Sch08] bis auf Isomorphie
iibereinstimmt).

Es gibt verschiedene Moglichkeiten Homotopiegruppen von simplizialen Mengen zu definieren.
Zwei von ihnen werden im Folgenden behandelt, eine weitere etwas spter.

Definition 2.27. Fiir X € sSet, definieren wir die k-te Homotopiegruppe als 7, X = [S*, X, wobei die Klam-
mern die Morphismen in Ho(sSet..) bedeuten.

Definition 2.28. Sei h : |S*| — S ein Isomorphismus in Top., z. B. der in [Sch09, S. 5 unten, (0.1)] definiert
wird.

Lemma 2.29. Diese Definition stimmt mit der gewdhnlichen Definition iiberein, d.h. es gibt einen natiirlichen
Isomorphismus:
7TkX = Tk ‘X‘

Beweis. Wegen Prop. 2.24 haben wir eine Bijektion Ho(sSet.)(S*, X) 1=, Ho(Top.)(|S*|,|X|). Weiter-
hin ist:

Ho(Top.)(|S*|,|X|) = Ho(Top.)(S*,|X|) = Top.(S*,|X|)/(Homotopierelation) = m1,(|X|), denn S* A
[0, 1] ist ein Zylinderobjekt fiir S*. Letzter Isomorphismus folgt aus [DS, Proposition 5.11] O

Die folgenden Lemmata und Corollar werden spéter, wenn es um die stabilen Homotopiegruppen
von Spektren von simplizialen Mengen geht, wichtig sein.

Lemma 2.30. Da der Funktor — A S* schwache Aquivalenzen in sSet. erhilt, induziert er in der Homotopieka-

tegorie die natiirliche Abbildung mp X —ns Trr1 (X A SY) fiir X € sSet..
Unter dem Isomorphismus in Lemma 2.29 ist diese Abbildung isomorph Zu:

Tl X| = T | X ASU (8% L5 X)) o (58 A ST ) A ST 2 X A S1))
Beweis. Wegen Nattirlichkeit konnen wir annehmen, dass X fasernd ist. Dann folgt die Aussage aus

folgendem kommutativen Diagramm:

I (r-(h =) )"

sSet.(S*, X)

\L s - (r-(h~ 1)/\k+1) \L (r-(AAR™Y)).
sSet, (SFHL X A SY) —— Top, (|S¥H1], | X A St|) —— Top.(Sk*+1, | X A S1|)
Es kommutiert, denn fiir eine Abblldung f:S% — XinsSet, gilt: |[f ASY 71 151 - (R7H)NETL
:|f/\51|~7’sk,sl’(7’sl ..... Sl/\|51|) (h~ )AkJrl
=rxs I[N ST (rsr, 0 AIST) - (ISH™* AR (RN A ST
=rx,st (LARTY) - (If] - rsisn - (A7) ASE =

Top.(|S*], 1X]) Top.(S*,|X]) Top.(S*1,]X[ A S")

Corollar 2.31. Sei o X A St — X, 41 eine Abbzldung in sSet, und definiere
Xl A ST 1 ALY T X A ST T (X
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Seien k € Z,n € Ng mit k 4+ n > 2. Dann haben wir ein kommutatives Diagramm:

[X]
ok

—AS?t
Thtn| Xn| — Togn1 (| Xn| A SY) —"> Thpni1]| Xnt1]

lu ) lg

—AS? Tk
ThtnXn ——> Thgnt1(Xn A SY) —> Thint1Xn 41

Beweis. Wegen Lemma 2.30 und Natiirlichkeit kommutieren die Teile des erweiterten Diagramms:

—AS?t !
Thn| Xn| — Thpn1 (| Xn| A SY) — Thanta | Xnpa|

X
Tnx

(rx,,s1 (1/\h1))*i

IR
IR

Thk4+n+1 |Xn A Sl|

—ASt i X

gn*
7Tk+an —— 7Tk+n+1(Xn AN Sl) —— 7Tk:+n+1Xn+1

Lemma 2.32. Falls X € sSet. fasernd ist, gibt es einen natiirlichen Isomorphismus:
ax : mQX — mp1X so dass fiir eine Abbildung f : X A S' — Y in sSet, mit Y fasernd gilt:

—AS?t 1
X —— T (X A SY)

-

QY — 2 > Y

kommutiert. Dabei ist f das Adjungierte zu f.

Eeweis. Dies folgt aus Lemma 2.8 fiir M = sSet,, T = S A = Sk denn — A T erhilt auch schwache
Aquivalenzen. O

Die folgende Aussage wird gebraucht, wenn die zwei Definitionen von stabilen Aquivalenzen von
Spektren von simplizialer Mengen verglichen werden (Corollar 3.33).

Lemma 2.33. Falls X, KN X, LN X f2y eine iiber N indizierte Folge von Abbildungen in sSet, ist, ist

) colim 7y, (incl)

colimrry (X 7k (colim X))
1>0 1>0

ein Isomorphismus.

Beweis. Das folgt aus Lemma 2.10 mit M = sSet,, A = S*, denn S* und S* A Al sind kleine simpliziale
Mengen [Hov1l, Lemma 3.1.2] und sSet, ist fast endlich erzeugt und damit sind sequentielle Colimites
von fasernden Objekten wieder fasernd (Lemma 2.19). O

Ein Lemma iiber Basispunkte Die dritte Definition von Homotopiegruppen simplizialer Mengen
wird im Beweis der letzten Aussage dieses Abschnitts benutzt.
Definition 2.34. Fiir fasernde simpliziale Mengen X und Basispunkte v € X, werden die (simplizialen) Ho-

motopiegruppen wie folgt definiert: m.(X,v) ist die Menge der Abbildungen von Paaren (A", 0A") ERN (X,v)
modulo der simplizialen Homotopierelation von Paaren simplizialer Mengen. Dabei ist eine Abbildung von Paaren

(A, Ag) L5 (B, By) eine Abbildung f : A — B mit f(Ag) C Bo.

Diese simplizialen Homotopiegruppen stimmen mit denen der Realisierung tiberein und damit auch
mit den schon definierten Homotopiegruppen von simplizialen Mengen:
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Lemma 2.35 ([Hov1, Prop. 3.6.3]). Fiir eine fasernde simpliziale Menge X und einem Punkt v € X, gibt es
einen Isomorphismus m,.(X,v) = 7. (| X|, |v]).

Corollar 2.36. Eine Abbildung f : X — Y von fasernden simplizialen Mengen ist genau dann eine schwache
Agquivalenz, wenn o (f) und m.(f, o) fiir alle r € N, zq € Xo Bijektionen sind.

Lemma 2.37. 1. Sei X eine fasernde simpliziale Menge und y : A' — X ein 1-Simplex von X. Dann gibt es
einen natiirlichen Isomorphismus v, : (X, v(0)) = 7, (X, ~(1)). Dabei ist dieser in dem Sinne natiirlich,
dass fiir eine Abbildung zwischen fasernden simplizialen Mengen f : X — Y das entsprechende Diagramm

mit (f7). : 7, (Y, f((0))) 2 . (Y. £(1(1))) kommutiert

2. Falls H : U x A' — V eine simpliziale Homotopie von (unpunktierten) simplizialen Mengen U und V ist
und ¢ € Ag,r € N, dann sind folgende Aussagen dquivalent:

o m.(H(—,0),c) ist eine Bijektion
o m.(H(—,1),c) ist eine Bijektion

Beweis. 1. Der Isomorphismus ordnet der Homotopieklasse, die zu einem Reprasentanten f : A” —
X gehort, die Homotopieklasse von Fiary; zu, wobei F' eine Fortsetzung der Abbildung

ATx0 U dAx Al Y, x entlang A" x0 U A" x Al C A" x Al ist. Diese Fortsetzung existiert, da
letzte Abbildung als Pushout-Produkt von 0 C Al und OA” C A" eine triviale Cofaserung ist. Die
Wohldefiniertheit und Bijektivitét folgt dann aus [G], 8. Fundamental groupoid]. Die Nattirlichkeit
folgt unmittelbar aus der Konstruktion, denn die Verkettung einer Fortsetzung F fiir X mit f :
X — Y ergibt eine entsprechende Fortsetzung fiir Y.

2. Wir zeigen, dass folgendes Diagramm kommutiert:

(U, ¢) =S (V, H e, 0))

~ J{ H(c,—)«
H(—,1).
m(V, H(c, 1))
wobei die rechte Abbildung von dem 1-Simplex H (¢, —) induziert wird.

Sei f : (A",0A") — (U, c) ein Reprisentant. Setze H' := H o (f x A'). Es gibt einen Lift in dem
Diagramm
(H,leOp””ATxl7H(C=_)OPTA1)
A" x A x OU (A" x TUOAT™ x 0) x Al —= Vv
P

—
—

A" x Al x Al
Dann ist H(—,0).([f]) = [H'(—,0)] und H(c,—).[H'(—,0)] = [H(—,0,1)] nach obiger Konstrukti-
on das Bild davon in 7,.(V, H(c, 1)). Schlieflich ist H(—,1).([f]) = [H'(—,1)] = [H(—,1,1)]. Also
sind beide Elemente gleich (mit Homotopie H(—, —, 1)) und das Diagramm kommutiert.
O

Das folgende Lemma wird hilfreich sein, wenn stabile Homotopiegruppen mit stabilen Aquivalen-
zen in Zusammenhang gebracht werden:

Lemma 2.38 ([Sch07V]). Sei f : A — B eine Abbildung zwischen punktierten fasernden simplizialen Men-
gen. Die Abbildung Qf : QA — QB ist genau dann eine schwache Aquivalenz, wenn m,.(Uf, ¢) fiir alle v > 0
Isomorphismen sind, wobei ¢ € (QA)o ist ein Basispunkt. Zusitzlich gilt: falls es ein Abbildung g : C' — D
von punktierten fasernden simplizialen Mengen gibt, mit einem Zickzack aus schwachen Aquivalenzen zwischen
Abbildungen von fasernden simplizialen Mengen von g zu einer Abbildung der Form Qf, dann gilt: g ist ei-
ne schwache Aquivalenz genau dann, wenn (g, c) fiir alle v > 0 Isomorphismen sind, wobei ¢ ein beliebiger
Basispunkt ist.

Beweis. e Die punktierten fasernden simplizialen Mengen QA und QB sind bis auf punktierte simpli-
ziale Homotopie Gruppen und 2 f ein Gruppenhomomorphismus. Dies gilt zunachst nur in Ho(sSet,)
wegen [Hov1, Cor. 6.1.6], aber wegen der Eigenschaft fasernd zu sein kommen die Abbildungen schon
aus sSet,.
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Falls ¢,y € (©2A)y ist, so induziert die Multiplikation — - y : (QA4, ¢) — (QA, cy) auf Homotopiegrup-
pen Isomorphismen. Denn die Kompositionen (—-y~1)o (—-y) und (—-y) o (— -y~ 1) sind (unpunktiert)
homotop zur Identitdt und daher induzieren sie nach Lemma 2.37 Isomorphismen auf Homotopiegrup-
pen. Damit hat 7,.(— - y, ¢) ein Linksinverses und ,.(— - y,cy~!) ein Rechtsinverses. Letztere Abbildung
ist, wenn man fiir ¢ den Punkt cy einsetzt, isomorph zu 7,.(— -y, ¢) (nach Lemma 2.37). Also ist 7,.(—-y, ¢)
ein Isomorphismus.

Weiterhin sind fiir zg,c¢ € (Q24), die beiden Kompositionen (— - (2f)(c tzg)) o (Qf) und (2f) o
(— - ¢~ lzp) zueinander homotop. Nach Lemma 2.37 und letzter Aussage gilt dann, dass 7,.(Q2f, ¢) genau
dann eine Bijektion ist, wenn 7, (2f, c(c"'x¢)) eine Bijektion ist. Letztere Abbildung ist isomorph zu
T (Qf, o) (Lemma 2.37). Damit gilt Qf ist genau dann eine schwache Aquivalenz, wenn 7. (Lf, ¢) eine
Bijektion ist.

e Um die zweite Aussage zu beweisen, betrachten wir die folgende Eigenschaft P(g) einer Abbil-
dung ¢ : C — D von simplizialen Mengen: wenn ¢ € Cj ein beliebiger Basispunkt ist und fiir alle > 0
(g, c) eine Bijektion ist, dann ist g eine schwache Aquivalenz. Das Diagramm von fasernden simpli-
zialen Mengen

c—=c

L
D—p
moge kommutieren und @ und b seien schwache Aquivalenzen. Es geniigt nun mit Hilfe der ersten
Aussage dies zu zeigen: P(g) < P(¢').
Fiir jedes ¢ € Cy gilt dann: 7,.(g, ¢) = 7,.(¢', a(c)). Daraus folgt sofort ,<".
Sei ¢’ € C{ beliebig. Da m(a) surjektiv ist, gibt es ¢ € Cp und v : A — C’" mit y(0) = a(c), v(1) = ¢.
Nun kommutiert (Lemma 2.37):

J/m(g’,a(@) lﬂr(g'»C')

(D', g'(al0))) ——>

wobei die horizontalen Isomorphismen durch v bzw. ¢’ - v induziert sind. Mit anderen Worten: fiir jedes
¢ € C} gibtes ein c € Cy mit 7,.(g,¢) = m,.(¢', ). Daraus folgt ,=". O

2.4 Die motivische unstabile Homotopiekategorie

In den folgenden Kapiteln werden wir verschiedene motivische Modellstrukturen benutzen. Diese Mo-
dellstrukturen haben die gleichen schwachen Aquivalenzen, also auch die gleiche Homotopiekatego-
rie, aber unterschiedliche Cofaserungen. Die Modellstrukturen haben einige Eigenschaften gemeinsam,
andere aber wiederum nicht. Deswegen ist es notwendig, immer die jeweils passende Modellstruktur
zu benutzen. Diese Modellstrukturen sind die motivisch injektive, die motivisch abgeschlossen-flasque
und die motivisch projektive Modellstruktur.

Sei S ein noethersches Schema von endlicher Krull-Dimension. Bezeichne Sm/S die Kategorie der
glatten S-Schemata von endlichem Typ. (Die benutzen Aussagen aus [PPR1] sind zwar nur fiir quasi-
projektiven glatte S-Schemata formuliert, aber deren Beweise benutzen diese Voraussetzung nicht). We-
gen der Endlichkeitsbedingungen hat Sm/S ein kleines Skelett (Sm/S)’ (siehe [DLORV, S. 185]).

Definition 2.39 ([PPR1, Def. A.1.1]). o Ein motivischer Raum (iiber S) ist ein Funktor A : (Sm/S)°P —
sSet. Die Kategorie der motivischen Riume (iiber S) zusammen mit den natiirlichen Transformationen
wird mit M (S) bezeichnet. Sei M.(S) := M(S).. die zugehorige punktierte Kategorie.

o Wir haben Inklusionsfunktoren: h : Sch/S — M(S),X — (Sch/S)(—,X) und h. : Sch/S —
M.(S),X — (Sch/S)(—,X)+ sowie sSet, — M.(S), welcher ein Objekt auf den konstanten Funktor
an dem Objekt schickt. Manchmal wird U, kurz fiir h.(U) geschrieben.

Die Kategorie M.(S) ist abgeschlossen symmetrisch monoidal mit objektweise definiertem Smash-
Produkt A A B: (A A B)(X) := A(X) A B(X), internen Hom-Objekt
Hom g (sy(A, B)(X)y := M.(S)(AAh.(X) A A%, B) und Einheitsobjekt S°.

Die motivisch injektive Modellkategorie wird in [Ja2] beschrieben:
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Theorem 2.40. Die Kategorie M (S) zusammen mit den Monomorphismen als Cofaserungen und motivischen
schwachen Aquivalenzen (Def. [Ja2, 1.1 Motivic homotopy theory]) bildet eine eigentliche simpliziale Modellkate-
gorie ([Ja2, Theorem 1.1]). Entsprechend hat auch die punktierte Kategorie M.(S) eine induzierte Modellstruktur
([Hov1, Prop. 1.1.8]).

Im Folgenden werden wir die punktierte motivisch abgeschlossen-flasque Modellkategorie M ™ (.5)
aus [PPR1, A.3] definieren.

Definition 2.41. Sei {i/ : Z7 — X|j = 1,...m},m € Ny eine (moglicherweise leere) endliche Menge ab-
geschlossener Immersionen in (Sm/S)'. Wir konnen die kategorielle Vereinigung \Jj_, h(Z7) in M(S) bilden,
welche durch den Colimes des Diagramms

Hh Xh(X)h th

1#£]

gegeben ist. Der induzierte Morphismus i : | J;_ L M(Z7) — h(X) ist ein Monomorphismus, denn h(i’) waren
Monomorphismen. Ein solcher Morphismus i wzrd akzeptabel genannt. Der Monomorphismus () — h(X) (m =
0) ist insbesondere auch akzeptabel. Die Menge aller akzeptablen Monomorphismen werde mit Akz bezeichnet.
Sei I¢ die Menge aller Morphismen i, Ll g, in M.(S) mit i € Akz und g € 1°°t sowie JS die Menge aller
Morphismen i, U g, in M.(S) mit i € Akz und g € J*5°. Fiir die Definition von I°%¢t, J*5¢* siehe Abschnitt
2.2.

Definition 2.42 ([PPR1, Def. A.3.1]). Sei f : A — B eine Abbildung in M.(S).

e f ist eine schemaweise (oder objektweise) schwache Aquivalenz, falls f(X) fiir alle X € Sm/S eine schwa-
che Aquivalenz ist.

o f ist eine abgeschlossene schemaweise Faserung, falls f die rechte Hochhebungseigenschaft beziiglich J§
hat.

e [ ist eine abgeschlossene Cofaserung, falls es die linke Hochhebungseigenschaft beziiglich aller abgeschlos-
senen schemaweisen Faserungen hat, die gleichzeitig schemaweise schwache Aquivalenzen sind.

Theorem 2.43 ([PPR1, Theorem A.3.9]). Die Kategorie M.(S) zusammen mit den Morphismenklassen aus De-
finition 2.42 bildet eine symmetrisch monoidale Modellkategorie, die mit M (S) bezeichnet werde.

Proposition 2.44. Die Modellkategorie M (S) ist links-eigentlich und zellulir mit erzeugenden Cofaserungen
und trivialen Cofaserungen I bzw J§. AufSerdem ist sie endlich erzeugt (Def. 2.18).

Beweris. e Offenbar ist die Modellkategorie 1/°*(S) links-eigentlich, weil in ihr schwache Aquivalen-
zen genau die objektweisen schwachen Aquivalenzen sind, Cofaserungen auch Monomorphismen
sind und die Modellkategorie sSet, links-eigentlich ist.

e Wir priifen die Voraussetzung des [Hi, Theorem 12.1.9] nach, das die Zellularitit impliziert. Nach
Voraussetzung und dem Beweis von [Is, Lemma 3.9] folgen die ersten beiden Punkte. Die Quell-
und Zielobjekte der Elemente von I und J¢ sind endlich dargestellt (nach [DR, Def. 2.3]), denn
diese Objekte sind endliche Colimites von Objekten der Form h.(U) A K, K € sSet. endlich, und
damit nach [DRO, Lemma 2.5] endlich dargestellt. Also ist M °*(.S) endlich erzeugt. Abgeschlosse-
ne Cofaserung sind Monomorphismen in M. (S) und diese wiederum effektive Monomorphismen,
denn dies gilt schon fiir Mengen und Egalisatoren fiir Funktorkategorien werden objektweise ge-
bildet. Die Kompaktheit der Quell- und Zielobjekte von I¢ folgt aus einem Argument von Hirsch-
horn, das in [Hor, Lemma 3.5] wiedergegeben wird.

O

Lemma-Definition 2.45 ([Se, 3.6.10-14]). Sei (D, ®) eine simpliziale Modellkategorie. Dann ist der Abbil-
dungszylinder Cyl(f) einer Abbildung f : A — B in D durch das Pushout-Diagramm definiert:

Agon = A11Aa 0L A11B

\LA@incl l

A® Al Cyl(f)
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Wir bekommen zwei Abbildungen: h : A — Cyl(f) definiert durch A =~ A ® A° 22, A o AL — Cyl(f)
und p : Cyl(f) — B definiert durch das Diagramm:

wobeipy = (A® Al Ass’ g ® A% 22 A) ist. Die Abbildung f lisst sich dann zerlegen in A UN Cyl(f) & B.
Falls A und B cofasernd sind, so ist h eine Cofaserung, Cyl(f) cofasernd und p : Cyl(f) — B eine simpliziale
Homotopieiiquivalenz. Insbesondere ist f genau dann eine schwache Aquivalenz, wenn h : A — Cyl(f) es ist.

Definition 2.46. Wir wollen nun die linke Bousfield-Lokalisierung der Modellstruktur M®*(S) beziiglich der
Menge S = {fUgy|f € So,g € I°%°} betrachten. Dabei ist Sy die Menge bestehend aus Abbildungen der Form

h.(inclp)

(X p— (AL % X), X € (Sm/S)’

h.(0)

¥

Uy Uy, Cyl(j —— Cyl(Uy Uy, Cyl(jy) = X4)
wobei letzte Abbildung von einem Nisnevich-Quadrat Q in (Sm/S)" herkommt:

|

Y
b
J

U——X

Theorem 2.47. Die linke Bousfield-Lokalisierung von M°*(S) beziiglich S existiert und ist eine links-eigentliche,
zelluliire, simpliziale und symmetrisch monoidale Modellkategorie. Sie wird mit M ™ (S) bezeichnet und ihre Ho-
motopiekategorie mit H™(S). Die S-lokalen Faserungen werden abgeschlossene motivische Faserungen genannt.
Die S-lokalen Aquivalenzen werden motivische schwache Aquivalenzen genannt.

Beweis. Bis auf die Monoidalitét (siehe [PPR1, Thm. A.3.9]) folgt dies aus [Hi, Theorem 4.1.1] zusammen
mit Proposition 2.44. O

Bemerkung Die motivisch projektive Modellstruktur auf M.(S) wird in [DRO, 2.1] konstruiert. Dort
wird auch gezeigt, dass die schwachen Aquivalenzen in der motivisch projektiven Modellstruktur mit
den schwachen Aquivalenzen der (punktierten) motivisch injektiven Modellstruktur iibereinstimmen
(siehe [DRJ, Theorem 2.17]). Die Konstruktion der motivisch abgeschlossen-flasquen und motivisch
projektiven Modellstruktur unterscheiden sich nur darin, dass die objektweise Modellstruktur, mit des-
sen Hilfe die motivisch projektive Modellstruktur konstruiert wird, weniger erzeugende Cofaserungen
und triviale Cofaserungen hat, nimlich nur die von der Form {h.(U)A(QA™ < A™)4|n > 0,U € Sm/S}
bzw. {h.(U) A (A} — A™)4|0 < i < n,U € Sm/S} (siche [DRJ, Theorem 2.7] und vergleiche mit Def.
2.41).

Proposition 2.48. Die schwachen Aquivalenzen der motivisch projektiven und der motivisch abgeschlossen-
flasquen Modellstruktur stimmen iiberein.

Beweis. Sei M. die objektweise projektive Modellstruktur aus [DR&, Notation 2.8] und M,,, die moti-
visch projektive Modellstruktur (siehe [DRY, Notation 2.13]). Die fasernden Objekte A der Modellstruk-
turen M,,,, und M (S) sind solche Objekte, die in der entsprechenden objektweisen Modellstruktur
fasernd sind, und fiir die gilt (siehe [DROQ, Def. 2.10]):

e A(0) ist zusammenziehbar,

19



o furalleU € Sm/Sist A(U inco, 17 x Al) eine schwache Aquivalenz, und

o fiir jedes Nisnevich-Quadrat @ ist A(Q) ein Homotopie-Pullback-Quadrat ([Hi, Def. 13.3.12], siehe
auch [Hi, Thm. 13.1.13]).

Diese drei Eigenschaften bleiben unter objektweise schwachen Aquivalenzen erhalten (siehe [Hi, Prop.
13.3.13]). AuBerdem ist ein cofasernder Ersetzungsfunktor @) fiir M., auch einer fiir M*(S).

Sei nun f eine schwache Aquivalenz in M,,, und A in M¢™(S) fasernd. Da Faserungen in M¢*(S)
auch Faserungen in M, sind, ist Z auch in M,,,, fasernd. Damit ist Map(Q f, Z) eine schwache Aqui—
valenz. Also ist f in M*™(S) eine schwache Aquivalenz.

Sei umgekehrt f eine schwache Aquivalenz in M*™(S) und A in M,,,, fasernd. Sei A’ eine fasernde
Ersetzung von A in M¢(S). Es gibt also eine objektweise schwache Aquivalenz A — A’ zwischen in
M?e*(S) fasernden Objekten. Also ist A’ nach der obigen Bemerkung auch in M™(S) fasernd. Somit
sind die Abbildungen Map(Qf, A) und Map(Qf, A’) zueinander schwach dquivalent, und letztere eine
schwache Aquivalenz. Nach [DRQ, Def. 2.11] ist dann f in M,,,, eine schwache Aquivalenz. O

Proposition 2.49. Die Modellkategorie M ™ (S) ist fast endlich erzeugt (siehe Def. 2.18).

Beweis. Da die Abbildungen von S abgeschlossene Cofaserungen zwischen abgeschlossen cofasernden
Objekten sind, und fiir jedes Quell- und Zielobjekt X von diesen der Raum X A K endlich dargestellt
ist (siehe die Argumentation fiir Endlichkeit in Prop. 2.44), folgt mit den Propositionen 2.44 und 2.20 die
Behauptung. O

Definition 2.50. Sei sShv.(S) := sShv.((Sm/S)nis) die Kategorie der punktierten simplizialen Garben auf
der Kategorie Sm /S zusammen mit der Nisnevich-Topologie (siehe [Mo, Def. 3.1.2]).

Lemma 2.51 ([PPR1, S. 29 unten]). Der Inklusionsfunktor i : sShv.(S) < M.(S) hat einen Linksadjungierten
a : M(S) — sShv.(S), der endliche Produkte erhilt und fiir den a - i = id gilt. Der Funktor a ist strikt
symmetrisch monoidal.

Lemma 2.52. Sei X € M.(S). Dann ist die Abbildung X — a(X) eine motivisch schwache Aquivalenz.

Beweis. Dies folgt aus [Jal, Lemma 2.6] und der Definition der motivisch injektiven Modellstruktur in
[Ja2, 1.1]. O

Proposition 2.53. Das Bilden des Smash-Produkts — N A mit einem punktierten motivischen Raum A erhiilt
motivische schwache Aquivalenzen. Falls f,g : A — B zwei Abbildungen in M.(S) sind, die in Ho(M™(S))
gleich sind, und C'in M.(S), so sind auch f A C und g A Cin Ho(M™(S)) gleich.

Beweis. Die erste Aussage folgt aus [DRJ, Lemma 2.20].
Zur Abkiirzung sei M := M (S). Der Funktor

-NC:M—-M

schickt schwache Aquivalenzen auf schwache Aquivalenzen. Wir haben daher ein kommutatives Dia-
gramm:

—NC
M———M

bk

wobei v die entsprechenden Lokalisierungsfunktoren sind und der gestrichelte Strich den Linksderi-
vierten von — A C bezeichnet. Aus der Kommutativitét folgt dann die zweite Aussage. O

Lemma-Definition 2.54. Sei f : A — B ein Monomorphismus in M.(S) zwischen projektiv cofasernden Objek-
ten. Dann induziert die Abbildung Cyl(f) — B eine objektweise schwache Aquivalenz B/ /A := Cyl(f)/A —
B/A, wobei B/ A projektiv cofasernd ist.
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Beweis. Der Beweis lduft genauso wie der Beweis in [Se, Lemma 7.2.2]. Nach dem letzten Lemma ist A :
A — Cyl(B) eine projektive Cofaserung, damit insbesondere ein Monomorphismus und p : Cyl(f) — B
eine objektweise schwache Aquivalenz. Dann haben wir ein kommutatives Diagramm in sSet, fiir alle
UeSm/S:

(U) —— A@W) —Ley())
L e
(U) —— A@W) L B(v)

Da sSet, links eigentlich ist, folgt, dass die Abbildung auf Pushouts eine schwache Aquivalenz ist (siehe
[Hi, Prop. 13.5.4]). O

2.5 Das Vorzeichen (—1)r und die Wirkung der symmetrischen Gruppe

In diesem Abschnitt werden die Eigenschaften des Vorzeichen des topologischen Kreises axiomatisiert,
die fiir die Definition der M-Wirkung auf den verallgemeinerten stabilen Homotopiegruppen gebraucht
werden. Anschliefend werden zwei Beispiele fiir Vorzeichen besprochen, eines in der Modellkategorie
der punktierten simplizialen Mengen und eines in der punktierten motivischen Raume.

Sei (D, A, S) eine symmetrisch monoidale Modellkategorie.
2.5.1 Definition
Definition 2.55. Falls T ein Objekt in D ist, so setze T™ := T"".

Definition 2.56. Ein Vorzeichen eines cofasernden Objektes T' in D ist ein Automorphismus (—1)7 von T in
Ho(D) der Ordnung 2, mit den folgenden beiden Eigenschaften:

1. Fiir 7 € %, gilt: die Permutation der Smash-Faktoren T™ = T"™ stimmt in der Homotopickategorie mit
|T|7 A T™ 1 (diese Abbildung ist definiert, weil T cofasernd ist, siehe 2.11) iiberein, wobei |t|7 = (—1)7
gesetzt wird, falls T eine ungerade Permutation ist, und sonst |r|p = 1. |7|p wird auch das Vorzeichen
der Permutation 7 genannt.

2. 72 DTN 0 it in der Homotopiekategorie mit T2 DT 2 berein,

2.5.2 Das Vorzeichen des simplizialen Kreises

Sei D = sSet, (siehe 2.3) mit dem tiblichen Smash-Produkt. Wir definieren nun das Vorzeichen des
simplizialen Kreises S'.

Definition 2.57. Sei h : |S*| = S der Isomorphismus aus Def. 2.28. Wir erhalten (nach Prop. 2.24) eine

schwache Aquivalenz v+ S* =5 Sing(|S*]) & Sing(R*) in sSet,. Die Abbildung (—1)p : R — R, ¢ > —t
induziert dann in der Homotopiekategorie Ho(sSet,) den Automorphismus

(~1)si = v Sing((~1)) - v
von S*, der das Vorzeichen von S* genannt wird. Sein Quadrat ist offensichtlich die Identitiit von S*.
Bemerkung Insbesondere hat (—1)g+ den Grad —1.

Lemma 2.58. Der Automorphismus (—1)s: ist ein Vorzeichen des Objektes S*.

Beweis. Um die Eigenschaften aus Def. 2.56 zu tiberpriifen, d.h. Gleichheit von Morphismen in Ho(sSet..),
reicht es dies nach topologischer Realisierung in Ho(Top.) zu tun (Prop. 2.24).
Es gentigt, die Gleichheiten nach Konjugation mit dem kanonischen Isomorphismus

|(Sl)/\n|_>|51|/\n RA" (R+)An—>R"+
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zu tiberpriifen, wobei benutzt wurde, dass —* strikt monoidal ist. Das Konjugieren der Permutation
7 (S — (S1) " ergibt dann die Abbildung R™" -, R"™*, denn

(Y™ = s = @D = R

R -

(S = S x RO x Re

1R
IR

IR
IR

kommutiert (der Funktor —* ist symmetrisch monoidal).
diag(—1,1,...,1)
—>

+

Die Abbildung [(—1)s: A (S1)""!| ergibt nach Konjugieren R R"™*, denn das
folgende Diagramm kommutiert (wobei die Relationen zwischen den Einheiten und Coeinheiten aus-
genutzt werden):

= o

IS A (S1)An—1| = [ST| A |STAn-1 >~ (R*)"n = RO+

|Sing(RT) A (§1)"~1| —= [Sing(R+)| A |SL[Am=1 X (RF)M

[vAl| |v|AL

|Sing((~DF)AL] |Sing((~DF)IAL J{(l)gm (~Drx1gn_1)*

[Sing(R*) A (1)L — [ Sing(R*)| A |51 S (RF )N

(R-‘r)/\n = S RnJr

[vAl| |v|Al

|Sl A (Sl)/\nfl‘ ) |Sl| A |Sl|/\n71

ia, -1t
L9 7 p2+ dag Konjugierte der Abbildung |S* A (—1)g1].

Entsprechend ist R?*

e 1.Sei7 € X, und P; € GL,(R) die zu 7 gehorige Permutationsmatrix. Falls 7 eine ungerade
Permutation ist, so ist det P, = —1 = det diag(—1,1, ..., 1). Nach dem Lemma 2.59 sind dann die Abbil-
dungen 7+ : R*™" — R"* und diag(—1,1,...,1)* : R™* — R"* in Ho(Top..) gleich, und somit sind nach
den letzten Bemerkungen die Abbildungen 7 : (S)"™ — (S1)"" und (—1)g: A (S')""~! in Ho(sSet.)
gleich. Falls andererseits 7 eine gerade Permutation ist, so gilt det P, = 1 = detE,,, wobei E,, € GL,(R)
die Einheitsmatrix ist. Entsprechend sind dann 7 : (S1)"" — (S1)"" und die Identitdt von (S)"" in
Ho(sSet,) gleich.

¢ 2. Da die beiden Diagonalmatrizen diag(—1, 1) und diag(1, —1) die gleiche Determinante haben,

ia -t iag(— +
sind nach Lemma 2.59 die beiden Abbildungen R?* gD 7 g2t ypd g2+ P9 ot gy
Ho(Top,) gleich und somit auch (—1)g1 A ST und S A (—1)g1 in Ho(sSet,). O
D«) &
Im letzten Lemma wurde folgendes benutzt:

Lemma 2.59. e Die topologische Gruppe GL,,(R) hat zwei Wegzusammenhangskomponenten, nimlich die
Matrizen mit positiver Determinante und die Matrizen mit negativer Determinante.

o Seien A, B € GL,(R) zwei Matrizen mit gleichem Vorzeichen der Determinante. Dann sind die beiden
+ gt
punktierten Abbildungen R™* A8 R zueinander homotop und damit in Ho(Top.) gleich.

Beweis. o Die erste Aussage folgt daraus, dass jede Matrix A € G'L,,(R) Produkt von mehreren Ele-
mentarmatrizen und einer Diagonalmatrix diag(detA,1,...,1) ist. Elementarmatrizen liegen in
der gleichen Wegzusammenhangskomponente wie die Identitat. AufSerdem hat R* genau zwei
Wegkomponenten und liegen alle Diagonalmatrizen der Form diag(a,1,...,1) mit gleichem Vor-
zeichen der Determinante in der gleichen Komponente. Da auch die Multiplikation von Matrizen
mit Wegzusammenhangskomponenten vertraglich ist, folgt die Aussage.

e Nach Voraussetzung liegen A und B in der gleichen Wegzusammenhangskomponente. Es gibt
also einen Weg w : I — GL,(R) mit w(0) = A, w(l) = B. Wir wissen, dass die topologische
Gruppe GL,(R) auf R™ wirkt: 1 : GL,,(R) x R* — R"™. Dann ist

R ATH 2 (I x RM)Y 2% (GL, (R) x R™)*F £ (R™)*
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eine Homotopie zwischen den oben angegebenen Abbildungen (denn I ist schon kompakt und
damit I*T = I, := I U {x}). Die beiden Abbildungen sind in Ho(Top..) gleich, weil R" cofasernd
und damit R™ A I ein Zylinderobjekt ist.

O

2.5.3 Das Vorzeichen (—1)p: der projektiven Gerade

Zundchst definieren wir die projektive Gerade:

Definition 2.60. e Die projektive Gerade iiber Z ist das Schema PL = Proj(Z[Ty, T1]) und die projektive
Geraden iiber S das S-Schema Py = P} x S.

Wir haben ein Pushout-Diagramm in Sm/S:

Gms =Dy (ToTy) x S ——= AL = D, (T1) x S

)

AL =D, (Tp) x § —2 P}

das auch ein Nisnevich-Quadrat ist und somit in der Kategorie sShv(S) (Def. 2.50) auch ein Pushout-
Diagramm.

Der Basispunkt von P}, sei die abgeschlossene Immersion Spec(Z) 2 AL % P und dessen Basiswechsel
S — PL der Basispunkt von Py. Die letzte Abbildung induziert den abgeschlossen-flasque cofasernden
Basispunkt von h(Pk): 0o : x = h(S) — h(Pk). Also ist (h(P}), o) ein abgeschlossen-flasque cofasernder
punktierter motivischer Raum, der mit P! bezeichnet wird.

o Der punktierte motivische Raum (h(G, s), 1), wobei 1 durch SpecZ L Gyy induziert wird, wird mit
G,,, bezeichnet.

Zunichst wird das Vorzeichen von P! definiert.

Definition 2.61. o Der Automorphismus PL — PL, der durch den graduierten Isomorphismus Z[Ty, T1] —
2Ty, Th], To — —To, Ty — Ty induziert wird mit (—1)% bezeichnet.

e Entsprechend ist (—1)py = (—1)p1 X S der durch Basiswechsel entstandenen Automorphismus in Sm/S.

e Nach Lemma 2.62 induziert (—1)py einen Automorphismus h((—1)py) von P!, der mit (—1)p1 bezeichnet
wird, und das Vorzeichen von P! genannt wird.

~

Bemerkung Zum Vorzeichen der projektiven Gerade P! und seiner Beziehung zur Zerlegung P! =
S A G,, sieche auch [Mo, 6.1 The element €].

Lemma 2.62. Der Automorphismus (—1)p: ist der durch das folgende Diagramm (auf dem Pushout) induzierte
Morphismus: )

D+ (To) < D+(TOT1) —— D+ (Tl)
iTlHTl iTlHTl iToHTo
To Ty To To Ty Ty

D+ (To) < D+(TOT1) —— D+ (Tl)

Entsprechend kommutiert:
A}S’ UGrnS A}G’ ]P)}S"

i(—l)U(m(—l) l(l)?’ls
A}? UG, s A}S' - ]P)}S'

wobei der Morphismus (—1) auf Koordinaten durch T > —T' gegeben ist. Damit respektiert (—1)py auch den
Basispunkt co.
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Beweis. Das Urbild der offenen Teilmenge D (Tp) von P, unter dem Automorphismus ist D (—Tp) =
D, (Tpy),dasvon D, (Ty) ist D4 (T ), und das von D (T T} ) ist D4 (=111 ). Die Koordinaten werden ent-

sprechend der Definition abgebildet: 72 — —12 = ;0 und £ — T% = ? Die zweite Aussage folgt
aus der ersten. Die dritte Aussage folgt aus der ersten und daraus, dass Spec( [T]) — Spec(Z[T)), T —
—T den Punkt T" = 0 auf sich abbildet. O

Im Folgenden wird der motivische Raum (P')"" durch der Raum h(A%)/h((A} — 0) x S) schwach
dquivalent ersetzt. Auf letzterem wird eine Wirkung des Gruppenschemas G L,, g definiert, die mit dem
Vorzeichen von P! in Verbindung gebracht wird.

Lemma 2.63. 1. Es gibt ein Zickzack von motivisch schwachen Aquivalenzen in M.(S) zwischen den punk-
tierten motivischen Riumen P' (Def. 2.60) und h(Ag)/n(is)(Gm s)-

2. Unter diesem Zickzack entspricht der punktierten Abbildung h((—1)py) die Abbildung h((—1)51)/h((=1)g,, s ),

d.h. es gibt eine entsprechende Folge von kommutativen Quadraten in M.(S).

Beweis. 1. Wir haben ein kommutatives Diagramm:

h(AL) <— h(Gys) M h(AL)

T

M(AY) < h(Gons) —= h(S)
Die Abbildung h(G,, s) Do), _h(A§) ist ein Monomorphismus und die vertikalen Abbildun-
gen sind motivisch schwache Aquivalenzen. Da die motivisch injektive Modellstruktur links-
eigentlich ist, ist die durch das Diagramm induzierte Abbildung f : h(A%) g, 5 hM(Ay) —
h(Ag) g, s) * = M(Ag)/n(iz)M(Gym s) eine motivische schwache Aquivalenz. Dem motivischen

Raum h(Ag) I, o) h(Ag) wird der Basispunkt h(S) 2O, h(AY) inch, h(AS) Iy, 5) h(AY)

zugeordnet, wobei incl; die Inklusion des rechten Summandens ist. Die Abbildung f mit dieser
Wahl ist auch punktiert, denn der Basispunkt von h(AY) IT;(g,, 5) * ist die Inklusion von x.

Die induzierte Abbildung h(A}) I, o) h(AY) (rlio) i), h(PY) ist eine motivische schwache

Aquivalenz, denn nach Garbifizierung ist sie ein Isomorphismus ([Mo, Lemma 2.1.13]). Diese Ab-
bildung ist auch punktiert, denn (h(ig), h(i1)) - incly - h(0) = h(i1) - h(0).

2. Es kommutieren:

h(A%) g, 5) P(Ag) — h(Ag) e

m,S)

h((—l)Als)Hh«1)Gms)h((—1)ﬁls)i lh((_l)[nls)uh((1)Gms)1*

h(Ag) 1Ly h(AY) —— h(Ag) Il

Gm S) m S)

und
h(A§) Mg, s) R(Ay) — h(P})

s

h((l)Als)Hh((nGmS)h((1)Als)i lh((l)]ﬂ )
h(Ag) U, 5) h(AS) — h(P)

nach Lemma 2.62.
O

Lemma-Definition 2.64. 1. Sei GL,, = Spec(Z[A; ;1,5 = 1,...,n]qeta) das Schema, dessen R-Punkte
die allgemeine lineare Gruppe GL,,(R) ist, das somit ein Gruppenschema ist. Es operiert auf dem Sche-
ma A" = Spec(Z[Th,...,T,]) durch Matrix-Vektor-Multiplikation: p : GL, x A™ — A", ¢ : T; —
>i=1 Ai jT;. Das offene Unterschema | J;_, D( ;) von A™ werde mit A™ — 0 bezeichnet. Es ist das Kom-
plement des Abschlusses des Punktes (11, ...,T,,). Der entscheidende Punkt ist nun, dass auch die offene
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Teilmenge GLy, x (A™ —0) von GL,, x A™ durch p auf A™ — 0 abgebildet wird:
Somit gibt es einen Schema-Morphismus p' : GL,, x (A™ —0) — A" — 0, so dass das Diagramm

GL, x (A" —0) L= A" — 0

| |

GL, x A" - AP

kommutiert. Weil A™ —0 — A™ ein Monomorphismus ist, ist (' auch eine Gruppenoperation von Schemata.

2. Einer Matrix A € GL,,(Z) entspricht eine Abbildung A : Spec(Z) — GL,, die wiederum eine Abbildung

induziert A™ = Spec(Z) x A" A, GL, x A" £ A", welche auch mit A bezeichnet wird. Diese

faktorisiert (wie oben gesehen) iiber die Inklusion des offenen Unterschemas A™ — 0 — A™.

3. Nach Basiswechsel mit S — Spec(Z) erhalten wir die oben definierten Begriffe auch fiir S-Schema, d.h. es
gibt Gruppenwirkungen pv : GLy, s x g A% — A% (und entsprechend auch eine fiir das offene Unterschema
(A™ —0) x S) und Gruppenhomomorphismen
GLn(Z) — Autsens(A%) sowie GL,(Z) — Autyy s)(h(AG)/R((A™ —0) x §)).

Zusitzlich haben wir eine Abbildung

h.(GLy s) A[R(A%)/R((A™ —0) x S)] = [R(AZ)/R((A™ —0) x S)] (die sich unmittelbar nach Definition
des Smash-Produkts aus dem obigen Diagramm ergibt) sodass wenn A : S — GL, s der zu A gehorige
S-Morphismus ist, das Diagramm

[h(Ag)/h((A™ = 0) x 5]

i:

h.(S) A [h(AS)/h((A" — 0) x S)]

ih-(A)Al
h.(GL, s) A [R(AZ)/h((A™ — 0) x S)] —— [R(AZ)/h((A™ — 0) x S)]
kommutiert.

4. Die Komposition dieser Abbildungen mit dem Gruppenhomomorphismus ¥,, — GL,,(Z) (die jeder Permu-
tation T die zugehorige Permutationsmatrix P, zuordnet) induziert die oben benutzten X,,-Wirkung auf
A% und auf h(A%)/h((A™ —0) x 9).

Beweis zu 1. Betrachten wir dazu ein Primideal p € Spec(Z[A; ;,Tk; 1,5,k = 1,...,n]4era), dessen Bild
¢~ (p) unter yim Abschluss von (71, . .., T,) liegt, d-h. (T1, ..., T,,) € ¢~ ' (p). Somitw; := 37 | A; ;T €
pfirallei = 1,...,n. Wir kdnnen nun den Vektor v mit der Matrix (detA) ~'adj(A) multiplizieren (wobei

adj(A) die adjungierte Matrix zu A ist, deren Eintrége also Polynome in Variablen A; ; sind) und erhalten
dann einen Vektor, dessen Komponenten wieder in p liegen und nach der Cramerschen Regel genau
Ti,...,T, sind. Damit kann p nicht in dem offenen Unterschema GL,, x (A" — 0) = U ,GL,, x D(T;)
liegen, denn sonst gdbe es ein 7}, das nicht in p lage. O

Lemma 2.65. 1. Es gibt eine X, -dquivariante Abbildung in M.(S)
[M(As) /MG )" — h(AG)/h((AZ - 0) x 5)
die eine motivisch schwache Aquivalenz ist.
2. Das Diagramm kommutiert:
h(A5) /(G 5) A [M(AG) /WG 5)]M 7 —— h(A)/h((A7 — 0) X 5)
l(l)hm};)/hwms)/\l idiag(—l,l,...,l)
h(A5) /(G s) A [M(AG) /WG 5)" 7 —— h(AG)/h((A7 — 0) x 5)

Entsprechendes gilt auch fiir diag(1,...,1,—1).
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Beweis. 1. Wir haben ein kommutatives Diagramm:

11720 h(AL) X X h(Gy 5) x h(AL)*"=(+D) —— h(AL)*"

l: lz

H;L;Ol h(AgXSl Xg Gms X g A;Xsnf(i+1)) S h(A}SXSn)

| :

h((A™ — 0) x ) h(AZ)

wobei die vertikalen Abbildungen ¥,,-dquivariant sind. Diese (horizontalen) Abbildungen indu-
zieren auf den Quotienten die gewtiinschte Abbildung, die hier kurz f genannt wird. Um zu sehen,
dass diese Abbildung eine motivische schwache Aquivalenz ist, reicht es wegen [Jal, Lemma 2.6]
zu zeigen, dass ihre Garbifizierung ein Isomorphismus ist. Wegen der Adjunktion (Lemma 2.51)
a:M(S) == sShv.(S) : i gentigt es dafiir zu zeigen, dass fiir alle F € sShv.(S) die induzierte
Abbildung M.(S)(f,i(F)) eine Bijektion ist. Die Familie von offenen Immersionen

(AL X g Gpg xg ALY <y (Am —0) x §;0 < i < n — 1} ist eine Zariski-Uberdeckung
und deshalb auch eine Nisnevich-Uberdeckung. Damit gilt, dass die mittlere vertikale Abbildung
im folgenden Diagramm injektiv ist:

F(Ag) F((A™ =0) x 5) F(5)

- | ;

]:(A};XS”) H?;Ol f(AéXS,L X g GmS X g A‘lsxsnf(l?kl)) <;.F<S)

Somit ist die durch dieses Diagramm auf Pullbacks induzierte Abbildung bijektiv und diese ist
isomorph zu M.(S)(f,i(F)).

2. Das gesamte erste Diagramm ist mit den entsprechenden Abbildungen fiir diag(—1,1,...,1) ver-
traglich. Fiir die untere linke Abbildung kann dies nach Anwenden des Monomorphismus A((A™—

0) x S) — h(A%) gesehen werden und fiir den Rest ist dies klar.
O

Mit Hilfe des Vorherigen und des folgenden Lemmas, das in etwa die motivische Variante des Lem-
mas 2.59 ist, wird schliefSlich die Hauptaussage diese Abschnittes bewiesen.

Proposition 2.66. Der Automorphismus (—1)py ist ein Vorzeichen von PL in M™(S).

Beweis. Nach Definition hat der Automorphismus die Ordnung 2. Da das Smash-Produkt zweier moti-
vischer schwacher Aquivalenzen in M. (S) eine motivische schwache Aquivalenz ist, und wegen Lemma
2.63 und 2.65, folgen die Eigenschaften in Def. 2.56 aus den folgenden beiden Punkten.

1. Sei T € %, eine Permutation. Die beiden Automorphismen von h(A%)/h((A} —0) x S)

e 7 und

o diag(—1,1,...,1), falls 7 eine ungerade Permutation ist, sonst die Identitt,
sind in Ho(M*™(S)) gleich.

2. Die beiden Automorphismen diag(—1,1) und diag(1,—1) von h(A%)/h((AZ — 0) x S) sind in
Ho(M™(8S)) gleich.

Nach Lemma 2.67-2. folgt dies aus folgenden beiden Punkten.

det diag(—1,1,...,1) T ist ungerade

1. det Pr = { det diag(1,...,1) T ist gerade

2. detdiag(—1,1) = det diag(1, —1)

26



O

Lemma 2.67. Seien Ay, A1 € GL,(Z) zwei Matrizen, sodass A1 Ay Le SL,,(Z). Die beiden Matrizen induzie-
ren via der Inklusion GL,(Z) — GL,(Os(S)) = Schs(S, GLy, s) zwei Morphismen Ay, A1 : S — GL, g in
Sm/S.

1. Dann gibt es eine Abbildung f : Ay — GL, g in Sm/S, sodass f - iy = A; gilt, wobei i, : S — Ay die
beiden Morphismen sind, die von 0 und 1 in Og(S) reprisentiert werden:

Ag, A
sus226r, s
;o7
(iO-,il)l

AL

2. Sei E ein punktierter motivischer Raum und p : h.(GLy, s) A E — E eine Abbildung in M.(S).
Die beiden Endomorphismen von E, die durch die Morphismen Ao und A, induziert werden, sind in
Ho(M™(S)) gleich.

Beweis. 1. Einer Abbildung f : AL — GL, s in Sm/S entspricht (unter der Adjunktion von Ringen
und Schemata (I, Spec)) genau eine Matrix A € GL,, (O5(S)[T]). Da die Abbildung i; auf globalen
Schnitten durch Og(S)[T] — Os(S),T — | gegeben ist, bedeutet die Bedingung, dass f ein Lift
ist, fiir die Matrix A, dass A(l) = A;,1 = 0,1 gilt, wobei A(l) das Bild von A unter dem Gruppen-
homomorphismus GL,,(Og(S)[T]) = GL,(0s(S)), T — list.

Wir kdnnen annehmen, dass Ap = E die Einheitsmatrix ist und A; € SL,(Z), denn: falls es fiir
das Paar (E, A; - Ay') einen Lift A € GL,(05(S)[T]) gibt, soist A - Ay € GL,(Os(S)[T]) ein Lift
fur (Ao, A1) (wobei Ay bzgl. T als konstant angesehen wird).

Weiterhin konnen wir annehmen, dass A; eine Elementarmatrix ist, denn die Projektionen 7" — [
sind multiplikativ, und jede Matrix A; € SL,(Z) ist ein Produkt von Elementarmatrizen. Namlich
falls A ein Lift von (A, A;) ist und B ein Lift von (By, By) ist, so ist AB ein Lift von (A¢ By, A1 B1).

Falls nun Ay = E und A; = Ej (a) eine Elementarmatrix mit a € Z ist, wihle A= Ey (aT) €
GL,(0s(S)[T]) als Lift.

2. Seipr : Ay — S die Projektion. Dann gilt h.(pr) - h.(i;) = h.(pr - i) = h.(1s) = 15, (5),1 = 0,1. Da
h.(pr) eine motivisch schwache Aquivalenz ist, ist es ein Isomorphismus in Ho(M¢™(S)). Damit
werden h.(ip) und h.(i1) in der Homotopiekategorie identifiziert.

Nach Proposition 2.53 werden dann auch die Abbildungen h.(i;) A E,l = 0,1 in der Homotopie-
kategorie identifiziert. Mit A; = f - 7; folgt die Behauptung.
O

3 Allgemeines iiber Spektren und symmetrische Spektren

In diesem Kapitel definieren wir symmetrische Spektren und Ringspektren und deren Lokalisierung fiir
eine symmetrisch monoidale Kategorie (D, A, S°) und ein Objekt 7" in D.

Sei (D, A, S°) eine punktierte abgeschlossene symmetrisch monoidale Kategorie mit internem Hom-
Objekt Hom. Also hat fiir jedes Objekt X von D zu der Funktor — A X einen rechtsadjungierten Funktor
Hom(X, —). Die zur Identitit von Hom(X,Y') adjungierte Abbildung Hom(X,Y) A X — Y wird mit ev
bezeichnet. Punktiert zu sein bedeutet, dass es ein Null-Objekt * gibt.

Sei T' ein Objekt von D. Wir erhalten einen Endofunktor Q@ = Hom(T, —). Die Bezeichnung fiir den
Symmetrie-Isomorphismus von Dseitp r: EAF — FAE. Mitly : S°AX - Xund px : XASY = X
werden der linke bzw. rechte Einheitsisomorphismus bezeichnet.
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3.1 Definitionen
Die symmetrische Gruppe wird zur Definition von symmetrischen Spektren benétigt:
Definition 3.1. o Sei X, die Automorphismengruppe der Mengen = {1,2,...,n}.
o Fiir n,m € Ny haben wir Gruppenhomomorphismen X, X Ly, — Epim, (T1,72) = 71 + T2 = 71 X Ta,

wobei 11 + 1o durch die Formel:

{ 71(4), 1<i<n

[r1 +72)(0) = T(i—m), n+1<i<n+m

definiert ist. Entsprechend ist n + 15 := 1,, + To.
o Das Element X, n € Xpn sei die Vertauschung der ersten m Elemente mit den letzten n:
(i) = n+1, 1<i<m
Xmnit) = i—-m, m+1<i<m+n

o Line Elementarpermutation 1, , € ¥, ist die Abbildung:

P, i=m
i,  1Fm,p

Definition 3.2. Sei T" = T"" fiirn > 1 und T® = S°. Die symmetrische Gruppe ,, operiert auf T™ durch
Permutation. Dabei wirkt die Elementarpermutation 7; ;41 als T A tpp ANTV7L

Wir miissen spéter zwei Funktoren vergleichen:
Lemma-Definition 3.3. 1. Wir definieren Auswertungsabbildungen ev’ : Q"X NT™ — X induktiv durch
evy = evund evy = ev- (eviyy' AT). Die zu ev’y adjungierte Abbildung 5, x : Q"X — Hom(T™, X)

ist dann ein natiirlicher Isomorphismus.
Mittels diesem definieren wir fiir jedes Element T € ¥,, eine natiirliche Transformation Q7 : Q" — Q™:

P — Hom(T™, —)

n,X
lQT \LHom(T_l,)

on —— Hom(T™, —)
On,x
2. Falls (11,72) € 8, X Ey, (n,m € No) ist, so gilt: QYT = Qf. - QT
Beweis. 1. Wir haben in A und X nattirliche Bijektionen:
DA, Q"X) 2 D(AAT, Q" 1X) = ... ¥ D(AAT", X) = D(A, Hom(T", X))
und das Bild der Identitdt von Q"X wird auf die Abbildung "X — Hom(T™, X) geschickt (denn
die Identitdt von Q"X ist die Identitit von Q" ~1QX).
2. Fiir die Komposition f := 6n+m,x~6;}2mx-Hom(T", 5;&,1)() : Hom(T™, Hom(T™, X)) — Hom(T™"™™, X)
kann D(A, f) mit dem folgendem kommutativen Diagramm bestimmt werden:
D(A76n+7n,X)

M
D(A, QM X) T > DAAT™ X) —= D(A, Hom(T"+™, X))

lg Dm
GAT",QmX) = S D(AATY)AT™, X) ——= D(AANT™, Hom(T™, X)) )
\L: 'D(A/\T",(smvx) :T

D(A, Hom(T"™, Hom(T™, X)))

D(A, Hom(T™, QX))
D(A,Hom(T" ,6,m.x))
Damit ist f vertraglich mit den Abbildungen 7, ' : 7" — T™ und 7, ' : T™ — T™. Somit ist auch
wegen Nattirlichkeit §,, 4, x - 6;719m  mit 7 ! vertraglich und ebenso wegen f = 04y, x - Q”(Sn_%lx .
6;;107”@@ x) die Abbildung 0,1, x - Q”é;}x mit 75 ' vertraglich. Aus der ersten Vertraglichkeit
ergibt sich Q7" = Q. . und aus der zweite Q} ™™ = Q"Q}. Zusammen folgt die Aussage.

O
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Definition 3.4 ([Sch09, Ch. I, Definition 1.1]). Ein symmetrisches T-Spektrum X in D besteht aus:

o ciner Folge von Objekten X,,,n € Ng in D mit einer Linkswirkung der symmetrischen Gruppe 3, auf X,
und

e ciner Folge von Abbildungen 07X : X, NT — X, 11, die Strukturabbildungen genannt werden,
e 50 dass die Abbildungen: o™X : X,, NT™ — Xy fiir allen,m € Nog X,, x X,,,~dquivariant sind,

wobei o' X induktiv durch o X = 0¥ und oV X =X, - (o X AT) definiert sind.

Eine Abbildung f : X — Y von symmetrischen T-Spektren in D ist eine Folge Abbildungen f,, : X,, = Y,
in D mit den Eigenschaften, dass fiir jedes n € Ny:

o die Abbildung f, ¥,-dquivariant ist und
e die Abbildungen mit den Strukturabbildungen vertriglich sind: oY - (f,, ANT) = fni1 - oix.

Zusammen bilden die symmetrischen T-Spektren in D und ihre Abbildungen die Kategorie Sp* (D, T) der
symmetrischen T-Spektren auf D. Ganz entsprechend definiert man die Kategorie Sp(D,T) der T-Spektren, in
dem man in obiger Definition die Wirkung der symmetrischen Gruppen weglisst. Somit gibt es einen Vergissfunk-
tor U von der Kategorie der symmetrischen T-Spektren in die Kategorie der T-Spektren, der der Rechtsadjungierte
einer Adjunktion ist ([Ja2, S. 507]).

Beispiel Sei L ein Objekt von D. Die Folge (L AT",n € Ny) zusammen mit den Identitdten
(LAT™) NT™ = L AT™™ ist ein symmetrische Spektrum in D. Es heifit Einhdngungsspektrum von L
und wird mit ¥*° L bezeichnet.

Bemerkung Beide Kategorien Sp™(D, T, Sp(D,T) sind bivollstindig, falls D bivollstindig ist [Hov2,
Lemma 1.3].

Lemma-Definition 3.5. Die Adjungierten der Strukturabbildungen cr : Xp AT — X, 1 werden mit 575
X, — QX 41 bezeichnet. Die Bedingung, o - (fo ANT) = fni1 - 0., an eine Abbildung f : X — Y von
Spektren ist dann per Adjunktion dquivalent zu: G - fn = Qfpi1 - oix.

Beweis. ev-[(6Y - fa) AT =0Y - (faAT) = frni1- 0% = foy1-ev-[6X AT =ev- [(QUf i1 - 6X)AT] O

Als néchstes definieren wir den Shift-Funktor sh, den LA — Smash-Funktor und dessen Adjungierten
Hom(L,—).
Definition 3.6. Sei L ein Objekt von D.
(i) Der Endofunktor shvon Sp* (D, T') ist wie folgt definiert: objektweise sei (shX ), = X1, mit ¥,,-Wirkung

induziert durch Verkettung mit der Inklusion 1+ — : ¥,, — ¥14,, und mit Strukturabbildungen afin. Fiir
Morphismen wird er entsprechend definiert.

(ii) Der Endofunktor L A — von Sp™(D,T) ist objektweise durch (L A X),, = L A X,, mit der induzierten
G'X
Y -Wirkung definiert und hat die Strukturabbildungen L AN X, NT iA——"% LAX,q1.
(iii) Der Endofunktor — A L von Sp*(D,T) ist objektweise (X A L), = X, /\ L mit induzierter ¥,,-Wirkung

X
und hat die Strukturabbildungen X, N LANT M X, ANTANL —> Xnt1 A L. Damit sind X \ L

und L A\ X isomorph.

(iv) Dieser Funktor hat einen Rechtsadjungierten Hom(L,—) (siehe Lemma 3.7). Levelweise ist Hom(L, X)

durch Hom(L, X ),, = Hom(L, X,,) mit der mduzzerten X, -Wirkung definiert. Dessen Strukturabbildun-

gen o Hom(LX) :Hom(L, X,) NT — Hom(L, X,,11) sind ad]ungzert zur Komposition

INtT L evAl

Hom(L, X, ) N\T N\L —— Hom(L, X,) NLANT — X, /\T—_)Xn+1
(v) Entsprechend setzt sich Q von D auf Sp*(D, T) fort: Q = Hom(T, —).
Lemma 3.7. Sei L ein Objekt von D. Wir haben eine Adjunktion:

—AL:Sp*(D,T) —= Sp™(D,T): Hom(L, —).
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Beweis. Eine Abbildung f : X A L — Y entspricht einer Folge von Abbildungen f,, : X, AL = Y,,n €

No, so dass oY - (fo AT) = far1 - o™ gilt. Per Adjunktion entsprechen diesen die Abbildungen:
Fn: Xi — Hom(L,Y,) mit f, = ev- (fa AL),sodass fpi1-0X = oh®™5Y) . (F, AT), denn dies ist
aquivalent zu: fo41- 05 = ev-[(Far1 -0 X )AL (Xu Atp 1) = ev- (ol ™ F ) (FoAT) AL (X Atpr)
= [0Y (v AT)- (Hom(L,Yy) Atr.)] - [(Hom(L, Yy) Atrr) - (fa ALAT)] = oY - [(ev- (fa AL)AT] =
oY - (fn NT). Letztere entsprechen einer Abbildung f:X—H om(L,Y). O

Die néchste Definition ist im Zusammenhang mit der Semistabilitdt sehr wichtig.

Definition 3.8. (i) Es gibt einen natiirlichen Morphismus Ax : X AT — shX von symmetrischen T-

X
Spektren. Er ist levelweise definiert als: X,, AT Iny Xna1 X1, X14n- Da das Diagramm
X

o, AT Xn, 1 NT
Xo ATAT e X AT X AT
52X
Xn/\tT,T\L § \Laf+1
Xn ANT AT Xn+1+1 Uf{+n,
Uix Xn,l“l‘l
o X AT n+x1,1
Uffﬂ Xn+1,1
Xnp AT Xnyi41 — > Xi4nt1

kommutiert, ist dies auch eine Abbildung von Spektren. Wegen der Isomorphie T N X = X NT gibt es auch
einen Morphismus T' A X — shX, der ebenso mit Ax bezeichnet wird.

(ii) Per Adjunktion (siche Lemma 3.7) ergibt sich hieraus die Abbildung \x : X — RX in Sp”(D,T), wobei

. o . . . . X Qxn
R = Qsh die Komposition ist. Levelweise ist sie Xy, 2 OX g Xt QX110

(iii) Diese Abbildungen \x ergeben ein sequentielles Diagramm:
. . -
X 2%, px fAx, pay HAx
dessen Colimes mit R*° X bezeichnet wird. Die Inklusion X — R*°X wird \§ genannt. Dann ist R> ein
Endofunktor von Sp* (D, T).

Fiir T-Spektren werden wir folgende Begriffe benutzen.

Definition 3.9. (i) Der Endofunktor s von Sp(D,T) ist wie folgt definiert: objektweise sei (s X), = Xpt1
mit Strukturabbildungen o;y, . Fiir Morphismen wird er entsprechend definiert.

(ii) Fiir Spektren Sp(D,T) wird der Endofunktor Q levelweise als (0X),, = QX,, definiert. Ev hat Q¢ als
Strukturabbildungen.

(iii) Die Abbildung v : 1 — © = Qs von Endofunktoren von Sp(D,T) ist levelweise: X, s, QX 1. Sie ist
offensichtlich eine Abbildung von Spektren.

(iv) Sei nun © = colim(1 = © O g2 O, - ) mit Inklusionsabbildung j°° : 1 — ©°°. Gelegentlich wird
auch die Bezeichnung Q> fiir ©> benutzt. Der Ausdruck ©°X, in dem X ein symmetrisches Spektrum
ist, ist als ©>° (U X') zu verstehen.

3.2 Ringspektren und ihre Lokalisierungen

Definition 3.10 ([Sch09, Ch. I, Definition 1.3.]). Ein symmetrisches (T-)Ringspektrum R in D besteht aus
den folgenden Daten:

e ciner Folge R,, von Objekten in D fiir n > 0,
o ciner Wirkung der Gruppe ¥, auf R,,,

o ¥, X X-dquivarianten Multiplikationsabbildungen: piy, m @ Ry A Ry — Rpq filr allen,m > 0in D,
und

e zwei Einheitsabbildungen o : S° — Round v; : T — Ry in D,
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welche den folgenden Bedingungen gentigen miissen:

o (Assoziativitit) pip+m p - (tnm A Rp) = nmap - (Rn A fim.p), flir allen,m,p > 0,

o (Einheit) no - (Ru A tg) = (R A S® 225 Ry) und g - (10 A Rp) = (S0 A Ry 22 R,,), und
o (Zentralitit) xXpn1 - pin1 - (Rn At1) = pr1n - (L1 ARy) - tr, 1.

Eine Abbildung von symmetrischen Ringspektren R L, S ist eine Folge von Abbildungen R, ELN Sp,n >0,
so dass f, X,-dquivariant ist, und diese Abbildungen mit Einheits- und Multiplikationsabbildungen vertriglich

sind: f; - 1 =170 = 0,1 50Wie frym - pl = ph - (fa A fm)-

Bemerkung Jedem symmetrischen Ringspektrum R liegt ein symmetrisches Spektrum zu Grunde. Nam-
lich man definiert zuerst induktiv hohere Einheitsabbildungen ¢, = pin—11 - (tn—1 A t1) : T — R,.
Diese sind ¥,,-dquivariant. Denn nach Induktion ist ¢,_1 X,,_1-dquivariant und damit ¢,, (3,—1 + 1)-
dquivariant. Da ¥,, von x,—1,1 und ¥,_; + 1 erzeugt wird, folgt aus der Zentralitdt von ¢;, dass ¢,
Y p-dquivariant ist.

Dann sind die Abbildungen i, 1, - (Ri A tm) @ Ry AT™ = Ry 2y X Lyp-dquivariant und definieren
Strukturabbildungen o™ %, da o1 = 11, i1 - (Ro A tmt1) = fnmst - (Bo A [pma - (bm A 11)]) =
Lntm - (Hngm AR1) - (Ry Avm A1) = oL B - (o B AT) gilt.

Beispiel Das algebraische Cobordismus-Spektrum (siehe Abschnitt 6.2.3) wird als symmetrisches Ring-
spektrum konstruiert.

Bemerkung Aufgrund der Assoziativitdt von i, ,, konnen wir auch in der tiblichen Weise iterierte Mul-
tiplikationsabbildungen iy, ... », definieren, die wiederum assoziativ sind, siehe [Sch09, S. 11, Remark
1.6 (i)].

Definition 3.11. Eine Abbildung f : A — R,, mit m > 0, wo R ein symmetrisches Ringspektrum ist, heifdt
zentral, falls fiir allen > 0
Xn,m * Hn,m * (Rn A f) = Um,n " (.f A Rn) : tR,,,,A
gilt.
Verkniipfungen von zentralen Abbildungen sind zentral:

Lemma 3.12. Sei R ein symmetrisches Ringspektrum und A % R, B LN R zwei zentrale Abbildungen, dann

istc: ANB 2% Ry A Rg 2225 R, s ebenso zentral.

Beweis. Die Teile des folgenden Diagramms kommutieren wegen der Zentralitdt von b und ¢, der Asso-
ziativitdt von R sowie der Aquivarianz der Multiplikationsabbildung:

N a,
ANBAR, "%~ R, ABAR, XYL R.ARs AR, ™% Ry A Rpyy/ ™% Roypiy

\Ll/\tB’R’Y \Ll/\tB'R’y \Ll/\Xﬁﬁ ia—l—xaw

1N «
ANR AB - R AR, AB % Ry AR, AR 2% Ry ARy g =2 Ry

a,~ N1 aty,
ANR,AB % ANR, ARz —““% Ry AR, ARS“""> Royy ARG "% Ry

ltA,R,Y/\B l/tA,Rw/\l \LXQ,W/\l iXa,'y"!‘B

a,y A1 o
R,ANAANB % R ANAANR; 2L R ARVARS "> Ry ARG "2 Ry oy

Die Kommutativitdt des duSeren Rechtecks ergibt dann die Behauptung. O

Definition 3.13. Ein symmetrisches Ringspektrum R heif$t kommutativ, falls fiir alle
n,m >0

Hn,m
Rn N Rm I Rn+m

ltRn'Rm ixn,m

Hm,n

Rm A Rn I Rm+n

kommutiert.

31



Bemerkung Fiir symmetrische Ringspektrum R impliziert die Kommutativitit schon die Zentralitat
(von ¢7).

Als nichstes definieren wir die Lokalisierung eines symmetrischen Ringspektrums R an einer zen-
tralen Abbildung z : T' — R,,,:

Proposition-Definition 3.14. Sei R ein symmetrisches Ringspektrum und x : T' — R, eine zentrale Abbil-
dung. Wir definieren ein symmetrisches Ringspektrum R[1/x| zusammen mit einer Abbildung von symmetri-
schen Ringspektren j : R — R[1/z].

Levelweise sei R[1/x], = Hom(T'?, R(11m)p)- Wir haben Abbildungen

Agp i Ep — Xy, As,p(y)(i—i—s J-1D)=di+s-(v(j)—1),1<i<s,1<j<p,diedie p Summanden
von sp = s + s+ -+ + s permutieren. Dann operiert ¥, via Ay, auf T und via Ay 4y, p auf R(14m), und
schliefSlich mit diesem Wirkungen per Konjugation auf H om(T P, R14m)p), d-h. es kommutiert:

AL

R[1/a], AT R[1/z], AT

il/\Al,P("/l) \Lev

ev A m,p
R /aly AT < Rty 25D Ry oy

Die Multiplikationsabbildung u, . : R[1/z], A R[1/x], — R[1/x]p+q sei die Abbildung, die adjungiert zu

1
R[1/z],AR[1/z] AT P+

R(1m)(p+q) B8t
Die Einheitsabbildung von R[1/x] ist die Komposition von der Einheitsabbildung von R mit j.

/\tR[l/z]q,Tll"/\l evAev H(14+m)p,(14+m)q
—)

R[l/x}p/\Tlp/\R[l/x]q/\qu R(1+m) /\R(l-‘rm)q

Die ildung j ist levelweise die ildung j, : R, — R|1/x|,, die adjungiert zu Ry NT'*?* —— R, N\
je Abbildung j ist levelweise die Abbildung j, » [1/z],, die adjungi » ip 1A

Hp,mp Em,p .
Rmp —_— Rp+mp — R(1+m)p lSt,

wobei fiir p > 1 zP die Abbildung T'? R Bty o ist, und 2O gleich der Einheitsabbildung (£ ist.
Die Permutation &, , € X(14m)p wird so definiert:
€ (k) = { 1+(1+m)-(k—1) falls1<k<p

mp 14740 4+m)(i—1) fallsk=p+mi+ jmitl <i<p,1<j<m
den die ersten p Elemente vor die p Summanden von mp = m + m + - -- + m verschoben, jeweils immer nur
eines.

z/\P

also grob gesagt wer-

Beweis. e Die Aquivarianz der Multiplikationsabbildung
Seien (v,8) € £, x By C Yp4q. Esist zu zeigen, dass (v + 6) - uhy’™ = pfL/* . (4 A 6). Die linke Seite

ist adjungiert zu

A mpta(y +0) - g/ (ROl A R[L/alg A g (7 +6) )
= Atymptqe(7+9)- Mg+m)p (14+m)q (evAev) - (LAtRu gy, e A1) (R[1/2]p AR[1/@]g A Ay paq(y+ )71

D1e rechte Seite ist adjungiert zu up,[q /] (Y A S ATHPH))
ev N\ ev) (1 A tR[l/z]q,TlP A 1) (YASA TI(P'HI))

lu(1+m)p, 14+m)q (
= 1 myp.(1emyq - (€ A€V) - (YATP ASAT') - (1 Atgpjay, oo A1)
= thm) v-(YAT™)) A (ev- (8§ ATM))) - (LA tgp g, 0 A1)

(

(

,(1+m)q ((6
= Ut pmyp,14myg " ([B1mp(7) €0 (LAALH (1) TN [Ar1m g (6) - ev- (LAALG(8)™H)]) - (LAt Ry a, 110 A1)
= [A1ymp(7) +A14mq(0)] 'Nﬁ+m)p7(1+77L)q~(ev/\ev) (INtR[/a), 0 A1) (R (1/x], AR[1/2]g AN[Ap(7)EA
Arg(0)71) . )
= Aigmprq(7+9) “Ha+m)p,(14m)g (evAev)- (1A tR[1 /2,10 N\ 1) (R[1/z]p AR[1/Z]g A A1 prq(¥+6)77).
Also haben beide Seiten gleiche Adjungierte und sind somit gleich.

o Assoziativitit ) ) ) -

Es ist zu zeigen, dass unig‘? (,unzi/\ R[1/z],) = p, [pf; (R[L ] A pi ")y fidr alle n, p, g > 0.

Die linke Seite ist adjungiert zu: ﬂnE;{Z] . (uf,[;/x A R[1/z]y A Tl(”+p+q))
R[l/x
- M(1+m)(n+p),(1+m)q . (B’U A B’U) . (1 A tR[l/:D]q,Tl("+p) A\ 1) (Mn[p/ A R[l/x]q A Tl(n+p+f1))
ev Aev)- (i R[I}/m] ATHHP) A R[1 /], AT - (1A tR[1 /2], Tt +m) A1)

(I ATH AP A ew) - (1A LRy g, gitnsm A1)

_ R
= B ymy(ntp),(14m)q "

_ ,R
= B0m) (netp), (1+m)q (€0
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= Ng_;,_m)(n.:,.p),u_t,_m)q : ([Mﬁ+m)n,(1+m)p : (61) A ev) : (1 A tR[l/x]p,Tl" A 1)} A ev) : (1 A tR[l/w]q,Tl(n+p> A 1)
= [ungm)(nﬂ))’(Hm)q-(ungm)n,(Hm)p/\R(Hm)q)]-(ev/\ev/\ev)-(l/\tml/m]p 1in AL)- (LNt g1 i, Tt AL).

Die rechte Seite ist adjungiert zu: 1“1/ . (R[1/x],, A pba/™ A TUn+pHa))

n,p+q
R[1/x n
=Mﬁ+m>n,<1+m><p+q> (ev Aev) - (1 A tyl,, . rin A1>~< [1/x]n pipg T A T

ev Aev) - (R[1/aly AT™ A g ATHPTOY (1A tR[1L /2l AR[L/a] T A 1)

R[l/x
= 'u(1+m)n (14+m)(ptq) * (EVA [ev (g™ ATHPFD)]) (1A tR[1/a], AR[L/a]g,Tin N 1)

Mﬁ+m)n7(1+m) (p+q) - (€V [ (myp.(1m)q “(evAev) (LAtg ), e AD)]) - (VAR /2], AR[L /2]y, 70 A1)
Luﬁ—i—m)n tm)(pra) (Batm)a NG s myp (1 pmyg)) (€VACVAEV)- (LA R /4, 710 AL)-(LAE {1 /0], AR[1 ] Tm

’u(1+m)n7(1+m )(p+q) (
(

—_
~—

Die rechte und die linke Seite sind gleich, denn die Multiplikationsabbildung von R ist assoziativ
und die beiden Permutationen stimmen auch tiberein.

e Einheit

Zu zeigen ist: Nn[()/ 7] “(R[1/z]n A LOR[l/m]) = (R[1/z], A S°® = R[1/z],,). Die linke Seite ist adjungiert zu:
v (s (Rl A g ™)) AT

= 1P o (€0 NE) (R 2l Mgy o rin) - (RIL @l Ag U I ATIY = p (v Aew) - (R[L/aln A

T A g ) (Rl Atso gin) = Bl o - (LA - (e0 A1) - (R[L/@]n Atso gun)

=pri-(ev A1) (R[1/x]n Atgoqin) =ev- (pri NT'™)

letzterer Ausdruck ist adjungiert zur obigen Projektion.

e Zentralitit
Wir miissen zeigen, dass
ot - (Rl Ay = T YT AR @) -t e,
Die rechte Seite ist adjungiert zu:
ev - (e ATIOE) (A R ATIH) (b, o AT
= 1F 1 (o (CUA V) (R Mgy g, o AT - (0 AR 2l AT (g, ATHE)
= Mﬁ+m)1,(1+m)n -(ev Aev) - (b?[l/ﬂ A1) - (trp/al, oaTt A ")
= Mﬁﬂn)l,(lﬂn)n : ([l’[’]?m c(AAz) - (AT Aev)- (tr1 /2], oATt A T'™)
= Mﬁ+m)1,(1+m)n ([ (AL AR 4myn) Ry TATL (EUAL) tragt R /0], ATin  (ER(1 /2], T AT AT'™)
— (18 syt - (8 A A Bttmyn) -ty o] - (0 A1) - (R[] Atz gin)
Die linke Seite ist adjungiert zu:
o (i it (RILal A AT
= A1+m7n+1<xn,1> cev- (LA A (1) - (™ - (R[] A ) A i)
= Xyt €0~ (7 (ROl 3 D] A TIOSD) (1A )
= Xﬁ+m)n,l+m./‘l’(1+m)n,(1+m)1.(ev/\ev) (R[L/a]nAt g1 ), e ATY)-(R[1/2]n ALy Fe AT D) (1A i )
= Xﬁ+m)n,1+m'ﬂg+m)n,(1+m)1'(ev/\ev)'( (1/]n /\Tln/\LR[l/x AT")-(R[1/x],, Ntr, 7in AT (LAt pin)
= X0 tmymiam M pmynagm - (€A [pdi - (LAZ) - ATY)]) - (R[1/2]n A trpgt zin)
= XCtmymrem  Hltmymism - QA - (A D)) - (v AL) - (R[1/2]n Atrpgt gin).
Die jeweils letzten Ausdriicke sind nach Lemma 3.12 gleich (Zentralitdt von ,ufm (LB A2)).
e Aquivarianz von j
Sei vy € ¥,,. Wir haben folgendes Diagramm'

AL (v
P
IAALp tp,mp Em,p

R AT?P —— R ATl 5 R ANRpyp — Rpymp ——> R(1+m)p
lv/\l lvAAz,p(v) lw\Am,p(v) J{erAm,p("/) lAler-,P('Y)
Ry AT == R, AT 2" Ry A Rynp =" Rypimp ——% R1mp

Nach Definition der Permutationen kommutiert das ganz rechte Rechteck. Das gesamte Diagramm
kommutiert dann, weil folgendes Rechteck kommutiert:
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P
TP —> Ry

lAl,p(V) \LAm,p(V)
Tlp = Rop

Dies lasst sich durch Komposition auf den Fall einer Transposition v = 7; ;41,1 < ¢ < p — 1 zurtick-
fithren:

A IAm mAL Km,..., m,m2,m,...,m
Tip — TI-1) A T2 A Tlp—i-1) 25 RNUARM AR — s RMIAR o AR — > Ry,

Al,p(n,iﬂ)l—lmnw\l ll/\tRm,Rm/\l \Ll/\x,n,m/\l lAm,p(n,Hl)

A IApm, m Al Hm,...,m,m2,m,..., m
Tlp = TU=1) A 2 p Tlp-i-1) = RAR=1 A RA2 A RAP=n=1 > RAn=I A Ry A RAP=07T S R,
was kommutiert, da x zentral ist.
Somit gilt: yF1/e . 5 = g, . 4T
e Multiplikativitit von j
Zu zeigen ist, dass das folgende Rechteck kommutativ ist:
JpNq

R, N Ry —= R[1/z], A R[1/z],

R R[1
l“nq lupL/”

Ryiq e R[1/x]p14

Die Komposition tiber die untere Ecke ist adjungiert zu:
ev - [(jp+q : N’;}zq) A Tl(erq)] = fm,erq * Mp4-q,m(p+q) (/‘p,q A mp+q)
= &mptq - Hp+q,m(p+q) * (Np,q A [Nmp,mq (2P A xq)])
=&mptq- Hp+q,m(p+q) * (Mp,q A Mmp,mq) : (Rp ARy NaP A xq)
= &Emp+q Hp,qg+m(p+q) * (1A ,Uq-&-mp,mq) “(IA Hq,mp 1)- (Rp NRg NP N x?)

Die Komposition iiber die obere Ecke ist adjungiert zu:
ev - (upg"™ - (Gp A G)] A T30
= (1 4m)p.(14m)q - (€v A ev) - (R[1/2]y Atgja), miw AT - (G A g A THPTD)
= B(tm)p,(1+m)q * (€0 A ev) - (jp AT A jg ANT') - (Ry At v AT')
= H@+m)p,(1+m)q ([61) ’ (]P N Tlp)] A [6?) : (]q A qu)]) ’ (RP A th,TLP A qu)
= p(1+m)p,(1+m)q * ([Emp * Bpmp - (Bp NZP) A [Emg ~ fgmg - (Bg A 29)]) - (Rp A tr, v N T'a)
= H(14m)p,(14+m)q ’ (gm,p A gm,q) ) (:“p,mp A Nq,mq) ) (Rp NaP N Rg A z?) - (Rp Ntg, v N qu)
= (&mp + &m.q) * Hptmp.gtmg = (Bp,mp A Bgmq) - (Bp AP A Rg Azd) - (R, A tg, 1o N T'a)
= &mptq " (P + Xmp,g + M) * Pptmp,g+ma * (Hp,mp A fgmg) - (Bp ANTP AN Rg Az?) - (Ry A tg, 1ir N T'a)
=&mpiq (PJFme,q +mq) “Hp,mp+q+mq" (1/\Nmp+q,mq) (1 Atmp,g /N 1) (Rp/\xp/\Rq Axd)- (Rp/\th TP /\qu)
= &mptq " Hp,gtmptmg * (LA fgtmp,mg) * (Bp A [Xmp,q * fimp,q - (TP A Rg) - th,TlP] A z?)
= &mptq " Bp,gtmptmg - (LA fgtmp,mg) - (Bp A [Rg A 2P] A 27)

letzte Gleichheit folgt aus der Zentralitdt von z? (siehe Lemma 3.12). Damit kommutiert obiges Dia-
gramm.

O

Als Beispiel beweisen wir, dass die Kommutativitat unter Lokalisierungen erhalten bleibt:

Lemma 3.15. Es gelten die Voraussetzungen von Proposition-Definition 3.14. Falls R kommutativ ist, so ist auch
R[1/x] kommutativ.

Beweis. Zeigen miissen wir: Xi[bl/x] '/‘f,[bl/ﬂ = Mﬂl/x] R /a]a, R[] -

Ihre Adjungierten sind gleich:
ev - ([Xﬁ[bl/ﬂ .Mi[bl/m]} A THa+b))
= A1+m7a+b(Xa,b)R cev- (LA Al,a-i—b(X;;l))) . (uig/w] A Tl(a+b))
= Avpmars(as) - v (g AT D) (LA A asn(x, )
= Xﬁ+m)a,(1+m)b : [Mg+m)a,(1+m)b (ev Aev) - (R[1/a]a Atgp ey, e AT - (1At gia)
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kommutativ [uﬁ+m)b,(1+m)a RO mya R * (€0 A V) - (B[L/la Atgiyag, 1ia A T) - (1At gia)

= Mﬁ+m)b,(1+m)a “(ev A ev) - [trp japuatia B agoarte - (RI1/@)a Atgp ey, e ATW) - (LAt gia)]

= Mﬁ+m)b7(1+m)a (ev Aev) - [(R[L/a]y Atgpyay, re AT') - (trja).,mi1 e, AT

=ev- ([Mzﬂl/w] R a)a,R[1a]) A THETD) 0

Die letzten beiden Lemmata werden in Kapitel 7 gebraucht:

Lemma 3.16. Es gelten die Voraussetzungen von Proposition-Definition 3.14. Der Morphismus jnx : T —
R[1/x]y, ist zentral.

Beweis. Zu zeigen ist: ot ) - jimid ) - (jmx) A R[1/2]a) = pond ™ - (R[1/2]a A (@) - trt g1 ja, -
Nach Lemma 3.12 wissen wir schon, dass ! ™™ zentral ist. Auflerdem wissen wir, dass u%mm (z A
z™) = z! ™ ist. Betrachten wir die Adjungierten:
ev- ([ximd - pimd - (Jm) A R[L/a]q)] A T )
= Xﬁ+m)m7(1+m)a '/ig+m),(1+m)a [(ev- (jmx/\Tlm)) Aev]- (T ALR[1 /], Ttm AT').- (Tl AR[1/z]o Atria pim)
= Xﬁ+m)m,(1+m)a 'Nﬁ+m)m,(1+m)a (&R o e - (£ AZ™)) Aev] - (T At gy gy, im AT) - (TP AR[L/2] o A
tha,sz)
= ((L+m)a+&8 ) X 4 mym.(1em)a " Ptmym (14mya - @ T AD] (LA ev) - (TP Atgp ja), gim AT') -
(Tl A R[1/x]s A tTlu7Tl7n)
= ((L+m)a+&R ) 10l (amym - AAZT™) s g, 1 (LA ev) - (TH Atgpyag, oim AT -
(Tl A R[1/x]s A tTla’Tlm)
= Mﬁ+m)a,(1+m)m (ev NER -l (@ A 2™)) -t g jaguaTie - (TH A R o), mim ATS) - (THA
R[l/x]a A tTla,7Tl7‘n,)
= Nﬁ+m)a,(1+m)m'(GUA(ij/\Tlm))'[tTl(1+m),R[1/a;]aATl"r'(Tl/\tR[l/x]a,Tlm /\Tla)'(Tl/\R[l/z]a/\tTla,Tlm)]
= 1 s - (€0 A (€0« (G AT)) - (RL/2]a At gia ATV - (b1 gy jag, A THOH™)
= ev - ([uain! ™ - (RIL/2)a A Gin®) - tre g jag,] A THOE)

Lemma 3.17. Seiy € ¥, und s € N. Dann gilt fiir die Vorzeichen: sgn(As (7)) = sgn(v)®.

Beweis. Die Abbildung A, : £, = ¥, ist unmittelbar nach Definition ein Gruppenhomomorphismus.
Darum gentigt es, die Relation fiir Erzeuger (o; = 7 ;41,1 < ¢ < p— 1) zu zeigen. Es gilt aber A, ,(0;) =
2

(s(i— 1)+ xs,5s + s(p — (i + 1)) und somit sgn(As ,(0;)) = sgn(xs.s) = (=1)* = (=1)* = sgn(o;)*. O

3.3 Modellstruktur

Wir wollen zun4chst annehmen, dass (D, A, SY) eine symmetrisch monoidale Modellkategorie ist [Hov1,
Def. 4.2.6, S. 108] und T ein cofaserndes Objekt in D. Dann ist — A T' ein linker Quillen-Funktor. Sei
Q= Hom(T,—).

Beispiel Beispiele fiir monoidale Modellkategorien sind:

e die Modellkategorie der simplizialen Mengen sSet mit dem gewohnlichen Produkt und dem ter-
minalen Objekt * als Einheitsobjekt [Hov1, Cor. 4.2.8, S. 109].

e die Modellkategorie der punktierten simplizialen Mengen sSet. mit dem gewohnlichen Smash-
Produkt und der 0-Sphdre als Einheitsobjekt [Hov1, Cor. 4.2.10, S. 110].

o die Kategorie M. (S) (siehe Abschnitt 2.4), zusammen mit der motivisch projektiven oder motivisch
abgeschlossen-flasquen Modellstruktur und dem objektweise gegebenen Smash-Produkt (siehe
Theorem 2.43 und [DRO, Corollary 2.19]).

In den ersten beiden Beispielen sind die (punktierten) endlichen simplizialen Mengen T cofasernd und
fur diese erhélt Hom/(T, —) sequentielle Colimites [Hov1, Lemma 3.1.2].

Bemerkung Referenzen fiir die Definitionen der im Folgenden benutzen Begriffe werden hier kurz an-
gegeben:
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e ,cofasernd erzeugt” [Hi, Def. 11.1.2] (Beispiel: sSet, [Hov1, Cor. 3.6.6])
o ,zelluldar” [Hi, Def. 12.1.1] (fiir Beispiele wie sSet, siehe [Hi, 12.1.3]).

e ,links-eigentlich”, ,rechts-eigentlich” und ,eigentlich” [Hi, Def. 13.1.1] (fiir Beispiele wie sSet.
siehe [Hi, 13.1.6], insbesondere [Hi, Theorem 13.1.13])

In den nichsten Definitionen werden die levelweise und die stabile Modellstruktur definiert.

Definition 3.18 ([Hov2, Def. 1.8]). Sei f : E — F eine Abbildung von T-Spektren oder symmetrischen T-
Spektren. Dann heifst f

o levelweise Aquivalenz oder Level-Aquivalenz, falls alle f;,i € No, schwache Aquivalenzen sind,
o levelweise (triviale) Faserung, falls alle f;, i € Ny, (triviale) Faserungen sind,
o levelweise (triviale) Cofaserung, falls alle f;,i € Ny, (triviale) Cofaserungen sind,

o projektive Cofaserung, falls f die linke Hochhebungseigenschaft beziiglich aller levelweiser trivialer Fase-
rungen in Sp(D, T) bzw. Sp* (D, T) hat und

o injektive Faserung, falls f die rechte Hochhebungseigenschaft beziiglich aller levelweiser trivialer Cofase-
rungen in Sp(D, T) bzw. Sp* (D, T) hat.

Ein (symmetrisches) T-Spektrum E heifSt level-fasernd, falls fiir alle i € Ny die Objekte E,, fasernd sind.

Definition 3.19 ([Hov2, Theorem 1.14]). o Die projektive levelweise (auch: levelweise projektive) Modell-
struktur auf der Kategorie der (symmetrischen) T-Spektren ist eine Modellstruktur ([Hov1, Def. 1.1.3]) mit
levelweise schwachen Aquivalenzen als schwache Aquivalenzen, levelweisen Faserungen als Faserungen
und projektiven Cofaserungen als Cofaserungen.

o Die injektive levelweise Modellstruktur auf der Kategorie der (symmetrischen) T-Spektren ist eine Mo-
dellstruktur mit levelweise schwachen Aquivalenzen als schwache Aquivalenzen, injektiven Faserungen als
Faserungen und levelweisen Cofaserungen als Cofaserungen.

Definition 3.20. Falls die jeweilige projektive levelweise Modellstruktur existiert, so sei 1 — J bzw. 1 — J* die
funktorielle fasernde Approximation [Hi, Def. 8.1.15 (2) (a)].

Definition 3.21 ([Hov2, Def. 3.3]). Die stabile Modellstruktur auf der Kategorie der (symmetrischen) T-Spektren
ist die linke Bousfield-Lokalisierung ([Hi, Def. 3.3.11) der projektiven levelweisen Modellstruktur beziiglich der
A

Klasse S = {F+1(ANT) Sny F,A;n > 0und A € D cofasernd} von Abbildungen. Dabei ist F,, der links-
adjungierte Funktor zur Auswertung FEv,, : X + X, am Level n. Die Abbildung s ist adjungiert zu der
Abbildung AN T 254y B, FyA =%, x (AAT).

Die schwachen Aquivalenzen in der stabilen Modellstruktur heifSen stabile Aquivalenzen.

Bemerkung Falls die levelweise projektive Modellstruktur existiert, sind stabile Aquivalenzen defi-
niert, nimlich als S-lokale Aquivalenzen.

Die folgenden Aussagen geben Kriterien fiir die Existenz der levelweise projektiven und der stabilen
Modellstruktur:

Theorem 3.22 ([Hov2, Theorem 1.14]). Falls D cofasernd erzeugt ist, so existiert die levelweise projektive
Modellstruktur auf Sp(D,T) (Def. 3.19). Sie ist links-eigentlich, rechts-eigentlich bzw. eigentlich , falls D dies
ist.

Theorem 3.23 ([Hov2, Theorem A.9]). Falls D eine links-eigentliche zelluliire monoidale Modellkategorie und
T ein cofaserndes Objekt ist, so sind die Kategorien Sp(D,T) und Sp*(D,T) zusammen mit der levelweise
projektiven Modellstruktur links-eigentliche zellulire Modellkategorien.

Theorem 3.24 ([Hov2, Theorem 7.2]). Falls D cofasernd erzeugt ist, so existiert die levelweise projektive Mo-
dellstruktur auf Sp™ (D, T) (siehe Definition 3.19). Sie ist links-eigentlich zelluliir, wenn D dies ist.

Corollar 3.25. Falls D links-eigentlich und zelluliir ist, so existieren die jeweiligen stabilen Modellkategorien
(siehe [Hi, Theorem 4.1.1]).
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Definition 3.26. Ein Q-Spektrum X ist ein (symmetrisches) Spektrum, das levelweise fasernd ist und dessen
Strukturabbildung schwache Aquivalenzen sind.

Bemerkung Man kann zeigen, dass, falls die stabile Modellstruktur existiert, die S-lokalen Objekte
genau die (2-Spektren sind (siehe [Hov2, Theorem 3.4]).

Die nichste Proposition wird spéater auf den Fall, dass die Modellkategorie D fast endlich erzeugt
ist, angewandt (siehe Prop. 5.8).

Proposition 3.27. Es existiere die levelweise projektive und die stabile Modellstruktur auf Sp(D,T). Seien
schwache Aquivalenzen in D abgeschlossen unter sequentiellen Colimites. Dann sind stabile Aquivalenzen in
Sp(D, T) unter sequentiellen Colimites abgeschlossen. Insbesondere sind abzihlbare Verkniipfungen von stabilen
Aquivalenzen stabile Aquivalenzen.

Beweis. Nach Corollar 2.7 geniigt es zu zeigen, dass sequentielle Colimites von stabilen Aquivalenzen
zwischen stabilen fasernden Objekten in Sp(D,T) stabile Aquivalenzen sind. Da die stabile Modell-
struktur aber eine linke Bousfield-Lokalisierung der levelweise projektiven Modellstruktur ist, sind sta-
bile Aquivalenzen zwischen stabilen fasernden Objekten schon Level—Aquivalenzen (siehe [Hi, Theorem
3.2.13, Prop. 3.4.1]). Nach Voraussetzung sind aber sequentielle Colimites von Level-Aquivalenzen wie-
der Level-Aquivalenzen, denn Colimites werden levelweise gebildet. Da Level-Aquivalenzen stabile
Aquivalenzen sind, folgt die Aussage. O

Folgendes Lemma wird im Beweis von Proposition 5.16 benutzt:

Lemma 3.28. Sei D eine monoidale Modellkategorie mit Objekt T in D, so dass — N\ T cofasernde Objekte erhiilt.
Fiir jedes Spektrum X € Sp(D,T) gibt es dann ein levelweise cofaserndes Spektrum X°¢ € Sp(D,T) zusammen
mit einer Level-Aquivalenz f : X¢ — X.

Beweis. Wahle zundchst fiir alle n > 0 triviale Faserungen f,, : X — X, so dass X}, cofasernd sind.
Dann erhalten wir in den Diagrammen

. 7X7Cl+1
. lfﬂ{»l

e o faAT o
XeNT — X, ANT —— X1

Lifts, da X A T cofasernd ist, und diese sind die Strukturabbildung des Spektrums X¢. O

3.4 Stabile Aquivalenzen und stabile Homotopiegruppen

In diesem Abschnitt werden zwei Beispielen behandelt, in denen stabile Aquivalenzen (von Spektren)
dadurch charakterisiert werden konnen, dass sie auf (geeigneten) stabilen Homotopiegruppen Isomor-
phismen induzieren. Zum Schluss wird eine verallgemeinerte Definition der stabilen Homotopiegrup-
pen gegeben.

3.4.1 Allgemeines

Es gelten die Voraussetzungen von Theorem 3.23. Fiir einige fast endlich erzeugte Modellkategorien
konnen stabile Aquivalenzen in Sp(D, T') nach [Hov2, Theorem 4.9.] einfach charakterisiert werden:

Theorem 3.29. Wir nehmen an, dass D auch fast endlich erzeugt (Def. 2.18) ist, sequentielle Colimites in D
endliche Produkte erhalten und Q0 mit sequentiellen Colimites kommutiert. Dann gilt fiir A € Sp(D, T), dass die
Abbildung A — ©>J A eine stabile Aquivalenz in ein Q-Spektrum ist (siche Def. 3.9 und 3.20).

Auflerdem sind fiir jede Abbildung f in Sp(D, T) dquivalent:

e f ist eine stabile Aquivalenz (siehe Def. 3.21).

e Fiir jede levelweise fasernde Ersetzung ([Hi, Def. 8.1.22]) f' von f gilt, dass ©> f' eine Level-Aquivalenz
ist.

e Es gibt eine levelweise fasernde Ersetzung f' von f, so dass ©> f' eine Level-Aquivalenz ist.
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Beweis. Dies ist ein Spezialfall von [Hov2, Theorem 4.9.] mit G = — A K und U = (. Bei der letzten
Aussage gilt zundchst nur, dass f eine stabile Aquivalenz ist, wenn ©>.J f eine Level-Aquivalenz ist.
Der Funktor ©> : Sp(D,T) — D schickt nach Lemma 2.19 (v) levelweise triviale Faserungen zwischen
levelweise fasernden Objekten auf schwache Aquivalenzen. Damit sind die Voraussetzungen von [Hi,
Proposition 8.1.24.] erfiillt, welche unmittelbar impliziert, dass genau dann ©° f’ eine Level—Aquivalenz
ist, wenn ©>°J f es ist. O

Falls die obige Charakterisierung gilt, erhalten wir:

Proposition 3.30. Sei (D, A, S°) eine symmetrisch monoidale Modellkategorie und T ein cofaserndes Objekt in
D. Die levelweise projektive Modellstruktur auf Sp(D, T) moge existieren.
Auflerdem moge fiir jede Abbildung f in Sp(D, T) dquivalent sein:

e f ist eine stabile Aquivalenz (siehe Def. 3.21).

e Fiir jede levelweise fasernde Ersetzung ([Hi, Def. 8.1.22]) f' von f gilt, dass ©> f' eine Level-Aquivalenz
ist.

e Es gibt eine levelweise fasernde Ersetzung f' von f, so dass ©> f' eine Level-Aquivalenz ist.

Dies gilt also insbesondere, wenn die Voraussetzungen von Theorem 3.29 erfiillt sind.
Dann erhiilt der Endofunktor R (Def. 3.8) fiir Abbildungen zwischen level-fasernden Objekten in Sp* (D, T) die
Eigenschaft, stabile Aquivalenz in Sp(D, T) zu sein.

Beweis. Sei f : X — Y eine Abbildung in Sp* (D, T') zwischen level-fasernden Objekten, die in Sp(D, T')
eine stabile Aquivalenz ist. Dann ist nach Voraussetzung © f eine Level-Aquivalenz. Wegen Lemma
5.6 ist: (O Rf); = (0% f), fiir alle | € Ny. Damit ist ©°Rf eine Level-Aquivalenz und RX, RY sind
level-fasernden Objekte (2 erhalt fasernde Objekte) und wiederum nach Voraussetzung Rf eine stabile
Aquivalenz. O

3.4.2 Das Beispiel Sp(sSet., S*)

Definition 3.31 ([Sch08, S. 11 unten, Abschnitt 3.1]). Ahnlich wie in [Sch08] definieren wir fiir X € Sp(Top., S*)
als auch fiir X € Sp(sSet., S*) und k € Z die k-te naive stabile Homotopiegruppe:

oX,(—AS")

kX = colim (...7w X, ————> 7 X,
k nEN,k+n22( k4+nn k+n4+1An4+1 )

Sie sind offensichtlich funktoriell.

Bemerkung Diese Definition stimmt mit der in [Sch08] wegen Corollar 2.31 tiberein. Der Unterschied
zur Definition in [Sch08] ist, dass wir hier nicht mehr die Realisierung des Spektrums X € Sp(sSet., S')
betrachten.

Lemma 3.32. Wir haben folgenden natiirlichen Isomorphismus fiir X € Sp(sSet., S"):
m(OFJIX ), 2 X

Beweis. Wir konnen annehmen, dass X levelweise fasernd ist, denn Level—Aquivalenzen induzieren auf
den naiven stabilen Homotopiegruppen Isomorphismen. Wir haben:

~ 2~X

. Ok Q&lirl 2 Q7510
Wl[(@OOX)k] = WI(COIIIH(Xk — QXk_H —Q Xk_l,_Q —_— .. ))

. i, Q6l§+1* 9
(%J) COllm(ﬂ'le — WZQXk+1 —_— 71'[9 Xk+2 )
1
Der Isomorphismus (1) folgt aus Lemma 2.33. Der Rest folgt aus dem kommutativen Diagramm
(siehe Lemma 2.32):

2-X
Q0.

Cr
(" Xpgn) ——— (X' QX 1)

uia" ulo‘n

~ X
Th4nx
7Tl+nXk+n —— 7Tl+n(QXk+n+1)

i_/\sl %\La
X
Oktn,

1
Tint1 (Xpgn A ST) ——= Tipnt1 Xktnt1
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Corollar 3.33. Die Abbildung f : X — Y in Sp(sSet., S1) ist genau dann eine stabile Aquivalenz (siehe Def.
3.21), wenn sie auf allen naiven Homotopiegruppen Isomorphismen 7 (f), k € Z, induziert.

Beweis. Theorem 3.29 besagt, dass f genau dann eine stabile Aquivalenz ist, wenn ©%J f eine Level-
Aquivalenz. Da (0°2),, = (2-0%2),,1 gilt und ©>Z levelweise fasernd ist (fiir levelweise faserndes
Z € Sp(sSet.,S1)), gilt nach Lemma 2.38, dass letzteres dquivalent dazu ist, dass fiir alle I,k > 0
m([0°°J f]x) Isomorphismen sind. Nach Lemma 3.32 ist die dquivalent dazu, dass alle 74 (f),k € Z
Isomorphismen sind. O

3.4.3 Das Beispiel Sp(M™(S),P!)

In diesem Abschnitt werden wir die beiden punktierten motivischen Riume P! und G,,, benutzen (siehe
Def. 2.60). Nach der folgenden Definition der motivischen stabilen Homotopiegruppen wird gezeigt,
wie stabile Aquivalenzen durch diese beschrieben werden kénnen (siehe Corollar. 3.43).

Definition 3.34 ([Ja2, S. 487]). Sei X ein P'-Spektrum in M.(S), r € No,q € Z und U € Sm/S. Die
motivischen stabilen Homotopiegruppen von X sind:

oX (— AP
T (XY (U) = colimpengns1 (- — [STA UL A PN+, X, ] T e A gr q prynatnst x, ] s

Bemerkung Die Indizes stimmen bei dieser Definition der einfacheren Schreibweise wegen nicht mit
den Indizes in [Ja2] iiberein. Um dies zu beheben, miisste man hier in 7}"*(X)(U) den Index r durch
r 4 q ersetzen.

Lemma-Definition 3.35. Sei A ein punktierter motivischer Raum. Dann faktorisiert die Abbildung A — * in
M.(S) iiber einen Monomorphismus A = ANS® — AN (AY,0) =: C(A) gefolgt von einer motivisch schwachen
Aquivalenz AN (A',0) — AN * = x.

Beweis. Objektweise schwache Aquivalenzen sind motivische schwache Aquivalenzen. O

Lemma 3.36 ((MV, Lemma 3.2.15]). In M.(S) gibt es ein Zickzack von motivisch schwachen Aquivalenzen
zwischen P! und S* A G,,, so dass alle Objekte des Zickzacks abgeschlossen-flasque cofasernd sind.

Beweis. Wir haben ein kommutatives Diagramm:

h(Ay) <— h(G,,5) —— %

1

h(A}) G, C(Gn)

.

Da h(G, s) <= h(AY) und h(G,, s) — C(G,,) Monomorphismen sind, folgt aus der Linkseigentlich-
keit der motivisch injektiven Modellstruktur (Thm. 2.40), dass die induzierten Abbildung auf Pushouts
motivisch schwache Aquivalenzen sind. Ein Basispunkt fiir den mittleren Pushout wird durch den Ba-
sispunkt von G,,, induziert. Da die Basispunkte vom oberen und unteren Pushout die Inklusion von x*
sind, sind diese motivisch schwachen Aquivalenzen auch punktiert.

Der Pushout von * <—— h(G,, ) — C(G,,) istnach Definition G,, A S'. Dies ist nach Konstruk-
tion ein abgeschlossen-flasque cofasernden punktierter motivischer Raum. Das restliche Zickzack wird
in Lemma 2.63 konstruiert.

Wir konnen auf das Zickzack einen cofasernden Ersetzungsfunktor fiir die motivisch abgeschlossen-
flasque Modellstruktur anwenden. Dies zeigt die letzte Aussage. O

Corollar 3.37. Sei X ein P'-Spektrum, r € No,q € Z und U € Sm/S. Die motivischen stabilen Homotopie-
gruppen w0 (X)(U) von X sind isomorph zu:

o X P (—AP")

ColiMpen gpns1 (- — [Up A STHEER A (G )07, Xy ] TS0 (7, A §7HaHm+L A (G )N+ Xy y] = -

wobei P der Isomorphismus ist, der P* durch S* A G,, ersetzt und die Smash-Faktoren permutiert:
S7-+q+n A (Gm)/\q—i-n /\Pl [ Sr+q+n A (Gm)/\q+n A Sl A Gm o~ Sr+q+n+1 A (Gm)/\q+n+1'
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Insbesondere lassen sich die motivischen stabilen Homotopiegruppen m]"e"(X)(U) dadurch fiir alle (r,q) € Z?
definieren.
Andererseits konnen wir auch . )
colimnen gtz (- = [Up A ST A (G)® A @A+ X, ] T2 CED 1170 0 G0 A (G )M A (PYAHHL X ] -2

fiir r,s € No und q € Z betrachten. Dies ist isomorph zu 7%, (X)(U).

Corollar 3.38. Sei A ein motivisch abgeschlossen-flasque fasernder punktierter motivischer Raum und U €
Sm/S. Dann gibt es ein Zickzack von schwachen Aquivalenzen in sSet, zwischen (Qp1 A)(U) und Qg1 [(Qg,, A)(U)).
Auflerdem ist Qg1 [Hom(G,y,, A)(U)] fasernd.

Beweis. Wegen Lemma 3.36 und da die motivisch abgeschlossen-flasque Modellstruktur monoidal ist
(Thm. 2.47) gilt, dass es ein Zickzack von schwachen Aquivalenzen in sSet, zwischen Hom(P!, A)(U)
und Hom(G,, A S*, A)(U) gibt. Nach den Adjunktionen gilt:
Hom(S' A Gy, A)(U) =2 Hom(S', Hom(Gy,, A))(U) = Mapy (s)(S* AU4, Hom(G,y,, A))
>~ Mapsset, (S*, Hom (G, A)(U)) = Qg1 [Hom(Gp,, A)(U)).

O

Lemma 3.39. Sei A ein motivisch abgeschlossen-flasque fasernder punktierter motivischer Raum und U €
Sm/S. Dann sind natiirlich isomorph: . (A(U)) = [S™ AUy, Al.

Beweis. Da in der motivisch abgeschlossen-flasquen Modellstruktur auf M. (S) das Objekt S” A U cofa-
sernd ist, gilt:

[S"ANUL, Al = M.(S)(S" AUy, A)) ~= sSet, (S", A(U))/ ~= 7,.(A(U)). Dabei bezeichnet ~ die Homo-
topierelation. O

Lemma 3.40. Sei A ein motivisch abgeschlossen-flasque levelweise faserndes P'-Spektrum und B ein abgeschlossen-
flasque cofasernder Hom-endlicher motivischer Raum. Dann gilt fiir alle r,n € Nq (natiirlich in A und U):

7. (Hom(B, 0% A,)(U)) 2 colim,,>o[S” A BAUL A (PYN Apyl.

Insbesondere ist 7, (0°°(A), (U)) = 7"t (A)(U).
Beweis. Zur Abkiirzung setzen wir V := S" AU4,V = Vpy A B Wir haben:
LA
. [Hom(B, (0> A),)(U)] (E) 7 (colim(Hom (B, An)(U) 2= Hom(B, QA1) (U)
0

~A
QG5 1.

%57 AU

Hom(B, 02A,,.2)(U) 2222, ) & colim(m, Hom(B, 4,)(U) % . (Hom(B, Q.4,1) (V)
1

Q&f+1(U)* QQ&S+Q(U)* &
— s m.(Hom(B, 0% A,12)(U) —————= ...) (N:) colim([Vy, Hom(B, A,,)] —= [Vo, Hom(B, QA +1)]
2
054 0254 54 Q54 ., 0254, ,,
" Vo, Hom (B, Q% Ay 40)] —25 ) = colim([V, Ap] 5 [V, QA 1] ——5 [V, Q2 A, 0] =
.2)

Der Isomorphismus (0) folgt daraus, dass B Hom-endlich ist, und der Isomorphismus (1) folgt aus
Lemma 2.33. Der Isomorphismus (2) folgt aus Lemma 3.39. Der Rest folgt aus dem kommutativen Dia-
gramm (siehe Lemma 2.8):

Qmel

n4+ms*

[‘/a QmAn-i—m] [‘/7 Qm+1An+m+1]

gl“m :lam
~ A

Un+m,*

[V A (Pl)/\ma An+m] - [V A (Pl)/\ma QAn+m+1]

\L/\]P’l Zla
A

O tmx

[VAPHN APL Ay AP —— [V A (PH N AP Ay ]

Lemma 3.41. Die Riume G,,, und P! sind Hom-endlich sowie deren Smash-Produkte.
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Beweis. Beide Rdume, G,, und P!, sind Quotienten von Rdumen der Form h.(X), X € Sm/S. Nach
[DROY, Lemma 2.5] sind sie Hom-endlich. Die Aussage tiber die Smash-Produkte folgt aus Lemma 2.9.
O

Corollar 3.42. Ist f : E — F eine Abbildung von abgeschlossen-flasque levelfasernden P*-Spektren. Dann ist f
eine stabile Aquivalenz (siehe Def. 3.21) genau dann, wenn 7, (0% (f),(U)) Isomorphismen fiir alle r > 0,n >
0,U € Sm/S sind.

Beweis. Wegen Theorem 3.29 und Lemma 2.49 ist die Abbildung f genau dann eine stabile schwache
Aquivalenz, wenn ©°°(f), fir alle n > 0 motivisch schwache Aquivalenzen sind. Da ©*°(E),, und
©%°(F),, motivisch abgeschlossen-flasque fasernd sind, ist ©>°(f),, eine motivisch schwache Aquiva-
lenz, genau dann wenn es eine objektweise schwache Aquivalenz ist, denn die motivisch abgeschlossen-
flasque Modellstruktur (Abschnitt 2.4) ist eine linke Bousfield-Lokalisierung der levelweise abgeschlossen-
flasquen Modellstruktur ([Hi, Theorem 3.2.13]).

Nun gilt ©°(f),(U) = [Qp1O°°(f)n+1](U) (siehe Lemma 3.41 Qp: kommutiert mit sequentielle Colimi-
tes) und [Qp1O°(f)p41](U) =~ Qg1 [Hom(Gy,, ©°°(f)n+1(U))] nach Lemma 3.38. Auflerdem ist
Hom(G,,,0%°(f)n+1(U)) fasernd. Nach Lemma 2.38 folgt dann, dass die Abbildung ©°°(f),,(U) genau

dann eine schwache Aquivalenz ist, wenn 7,.(©°°(f),,(U)) fiir alle » > 0 Isomorphismen sind. O
Corollar 3.43. Ist f : E — F eine Abbildung von P'-Spektren. Dann sind dquivalent:

(i) f ist eine stabile Aquivalenz (Def. 3.21)

(ii) Fiiralle r,n € No,U € Sm/S sind 7™™°t (f)(U) Isomorphismen.

r,—n

(iii) Fiiralle p,q € Z,U € Sm/S sind 70 (f)(U) Isomorphismen.

p,q

Beweis. e (i) & (ii) Die Abbildung f ist genau dann eine stabile Aquivalenz, wenn J f eine stabile
Aquivalenz ist (1 — J ist eine Level-Aquivalenz), und dies wiederum nach Corollar 3.42 und
Lemma 3.40 genau dann, wenn /% (f)(U) fiir alle r,n € No, U € Sm/S Isomorphismen sind.

r,—n

e (i) = (iii) Da f eine stabile Aquivalenz ist, sind nach Theorem 3.29 ©>(Jf),, fiir alle n > 0
motivisch schwache Aquivalenzen. Da B := G, A (P})" fiir alle s,¢ > 0 abgeschlossen-flasque
cofasernd und Hom-endlich ist (sieche Lemma 3.41), ist auch Hom(B,©>(Jf),) eine motivisch
schwache Aquivalenz zwischen motivisch abgeschlossen-flasque cofasernden Objekten. Damit
sind Hom(B,0>(Jf),)(U) fiir alle U € Sm/S schwache Aquivalenzen und somit nach Lemma
auch 3.40 %, (Jf)(U) = 7% (f)(U) Isomorphismen.

r—s,t—nm-+s

e (iii) = (i1) Klar.

3.4.4 Verallgemeinerung der stabilen Homotopiegruppen

Wir konnen die stabilen Homotopiegruppen aus beiden Beispielen verallgemeinern. Um den Zusam-
menhang zu stabilen Aquivalenzen beizubehalten, werden wir jedoch spiter annehmen, dass die stabi-
len Homotopiegruppe die stabilen Aquivalenzen charakterisieren.

Sei (D, A, S°) eine punktierte symmetrisch monoidale Modellkategorie. Es gebe einen monoidalen
linken Quillen-Funktor ([Hov1, Def. 4.2.16]) i : sSet. < D. Der Rechtsadjungierte zu i sei j : D — sSet..
Wir wihlen ein cofaserndes Objekt 7" in D, sodass — A T' schwache Aquivalenzen erhilt. Wir nehmen
aulerdem an, dass T ein Cogruppen-Objekt in Ho(D) ist (siche Lemma 2.13). Sei B eine Klasse von
cofasernden Objekten in D.

Bemerkung o Fiir die Kategorie M.(S) (Abschnitt 2.4) wird ¢ der Funktor, der eine simpliziale Men-
ge auf den konstanten Funktor schickt, und j die Auswertung am terminalen Objekt S € Sm/S
sein.

e Dass T cofasernd ist, ist dquivalent dazu, dass der Funktor — A T Cofaserungen erhilt, denn dann
istauch i(S°) AT = SO AT = T cofasernd.

e Per Definition ([Hi, Def. 8.3.2]) setzt sich der Funktor — A T setzt sich auf die Homotopiekategorie
von D fort.
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Definition 3.44. Sei E ein T-Spektrum in D. Dann heiflen fiir ¢ € Z,V € B die folgenden abelschen Gruppen
(siehe Lemma 3.45)

o (=AT)
E—

colimy,>0,g4m>1(-- = [V AT E,, VAT B o] — 1)

die stabilen Homotopiegruppen von E, und werden mit wy(E)(V') bzw. w}’ (E) bezeichnet. Diese sind Funk-
toren Sp(D,T) — Ab.

Beispiel e Fir D = sSet,, T = S' und B = {S°} gibt die Definition die stabilen Homotopiegruppen
aus 3.31 wieder: 7rqsU (BE) 2 7,(E).

e FiirD = M (S), T =Pl und B = {S" A h.(U) AG)?|r,s € No,U € Sm/S} ergeben die Mengen
7y (E) aus der Definition die motivisch stabilen Homotopiegruppen von E: 7TS Ah-(U)AG (E) =

7% 41s(E)(U) (siehe Corollar 3.37). Beachte, dass B aus abgeschlossen—ﬂasque cofasernden Ob-

jekten besteht.

Lemma 3.45. Seien A und X zwei Objekte in D, so dass A cofasernd ist, und V € B. Dann hat V. ANT? A A
eine abelsche Cogruppenstruktur und die entsprechende Gruppenstruktur auf [V A T? AN A, X] ist mit — AT
vertraglich.

Beweis. Nach Voraussetzung ist T’ ein Cogruppen-Objekt. Nach Corollar 2.15 ist 72 ein abelsches Cogruppen-
Objekt mit Comultiplikation T AT — pAT —— (TVT)AT = (T'AT)V (T AT) und entsprechend ist dies (nach
Lemma 2.13) auch A’ := V A T? A A mit Comultiplikation V AT? A A YARNTAA (TVT)ANTNA
[VATATANAIANV AT AT AA]. Da die Comultiplikation von A’ AT durch A’ AT LZULN (AAVAYANT =

(A" AT)V (A" NT) gegeben ist, folgt die Vertraglichkeit mit — A 7. O

Definition 3.46. Seien E und F zwei T-Spektren in D und f : E — F eine Abbildung von T-Spektren. Dann
heifit f wB-stabile Aquivalenz, falls die induzierten Abbildungen

Wv(f) : WV(E) — ﬂ;/(F)
fiiralle g € Z,V € B Isomorphismen sind.

Lemma-Definition 3.47. Ein Vorzeichen (—1)7 von T (siehe Def. 2.56) induziert einen Automorphismus der
Ordnung 2 auf w}’ (E), der auch mit (—1)p benannt wird, nimlich durch:

_ g+m—1yx*
[V ATI™ E,] WACDrAT ) [V AT9™ E,,|, was offensichtlich mit den Stabilisierungsabbildungen
vertriglich. Dieser ist mit auch mit der Gruppenstruktur vertriglich.

Beweis. Die Vertraglichkeit mit der Gruppenstruktur folgt daraus, dass wir annehmen kénnen, dass
g+m>2istund dann V A (=1)7p AT9T™=1 =V AT A (=1)7 A T97™=2 nach Def. 2.56 ist. O

Zum Schluss sehen wir noch, dass insbesondere fiir fast endlich erzeugte Modellkategorien D die
stabilen Homotopiegruppen mit sequentiellen Colimites vertauschen (sieche Lemma 2.19).

Lemma 3.48. Falls der Funktor j sequentielle Colimites erhilt und K € sSet, endlich dargestellt ist (z. B.
endlich ist), so ist i(K) in D auch endlich dargestellt.

Beweis. Nach Adjunktion ist D(i(K), —) = sSet, (K, —) - j. Da sSet. (K, —) und j sequentielle Colimites
erhalten, gilt nach Lemma 2.9, dass auch D(i(K), —) sequentielle Colimites erhalt. O

Corollar 3.49. Es gelten:

o Fasernde Objekte in D seien abgeschlossen unter sequentiellen Colimites.

e Die Funktoren j, Hom(T, —) und Hom(A, —) fiir alle A € B erhalten sequentielle Colimites.
Dann ist fiir jedes sequentielle Diagramm X * in Sp(D,T') die Abbildung

colim,, >0 7, VixXm) LN T V(colimX*)

fiiralle g € Z,V € B ein Isomorphismus.
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Beweis. Fiir alle m € Ny, ¢ +m > 1ist die Abbildung

colim, >[V A T9H™, X7 ] L2y [y A T colimy, >0 X7 ]

nach Lemma 2.10 (M = D, A := V AT?"™) ein Isomorphismus, denn nach Voraussetzung sind V, 7' und
somit A cofasernd und A sowie A A Al sind endlich dargestellt. Denn nach Voraussetzung sind V und
T Hom-endlich dargestellt und nach Lemma 2.9 auch V' A T7t™. SchlieBlich sind mit Lemma 3.48 auch
Aund A A Al endlich dargestellt.

Da das Bilden von sequentiellen Colimites Isomorphismen erhalten und Colimites mit Colimites
vertauschen, folgt schliefSlich die Behauptung. O

4 Allgemeines iiber die M-Wirkung

In diesem Kapitel wollen wir allgemeine Aussagen tiber die M-Wirkung kurz zusammenfassen.

Definition 4.1. o Sei M die Menge aller injektiven Selbstabbildungen von N. Mit der Komposition ist M
ein Monoid, der sogenannte Injektionsmonoid.

o Die injektive Abbildung N — N, x — x + 1 wird mit d bezeichnet und heif$t Zykeloperator (siehe [Sch09,
Ch. 1, Example 6.4]).

o Wir konnen M als Kategorie mit einem Objekt x und Mor(x,*) = M ansehen. Ein M-Objekt W ei-
ner Kategorie D ist ein Funktor W : M — D. Man sagt auch: das zugrundeliegende Objekt W (x) habe
eine M-Wirkung. Die Funktorkategorie Func(M, D) heif$t dann die Kategorie der M-Objekte. Die M-
Wirkung von W (x) heifst trivial, falls alle Morphismen in M durch W auf die Identitit geschickt werden.
Eine M-Objekt in der Kategorie der abelschen Gruppen bzw. Mengen heifst auch M-Modul bzw. M-
Menge.

e Sein € Ny. Die injektive Abbildung M — M, die f auf die Abbildung x — fz—n) z>n
mit n+ — und —(n) bezeichnet. Falls W ein M-Objekt ist, so ist W (n) das M-Objekt mit unterliegendem
Objekt W und der entlang n + — eingeschrinkten M-Wirkung.

wird

o Sei nun D eine Kategorie mit einem treuen Funktor (Vergissfunktor) in die Kategorie der Mengen, d.h.
eine konkrete Kategorie, z. B. die Kategorie der abelschen Gruppen, so dass man von Elementen sprechen
kann. Sei ¢ eine M-Wirkung eines Objekts W in D. Man schreibt dann auch fx fiir [¢(f)](z), wenn die
M-Wirkung klar ist.

Fiirein f € M sei |f| := min{¢ > 0; f(i +1) # i+ 1}. Ein Element x € W hat Filtrierung n, falls fiir alle
f € Mmit|f| > n fx = x gilt. Wir bezeichnen mit W ™) die Teilmenge aller Elemente mit Filtrierung n.
Ein Element x hat genau Filtrierung n, falls z € W — W=V, Die M-Wirkung auf W heifit zahm,
falls W = J,,»o WM.

Falls D die Kategorie der abelschen Gruppen oder Monoide ist, so erben W (™) n > 0 auch diese algebraische
Struktur.

Die grundlegenden Aussagen fiir M-Objekte befinden sich in den folgenden beiden Lemmata:
Lemma 4.2 ([Sch09, Ch. I, Lemma 6.5]). Sei W ein M-Modul.
(i) Wenn f,g € Maufn = {1,...,n} ilbereinstimmen, dann gilt fx = gx fiir alle x € W mit Filtrierung n.
(i) Fiirn > 0und f € M sei m = max{f(n)}. Dann ist f - W) C W),
(iii)) Wenn x € W genau Filtrierung n mit n > 1 hat, dann hat dx genau Filtrierung n + 1.
(iv) Jeder Homomorphismus von dem Injektionsmonoiden M in eine Gruppe ist trivial.

(v) Sei V.C W ein M-Untermodul, so dass M auf V und W/V trivial operiert. Dann ist die Wirkung von M
auf W auch trivial.

Lemma 4.3 ([Sch09, Ch. I, Lemma 6.6]). Sei W ein zahmes M-Modul.
(i) Jedes Element von M wirkt auf W injektiv.
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(ii) Wenn die Filtrierung der Elemente von W beschriinkt ist, dann ist W ein triviales M-Modul.
(iif) Wenn die Abbildung d € M surjektiv auf W operiert, dann ist W ein triviales M-Modul.
(iv) Wenn W endlich erzeugt als abelsche Gruppe ist, dann ist W ein triviale M-Modul.

Bemerkung Die Punkte (i), (i) und (i7¢) in Lemma 4.2 und Lemma 4.3 gelten auch fiir M-Mengen,
denn die Beweise davon benutzen nicht die Gruppenstruktur. Den Beweis von Lemma 4.3 (i) kann man
entsprechend abandern: falls f € M,z € W mit fz = fa’, so kann man da f injektiv ist, ein h € M
wdhlen mit |Af| > n und nach Lemma 4.2 (i) gilt: z = (hf)x = h(fz) = h(fz’) = (hf)a’ = «’. Ent-
sprechend gelten diese Punkte dann auch in jeder konkreten Kategorie, da alles auf die unterliegenden
Mengen zurtickgefiihrt werden kann.

Es geht nun darum, wie symmetrische Spektren Funktoren der Form Z — D induzieren, und diese

wiederum zahme M-Objekte.

Definition 4.4 ([SchO8M, 1.2]). Die Kategorie T habe als Objekte die Menge Ny der natiirlichen Zahlen gesehen
als Ordinalzahlen beginnend mit 0 = () und als Morphismen alle injektiven Abbildungen zwischen ihnen. Insbe-
sondere sind Mengeninklusionen von Ordinalzahlen auch Morphismen. Sie heif$t Injektionskategorie. Funktoren
mit Quellkategorie T werden auch Z-Funktoren genannt.

Lemma 4.5. Sei D eine Kategorie mit sequentiellen Colimites und F' : T — D ein Funktor. Dann gibt es eine
funktorielle Konstruktion, welche dem Funktor F ein M-Objekt in D (mit unterliegendem Objekt)

)

zuordnet. Diese Zuordnung ist Teil eines Funktors von Func(Z, D) in die Kategorie der M-Objekte in D.

F(1C2) F(2C3) F(3C4) '

F(w) := colim(F(1) F(2)

F(3)

Bemerkung Die Notation im Beweis deutet an, dass wir den Funktor F' entlang der Inklusion Z C Z,,
erweitern, wobei die Kategorie 7, durch Hinzunahme eines Objektes w zu der Kategorie T entsteht.
Dabei ist Mor(n,w) die Menge aller injektiven Mengen-Abbildung von n nach N und Mor(w,w) = M.
In der Tat handelt es sich hierbei um eine linke Kan-Erweiterung. Siehe [Sch08M, S. 1318 Mitte].

Beweis. 1. Zunéchst haben wir die Funktorkomposition:

res colim

Func(Z,D) — Func(Poset(N), D) —— D

welche dem unterliegenden Objekt entspricht, wobei res die Restriktion entlang der Inklusion
Poset(N) C T ist. Dabei ist Poset(N) die Unterkategorie, die dieselben Objekte, aber nur die In-
klusionen n C n’, n > 1 enthilt.

2. Sei f eine injektive Selbstabbildung f von N und n > 1. Dann sei m = max f(n). f 14sst sich zu
einer Abbildung f’ : n — m einschranken. Wir erhalten eine Abbildung

F(f|n) : F(n) F(£") F(m) inclE () F(w)

3. Zur Definition von F(f},) gentigt es, auch statt m ein m’ € Z mit .’ > m zu wahlen. Denn falls

f:n — m’ die zugehorige Einschrankung von f ist, so gilt offenbar: f/ = (m € m’) - f’ und damit
auch: inclh ™) - F(f) = inclh) - F((m c m')) - F(f') = incl"\) - F(f").

4. Die Abbildungen {F(f|s),n > 1} sind kompatibel mit den Inklusionen incl,, : n C n+1: sei m; =
max f(n+1) und my = max f(n). Dann gilt my C m;. Seien [’ : n+1 — m; und f’ : n — my die
jeweiligen Einschrankungen von f, also gilt: f'-incl, = (mg C m,)- f’. Dann gilt: [inclﬂ(lw) -F(f)]-
F(incly) = incb™ . F(mg c my) - F(f)
= inclf,;gw) - F(f") wegen der Funktorialitit von F, also F'( fin+1) - F(incl,) = F(fin). Wir erhalten
aus diesen eine Abbildung F(f) : F(w) — F(w).

5. Falls f = id ist, gilt n = max f(n) und die Einschrankung ist id,, weshalb F(f},) = inclh“ und
F(id) = idp(.).
Firg,f € Mseih = g- f.Seilen n > 1,m := max f(n),k := maxg(m) und f' : n - m und
¢’ : m — k die jeweiligen Einschrinkungen von f bzw. g. Die Komposition ¢’ - f' : n — k ist
also eine Einschrankung von h. Es ist dann [F(g) - F(f)] - incl}™) = F(g) - inclh“) - F(f') =

ind" ) F(g") - F(f') = inclt “ - F(g - ') =, F(h) - inclt“). Also ist F(w) ein M-Objekt.

nac!
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6. Falls ¢ : F — G eine nattirliche Transformation von Funktoren Z — D ist, so gilt [G(f) - ¢(w)] -
inclh @) = =G(f)- incl§ ™). p(n) = inclg) . G(f') - ¢(n) = inclg™ cp(m) - F(f") = ¢p(w) Cinclh®) .
F(f') = [¢(w) - F(f)] - inclk ™, also G(f) - o(w) = ¢(w) - F(f). Somit ist die obige Zuordnung ein
Funktor in die Kategorie der M-Objekte.

O

Lemma 4.6. Sei F' : T — D ein Funktor in eine Kategorie D, wie in Lemma 4.5, die konkret (Def. 4.1) ist.

1. Ist jedes Element von F(w) schon im Bild unter einer der Inklusionsabbildungen inclh™), so ist F(w)
zahm.

Dies gilt insbesondere, falls D die Kategorie der Mengen oder abelschen Gruppen ist.

2. Es moge ein | € Ny existieren, so dass die Inklusionsabbildung F (1) — F(w) surjektiv ist. Dann ist die
Filtrierung jedes Elementes von F(w) < .

Beweis. In beiden Féllen geniigt es zu zeigen, dass ein Element z € F(w), das von einem Element y €
F(1) 2 = incll ) (y) herkommt, Filtrierung < [ hat. Sei dazu f € M mit |f| = I. Nach Definition von
F(f)gilt: F(f) -incllF(w) =F(fp) = incllF(w) F() = incllF(w), denn f schrinkt sich zu 1; ein. Zusammen
ergibt sich: F'(f)(z) = x. Also hat « Filtrierung < [. O

Wir kénnen zu jedem symmetrischen Spektrum X in D einen Funktor X : 7 — D konstruieren:

Proposition-Definition 4.7 ([Sch07, Example 4.17, Seite 58]). Es gelten die Voraussetzungen von Abschnitt
3 iiber die Kategorie D. Sei X € Sp*(D,T) ein symmetrisches Spektrum. Dann gibt es eine funktorielle Kon-
struktion, welche X einen Funktor X : T — D zuordnet, so dass

X(w) = (0% X)o

gilt (siehe Lemma 4.5). Diese Identifikation macht (©°° X))o zu einem M-Objekt.
Insbesondere, erhalten wir einen Funktor: —(w) : Sp¥ (D, T) — (M-Objekte in D).

Beweis. 1. Setze X(n) = Hom(T™, X,,) fur n € Ny. Fiir eine injektive Abbildung o : n — m wahle
v € ¥y, mit v, = a. Definiere X () als die Abbildung

g Hom(v, ' 7x)
—_—5

Hom(T", X,,) =—— Hom(T™, X,,) Hom(T™, X,,)
m—mn UTn—n‘X
wobei ;=X die zu Hom/(T™, X, )ANT™ L X AT I X, adjungierte Abbildung

ist.

2. Diese Abbildung ist wohldefiniert: seien 1, vz € ¥, mit v1jn = Y2jn. Setze v := 7, . 41. Somit ist
7|2 = 1a. Also gibt es eine Zerlegung v = n + 7, wobei 7 € Xy, k = m — n ist.
Wegen der Aquivarianz der Strukturabbildung kommutiert:

L —n m—n

Hom(T", X,,) ANT™ M8 % Arm—n 222 X,

J{l/\'y ll/\—r l'y—n+7
n m—n

Hom(T™, X,) NT™ 2220 x, Am—n 2L X,

Per Adjunktion ergibt sich fiir die obige und untere Abbildung Hom (T™,~)-«" "X = Hom(v, X,»)-

tm="X und damit, dass das linke Rechteck im folgenden Diagramm kommutiert:

ymm X Hom(vy ! m)
Hom(T™, X,,) S Hom(T™, X,,) — Xm)
e X Hom 72 5"/2)

Hom(T™, n)"*>H0m(Tm X)) —— Hom(T™, X,,)

Das rechte Rechteck kommutiert, da wegen der Funktorialitit von Hom(—, —) die Zuordnung
Y — Endp(Hom(T™, X™)),~v — Hom(v;!,~.) ein Morphismus von Monoiden ist.
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3. Falls @ = 1,, so kann v = 1, gew&hlt werden. Wegen (0%

THom(Tn,x,)-

Seien(nun a)l :n — mund a; : m — k zwei injektive Abbildungen. Wir wihlen zwei Permutatio-
nenvy; € ¥, 72 € X mit yyq = @3 und yo;m = 2. Seiy; = y1+(k—m) € Epund 7y 1= y2-7] € B
Dann gilt oz - a1 = Yja-

Es geniigt dann zu zeigen, dass folgendes Diagramm kommutiert:

= lgom(rn,x,) ist dann X(a) =

m—mn,X Hom('yfl,'yl)

Hom(T™, X,,) LA Hom(T™, X,,) — Hom(T™, X,,)

J—m.X J—m, X
Jf—n, X m 1 m
n Hom(v;™ " ,71)

Hom(T*, X},) —— Hom(T*, X},)

\ J{Hﬂm(vr}lﬁz)
Hom(y™',7)

Hom(Tk, Xk)

Das linke obere Dreieck kommutiert, wegen folgender Rechnung tiber die Adjungierten:
ev - [(Licn—m,X . LT_W”X) A Tk] — asl—m,X . (ev A Tk—m) 3 (L;n—n,X A Tk)

= X (v’ (X AT A TE)

= gh=mX . ([ogm=X . (ev AT™ )| ATE"™) = gk=X . (ev ATE—)

=ev- (X ATF)

Das rechte obere Rechteck kommutiert, weil die jeweiligen Adjungierten gleich sind:
ev ([ - Hom(yi 1) AT")

=ohf=m X (ev ATF=™) - (Hom(yy ', y) ATF)

= op ™Y ([ev- (Hom(yy ') AT™)] ATH™)

= o™X (e (LA DIATE™) =] o™X - (ev ATE™) - (LA

= ev (™Y ATE) (LAY = (o ev LAY (™Y ATH) =

ev (Hom(y™' 7)) AT") - (7™ X ANT%) = ev (Hom(y ™' ) e ™ X ATY)

4. Falls o : n C n+1 die Inklusion ist, haben wir 1,,1n = @ und so X (a) = 11X Aus dem Rechteck
(siehe Lemma 3.3)

Qn&X

Q" X, o LD o

6nlg 6n+1lg
1,X

Hom(T™, X,,) —2> Hom(T"", X,1+1)

was wegen:
ev - [(6pg1 - QUG5) ANTNTY = ev}':}rl (MEX AT = ev - (evix, ., ANT) - (QngX AT =
[ev- (G5 AT)]- (ev% AT) =0y - ([ev: Gu AT AT) = [ev- (e X AT )] (6, ANT™H)
kommutiert, folgt dann die letzte Behauptung: X (w) = (©°°X),.

O

Bemerkung Seien D = sSet,, T = S' und X ein levelweise faserndes symmetrisches Spektrum in
Sp(sSet., St). Dann ist (X)) fiir k > 0 ein Z-Funktor von Mengen (bzw. abelschen Gruppen fiir k > 2),
der eine M-Menge 71 (X)(w) induziert. Wegen Lemma 2.33 ist diese M-Menge zu 7 (X (w)) isomorph.
In Abschnitt 5.2 wird eine M-Modulstruktur auf 7, X mittels eines Z-Funktors definiert, was der Defi-
nition aus [Sch07, Construction 4.12, S. 56] entspricht. In [Sch07, Construction 4.12, S. 56] wird gezeigt,
dass dieser Z-Funktor zu dem Z-Funktor 7, (X)) isomorph ist. Dabei wird verwendet, dass ein Permutie-
ren von Smash-Potenzen von S! dquivalent zu einem Vorzeichen ist (siche Abschnitt 2.5.2). Damit sind
die M-Mengen 7;(X (w)) und 7, X isomorph.

Die ndchste Aussage beschreibt die allgemeinen Eigenschaften der Konstruktion, die in [Sch08, De-
finition 4.29] auf die Funktoren 7}, angewandt wird:

Proposition-Definition 4.8. Sei D eine Kategorie und F ein Klasse von Funktoren F von D in die Kategorie der
M-Mengen. Sei C = D die volle Unterkategorie von D von Objekten X, fiir die fiir alle F' € F die M-Wirkung
auf F(X) trivial ist.
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(i) Wir betrachten fiir alle X € D, F € F die Klassen F(X) der natiirlichen Transformationen von Funktoren
C — Set vom Funktor D(X, —) zu dem Funktor F, und nehmen an, dass diese Mengen sind. Dann ist F'
von D in die Kategorie der M-Mengen.

(ii) M operiert trivial auf F(X).
(iii) Es gibt eine natiirliche Abbildung cx : F(X) — F(X) von M-Mengen.

(iv) Ein Objekt X von D ist genau dann in C, wenn cx : F(X) — F(X) fiir alle F € F bijektiv ist. Dafiir
geniigt auch schon die Injektivitit.

Beweis. (i) Sei f : X; — X» eine Abbildung in D, g € F(X;) und k : X, — Y eine Abbildung in D
zu einem Objekt Y in C. Die natiirliche Transformation g ordnet der Komposition % f ein Element
gy (k) :== gy (kf) € F(Y) zu. Wegen der Nattirlichkeit von g folgt, dass die Zuordnung k — g3 (k)
auch natiirlich in Y ist. Also erhalten wir eine Abbildung F(f) : F(X;) — F(X3), g+ ¢'. Falls f'
X, — X; eine weitere Abbildung ist, dann gilt fiir k : X3 — Y mit Y in C: [F(f")(F(f)(9))ly (k) =
(E(N9)y (kf") = gy (kf'f) = [F(f'f)(9)]y (k). Also ist F ein Funktor.
Seiw € M, g € F(X;). Dann ist die Verkettung Fic(w) - g € F'(X1) eine natiirliche Transformation,
womit eine M-Wirkung auf F (X1) definiert wird. Falls f : X; — X5 eine Abbildung in D ist, so
gilt: [w. F()](9) = Fie(w) - g(~- ) = [Fle(w)-g](~ - f) = [F()w.](g). Also ist die Abbildung F(f)
mit der M-Wirkung vertraglich.

(ii) Sei w € M,g € F(X),k : X — Y,Y in B Damit operiert M auf F(Y) trivial und wir haben:
[(Fic(w) - g)(k)] = wi[g(k)] = g(k). Also operiert M auf F'(X) trivial.

(iii) Die Abbildung cx schickt z € F(X) auf die natiirliche Transformation k — [F(k)](z) (k: X = Y,
Y in C), die offensichtlich nattirlich in X ist. Fiir w € M ist [w.(cx (2))](k) = [Fic(w) - ex (x)](k) =
Fie(w)([F(k)|(z)) = [F(k)|(w«(x)) = [cx (w«(z))] (k) wegen der Vertraglichkeit von F' mit M. Also
ist cx eine M-Mengen-Abbildung.

(iv) Seinun X in C. Nach dem Yoneda-Lemma ist die Auswertung ev1, : F(X) — F(X) an 1x eine
Bijektion und zwar mit Inversem cx (ev1 - cx = 1p(x))-
Sei andererseits cx injektiv. Wegen (i7) und (#i¢) operiert M dann auch auf F'(X) trivial. Also X ist
in B.
O

Bemerkung Fiir den Fall, dass D die Kategorie der symmetrischen Spektren von simplizialen Mengen

ist und F die Menge der stabilen Homotopiegruppen 7, k € Z ist, ist die obige Definition von #r nach
[Sch09, Exercise E.I.30.] isomorph zur Definition der ,echten” stabilen Homotopiegruppen in [Sch09,
Definition 6.35.].

5 Semistabilitit

In diesem Kapitel werden auf zwei verschiedene Weisen das Theorem 1.1 verallgemeinert. Allerdings
wird im ersten Abschnitt nur eine teilweise Verallgemeinerung erreicht. In diesem Kapitel verwenden
wir die Bezeichnungen aus den vorherigen Kapiteln, insbesondere die aus Kapitel 3.

5.1 Die erste Verallgemeinerung

Sei (D, A, S%) eine abgeschlossene symmetrisch monoidale Kategorie mit internen Hom-Objekt Hom.
Sei T ein Objekt in D und ©Q = Hom(T, —). Die M-Wirkung auf X (w) = (0°°X), (siehe Proposition
4.7) kann im Zusammenhang mit Theorem 3.29 als Ausgangspunkt fiir eine erste Verallgemeinerung
genommen werden.
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5.1.1 Vorbereitung
Dafiir bendtigen wir aber noch einige Lemmata.

Lemma 5.1. Sei X ein symmetrisches T-Spektrum. Dann gilt fiir die Strukturabbildung von Q' X:
FUX sz 1 QlgX
n Xnt1 n
Fiir R® X gilt: 557X = incl - colim& "X, wobei incl die Abbildung colim(QUR*X )p11) — QUR®X )11
ist.

Beweis. Zunachst ist fir | = 1: 5% = QY - Q0,7 denn nach Definition ist ev , - (03X AT) =
oX- (‘3“%(% AT)-(QX, Atrr) und damlt: ev-[(02,x,4, ~&§ZX) AT?] = ev}(wrl . (BU%ZX7L+1 AT)- (6, QX AT?) =
ev}(nJrl (S NT) =0 (ev}cn ANT) - (QX, ANtrr) = ev}<n+1 (GXAT) - (ev}cn ANT)- (QXn ANtpr) =
ev}(wl . (ev}zxwr1 AT) - (Q5X ANtr7) = ev- (02,x,1 A T2)- (65X Atrr) =ev- (Hom(T?, Xpi1) Atrr) -
[(02,x,, Q5 ) ANT?] = ev- (Hom(trp, Xny1) AT?) - [(62,x,,, Q05 ) NT?] = ev-[(b2,x,,, 2% LG FXYNT?).

—1 ~
Nach Induktion tiber [ ist dann: & Q QX — QXiott L Qi-150X — qXicia
QXpt1 In QXerl

oy N 05X, nach Lemma 3.3 und wegen x;1 = (xi—11 + 1) - (I = 1) + x1.1)-

QN FY) =

Die zweite Aussage folgt, da die Adjungierten der Abbildungen schon auf (R'X),, A T {ibereinstim-
men, namlich dort sind sie: 07X = ev - (6B X AT). O

Das folgende Lemma beschreibt die Beziehung zwischen der Wirkung des Zykeloperators und der
Abbildung .

Lemma 5.2 ([Sch09, Ch. I, Lemma 6.22]). Sei X ein symmetrisches T-Spektrum. Dann kommutiert:
(O%°X)) —L—> (0%X),

(m l_

(@OOQShX)Q

X1,1
. . . . X141 . .
Beweis. Der Isomorphismus auf der rechten Seite wird von QX L ity 14¢ induziert. In
dem Diagramm:

Qltls
QlHX1+1 — QHHle-s-l-H

OX1,14+1
OX1,1 0X1,1Q

I+1 = loxi,1
1+1 Q o 142 Q'Q ’ 1+1+1
QX —— WX —— QX

ist nach Lemma 5.1 die untere Komposition gleich Q'6$*Y. Wegen Qx11Q = Qxuit! und Q'Qx1 =
QX1 (Lemma 3.3) sowie x1541 = (I + x1.1) - (x11 + 1) kommutiert es und damit sind die ob1gen

Abbildung mit den Strukturabbildung vertraglich.
Das Diagramm im Lemma ist schliefslich von folgendem kommutativen Diagramm induziert:

!
Qle Ql+1Xl+1 P Ql+lX1+l

1~
Q6 X1

Qi
+1 I+1
QX —= Qx|

O

Lemma 5.3. Es gibt einen Isomorphismus symy ,, : (0°X), = (R*X),, fiir jedes symmetrische T-Spektrum
X.

Beweis. Der Isomorphismus ist durch einen Isomorphismus zwischen den definierenden Diagrammen
induziert:
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& Q6 0% Qls
X, — QX1 —— QQXnJrQ —_— s — Qan+l —

ll—ao,n J{QOQ,TL \Lﬂzaz,n J/Qlal,n
by by 2

1<
Xn*>QXH_”4>Q2X2Jrngi>...4>QZXHH§L>
Dabei ist o ,, eine Permutation, die induktiv durch das folgende kommutative Diagramm bestimmt
wird:

Qs
! 3 o+l
QX QM X141

Qg
Qayn
Ql+1(a1,n+1)

l +1 1+1
VX —>=0Q * Xigns1 —>=Q * Xiti+n
Qls QH'lXH-n,l

Dabei wird die ZnH—Aquivarianz von ¢ benutzt. Damit dies kommutiert wird gesetzt: a1, =
Xi+n1 - (Qin + 1). Weiterhin zeigt man mit Induktion: oy ,, = xn, - (n+ 5;), wobei 8; € ¥, die Reflektion
ist: B1(i)) =1+1—1

® Xno-(n+ o) =id

® Xi+n,1 - (O‘l,n + 1) = Xl+n,1 - ([Xn,l (n+ Bl)] +1) = Xn,l+1 - (n + BlJrl)

O

Als Corollar bekommen wir einen Zusammenhang zwischen der Wirkung von d auf sh” X und den
Strukturabbildungen von R~ X.

Corollar 5.4 ([Sch09, Ch. I, Prop. 4.20]). 2 moge mit sequentiellen Colimites kommutieren. Fiir jedes symme-
trische Spektrum X in Sp* (D, T) kommutiert dann:

Symx

(O%sh"X) = (0%°X), (R®X),
[ e
QSme,n,+1
(@OoShnX)() = (@OOX)n = Q(@OOX)nJrl HQ(ROOX)n+1

Beweis. Zusammen mit Lemma 5.1 (untere Komposition) gentigt es zu zeigen, dass folgendes Diagramm
kommutiert (was transponiert gelesen werden muss):

Qls QX1 (n4-x1,1)
l +1 1+1
Xy — O X1 — QO X

lﬂlaz,n \LQl(az,n-H) i91+lal,'rL+l

Ols QXi,1
Xy —= QX —= QX0

Dies kommutiert, weil aj 11+ (n+X11) = Xnt+1.0- (R+14+8) - (n+x11) = Xnt10- (n+x1) - (+B+1) =
[Xni - (R4 B+ 1 =a;, +1gilt. 0

Lemma 5.5. Sei X € Sp”(D,T). Dann sind Ag,x und shix in Sp™ (D, T) isomorph.

Beweis. Hierzu wird der Isomorphismus Qsh(shX) =N sh(QshX) benutzt, der levelweise QX114+, Doarn),

QX1 414, ist. Offenbar ist er 3,,-dquivariant. Dieser ist eine Abbildung in Sp(D,T), da

Qo Ox1,1
QXig10n — = P X1 1001 — P X110

lQ(XLlJﬂ‘n) l92(><1.1+n+1) \LQZ(XLH-(THJ))

Q& OX1,1
QXig10n —= P X111 — P X1y

kommutiert (Lemma 5.1). Damit gibt es ein kommutatives Diagramm:

ShX % Qsh(shX)

sh(QshX)
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denn levelweise ist es:

& Q(l“'pr 1)
g )
Xipn —= QXi4pp1 —>= QX414

QX14n,1
[eg 5
X1+n —_— QX1+n+1 —_— X1+1+n

iQ(Xl,Hrn)

Lemma 5.6. Sei X € Sp¥(D,T). Es gibt einen natiirlichen Isomorphismus: (O RX),, = (0°X),,

Beweis. Der Isomorphismus wird durch einen Isomorphismus zwischen den definierenden Diagram-

men induziert:
2~X l

Q&i{{»l 2 QG40 I Q &i(Jrl 141 Q +l~n+l+1
QX1 —— QX0 VX — UM X ——
ll lQXl,l iQXLzl \LQXLL
GRX Q51X Qe Q'elx

OXipn — P Xy — - — WXy —= QX ——

Die Kommutativitdt des Diagramms wird mit folgendem kommutativen Diagramm sowie Qi-1+x11 =
Q=1 (siehe Lemma 3.3) gezeigt:

=X
QanJrl

Q' X4 QX 4

QX1,1-1 QX1,l
QX1,1-111

VX pngio1 — QM X g oo QX
Ql—1+x1,1

Ql&f(+n+l71
5.1.2 Proposition und Bespiele

In diesem Abschnitt wird eine erste, jedoch unvollstindige Verallgemeinerung von Theorem 1.1 bewie-
sen und anschliefSend ein Beispiel fiir D gegeben, bei dem die Voraussetzungen dafiir erfiillt sind.

Proposition 5.7. Sei (D, A, S°) eine symmetrisch monoidale Modellkategorie und T cofasernd. Fiir Sp(D, T)
moge die levelweise projektive Modellkategorie existieren (siehe Def. 3.19). Die folgenden Bedingungen werden
vorausgesetzt:

(a) Fiir jede Abbildung f in Sp(D, T) sind dquivalent (siehe auch Theorem 3.29):
o f ist eine stabile Aquivalenz (siehe Def. 3.21).

o Fiir jede levelweise fasernde Ersetzung f' von f gilt, dass © f' eine Level-Aquivalenz ist.

e Es gibt eine levelweise fasernde Ersetzung f' von f, so dass ©> f' eine Level-Aquivalenz ist.

(b) Abziihlbare Verkniipfungen von stabilen Aquivalenzen in Sp(D, T') zwischen level-fasernden Objekten seien
stabile Aquivalenzen in Sp(D,T).

(c) Q vertausche mit sequentiellen Colimites in D.
(d) Sequentielle Colimites von fasernden Objekten in D sind fasernd.

Sei X ein symmetrisches Spektrum in Sp* (D, T), das levelweise fasernd ist. Dann sind (i) bis (iv) dquivalent,
und (v) folgt aus den ersten vier Punkten.

(i) Es gibt eine Abbildung in Sp™(D,T) von X zu einem 2-Spektrum, welche in Sp(D, T) eine stabile Aqui-
valenz ist.

(ii) Der Morphismus Ax : X — RX ist eine stabile Aquivalenz in Sp(D, T).

(iii) Fiir alle n € Ny gilt, dass der Zykeloperator dgpn x : (©%°sh"X)g — (0°°sh™ X ) eine schwache Aquiva-
lenz ist.

(iv) Das symmetrische Spektrum R X ist ein Q-Spektrum.
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(v) Der Morphismus A : X — R*X in Sp*(D, K) ist eine stabile Aquivalenz in Sp(D, T).

Beweis. e (i) = (ii) Sei f : X — Y eine Abbildung in Sp™(D,T), wobei Y ein Q-Spektrum ist,
so dass f in Sp(D,T') eine stabile Aquivalenz ist. Dann ist wegen Proposition 3.30 auch Rf eine
stabile Aquivalenz in Sp(D, T). Da dann Ay ((Ay); = Xi1-6) ) eine Level-Aquivalenz ist, also auch
eine stabile Aquivalenz in Sp(D, T), folgt mit der Natiirlichkeit von \:

/

X ——Y

i XX \L S\Y
Rf
RX ——RY

und mit dem 2 von 3:Axiom (was hier wegen [Hi, Prop. 3.2.3] gilt, siehe Def. 3.21), dass Ay in
Sp(D, T) eine stabile Aquivalenz ist.

e (i) < (4it) Nach Lemma 5.2 gilt: dgpnx = (G)‘”S\Shn x)o. Weiterhin gilt nach Lemma 5.5, dass
Xshnx = sh™\y. Ferner (O@®sh™)y = (0%°),. Also gilt: dgny = (@"O;\X)n. Da ) ein rechter
Quillen-Funktor von D ist, sind sowohl X (nach Voraussetzung) als auch RX level-fasernd. Mit
(a) und diesem Isomorphismus gilt schlieflich, dass Ax genau dann in Sp(D, T') eine stabile Aqui-

valenz ist, wenn fiir alle n € Ny ds;» x schwache Aquivalenzen in D sind.

e (iii) < (iv) Nach Proposition 3.30 sind R*\x fiir alle s € N stabile Aquivalenzen in Sp(D,T) -
und zwar zwischen level-fasernden Objekten (€2 ist rechter Quillen-Funktor). Nach Voraussetzung
(b) ist auch die Inklusion dann A% eine stabile Aquivalenz in Sp(D, T).

e (i1) => (i) Das folgt aus: (ii) = (iv), (v).

Eine Klasse von Beispielen bilden die fast endlich erzeugten Modellkategorien:

Proposition 5.8. Sei D eine symmetrisch monoidale Modellkategorie, die fast endlich erzeugt ist und in der
sequentielle Colimites mit endlichen Produkten vertauschen. Sei T ein cofaserndes Objekt von D, so dass § mit
sequentiellen Colimites vertauscht. Dann erfiillt das Paar (D, T') die Voraussetzungen von Proposition 5.7.

Beweis. (a) gilt wegen Theorem 3.29.
(b) Das ist die Aussage von Proposition 3.27.
(c) Nach Voraussetzung.

(d) gilt nach Lemma 2.19 (iv).
O

Corollar 5.9. Alle Voraussetzungen von Proposition 5.7 sind fiir die Kategorie der punktierten motivischen Riu-
me mit der motivisch abgeschlossen-flasquen Modellstruktur und allen abgeschlossen-flasque cofasernden Objekte
T, sodass Hom(T, —) mit sequentiellen Colimites vertauscht, erfiillt. Insbesondere also fiir T = P*.

Beweis. Die motivisch abgeschlossen-flasque Modellstruktur ist nach Theorem 2.43 monoidal und nach
Proposition 2.49 fast endlich erzeugt. Die Aussage fiir T = P! folgt aus Lemma 3.41. O

Bemerkung Auch die Modellkategorie sSet, zusammen mit dem Objekt S! erfiillt die Voraussetzung
von Proposition 5.7 (siehe Abschnitt 2.2). Die Aussage, dass dg;»x fiir alle n > 0 eine schwache Aqui—
valenz ist, ist nach folgendem Lemma 5.10 dazu dquivalent, dass der Zykeloperator d auf allen stabilen
Homotopiegruppen 7 (X),k € Z, Bijektionen induziert. Aufierdem sind nach Cor. 3.33 die stabilen
Aquivalenzen in Sp(sSet,,S!) genau die #,-Aquivalenzen. Damit ist Proposition 5.7 tatsichlich eine
partielle Verallgemeinerung von Theorem 1.1.

Lemma 5.10. Sei X € Sp*(sSet., S1). Dass dgpnx : (©%sh"X)y — (©%sh™X), eine schwache Aquiva-
lenz ist, ist dazu dquivalent, dass der Zykeloperator d auf allen stabilen Homotopiegruppen 7,_n(X),k € Ny,
Bijektionen induziert.
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Beweis. Nach Lemma 2.38 {iber Basispunkte und Lemma 5.2 ist d,» x genau dann eine schwache Aqui—
valenz, wenn fiir alle & > 0,7 (dspnx) eine Bijektion ist. Wegen der Bemerkung nach Lemma 4.7
ist m(dspn x ) isomorph zur Wirkung des Zykeloperators auf 7 (sh™X). Weiterhin haben wir als M-
Moduln 7 (sh" X ) = 7tg— (X)(n) (siehe Prop. 5.16, zusammen mit der Bemerkung nach Def. 5.13 sowie
dem Beispiel nach 3.44). Wegen der Zahmheit operiert der Zykeloperator auf 71—, (X)(n) genau dann
als Bijektion, wenn die M-Wirkung von 73, (X)(n) trivial ist. Dies gilt wiederum wegen der Zahmheit
genau dann, wenn die M-Wirkung auf #;,_, (X) trivial ist, da dann die Filtrierung beschrankt ist (siehe
Lemma 4.3). Letzteres ist auch dazu dquivalent, dass der Zykeloperator auf 7, _,, (X) trivial operiert. [

Als vorldufige Definition fiir Semistabilitit nehmen wir (siehe auch Def. 5.14 und die Bemerkung
danach):

Definition 5.11. Es gelten die Voraussetzungen von Proposition 5.7 und die projektiv levelweise Modellstruktur
auf Sp* (D, T) existiere, also insbesondere der Funktor J* (siehe Def. 3.20). Ein symmetrisches Spektrum X €
Sp*(D, T) heifit in diesem Abschnitt semistabil, falls J* X eine der obigen Eigenschaften (i) — (iv) erfiillt.

Als Beispiel fiir diese Definition haben wir dhnlich wie [HSS, Proposition 5.6.5]:

Proposition 5.12. Es gelten die Voraussetzungen von Proposition 5.7 und die projektiv levelweise Modellstruk-
tur auf Sp* (D, T) existiere. Sei f : X — Y ein Morphismus in Sp™ (D, T) zwischen semistabilen symmetrischen
Spektren. Der Vergissfunktor U : Sp*™(D,T) — Sp(D,T) mige stabile Aquivalenzen reflektieren. Falls f eine
stabile Aquivalenz in Sp* (D, T) ist, so ist U(f) in Sp(D,T) eine stabile Aquivalenz.

Beweis. Es gentigt die Aussage fiir J* f zu zeigen, denn Z — J*Z ist eine natiirliche Level-Aquivalenz,
d.h. wir kénnen f durch J* f ersetzen und annehmen, dass X und Y levelweise fasernd sind sowie die
Aussagen von Prop. 5.7 fiir X und Y gelten.

Nach Voraussetzung sind in dem kommutativen Diagramm in Sp* (D, T')

A
X —= R*X

I
A5

Y — R®Y
R*®X und R>®Y Q-Spektren und damit fasernde Objekte in der stabilen Modellstruktur auf Sp*(D, T),
sowie U(\) und U(A?) stabile Aquivalenzen. Nach der Voraussetzung iiber U sind dann A3 und A$?
stabile Aquivalenzen in Sp*(D, T'). Da f eine stabile Aquivalenz in Sp™(D, T) ist, somit auch R* f, ist
nach [Hi, Theorem 3.2.13] R*° f eine Level—Aquivalenz. Also ist U(R™ f) eine stabile Aquivalenz und
damit auch U(f). O

Bemerkung Die Bedingung in letzter Proposition, dass U stabile Aquivalenzen reflektiert, gilt fiir D =
M¢™(S), denn nach [PPR1, Theorem A.5.6 und Theorem A.6.4] stimmen die stabilen Aquivalenzen fiir
jeweils Sp(D,T) und Sp*(D, T) in [Ja2] und [PPR1] iiberein und fiir die stabilen Aquivalenzen in [Ja2]
gilt nach [Ja2, Prop. 4.8] diese Bedingung.

Bemerkung Wenn man nun Proposition 5.7 mit Theorem 1.1 vergleicht, stellt man fest, dass einige
Dinge fehlen. In den folgenden Abschnitten (Theorem 5.20) wird dies erganzt.

5.2 Definition der M-Wirkung auf stabilen Homotopiegruppen

Es gelten die Voraussetzung des Abschnittes 3.4.4 und das Objekt T" habe ein Vorzeichen. Die folgende
Definition ist eine Verallgemeinerung von [Sch08M, 1.2 Construction, Step 1]:

Proposition-Definition 5.13. Seiq € Z und V' € B. Wir definieren einen Funktor T — Ab fiir ein T-Spektrum
X in D und erhalten dann mit Hilfe von Lemma 4.5 eine M-Wirkung auf dessen Auswertung an w, welche die
stabile Homotopiegruppe ) (X ) (siehe Abschnitt 3.4.4) sein wird.

Einem Objekt m in T ordnen wir die abelsche Gruppe [V AN T7t™, X ] (sieche Lemma 3.45) zu, falls g + m > 2,
und sonst die Gruppe 0. Sei f : m — n ein Morphismus in Z, also eine injektive Abbildung und damit n > m.
Wiihle eine Permutation v € ¥, mit f = ~y,,. Der Abbildung f ordnen wir die Komposition

oI (= AT ™)

q+n—1y*
VAT X, 20 L[y ATI X (VAY| T AT ) ye

[V AT X,]

zu, falls g+m > 2, und sonst die Nullabbildung. Die Zuordnung definiert einen Z-Funktor und die Auswertung
an w ergibt genau w, (X).
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Beweis. Die Abbildung V A|y|r AT?t"~1 ist definiert, da V und T cofasernd sind (siche Lemma 2.11). Die
obige Komposition ist ein Gruppenhomomorphismus, denn die Gruppenstruktur ist nattirlich sowie mit
— AT vertréglich (Lemma 3.45) und es gilt V A |y|r AT~ =V AT A |y|7 AT7"~2 (nach Def. 2.56).
Die Zuordnung fiir Morphismen ist wohldefiniert: Seien v,~" € X, mit v, = fyl’m. Dann gibt es ein

T € X,_m mit ¥~y = m 4 7 und die Gleichheit der durch v und 7 definierten Abbildungen ist
dquivalent zur Gleichheit der zwei Kompositionen:

oL (= AT ™)

VAT X, ] 2Ny et x (L X7)-

[V AT, X,
(VAlmr|pATatn=1)=

Sei n > m (sonst ist die Aussage trivial). Nach Definition 2.56 gilt |m + 7| A T9T~1

= T A fr|p AT"™=1 = T9™ A 70 in Ho(D) und somit auch nach Smashen V' A —. Wegen der
Aquivarianz (m +7)-0"™ = ¢"~™ . (X,, A7) und der Gleichheit der folgenden beiden Kompositionen
(siehe Lemma 2.12)

(—AT"—™)

[V A 1—"1"'_7n7 Xm] - % [V ATatm A =" X, A T”_m] (XmAT)

[V ATTE AT X AT

(VATa+mpT)
ist schliefilich die obige Zuordnung wohldefiniert.

Weiterhin ist zu zeigen, dass dies einen Funktor definiert. Es ist klar, dass Identitdten erhalten bleiben
(denn dann ist m = nund v = 1 € %,). Seien nun zwei Abbildungen f : m — nund g : n — n’/
gegeben. Wihle y € ¥,, und § € ¥, mit f = v}, und g = §},,. Dann gilt (§ - (7 X 1/ —y,))}s, = g - f fiir
8+ (v x 1p—pn) € B, Fiir eine Abbildung k : V AT?t™ — X, in Ho(D) ist:

[(V A L8l ATT =) 5, g = (= AT )] (VA [yl ATy =™ (= AT ™) (R)
= [(V ALS|p ATI 1) 6o (= AT )] (y - 0™ ™™ - (R AT™™) - (V Ayl ATIT1))
o T [(y - 0" (R AT (VA [yl AT 1) AT 0] (VA 6] AT )
(Y (0 =)o T (0T AT ] (RATY ) - (VA e AT ) (VA ] AT
( ' o T (kAT ™) - (VA [ |8]r) AT )
(0 = )]0 T (kAT ) (VA8 (7 + (0 — )| AT 1)
=[VAIS - (v+ (' =n))llp AT =1 - [0+ (y + (0 =)L -0 7™ (= AT ™) (K),
denn sgn(d - (v + (n' —n))) = sgn(d) - sgn(y). Also ist die Zuordnung mit Kompositionen vertraglich.
Wenn wir das Bild der Inklusion m — m + 1 betrachten, erhalten wir die Abbildungen o..(— A T'). Also

ist die Auswertung an w genau 7, (X). O

Bemerkung e Diese Definition stimmt im Fall von D = sSet,, T = S! mit der Definition in [Sch09,
Construction 6.2.] iiberein, denn |(—1)g:] ist zu einer Selbstabbildung von S vom Grad —1 iso-
morph.

e Im Fall von D = M“™(S) und T = P! hingt der Begriff der Semistabilit4t nicht von der Modell-
struktur ab, sondern nur von der motivischen Homotopiekategorie Ho(D), da obige Definition
nur Morphismenmengen von Ho(D) und Funktoren auf Ho(D) benutzt.

Definition 5.14 ([Sch09, Ch. I, Def. 6.23]). Ein symmetrisches T-Spektrum X heifit in diesem und den fol-
genden Abschnitten semistabil, wenn die M-Wirkung (Def. 5.13) auf allen Homotopiegruppen von X trivial
ist.

Bemerkung Falls 75-stabile Aquivalenzen mit stabilen Aquivalenzen in Sp(D, T') (siehe Def. 3.21) {iber-
einstimmen, folgt unter den Voraussetzungen von Theorem 5.20, dass die beiden Begriffe von Semista-
bilitdt (Definition 5.11 und 5.14) {ibereinstimmen. Dies gilt insbesondere fiir D = M"(S) (siehe 3.43
und 5.21).

Lemma 5.15. Sei f : X — Y eine w5-stabile Aquivalenz in Sp*(D,T). Dann ist 7} (f) ein Isomorphismus
von M-Objekten. Insbesondere, ist X genau dann semistabil, wenn Y semistabil ist.

Beweis. Nach Definition ist die Abbildung «}"(f) mit der M-Wirkung vertraglich und nach Vorausset-
zung auch ein Isomorphismus. O

5.3 Einige M-Isomorphismen zwischen stabilen Homotopiegruppen

Es gelten die Voraussetzung des Abschnittes 3.4.4 und das Objekt 1" besitze ein Vorzeichen. Die stabilen
Homotopiegruppen von shX,T A X und QX konnen durch die stabilen Homotopiegruppen von X
ausgedriickt werden:
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Proposition 5.16 ([Sch09, Ch. I, Example 6.15, 6.16, S. 94]). Sei X ein T-Spektrum in D, und q € Z,V € B.
Dann gibt es folgende natiirliche Isomorphismen von Gruppen und diese sind mit der M-Wirkung vertriglich,
falls X symmetrisch ist:

(i) w1 (shX) = m) (X)(1),
(ii) ©) (QX) =7V, (X)), falls X level-fasernd und T cofasernd ist, und

(iii) 7Y (X) 2% 7¥ (T A X).

Hierbei bedeutet W (1) fiir ein Objekt W mit M-Wirkung das Objekt W mit der durch M — M, f — 1+ f
eingeschrinkten M-Wirkung auf W.
Diese Isomorphismen sind auch mit dem Vorzeichen von T vertriglich.

Beweis. o Zundchst zeigen wir, dass die Isomorphismen existieren und danach die Vertrdglichkeit mit
der M-Wirkung.

(i) Wir haben triviale Isomorphismen:

. oy (—=NT
COhmmZO,(qul)erZQ(' N [V AN T(q+1)+m, X1+7rz] g

[V AT X0 ] -2

. m o« (—AT) m
= colimp,>0,g4 (14my>2(- .- [V ATHEF™ X, ] [V ATHHOFmAD Xl

& T q(X)

(i) Da die X,, fasernd sind, haben wir folgende Isomorphismen (sieche Lemma 2.8, V' A Tt™ ist cofa-
sernd):

[V ATH™ QX,,] SvaTatm X, [V AT ™ AT, X,p,] VAxagtm)”, [V AT AT™ X,
welche mit den Strukturabbildungen vertraglich sind, d.h. es kommutiert:

Ay ATa+T X (VAX1,q4+m)”
—_— —_—

[V AT ™ QX,,,] [V ATH™ AT, X, VAT ATT™ X,

iailx(—/\T) \Laf(—/\T)
aV/\T‘1+m+1‘Xm+l (VAX1,q+m—+1)"

[V AT ™ QX 0] — [V AT AT, Xy q] — [V AT AT X, ]

Sei f: V AT?T™ — QX,, eine Abbildung in Ho(D). Dann haben wir

ayprarmit x, (@ (FAT)) =ev- ([0 - (FAT)AT) =0* - (eox AT)- (LA x11) - (FAT?) =
oX - (evx AT) - (f Ax1.1)-Somit ist das Bild von f iiber die unter Komposition:

oX - (evx AT) - (f A x1,1) - (VA X1,q4mt1) = X (evx AT)-(FAT?)- (VA X1,q4m A T).
Andererseits ist dies gleich

X - (lavararm x, (f) - (VA xi,gem)] AT) =0 - ([ev- (f AT) - (VA X1,g4m)] AT).

Die Abbildung ay spet+m x,, ist ein Gruppenhomomorphismus, weil Smashen mit T von rechts
die Gruppenstruktur erhélt und diese nattirlich ist (siehe Lemma 3.45). Fiir die hintere Abbildung
(V' A X1,g+m)" haben wir (V' A X1,g4m)" = (VA [X1,gtmlr ATT™)* = (VATT™ A |x1g1mlr)*
(nach Def. 2.56), also ist aufgrund der Nattirlichkeit der Gruppenstruktur auch (V' A x1,¢4m)* ein
Gruppenhomomorphismus.

(iii) Da der Funktor T' A — auf D schwache Aquivalenzen erhilt, induziert er Abbildungen

g+my*
V ATE™, X, ] D% [T AV ATom, T A X, ] L2

welche offensichtlich mit den Strukturabbildungen vertraglich sind:
(TAG)w- (=AD)]-[(tyr ANTT™)* (TA=)] = (TAo)u- by AT AT) - (TA=)-(=AT) =
(v ATT™ AT)* (T A=) - [on - (= AT)].

[VATATIH™ T A Xy,

Fiirjedes f : V AT — X, in Ho(D) kommutiert das Diagramm:

tv T/\Tq+m’

s

TAf
VAT AT ——=T AV AT —=T AN X,

tyaratm o tr,x,,
tT,T‘H-m
T

VATﬁmAT@—>XmAT
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und damit ist obige Abbildung gleich der Komposition:

VAT X, 2T [V AT AT, Xy A T) LX) Xy g patm T A X

Nach den gleichen Argumenten wie im Punkt (ii) ist dies auch ein Gruppenhomomorphismus.

Die durch obige Abbildungen auf Colimites induzierte Abbildung ist die gewtiinschte Abbildung
T A—, die hier auch mit (T'A—) x bezeichnet wird. Diese Abbildung ist nattirlich in X. Falls X¢ — X
eine Level Aqulvalenz in Sp(D, T) ist, sind die Abbildungen (7' A —)x und (7' A —)x. isomorph,
da T A — schwache Aquivalenzen in D erhilt und Level-Aquivalenzen auf stabilen Homotopie-
gruppen Isomorphismen ergeben. Da es nach Lemma 3.28 eine solche Level-Aquivalenz gibt, so
dass X°¢ levelweise cofasernd ist, konnen wir annehmen, dass X levelweise cofasernd ist, wenn
wir zeigen, dass (T’ A —)x fiir alle X ein Isomorphismus ist. Dies brauchen wir, damit spéter die
Smash-Produkte aller Abbildungen in Ho(D) definiert sind (denn dann sind alle Objekte dort co-
fasernd, sieche Lemma 2.11).

o Injektivitat: Im folgenden kommutativen Diagramm faktorisieren die Abbildungen (iiber untere
linke Ecke) die Strukturabbildungen (obere Horizontale):

[V AT X,] VAT AT, Xy AT) =2 [V AT AT, X 1]

T/\_i %TtTX"L* \ T

[TAVATTH™ TAX,] ——=[VATATH™ TAX,] — VAT AT, X, AT

(tv T/\T‘f”") (V/\Xq+m )" tT X *
Das duflere Rechteck kommutiert, weil die Teile des Diagramms kommutieren.
o Surjektivitdt: Urbilder liefert die folgende Abbildung;:

v A Tiratm T A Xon] (VAXqtm,1)" 4T, X x [V A T(q+m)+1,Xm AT AN [V /\Tq+m+1,Xm+1]'

Es ist nun zu zeigen, dass die Komposition dieser mit obiger Abbildung die Abbildung

oTNX(— AT) ergibt. Dafiir brauchen wir an mehreren Stellen, dass T ein Vorzeichen (Def. 2.56) hat.
Sei f: V AT a+tm — T A X,,, eine Abbildung in Ho(D). Dann ist:

[(tv,r AL (TA=)] - [ow b, x,00 - (V AXgam 1) *](f) = [(bv.r A" (TA=)|(0 b1, x,,, [+ (V AXgam,1)) =
TA(o-trx, [ (VAXgrma)) - (v AT = oA AT Aty x, ) - (T A f) - (Bvr A Xgtm.1)
Betrachten wir nun zunéchst:

(T A tT,Xm) . (T A f) = (T A tT,Xm) . (tT,T AN Xm)2 . (T AN f)

= [(TAtr.x,) trr AXp)] [(FD) 7 ATAX ) (TAL)] = trrax,, (TAf)-(=1)p AV AT I+ =
(fAT) - tryarivarm - ()2 AV A Titatm),

Wegen

tT,V/\T““””” . ((—1)T AV A T1+q+m) . (tV,T N Xq+m,1)

= tryariterm - (tvr AXgrma) - (VA (=1)p ATHIE™)

= (VAT 14g+mt1) - (VA (=) AT = (VA (=1)p AT (VA (=1)p ATHO™) =1
folgt schliefilich:

[(tv,r A1) (TA=)] [0 1, x5 (V AXgrm,1)(f) = 07" (FAT). Hier ist 7114 g+m+1 € Siggrm+1
die Elementarpermutation, die 1 und 1 4 ¢ + m + 1 vertauscht.

e Vertraglichkeit mit der M-Wirkung. Sei f : N — Ninjektiv, max(f(m)) = nund v € X, mit vy, = f1},,.
Zu (i): Fir 1 +v € S144 gilt (1 +7) 140 = (1 + f)|117 und es kommutiert:

[V AT@tD)+™ (shX),, | == [V ATeH0+m) X ]

iarm,(_/\Tnm) lUSJHrl)("'L+1),(_/\T("+1)(7”+1))
[V AT+ (shX),]| === [V ATet(+m) X, ]

i(VAVTAl)*.% l(VA|1+'y|T/\1)*~(1+7)*
[V AT+ (shX), ] =——= [V AT9t047) X ]

denn sgn(y) = sgn(1 + 7). Die rechte Seite ist die M-Wirkung auf 7% (X)(1).

Da die Abbildungen oben in (ii) und (iii) mit den definierenden Abbildungen der Colimites vertrag-
lich sind und levelerhaltend sind, kommutieren sie levelweise auch mit o7~ - (— AT™~ ™). Damit muss
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nur noch gezeigt werden, dass sie auch mit entsprechenden Abbildungen der Form (V' A |y|r A 1)* - v,
kommutieren.

Zu (ii): Das Diagramm kommutiert (wegen der Nattirlichkeit von ev und t_ _):
[VAJW“mQx;ylf;U/ATﬁmwvangAzq—39¢VAzwﬁ"ATg&gﬁﬁiﬁyATAjwﬁmxg
l(lAﬂT/\l)*-(Qw)* i(l/\wT/\l/\T)*-(Q'y/\T)* l(l/\'yT/\l/\T)*»'y* J/(l/\TAﬂT/\l)*-y*
WATH%QXAiﬁ?WATHMAigxﬂuqi;>WATﬁmAﬂX%;;ngTATﬁmXM

In der letzten Spalte gilt: 1 AT A |ylr A1 = 1A |y]r A1 (nach Def. 2.56). Mit a = ev - (— A T) folgt
schliefSlich die Vertraglichkeit mit der M-Wirkung.

Zu (iii): Genauso kommutiert das Diagramm:

(T/\f) (tV,T/\l)*
[V ATH™, X, — [T AV AT T A Xy~ [V AT AT T A X

\L(l/\l’vlT/\l)*"y* \L(TAV/\I’YIT/\U*'(T/\’Y)* i(V/\T/\|’Y|T/\1)*‘(T/\’Y)*

[V/\Tq+m,Xn] e [T/\ V/\Tq+m,T/\Xn] E—— [V/\T/\Tq+m,T/\Xn]
(TA=) (tv,rA1)"

In der letzten Spalte gilt: V AT A |y|r A T ™1 = V A |y|7 A T9T™ nach Def. 2.56. Damit ist auch der
dritte Isomorphismus mit der M-Wirkung vertréaglich.

e Die Vertraglichkeit mit dem Vorzeichen von T ergibt sich aus genau den gleichen Griinden wie die
Vertraglichkeit mit M-Wirkung, denn dort spielt das Vorzeichen die gleiche Rolle (siehe die letzten
Diagramme). O

Als Folgerung erhalten wir, dass einige Operationen auf symmetrischen Spektren mit der Semistabi-
litat vertraglich sind:

Corollar 5.17 ([Sch09, Lemma 6.25, S. 99]). Es gebe den levelweise fasernder Ersetzungsfunktor J* fiir Sp* (D, T).
Fiir ein symmetrisches T-Spektrum X in D, sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

o X ist semistabil

o T A X ist semistabil
o OJ¥X ist semistabil
e sh X ist semistabil

Beweis. Dies folgt aus der vorherigen Proposition 5.16. Es bleibt noch zu zeigen, dass ein zahmes M-
Model W genau dann triviale M-Wirkung hat, wenn W (1) triviale M-Wirkung hat. Aber wenn die M-
Wirkung auf W (1) trivial ist, hat W Filtrierung < 1 und wegen Lemma 4.3 (ii7) triviale M-Wirkung. [

Definition 5.18. Sei X ein levelweise faserndes symmetrisches T-Spektrum. Die Komposition der M-Isomorphismen
(i) und (ii) in Prop. 5.16 wird mit o : )/ (RX) = m) (X)(1) bezeichnet.

Die néchste Proposition wird besonders im Beweis von Theorem 5.20 angewandt.

Proposition 5.19 ([Sch09, Lemma 6.22, S. 96]). Sei X ein symmetrisches T-Spektrum. Die Wirkung des Zy-
keloperators d € M ist isomorph zur Wirkung von Ax auf den stabilen Homotopiegruppen, d.h. es kommutiert:

Y (X) — L 7Y (X)(1)

(1)‘7T~(T/\)lu J{m
v ”¥+q()‘X) v
T q(TAX) —— 71, (shX)
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Falls X levelweise fasernd ist, so kommutieren fiir alle n € No die Quadrate:

7V (X) —Z> 7V (X)(1) und V(R X) —" > 7V (X)(n)
Sxxw(—l)%«lu TF;/(Qn;\smLX)'(l)%i ld*
Y (RX) —> ¥ (X)(1) Y (R™X) 2o [V (X) (n)](1)

wobei die rechte vertikale Abbildung auf den unterliegenden Mengen die Wirkung von d(n) auf m) (X) ist
(siehe Def. 4.1).
Insbesondere ist die Wirkung von d(n) auf =)/ (X) isomorph zu zur Abbildung ) V(R"\x).

Beweis. Sei f : V AT?t™ — X,,, ein Morphismus in Ho(D).
Zum ersten Quadrat (vgl. die Definition 2.56 des Vorzeichens):

Ax,ms - (V A(=D)F AL* - [ty ATTT™)* (T A =)]](f)
= (Xm1 -0 - tr.x,.) - (TAf) - (bvr AT - (V A (

D2 A1)
tr v aratm - (typ ATTH™) (VA (=1

AR

= Xm,1 O * (f/\T)

= Xm0 (FAT) - (VAX1gm) - (VA (=DEAT)

= Xm,1 Oy (fAT)- (VA (= )q+mA1)'(V/\(—1)?r/\1)
:X'm,l'o'r)r(b (f/\T) ( ( )

Ly
= X, (VA(EDF AL 0 - (= AT(f) = du(f).

Beim zweiten Quadrat ergibt sich das Gleiche:
[[(V A X17q+m)* al - AX ms (VA (_1)qT A1)*](f)
= ev- (Bxgn £ (VA CDEADIAT) - (V A X1g1m)
= Xm0 (FAT) - (VAX1gm) - (VA (DT A L) = du(f).

Das dritte Quadrat folgt aus dem zweiten Quadrat. Wie bei Schwede betrachten wir dazu das fol-
gende Diagramm, dessen Teile alle kommutieren (da die Isomorphismen mit Vorzeichen vertauschen

siehe Prop. 5.16):
- - my (X)

Ty ("sh™ X) Ty 1 n(sh" X)

- &
l’(ﬂnkshnx)*(—l)g“ /S‘bhnx)*(l)g\ \Ld(n)

Ty (Q"sh"RX) — 7)., (Rsh"X) Ty (sh"X) ——= 7} (X)

IR|e

an,+1

Die letzte Aussage gilt, da wegen Lemma 5.5 die Morphismen s x und sh™ Ay in Sp*(D,T) zu-
einander isomorph sind. O

5.4 Das verallgemeinerte Theorem und Kriterien fiir Semistabilitit

Es gelten die Voraussetzung des Abschnittes 3.4.4. In diesem Abschnitt wird die Proposition 5.7 (mit
zuséatzlichen Annahmen) erweitert und gleichzeitig damit Theorem 1.1 verallgemeinert.

Theorem 5.20 (verallgemeinert: [Sch09, Ch. I, Theorem 6.24]). Sei (D, A, S°) eine punktierte symmetrisch
monoidale Modellkategorie mit einem cofasernden Objekt T, so dass — A T schwache Aquivalenzen erhiilt und T
ein Vorzeichen hat. Sei i : sSet, — D ein monoidaler linker Quillen-Funktor mit Adjungiertem j. Sei B eine
Klasse cofasernder Objekte in D. Weiterhin moge gelten, dass fasernde Objekte in D unter sequentiellen Colimites
abgeschlossen sind, und die Funktoren j, Hom(T, —) und Hom(A, —) fiir alle A € B sequentielle Colimites
erhalten.
Dann sind fiir jedes symmetrische T-Spektrum X in D dquivalent:
(i) X ist semistabil (siehe Def. 5.14).
(ii) Der Zykeloperator d (Def. 4.1) wirkt auf allen stabilen Homotopiegruppen von X surjektiv.

(iii) Die Abbildung \x : T A X — shX ist eine n5-stabile Aquivalenz.
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Falls fiir die Klasse {) ; q € 7.,V € B} von Funktoren von Sp*(D, T) in die M-Mengen die Voraussetzungen
von Proposition 4.8 gelten, dann ist (i) auch dquivalent zu:

(¢'): Die Abbildung cx : @} (X) — ¥ (X) (Def. 4.8) ist fiir alle ¢ € Z,V € B eine Bijektion.

q
Falls X levelweise fasernd ist, sind die Bedingungen (i) — (iii) weiter dquivalent zu:
(iv) Die Abbildung \x : X — RX ist eine w%-stabile Aquivalenz.
(v) Die Abbildung A58 : X — R™®X ist eine nP-stabile Aquivalenz.
(vi) Das symmetrische Spektrum R>° X ist semistabil.
Falls zusitzlich die folgenden Bedingungen gelten:

e die projektive levelweise Modellstruktur in Sp(D,T) existiert und die Bedingung (a) in Proposition 5.7
gQilt,

e die projektiv levelweise Modellstruktur auf Sp* (D, T) existiert und damit insbesondere eine levelweise
fasernde Ersetzung 1 — J*, und

o 7B-stabile Aquivalenzen stimmen mit stabilen Aquivalenzen in Sp(D, T) iiberein (siehe 3.21),

so sind die obigen Bedingungen (i) — (ii) zu (viii) dquivalent, und falls X zusitzlich levelweise fasernd ist, so
sind alle obigen Bedingungen zu (vit) dquivalent:

(vii) Das symmetrische Spektrum R>X ist ein Q-Spektrum.

(viii) Es gibt eine Abbildung von symmetrischen Spektren von X zu einem Q-Spektrum, die eine 75-stabile
Aquivalenz ist.

Zusitzlich gelten immer die Implikationen (viii) = (i) und (vii) = (vi).

Beweis. e (i) & (ii) Nach Definition folgt (i7) aus (). Wegen Zahmheit (sieche Lemma 4.6 (¢)) folgt
mit Lemma 4.3 (4i7) auch die umgekehrte Richtung.

e (ii) < (iii) Die Aquivalenz von (i) und (iii) folgt aus dem ersten kommutativen Diagramm in
Proposition 5.19.

e (i) & (') folgt direkt aus Proposition 4.8 und Definition 5.14.

e (viii) = (ii) Fiir Q-Spektren Z ist Az eine Level-Aquivalenz und daher eine 75-stabile Aquivalenz.
Mit (iv) = (ii) = (i) folgt dann, dass 2-Spektren semistabil sind. Nach Lemma 5.15 folgt, dass X
semistabil ist.

o (vii) = (vi): Dass Q-Spektren semistabil sind, wurde in (viii) = (i7) gezeigt.
Jetzt nehmen wir auch an, dass X levelweise fasernd ist.

e (ii) & (iv) Die Bedingung (iv) ist nach dem zweiten kommutativen Quadrat in Proposition 5.19
dquivalent dazu, dass der Zykeloperator d auf allen 75-stabilen Homotopiegruppen von X bijek-
tiv wirkt. Nach (7) < (i¢) ist dies dquivalent zu (i¢) dquivalent.

e (iv) = (v): Da Ax eine wP-stabile Aquivalenz ist, sind dies auch R"\x,n € Ny, denn Q und sh

erhalten nach Proposition 5.16 (i), (ii) 75-stabile Aquivalenzen. Wegen Corollar 3.49 ist die Ab-
bildung 7} (A%) zur Inklusion 7} (X) 2nelo, colimy =0 7y (R"X) isomorph. Aber die Abbildungen
) (R™ Ax),n € Ny sind alle Isomorphismen. Also ist auch die Inklusion ein Isomorphismus und

damit A\ eine 75-stabile Aquivalenz.

e (v) = (i1): Die Abbildung W;/(an\ x),n € Ny ist injektiv, denn wegen Proposition 5.19 sind diese
isomorph zu der Wirkung von d(n) auf 7, (X ), welche wiederum nach Lemma 4.3 und 4.6 injektiv
ist. Die Inklusion 7 (X) el colimy, >0 7Y (R"X) ist ein Isomorphismus, denn sie ist zu 7} (A%)
(Corollar 3.49) isomorph. Da alle Abbildungen des sequentiellen Diagramms 7, (R*X) injektiv

sind, miissen diese Abbildungen wegen Letzterem auch surjektiv sein. Dementsprechend ist die
Wirkung des Zykeloperators d auf 7}’ (X ) surjektiv, also gilt Bedingung (ii).
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e (iv) = (vi): Da (iv) die Bedingungen (v) und (i%), also auch (4), impliziert, ist wegen Lemma 5.15
das symmetrische Spektrum R*°X semistabil.

o (vi) = (i): Wie oben ((v) = (ii)) gesehen ist die Abbildung 7} (A%) : Y (X) — 7/ (R®X)
injektiv und mit der M-Wirkung vertraglich. Da die M-Wirkung von 7} (R X)) trivial ist, ist
deren Einschrankung auf 7, (X) auch trivial.

Nun seien die Voraussetzungen fiir letzten den Teil des Theorems erfiillt.

e (iv) = (vii): Nach Voraussetzung ist Ax eine stabile Aquivalenz in Sp(D, T)). Aus der Implikation
(#4) = (iv) in Proposition 5.7 folgt dann die Behauptung.

e (i) = (viii) Wir haben eine 75-stabile Aquivalenz X — J*X =:Y in Sp*(D, T). Nach Lemma 5.15
ist JEX semistabil und somit folgt aus den Implikationen (i) = (v), (vii), dass Ay : ¥ — R*Y
eine 75-stabile Aquivalenz und R*Y ein 2-Spektrum.

O

Beispiel Fiir Einhdngungsspektren X°°L (Kap. 3) ist Ase, ein Isomorphismus, denn levelweise ist es
schon ein Isomorphismus, da die Strukturabbildungen ¢ Identitdten sind. Also sind Einhdangungsspek-
tren semistabil.

Das obige Theorem 5.20 ist auf das Beispiel der motivisch abgeschlossen-flasquen Modellkategorie
Me™(S) zugeschnitten worden:

Proposition 5.21. Alle Voraussetzung bis auf die vor der Aussage (i') von Theorem 5.20 gelten fiir D =
Mem(S), T =P, B={S"AGS, ANUs|r,s >0,U € Sm/S}.

Beweis. Wir wissen, dass die Voraussetzung des Abschnitts 3.4.4 schon gelten. Nach Abschnitt 2.5.3 hat
P! ein Vorzeichen. Die Voraussetzung iiber die fasernden Objekte folgt aus Prop. 2.49 und Thm. 2.19.
Aus Lemma 3.41 folgt, dass P! und alle Objekte in B Hom-endlich sind. Von den letzten Bedingungen
gelten die ersten beiden, da D fast endlich erzeugt ist (Prop. 2.49 und Thm. 3.29), und wegen den Theo-
remen 3.24 und 3.22. Die 75-Aquivalenzen stimmen wegen Cor. 3.43 mit den stabilen Aquivalenzen von
Sp(D,T) tberein. O

Unter gewissen Voraussetzungen ist das Bilden eines sequentiellen Colimites mit der Semistabilitat
vertraglich:

Proposition 5.22. Sei X* ein sequentielles Diagramm in Sp* (D, T') und migen die Voraussetzungen von Co-
rollar 3.49 gelten. Falls alle symmetrischen Spektren X™, n € Ny semistabil sind, so auch colimX*®.

Beweis. Nach Corollar 3.49 haben wir einen Isomorphismus: colimm) (X*) — m} (colimX*). Nun sind

die Abbildungen 7}’ (X") incl, 7y (colim X *) mit der M-Wirkung vertriglich und die Mengen 7}’ (X™),
n € Np haben triviale M-Wirkungen. Da Colimites von Identitdten sequentieller Diagramme Identitaten
sind, operiert M auch auf ﬂ';/ (colimX*®) durch Identititen. Also ist auch colim X *® semistabil. O

In der Situation D = Top., T = S! gibt es einige Kriterien fiir Semistabilitit sowie einige besondere
Klassen von semistabilen Spektren ([Sch09, Ch. I, Example 6.27]), wie die orthogonalen Spektren, also
Spektren, auf denen die orthogonale Gruppen wirken (siehe [Sch09, Ch. I, Def. 9.2]). Zu den orthogona-
len Spektren gehoren die Thomspektren und die Einhdngungsspektren. Entsprechende Kriterien gibt es
auch fiir verallgemeinerte stabile Homotopiegruppen:

Proposition 5.23 ([Sch09, Ch. I, Prop. 6.26]). Sei X ein symmetrisches T-Spektrum. X ist semistabil, falls eine
der folgenden Bedingungen gilt:

1. Fiir jedes ¢ € Z und V € B gibt es jeweils ein | > 0, so dass die Inklusionsabbildung [V A T X)) —

my (X) surjektiv ist. Dies gilt insbesondere, wenn die stabilen Homotopiegruppen sich stabilisieren, also

[V AT X, — [V AT X, 1] Isomorphismen fiir n > 0 sind.
2. Die Wirkungen der geraden Permutationen auf X, induzieren Identititen in der Homotopiekategorie Ho(D).
3. Die stabilen Homotopiegruppen =) (X) sind endlich erzeugt als abelsche Gruppen, fiir alle q € 7 und
V eB.
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Beweis. 1. Nach Lemma 4.6 ist die Filtrierung der Elemente von w;/(X ) beschrankt. Also ist nach
Lemma 4.3 (ii) die M-Wirkung auf 7, (X) trivial.

2. Wir zeigen, dass der Zykeloperator d auf 7} (X) als Identitit wirkt. Entscheidend ist die folgende
Beobachtung: fiir gerade n € Ny ist die Abbildung

Xn,1x (VAIXn1|TAL)"

[V AT T 0] [V AT T )

die Identitdt ist. Denn y, 1 ist eine gerade Permutation und somit |x, 1|r = 1 (Def. 2.56), und die
Abbildung x, 1. darin nach Voraussetzung die Identitat.

Ein Element in 7}’ (X) wird stets (nach Stabilisierung) von einem f € [V A T9%", T,] mit geraden
n € Ny reprasentiert. Wegen dieser Bemerkung ist: d[f] = [xn.1+(VAlxn 112 AL)* 1 (f)] = [t:(f)] =
[f]. Also wirkt d als Identitit. Nach Lemma 4.3 ist die M-Wirkung auf 7} (X) trivial und daher X
semistabil.

3. Dies folgt wegen der Zahmheit von 7, (X ) (Lemma 4.6) aus Lemma 4.3 (iv).

Bemerkung In [RSO, Prop. 3.2] wird das gleiche Kriterium wie in Prop. 5.23-2. angegeben.

Speziell in der motivischen stabilen Homotopiekategorie gibt es symmetrische Spektren, deren Ob-
jekte (dhnlich wie bei orthogonalen Spektren) eine Wirkung der allgemeinen linearen Gruppe besitzen.
Falls diese mit der Wirkung der symmetrischen Gruppe vertraglich ist, sind diese symmetrischen Spek-
tren semistabil:

Corollar 5.24. Sei E ein symmetrisches T-Spektrum. Fiir jedes n € Ny gebe es ein Objekt E], in M.(S) mit
Yn-Wirkung, ein Zickzack aus ¥, -iquivarianten motivisch schwachen Aquivalenzen zwischen E,, und E!, und
eine Abbildung in M.(S):

h.(GL,s)NE! — E!,

so dass die durch Permutationsmatrizen induzierten Endomorphismen auf E!, mit der X.,,-Wirkung auf E!, iiber-
einstimmt.
Dann ist E semistabil.

Beweis. Setze D = M™(S). Sei T € ¥,, eine gerade Permutation und P, die zugehorige Permutations-
matrix. Nach Lemma 2.67 wissen wir, dass die von P, und id induzierten Endomorphismen auf E, in
Ho(D) ubereinstimmen. Gleichzeitig ist nach Voraussetzung der von id induzierte Endomorphismus
die Identitdt. Damit wirken die geraden Permutationen auf E/, in Ho(D) als Identitdt, denn die X,,-
Wirkung auf E,, ist in Ho(D) konjugiert zur ¥,,-Wirkung auf E/,. Nach Proposition 5.23 (i) folgt dann
die Semistabilitat. O

6 Beispiele in der motivischen Homotopietheorie

In diesem Kapitel werden zwei Beispiele fiir semistabile symmetrische Spektren in der motivischen
Homotopietheorie untersucht.

6.1 Das motivische Eilenberg-Mac Lane Spektrum

Das motivische Eilenberg-Mac Lane Spektrum wird in [DRJ, Example 3.4] als Auswertung eines mo-
tivischen Funktors (siehe [DRQ, Abschnitt 3]) definiert. Nach [DRO, Lemma 4.6] représentiert dieses
motivische Kohomologie mit ganzen Koeffizienten.

Zunichst sei H : M.(S) — M.(S) ein Funktor, mit den folgenden Eigenschaften:

1. Es gibt nattirliche Abbildungen H, p : Hom(A, B) — Hom(H(A), H(B)), die kompatibel mit den
Kompositionsabbildungen und der Identitit auf Hom sind und dessen Einschrankung auf S und
den 0-Simplizes die Abbildung von H auf Morphismen ergibt.

2. Der Funktor H schickt motivisch schwache Aquivalenzen zwischen projektiv cofasernden Objek-
ten (siehe Abschnitt 2.4 und [DRQ, Abschnitt 2.1]) auf motivisch schwache Aquivalenzen.
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Diese Eigenschaften reichen aus, um ein semistabiles symmetrisches Spektrum zu definieren (siehe un-
ten). Um allerdings das motivische Eilenberg-Mac Lane aus dieser Konstruktion zu erhalten, muss der
Funktor nach der Definition in [DR&, Example 3.4] als H = u o0 Z;, gewahlt werden (siehe [DROJ, S. 524]
fiir die zweite Eigenschaft).

Sei iy : S — Gy, g die Abbildung in Sm/S, die durch Spec(Z) KAREN G,,, z induziert wird. Wir haben
dann einen Monomorphismus h.(i1) A St : h.(S) A St = h.(G,,s) A S1. Nach Lemma 2.54 gibt es eine
motivisch schwache Aquivalenz T' := [h.(G,,5) A S']//[h.(S) A S'] = G,, A S' und T ist projektiv
cofasernd, wobei hier G,,, der punktierte motivische Raum (h(G,, s), h(i1)) = h.(Gy, 5)/h.(S) ist (siehe

auch Def. 2.60). Der Funktor H wird nun an Potenzen des Objektes T ausgewertet:

Definition 6.1. Das motivische Eilenberg-Mac Lane Spektrum H ist das symmetrische T-Spektrum, das aus
den Objekten H,, := H(T™) besteht, mit X,,-Wirkung induziert durch die Permutationswirkung auf T, und
dessen Strukturabbildungen H,, AT — H,, 11 zur folgenden Abbildung adjungiert sind:

p Einhet, Hom(T™, T" AT

) Hin g

Hom(H(T™),H(T™ AT))

Bemerkung Die Kompositionen der Strukturabbildungen, a;‘j” CH, AT — H,,+;, sind adjungiert zu
7t B om (T, T ATY 2 Hom(H(T™), H(T™)), denn H ist mit Kompositionen auf Hom ver-
traglich, und damit ¥,, x ¥;-dquivariant.

Die folgenden Lemmata zeigen, dass die Voraussetzung des Corollars 5.24 erfiillt sind, welches dann
Semistabilitat impliziert.

Lemma 6.2. Zwischen den projektiv cofasernden punktierten motivischen Raumen T™" und
Ty == h.(A%)//h.((A™ — 0)g) gibt es ein Zickzack von X, -iquivarianten motivisch schwachen Aquivalenzen
zwischen projektiv cofasernden Objekten.

Beweis. Nach den Lemmata 2.54, 2.63 sowie 2.65 und Proposition 2.53 gibt es ein Zickzack von X,,-
dquivarianten motivisch schwachen Aquivalenzen:

h.(AZ)//h.((A™ = 0)s) = h.(AZ)/h.((A" — 0)5) <= (A1/Gp) " =~ (G, A SN & T,
Wir konnen dieses Zickzack funktoriell projektiv cofasernd ersetzen und erhalten dann das gewiinschte
Zickzack. Wegen der Funktorialitdt ist das neue Zickzack auch ¥,,-dquivariant. O

Lemma 6.3. H,, ist ¥,,-dquivariant motivisch schwach dquivalent (Def. 2.4) zu H(h.(A%)//h.((A™ —0)s)).
Beweis. Dies folgt aus Lemma 6.2 zusammen mit der zweiten oben angegebenen Eigenschaft von H. [
Lemma 6.4. o Es gibt eine Abbildung h.(GL,, s) N T3 — T3, die die ¥,,-Wirkung auf T3} fortsetzt.

o Es qibt eine Abbildung h.(GL, s) N H(Ty) — H(Ty), die die ¥,,-Wirkung auf H (T3") fortsetzt.

Beweis. e Wir haben ein kommutatives Diagramm:
h.(GLys) Ah.((A™ = 0)g) —— h.((A™ — 0)5)
\Ll/\h.(incl) \Lh.(incl)
h(GLyns) Ah.(A%) a h.(AZ)

wobei die Abbildungen p die 3, -Wirkung fortsetzen. Da Smashen mit Colimites vertauscht, in-
duziert dieses Diagramm eine Abbildung
h.(GLps) ATy — T3, die die 3,-Wirkung auf T3 fortsetzt.

e Die Abbildung aus dem ersten Teil ist adjungiert zu einer Abbildung h.(GL, s) = Hom(T3',T3"),
deren Komposition mit Hry 7, wiederum adjungiert zu einer Abbildung h.(GL, s) A H(T3') —
H(T3) ist. Diese setzt die ¥,,-Wirkung fort, denn Hryp 1y (S) ist die Abbildung auf den Morphis-
men M.(S)(T3,T5) — M.(S)(H(Ty), H(T3)) und die X,-Wirkung auf H(T3') wird durch diese
von der auf 73" induziert.

O

Corollar 6.5. Das symmetrische motivische Eilenberg MacLane Spektrum ist semistabil.

Beweis. Das folgt aus Lemma 6.3 und 6.4 und Proposition 5.24. O

61



6.2 Das algebraische Cobordismus-Spektrum

Das algebraische Cobordismus-Spektrum wird in [Vo2, Abschnitt 6.3] definiert. Jedoch erst in [PPR2,
Abschnitt 2.1] wird ein symmetrisches P!-Spektrum definiert, das diesem entspricht. Wir wollen hier
dieses definieren und zeigen, dass es semistabil ist.

6.2.1 Vektorbiindel und Thom-Riume

Um das algebraische Cobordismus-Spektrum zu definieren, werden Vektorbtindel und deren Thom-
Radume benotigt. Dieses werden jetzt in den folgenden Definitionen eingefiihrt. Zunachst werden Ob-
jekte mit Zusatzstruktur betrachtet:

Definition 6.6. Sei C eine lokal kleine Kategorie (d.h. eine Kategorie mit Hom-Mengen, z. B. Sch/X).

e Sei F' : S — Set eine Einbettung (injektiv auf Objekten und Morphismen). Ein F-Objekt in C ist ein
Objekt A in C zusammen mit einem Funktor Ap : C°? — S, sodass F o Ap = h(A) gilt, wobei h(A) der
Funktor C°? — Set, Y — C(Y, A) ist.

Ein Morphismus (A, Ap) — (A’, Alz) von F-Objekten in C ist ein Morphismus f : A — A’ in C, so dass
fiiralle Y € C die Abbildung C(Y, f) von Mengen Bild eines Morphismus in S unter F ist.

o Falls F der Vergissfunktor von Gruppen, abelschen Gruppen oder Ringen in Mengen ist, so ist eine Gruppe,
abelsche Gruppe bzw. Ring in C ein F-Objekt in C.

e Sei R ein Ring in C. Dann besteht ein R-Modul in C aus einer abelschen Gruppe M in C zusammen
mit natiirlichen Abbildung m : C(—,R) x C(—, M) — C(—, M), die fiir jedes Y € C eine C(Y, R)-
Modulstruktur auf der abelschen Gruppe C(Y, A) definieren. Ein Morphismus (M, m) — (M',m’) von
R-Moduln in C ist ein Morphismus f : M — M' in C, so dass fiir alle Y € C die Abbildung C(Y, f) ein
C(Y, R)-Modulhomomorphismus ist.

Bemerkung Sei C ein lokal kleine Kategorie mit endlichen Produkten und terminalen Objekt. Die Struk-
tur von Gruppen, Ringen und Moduln in C anzugeben, ist nach dem Yoneda-Lemma dquivalent dazu,
entsprechend Additions- bzw. Multiplikationsmorphismen A x A — A, R x M — M und Null- bzw.
Eins-Morphismen * — A anzugeben, so dass die entsprechenden Diagramme kommutieren.

Beispiel e Das X-Schema A% := A" x X hat die Struktur einer abelschen Gruppe, denn fiir ein
Y € Sch/X gilt: (Sch/X)(Y,A%) = Oy (Y)™.

e Insbesondere hat fiir n = 1 das X-Schema A, die Struktur eines Ringes.
e SchlieBflich ist A% ein AL-Modul in Sch/X.
e Das Schema GL,, hat eine Gruppenstruktur in Sch.

e Ein Endomorphismus des Ringes A% entspricht einem Polynom P € Ox (X)[T] mit P(T; + 1) =
P(Tl) + P(TQ) und P(T1 . TQ) = P(Tl) . P(Tg)

e Ein Morphismus A%} — A’ von AY-Moduln entspricht n Polynomen P; € Ox (X)[T1, ..., T),i =
1, ...,Nn, S0 dass Pz(T1+T1/a SN ,Tm—FT,,/n) = PL‘(Tl, SR ,Tm,)—&—Pi(T{, PN 7T7In) und TPi(Tl, PN ,Trm) =

P(TTy,...,TT,) firi=1,...,n gilt.

Bemerkung Falls F ein A} -Modul in Sch/X ist und U — X ein Morphismus von Schemata, so hat
das U-Schema E x x U eine induzierte A},-Modulstruktur, denn (Sch/U) (Y, E x x U) = (Sch/X)(Y, E).
Diese Zuordnung ist funktoriell.

Definition 6.7 ([Mo2, S. 4]). Sei X ein Schema. Ein Vektorbiindel tiber X ist ein Schema-Morphismus  :
E — X zusammen mit einer Struktur eines AY.-Moduls auf ¢ in Sch/X, so dass es eine offene Uberdeckung
{Uili € I't von X gibt und fiir jedes i € I Isomorphismen v; : €~ (U;) — A von Ay, -Moduln in Sch /U gibt.

Beispiel o Die Identitdt 1x : X — X ist ein Vektorbtindel iiber X, denn 1x ist das terminale Objekt
in Sch/X.

e Falls &, : V; — X;,i = 0,1 zwei Vektorbiindel sind und X; S-Schemata, dann hat &, xg & :
Vo x5 Vi = Xo xg X; eine induzierte Vektorbiindelstruktur.
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Lemma-Definition 6.8. Sei & : E — X ein Vektorbiindel.

e Der Nullschnitt z(§) : X — E von & ist der Nullmorphismus X — E des abelschen Gruppenobjektes E
in Sch/X. Er ist eine abgeschlossene Immersion.

o Dann ist das Bild von z(§) ein abgeschlossenes Unterschema von E und dessen Komplement U(§) =
E — I'm z(§) ein offenes Unterschema in E.

o Sei X jetzt auch S-Schema. Der Thom-Raum Th(&) von & ist der punktierte motivische Raum:
alh.(E)/(h.(U(&))] (siche Lemma 2.51).

Beweis. Wir miissen noch zeigen, dass z({) eine abgeschlossene Immersion ist. Es reicht dies fiir die
Pullbacks von z(¢) entlang {¢71(U;) C E} zu iiberpriifen, wobei {U;} die offene Uberdeckung von
X aus Def. 6.7 ist. Diese sind aber die Nullmorphismen z(§y,) von §y,. Da der Isomorphismus 1; :
¢1(U;) — Ay Nullmorphismen auf Nullmorphismen abbildet, gentigt es zu zeigen, dass der Nullmor-

. . Lo . . 0 N .
phismus von A7/ eine abgeschlossene Immersion ist. Dieser ist aber (SpecZ — A7’) x idy, und damit
eine abgeschlossene Immersion. O

Aus der Definition des Thom-Raums ergibt sich:

Lemma 6.9. Seien £ : E — X und &' : E' — X' zwei Vektorbiindel und

E*f>E’

lf lf'
X —1= X/
ein kommutatives Diagramm in Sch/S, so dass f die offene Menge U (&) auf U(&') abbildet. Dann erhalten wir

eine Abbildungen Th(§) — Th(£') in M.(S). Diese Zuordnung ist funktoriell.

Bemerkung Falls £ : E — X ein Vektorbiindel ist und X ein S-Schema (insbesondere S = SpecZ),
so hat fiir jedes S-Schema A auch A xg & : A xg E — A xg X eine induzierte Vektorbiindelstruktur.
Auflerdem hat die Projektion A x g £ — ¢ die Eigenschaft des Diagramms aus Lemma 6.9.

Folgendes Lemma wird spéter fiir die G L,,-Wirkung gebraucht:

Lemma 6.10. 1. Sei A ein S-Schema. Es ist U(14) = 0. Es gibt eine natiirliche motivisch schwache Aquiva-
lenz in M.(S): h.(A) — Th(14).

2. Seien X, X' zwei S-Schemataund £ : V. — X, &' : V' — X' Vektorbiindel iiber ihnen. Es ist U(§{ xg&') =
pri (&) Upry *(&') (wobei pr; die beiden Projektionen sind). Es gibt eine natiirliche motivisch schwache
Aquivalenz in M.(S): Th(&) ATh(&') — Th(€ x s &), die assoziativ und mit dem Vertauschen von & und
&' vertriglich ist. Die Komposition h.(A) ATh(§) — Th(1a) ATh(€) — Th(la xg &) werde mit Thy ¢
bezeichnet. Auflerdem kommutiert:

Th(&) Th(=2)
|=

Ths,e
h.(S)ATh(¢) —=Th(lg x5 &)

Beweis. 1. Der Nullschnitt von 14 ist 14 und damitU(14) = A — A = 0.
Die geforderte Abbildung ist h.(A) = h.(A)/* — h.(A)/h.(§) — Th(14). Die erste Abbildung in
der Kompositon ist eine motivisch schwache Aquivalenz, da * — h.(()) eine motivisch schwache
Aquivalenz ist und M¢™(S) links-eigentlich. Wegen Lemma 2.52 ist auch die zweite Abbildung
eine schwache Aquivalenz.

2. Die erste Aussage folgt aus z(¢ x5 &) = 2(€) xg 2(¢') und Im (2(€) x5 2(¢')) = pri*(Im2(£)) N
ry (Im z(€)).
];ifr die zweite Aussage haben wir zundchst:
Th(EATh(E") = alalh.(V)/h(UE)Aalh.(V!) /b (U(E)]) = a([h.(V)/h(UENIAR. (V') /R (U(E))])
(was auf Nisnevich-Halmen getestet werden kann, da sie mit Smash-Produkten vertauschen, siehe
[Mo, Lemma 2.1.12]) und
[A(V) x R(V)]/[R(U(€)) x h(V") ILA(V) x R(U(£))] = MV xs V') /[M(U(§) xs V) ILR(V x s U(£"))]-
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Die beiden offenen Immersionen von U(&) xg V' und V x g U(&') nach V x g V' bilden eine offene
Uberdeckung. Damit ist M.(S)(h.(U(¢ xs €')),F) — M.(S)(h.(U(§) x5 V')V h.(V x5 U(£"),F)
fir alle F € sShv.(S) injektiv. Also ist
ah.(V x5 V')/[0.(U(€) x5 V)V (Vx5 UE))]) = alh.(V x5 V') /h.(U( xs €))) = Th(E x5 €
ein Isomorphismus. Die Komposition ergibt dann die gewtinschte Abbildung.
Wenn &, ¢, ¢” drei Vektorbiindel sind, so ergeben die moglichen Verkettungen der obigen Abbil-
dung die folgende Komposition:
Th(§) NTh(E') ATh(E") = alalh.(V)/h.(US] Aalh. (V') /h.(UEN] Aalh.(V")/h.(UE")]]
= a([h.(V)/h (U A [h.(V!) /2 (UE)] A [h. (V) /0. (UEM)])
= a([M(V)xh(V)xR(V)]/[RUE) x (V") x h(V")IR(V) x h(UE") x (V") ITA(V) x h(V") x L(UE")])
= a(h(V Xg % X8 V”)/[h(Uf XS \% Xs VH) II h(V Xg Ufl Xs VH) II h(V Xs %4 Xs Uf")D
= a(h.(Vxg V' xgV")/h.(U(& xg & xs5&"))).
Also ist die Abbildung assoziativ. Die restlichen Eigenschaften sind klar.

O

Bemerkung Das Lemma zeigt, dass £ — Th({) ein schwacher monoidaler Funktor von der Kategorie
der Vektorbiindel (mit Morphismen mit der Eigenschaft aus Lemma 6.9) nach M. (S) ist.

Beispiel Der Thom-Raum der Projektion A} — S wird mit T bezeichnet. Nach dem Lemma ist T =
alh(AL)/(h(A! = 0)s)]. Somit gibt es eine motivisch schwache Aquivalenz in M.(S):

h(Pg) — a(h(Py)) = alh(Af) Wyar—0)s) R(AS)] = alh(A§) Hyar—o)s) *] = T (siche Lemma 2.63 und
Lemma 2.52).

Wir brauchen wegen des folgenden Lemmas im Folgenden nur {iber SpecZ zu arbeiten:

Lemma 6.11. Sei S ein Schema. Der Pullback-Funktor S x — : Sch — Sch/S, X +— X5 = S x X 25 S (bzw.
manchmal Xg) erhilt alle Limites, insbesondere Produkte und terminale Objekte, und schickt Vektorbiindel auf
Vektorbiindel. Falls f : £ — &' ein Morphismus von Morphismen in Sch ist, so dass £ und &' Vektorbiindel sind
und U (&) von f auf U (') geschickt wird, so schickt S x f die offene Menge U (S x &) auf U(S x £'). Es gibt also
insbesondere einen Morphismus auf Thom-Riumen Th(f) : Th(£%) — Th(¢'5).

Beweis. Da Ak -Moduln in Sch/X durch den Funktor auf A% _-Moduln in (Sch/S)/(Xs) = Sch/Xs
geschickt werden, da S x — Faserprodukte erhdlt, werden Vektorbiindel auf Vektorbiindel geschickt.
Die letzte Aussage folgt wegen U (S x &) = pry ' (U(€)) (Lemma 6.10). O

6.2.2 Das Grassmann-Schema und sein tautologisches Biindel

Als Nichstes werden wir das Grassmann-Schema und dessen tautologisches Biindel definieren. Dazu
betrachten wir Schemata als Funktoren:

Definition 6.12. Sei R := Func(Ring, Set) die Kategorie der Funktoren von Ringen (kommutativ mit Eins)
nach Mengen. Sei hf . Sch — R der Funktor, der jedem Schema X den Funktor R — Sch(Spec(R), X)
zuordnet und entsprechend auf Morphismen definiert ist. Die Menge Sch(Spec(R), X ) wird auch mit X (R)
bezeichnet (wenn es keine Mehrdeutigkeiten gibt) und deren Elemente heifen R-Punkte von X.

Beispiel e Die R-Punkte des Schemas GL,, konnen mit dem Funktor R — GL,(R) identifiziert
werden.

e Der Funktor R — R", der einem Morphismus von Ringen ¢ : R — S die Abbildung o™ R" —
S™ (komponentenweise ) zuordnet, wird mit den R-Punkten von A" identifiziert.

Bemerkung Der Funktor h**// erhilt offenbar alle Limites, insbesondere Faserprodukte.

Proposition 6.13 ([DG, 4.4 Comparison Theorem in I, §1]). Fiir zwei Schemata X, Y ist die Abbildung
h‘;‘(f,f : Sch(X,Y) — R(hWATH(X), hATF (Y)) ein Isomorphismus.

Nun definieren wir den Grassmann-Funktor Gr(d,n) in R und dessen tautologisches Biindel (siehe
[DG,1,§1,34und], §2,4.4]).
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Lemma-Definition 6.14. o Seien n > d > 0 zwei ganze Zahlen. Fiir jeden Ring R sei
Gr(d,n)(R) = {M C R"|Mist lokal freier R-Untermodul vom Rang d und direkter Summand von R"}.
Fiir Ringhomomorphismen ¢ : R — S ist Gr(d,n)(p) : Gr(d,n)(R) — Gr(d,n)(S) die Abbildung, die
ein M € Gr(d,n)(R) auf das von (™ (M) C S™ erzeugte S-Untermodul (M) schickt. Diese Zuord-
nung ist wohldefiniert und definiert einen Funktor.

o Das tautologische Biindel 7(d, n) iiber Gr(d, n) ist der Funktor
R — {(M,v) € Gr(d,n)(R) x R™;v € M},
der auf Morphismen durch o +— Gr(d,n)(p) x @™ definiert ist.

e Die Projektion (M, v) — M wird mit &, 4 : 7(d,n) — Gr(d, n) bezeichnet.

Beweis. Da das R-Modul M ein direkter Summand von R" ist und direkte Summanden mit Tensorieren
vertauschen, ist auch S ® g M ein direkter Summand von S @ R™ = S™. Die Abbildung S ® g M — S™
ist also injektiv und hat als Bild genau ¢, (M), d.h. S ®r M = ¢, (M). Das Modul S ® g M ist auch lokal
frei vom Rang d, denn fiir jedes Primideal ¢ von S gilt (S ®r M)q = 5S¢ ®r__, , My-1(q) als Sg-Moduln.
Somit gilt ¢.. (M) € Gr(d,n)(S). O

Proposition 6.15. Seien n > d > 0 zwei ganze Zahlen. Es gibt zwei Schemata und einen Morphismus £(d, n) :
Gr(d,n) — 7(d,n) zwischen ihnen, zusammen mit einem kommutativen Diagramm

AT (7(d, n)) = 7(d,n)

lhAff(fd,n) lid,n

WAL (Gr(d,n)) — Gr(d, n)

Beweis. Die Existenz von Gr(d,n) zusammen mit dem Isomorphismus wird in [DG, Example 3.13 und
4.4 Comparison Theorem b) in I, § 1] gezeigt, und die von 7(d, n) in [DG, I, § 2, 4.3 und 4.4]. Die Existenz
des Morphismus g, folgt aus Proposition 6.13. O

Bemerkung Damit werden von nun an die Schemata Gr(d,n) und 7(d,n) und der Morphismus &4 ,,
immer mit ihren Bildern in R identifiziert. Abbildungen zwischen ihnen werden immer auf R-Punkten
angegeben.

Proposition 6.16. Der Morphismus &4, : 7(d,n) — Gr(d,n) trigt die Struktur eines Vektorbiindel. Der
Pullback GL,, x &q,y, trigt die induzierte Vektorbiindel-Struktur.

Beweis.  Zunichst zeigen wir, dass 7(d,n) ein Aér( 4,ny~Modul ist. Wir haben in R/Gr(d, n) eine Addi-
tionsabbildung 7(d,n) Xgr(an) 7(d,n) — 7(d,n), ((M,v1),(M,v2)) = (M,v1 + v2), die assoziativ und
kommutativ ist und als Inverses ((M,v) — (M, —v)) hat. AuBerdem gibt es eine Multiplikationsabbil-
dung Aér(d’n) Xardn) T(d,n), (A, M), (M,v)) = (M, \v).

o Fiir jede n — d-elementige Teilmenge I von {1,...,n} (mit Komplement /') haben wir eine indu-
zierte Inklusion R! < R". Wir kénnen einen Unterfunktor U; von Gr(d,n) in R durch

Ur(R) := {M € Gr(d,n)|R! — R™ — R"/Mist ein Isomorphismus}

definieren, denn die zusitzliche Bedingung ist mit Tensorieren vertraglich. Sie ist dazu dquivalent, dass
M@®R! = R" eine direkte Summenzerlegung ist. Diese Unterfunktoren sind zu h4ff (A™("=9)) jsomorph
(IDG, 1, 81, 3.9]):

Sei {e;,i = 1,...,n} die Standardbasis von R". Wir kénnen dann schreiben:

€, = mi+2jel rije; furi € I'’,wobeim; € M und r;; € R eindeutig sind. Damit sind die {m;,i € I'} eine
Basis von M (denn fiir p € Spec(R) kann die Basis von M,, durch Linearkombinationen von m;,: € I’
und e, j € I geschrieben werden, aber wegen der direkten Summenzerlegung von R} auch schon nur
durch die m;). Also sind die Elemente M von U;(R) genau die R-Untermoduln von R", die eine Basis
der Form {e; — ;. ;j¢;} haben. Diese Basen sind mit Morphismen vertréglich, d.h. Basen werden auf

einander abgebildet. Also haben wir einen Isomorphismus Uy = hA7F (An(=d)),
Aus dem gleich Grund haben wir

[7(dy 1) X Go(am Ur)(R) 2 {(M,v) € U(R) x R"|v € M} = Ur(R) x RY,
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was vertrdglich mit Morphismen und mit der Modulstruktur ist. Also sind &, ,, 7, und A‘(ijl als A%]I—
Modul isomorph. Nach [DG, I, § 1, 3.9 Example und 4.15 Corollary] sind die durch die Inklusionen
Ur = Gr(d,n) induzierten Abbildungen u; : A™"~49) — Gr(d,n) offene Immersionen, die Gr(d,n)
tiberdecken. Schliefslich sind der Pullback g, |,,, und Agn(n, - als A}M n—ay-Moduln isomorph. O

Bemerkung Wir kénnen den Grassmann-Funktor auch auf Schemata definieren: sei X ein Schema,
dann setze Gr(d,n)(X) = {M C O% lokal freies Ox-Untermodul vom Rang d, so dass M lokal auf X
ein direkter Summand von O% ist}. Auf Morphismen wird Gr(d,n) durch Pullback von Modul-Garben
definiert. Dieser Funktor wird von dem Schema Gr(d, n) repréasentiert: h(Gr(d,n)) = Gr(d, n).

Sei Mg, daslokal freie O, (4,,)-Modul vom Rang d der Schnitte des Vektorbiindels 7(d, n) tiber Gr(d, n).
Dies ist ein Untermodul von O% und als Untermodul isomorph zu dem Ox-Modul, was der Identitat
auf Gr(d,n) entspricht.

Als Néachstes wollen wir das Komplement des Bildes des Nullschnittes von &g ,, identifizieren:

Lemma 6.17. Die Menge U(&,.,,) ist gleich der Menge aller x € 7(d,n), so dass es einen Korper K und einen
Morphismus Spec K — 7(d, n) mit Bild x gibt, der einem (M, v) € 7(d,n)(K) mit v # 0 entspricht.

Beweis. Sei z := z(€4.,). Wir zeigen, fiir alle z € 7(d,n) gilt: x € Imz < VK Korper, SpecK EN 7(d,n)
mit Bild x entspricht f einem (M, 0) € 7(d, n)(K).

¢ <= Es gibt immer einen Morphismus Spec k(z) ER 7(d, n) mit Bild z. Dann entspricht dies einem
(M,0) € 7(d,n)(k(x)). Die Abbildung in R, die z entspricht, schickt M € Gr(d,n)(k(z)) auf (M,0).
Dem Modul M entspricht also ein Morphismus Spec(k(x)) — Gr(d,n), der mit z komponiert f ist.
Dann schickt z den Bildpunkt von Spec k(x) — Gr(d,n) auf z, also z € Im z.

e = Sei z € Imz, K ein Korper, Spec K EN 7(d,n) ein Morphismus mit Bild z und (M, v) das
entsprechende Element in 7(d, n)(K). Dann gibt es ein zy € Gr(d,n) mit x = z(zy). Wir erhalten ein
kommutatives Diagramm:

Spec K —— Spec k(x) <—— Speck(zo)

Sk ks

7(d,n) ~F Gr(d,n)
so dass der Bildpunkt von f, der Punkt  und der von f;, der Punkt z( ist. Dann entspricht = einem
My € Gr(d,n)(k(zo)) und z einem (M’,v") € 7(d,n)(k(z)), so dass deren Bild in 7(d, n)(k(x()) gleich
ist. Damit geht v" unter der Abbildung k(z)™ — k(z)" auf 0. Weil Abbildungen von Korpern injektiv
sind, folgt v' = 0. Das Bild von (M’,v’) unter 7(d, n)(k(x)) — 7(d,n)(K) ist (M, v), also giltv =0. O

Im Folgenden werden G L,,.-Wirkungen auf den tautologischen Biindeln definiert und mehrere dqui-
variante Abbildungen zwischen diesen Vektorbiindeln.

Definition 6.18. o Wir wihlen die natiirlichen R-Modul-Isomorphismen R™ @ M = M®"
e;@m— (0,..., 0,m,0 ,...,0) und erhalten fiir M = R™ Isomorphismen R™ @ g R™ = (R™)%" =

i-ter Eintrag

R™™,

o Fiirm,n > 0 haben wir einen in R natiirlichen Gruppen-Homomorphismus —(m) . GL,(R) = GL,m(R),
der wie folgt definiert ist: Einer Matrix A € GL,(R) entspricht ein R-Modul-Isomorphismus f : R™ —
R™. Die Abbildung f ®@r R™ ergibt nach Konjugieren mit obigem Isomorphismus ein Isomorphismus
R™™ — R"™, dem eine Matrix A" in G Ly, (R) entspricht.

Diese induzieren einen Morphismus G L,, — G Ly, von Gruppenschemata.

Bemerkung Der Homomorphismus —(™) : GL,,(R) — G L,,,(R) kann auch wie folgt beschrieben wer-

den: eine Matrix A € GL,,(R) wird auf die nm x nm-Matrix geschickt, die entsteht, wenn jeder Eintrag
a von A durch die m x m-Diagonalmatrix diag(a, . .., a) ersetzt wird
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Lemma-Definition 6.19. o Es gibt ein kommutatives Diagramm in Sch:
GL,, x 7(d,n) ﬂ>7'(d n)
\LGLnx&d n Ed,n

Gr(d n)

GL, x Gr(d,n) —> Gr(d,n)
80 dass agy(a,n) UNd ar(q,n) Gruppenwirkungen sind. Diese werden auf R-Punkten durch
(A, (M,v)) —» (A-M,A-v) bzw. (A, M) — A- M (wobei - Matrix-Vektor-Multiplikation bedeutet)
induziert. Das Diagramm beschreibt einen Morphismus G Ly, X £q.n, — &q.n, der mit ag, . bezeichnet wird.
Die Menge U(GL,, X &q.n,) wird auf U(&q,y,) abgebildet.

e Seien n,m > 0. Die Restriktion von a,(y nm) bZW. agr(n,nm) entlang des Gruppenschema-Morphismus

_(m)
GL, —— GLy, ergibt eine Gruppenschema-Wirkung von GL,, auf T(n,nm) bzw. Gr(n,nm). &, nm
ist G Ly-dquivariant, d.h. es gibt einen Morphismus von Morphismen ay, m @ GLp X &nnm — Ennm-
Dieser bildet U(GLy, X & nm) auf U(&pn nm) ab.

Beweis. Da es hierbei nur um die Existenz und Kommutativitdt von Morphismen geht, gentigt es wegen
Proposition 6.13 und, da h4/f mit Produkten vertraglich ist, dies in R zu zeigen.
Eine Matrix A € GL,(R) induziert einen Automorphismus des R-Moduls R". Falls M C R" ein R-
Untermodul ist, ist das Bild unter diesem Automorphismus, A - M, ein R-Untermodul von R". Dies
induziert einen Isomorphismus A = A - M von R-Moduln. Da A - — auch direkte Summen erhalt,
induziert es Automorphismen von Gr(d,n)(R) und 7(d,n)(R). Also sind die obigen Abbildungen auf
Objekten definiert und Gruppenwirkungen. Falls ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus ist, gilt ¢(™) (A -
v) = I (A) - o™ (v) (denn — - — ist polynomiell in den Eintrdgen) und somit auch ¢.(4 - M) =
™) (A)- @« (M). Also sind die Abbildungen natiirliche Transformationen. Schliefllich ist die Abbildung
&4.n offenbar mit den Gruppenwirkungen vertréglich.

Nach Lemma 6.10 haben wir U(GL,, x £4.,) = pry "(U(€4.n)). Wegen v # 0 = A-v # 0 fir A €
GL,(K),v € K" folgt aus Lemma 6.17, dass pry ' (U (£4.,)) auf U(&4.,) abgebildet wird. O

Lemma-Definition 6.20. Fiir m,n > 0 gibt es ein kommutatives Diagramm von G L,,-iquivarianten Abbildun-

gen: 7(n,nm) —— 7(n,n(m + 1))

ign,n'rn ign,n(mﬁ—l)

Gr(n,nm) — Gr(n,n(m + 1))
Dabei schickt die entsprechende Abbildung Gr(n,nm) — Gr(n,n(m + 1)) (und dhnlich die fiir T(n,nm)) ein
M € Gr(n,nm)(R) auf das Bild von M unter dem R-Modulhomomorphismus v}, : R"™ — R (m+1) qpel-
cher die n-fache Summe von vft, : R™ — R™ 1 v~ (v,0) ist.
Der durch das Diagramm gegebene Morphismus &, nm — &n n(m+1) Werde auch mit v, ., bezeichnet. Die Menge
U(&nnm) wird auf U (&, j(m+1)) abgebildet.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass vff,,(M) € Gr(n,n(m + 1))(R) ist. Zunichst ist v}, (M) ein R-
Untermodul, da vf,, ein R- Modulhomomorphismus ist. Offenbar ist M = vff (M), also ist vl (M)
lokal frei vom Rang d. Da M ein direkter Summand von R™™ ist, ist vﬁm(M ) ein direkter Summand
von vl (R"™) = (R™ @ 0)", welcher ein direkter Summand von R™("*1) jst.

Weiterhm gilt, falls ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus ist, dass vy, (¢« (M)) = @.(vE, (M),
da v, eine in R natiirliche Abbildung ist und v3,, ein S-Modulhomomorphismus. Damit gibt es
die belden Morphismen Gr(n,nm) — Gr(n,n(m + 1)) und 7(n,nm) — 7(n,n(m + 1)),(M,v) —

(Vn,m (M), Unm (v))-
Es bleibt noch zu zeigen, dass die Abbildungen G L,,-dquivariant sind. Dazu betrachtet wir folgendes
kommutative Diagramm:

R™
(Rm)@n Rn ®R Rm fer Rn ®R Rm (Rm)@n
N o A i e
(Rm+1)®n g; Rn ®R Rm+1f rR Rn ®R Rerl (Rerl)@n

wobei f einer Matrix A € GL,(R) entspricht. Die horizontalen Kompositionen entsprechen A (m) und
die vertikalen dufleren Abbildungen sind v, ,,,. Nach Definition folgt daraus die Aquivarianz.
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Wegen Lemma 6.17 und da v injektiv ist, werden die Komplemente von Nullschnitt-Mengen auf
einander abgebildet. O

Definition 6.21. Die Einschrinkung von G L,-Gruppenwirkungen auf Permutationsmatrizen definiert einen
Funktor von der Kategorie Schemata mit G L,,-Gruppenwirkung (und dquivarianten Abbildungen) in die Kate-
gorie der Schemata mit ¥,,-Gruppenwirkung (d.h. Schemata X zusammen mit Gruppenhomomorphismen ¥,, —
Autsen(X) und dquivarianten Abbildungen). Dieser Funktor wird im Folgenden, ohne genannt zu werden, be-
nutzt.

Lemma-Definition 6.22. 1. Seienmn; > d; > 0,7 = 0,1 ganze Zahlen. Es gibt ein kommutatives Diagramm:

7(d1,n1) X 7(da,n9) —— 7(dy + d2,n1 + ng2)
€dy,nq XEdo,ny l£d1+d2,n1+n2

Gr(dy,n1) x Gr(da,ng) — Gr(dy + d2,n1 + ng2)
wobei die horizontalen Abbildungen assoziativ sind und von
(My € R™, M, C R") > (My ® My C R™ & R" = Rm+m2)
(bzw. ((M7,v1), (Ma,v2)) — (M1 & Ma, (v1,v2))) auf R-Punkten induziert werden. Entsprechend kon-
nen auch Multiplikationsabbildungen in mehr als zwei Variablen definiert werden, die dann auch assoziativ

sind.
Die Menge U (&4, .n, X &dy.n, ) wird davon auf U (4, +dy ny+n, ) abgebildet.

2. Der durch das Diagramm gegebene Morphismus & nm X §ppm — Entp,(ntpym ZWischen Morphismen
wird mit W, p m bezeichnet. Er ist ¥,, X X, -dquivariant und das Diagramm:

Un,m XVUp,m

gn,nm X gp,pm —— gn,n(m-‘rl) X gp,p(m+1)

i#n,p,m \Lun,p,mﬂ

Un4p,m
fn—&-p,(n-&-p)m > £n+p7(n+p)(m+1)

kommutiert.

3. Wir haben ein weiteres kommutatives Diagramm:

te nm Ep,p1
gn,nm X fp,;n:m*pp’)” fp,pm X gn,nm

ip‘nx?vm \Liupa"’m

Xn,p*
€n+p,(n+p)m > §p+n7(p+n)m

Beweis. 1. Esist klar, dass M; @ M auch direkter Summand und lokal frei vom Rang d; + ds ist.
Wir haben U (€4, 1, X€dy my) = 07 (U (Edyony ) Uprs *(U(€dyom,)) nach Lemma 6.10. Da (vy, v9) # 0,
falls vy # 0 oder vy # 0, folgt mit Lemma 6.17 die zweite Aussage.

2. Wegen vft, = (vff,)¥"TP = (uff, )®" @ (vff,,)®P = vf  ®vff,, kommutiert das zweite Dia-

gramm. Sei (7, 72) € X,, X ¥,,. Dann gilt fiir deren Permutationsmatrizen gemafl der Bemerkung
nach Lemma 6.20 PT(ImX)T2 = (P, ® P,,)™ = P"™ & P™ (wobei die Summe der Summe der
entsprechenden Endomorphismen entspricht). Also ist i, p.m X, % Xp-dquivariant.

3. Der Morphismus x, p« entspricht der Permutation ¢ gnm gem, denn das Diagramm

trn rp@rR™

R"P @pr R™ —= RPT" @ R™

| |

(Rm)69n+ptan’Rp;m(R'rn)$p+n

kommutiert (siehe Lemma 6.20), und schickt damit M; @ My auf My & M;. Also kommutiert das
letzte Diagramm.
O

Lemma 6.23. Wir haben zwei Isomorphismen in dem folgenden kommutativen Diagramm:
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7(n,n) = A

o

o

Gr(n,n) — SpecZ
wobei die obere Abbildung 3, -dquivariant ist.
Beweis. Falls M € Gr(n,n)(R) ist, soist die Projektion R™ — M nach Lokalisierung an allen Primidealen
von R ein Isomorphismus, denn M ist lokal frei vom Rang n und die Projektion surjektiv. Also ist die
Projektion ein Isomorphismus und M = R™. Somit ist 7(n,n)(R) = R™. Das heifit: Gr(n,n) = SpecZ
und 7(n,n) = A", O

6.2.3 Semistabilitit von MGIL

Schliefilich wird das symmetrische Spektrum MGL definiert und seine Semistabilitdt gezeigt.

Lemma-Definition 6.24 ([PPR2, 2.1]). Das symmetrische algebraische Cobordismus-Spektrum MGL ist
das unterliegende symmetrische T-Spektrum des kommutativen symmetrischen T-Ringspektrums (siehe Def.
3.10), das aus folgenden Daten besteht:

e cine Folge von punktierten motivischen Riumen MGL,, := colimmym>1(... — Th( fnm) Thlvnm),
Th(ffvn(mﬂ)) — ...),n > 0 mit der induzierten ¥,,-Wirkung,

o ¥, X Xp-dquivariante Multiplikationsabbildungen p.,, , : MGL, A MGL, — MGL,4,,n,p > 0, die
durch die Abbildungen Th(&5 ,...) AN Th(ES ) — Th(ES . Xs gipm) Thknpm), Th(

n,nm p,pm n,nm
aus Lemma 6.17 und 6.22 induziert sind, und

s )
n+p,(ntp)m

o X, -iquivariante Einheitsabbildungen 1, : T — MGL,,n > 0, die fiir n > 1 die Kompositionen:
T" 2 Th(&5,)" — Th(& (™) — Th(&S,,) — MGL, sind (und fiir n = 0: S© = h.(S) — Th(1s) =

Th(£§ o) —» MGLy).

Beweis. o Zur Definition der Multiplikationsabbildung wird benutzt, dass —A— mit Colimites vertauscht
und der Colimes MGL,, AMGL, dann schon auf der Diagonalen von N x N ausgerechnet werden kann.
Die Multiplikation ist wohldefiniert, denn Th(§) ATh(£') — Th(§ xs &') (siehe Lemma 6.9) ist nattirlich
und das zweite Diagramm in 6.22 kommutiert.

Die Multiplikationsabbildungen sind ¥,, x X,-dquivariant, da

e Wegen der Assoziativitdt von py, , , nach Lemma 6.22 und der Assoziativitat von Th(§) ATh(E') —
Th(§ xg &) folgt die Assoziativitat von py, . Auch hierfiir wird wieder benutzt, dass das dreifache
Smash-Produkt schon durch den Colimes auf der ,Diagonalen” (in N3) festgelegt ist.

¢ Die Kommutativitdt folgt aus Lemma 6.22-3. zusammen mit der Symmetrie von Th(§) A Th(¢') —
Th(§ xg&'). Aus der Kommutativitit folgt die Zentralitidt von ¢;.

e Einheit: Da Th(§) ATh(¢') — Th(§ xg &) mit Einheiten vertraglich ist (Diagramm in Lemma 6.9),
folgt die Bedingungen tiber die Einheit ¢o.

Die hoheren Einheiten ¢,,,n > 1 sind miteinander kompatibel, denn folgendes Diagramm kommu-
tiert (wegen Assoziativitdt und Natirlichkeit von Th(§) ATh(E') — Th(§ xs€&') sowie der Assoziativitdt
VON [, p m, Siehe 6.22):

Th(gf,)"+?

T

Th(E ") ATh(Er ) —= Th(&r ™)

Th(u)ATh(u)i Th(uxSml %

Th(pn,p,1)

Corollar 6.25. Das symmetrische Spektrum MGL ist semistabil.
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Beweis. Es gibt in M.(S) einen Morphismus aygr, : h.(GLY) A MGL,, — MGL,,, der durch das kom-
mutative Diagramm induziert wird:

s ThGLﬁ«&E.mn s Th(ay) ,,) s
\Ll/\Th(vn m) lTh(GListn,m) lTh(vn,m)
L3S im
(GLS) A Th( it n(m-‘rl)j ¢ -T')h GLS Xg §n n( m+1))TT> T})l(fn n(m+1))
n,m+1

Die Kommutativitdt des linken Rechtecks folgt aus Natiirlichkeit (siehe Lemma 6.10) und die des rech-
ten Rechtecks aus der Funktorialitit der Thom-Rdumen (siche Lemma 6.9) und der GL:;-Aquivarianz
des zweiten Diagramms in Lemma 6.20.

Falls 7 € %,, ist und S f—T> GL? der durch die Permutationsmatrix P, induzierte Morphismus, dann
kommutiert (siehe Lemma 6.10):

Th(

n, nm)

%
Th

Sygn"ﬂm
h. (mmi iTh(foSl)
(GLS) A Th( n, nm) - Th(GL'rSL’ XS 5 nm%’( S n, nm)

Th
GLZ 63 nm

Demnach setzt h.(GLS) AMGL,, — MGL,, die ¥, -Wirkung auf MGL,, fort. Die Semistabilitét folgt dann
aus Corollar 5.24. O

7 Multiplikative Struktur auf den stabilen Homotopiegruppen von
symmetrischen Ringspektren und deren Lokalisierung

In diesem Kapitel werden wir eine Verallgemeinerung von [Sch09, Ch. I, Prop. 7.31] beweisen. Es wird
gezeigt, dass die Lokalisierungen R[1/z] (siehe Def. 3.14) von semistabilen symmetrischen Spektren R
wieder semistabil sind und dass die Abbildungen j : R — R[1/z] auf stabilen Homotopiegruppen Lo-
kalisierungen induzieren (Abschnitt 7.2).

Es gelten die Voraussetzung des Abschnittes 3.4.4 und T besitze ein Vorzeichen. Aufierdem wird ange-
nommen, dass das Smash-Produkt in D schwache Aquivalenzen erhilt, was in den unseren Beispielen,
den simplizialen Mengen und den motivischen Rdumen, gilt (sieche Prop. 2.53).

Wir nehmen an, dass es einen kommutativen Monoiden N (mit Null), fiir jedes r € N ein cofaserndes
Objekt S" sowie Isomorphismen s,, ,, : S %72 — S§™ A S™ in D fiir alle 71, € N gibt, so dass gilt:

. . . 0
e es gibt einen Isomorphismus: =5 : §° = SO,
e s_ _ ist assozativ, und
e es sind isomorph: s, = Ig,' und s, 0 = pg,' (via S° = S0).

Auflerdem nehmen wir an, dass es eine Klasse von cofasernden Objekten 5’ in D gibt, so dass
B={S"AU|reN,U e B'} gilt.

Beispiel ¢ Das Standardbeispiel ist N = Ny und §" = S” = (S)"" zusammen mit den Identititen
Sritrz — gri A QT2

e Das erste Beispiel fiir D = M.(S) kann um eine zweite Sphire G,, ergidnzt werden: N = N3 und
S" = 8" AG)"™ mitr = (+,7"). Wir haben dann Isomorphismen durch Permutation:

(ST A ST A (G AGATZ) = (ST AGAY ) A (872 AG?)
Definition 7.1. Fiir ein symmetrisches T-Spektrum X setzen wir

¥ (X):= W?TAU(X),

q

fiiraller € N,U € B',q € Z.
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Definition 7.2. Wir setzen S’ = s;’i,tgr,sr/ sr.r und erhalten eine Abbildung t,. . - 75, (X) = 7, . (X)
die durch die Abbildungen

(S'rr! AT ATIH™)*

[S"ASTAUATIT™, X,,] [STAST AU ATIT™ X,,]
induziert ist. Insbesondere gilt dann to , = t, o = id, denn lgr o tgr g0 = pgr.

7.1 Die Multiplikation auf den stabilen Homotopiegruppen

Die folgende Konstruktion einer Multiplikation auf den stabilen Homotopiegruppen ist eine Verallge-

meinerung von [Sch09, Construction 7.7]. Das Vorzeichen (—1)qT/” in der Definition wird u.a. benétigt,
um zu zeigen, dass das Produkt mit Stabilisierung vertrédglich ist.

Lemma 7.3. Sei R ein semistabiles symmetrisches T-Ringspektrum. Dann gibt es fiir alle cofasernden Objekte
U VinDundr,r' € N,q,q € Zeine (in R,U, V) natiirliche biadditive Abbildung

UV,R |
Myt gt qu(R) X Wx,q/(R) — ngr‘,/,q+q,(R)

die auf den Colimites durch folgende Abbildung (¢ + n,q' +n' > 1) induziert wird:

[STAUATI R, X ST AV ATEH Ry — [STH AUAV AT 040" R, dabei wird das
Paar (f, g) auf die Komposition

! UV

’ ’ ’ ’ ’ ;M n,q'+n’
S AU AV AT +ntn STAST AUAV AT AT 7 00 (ST AU A
Tty A (ST AV AT ) 29 RoA R, B R

’
8.t AUAVA(=1)T " AL

geschickt. Hier ist W;i;{fﬁn/ die entsprechend angezeigte Permutation der Smash-Faktoren:
S A (tgr ypgasn AV) 0 (S AU Aty gasn)] NTTH

Das Produkt ist assoziativ, d.h. es kommutiert:

w8y (R) x o (R) x ¥ o (R) 5wV L (R) Xl (R)

,q
\lem im

1x
qu(R) X 7T;/’j\r‘r/l’/’,q%q” (R) — ﬂyfr"/ﬁrv’[{,ﬁqurq” (R)

Das Produkt ist mit den Vorzeichen (—1)r in beiden Variablen vertriglich:

(—Dzr(f-9)=((-Dzf)-g=f-((-1)rg)
Falls R kommutativ ist, ist die Multiplikation kommutativ, d.h. das Diagramm kommutiert:

7/ (R) x ¥ /(R) T Ay (R)

™9 ,q r+r’,q+q’
i (D%,
t
v U m"Y _yaU tov sy
777./,q/(R) X 7T7.7q(R) —_— ﬂ-’r"-‘r’r‘,q/-‘rq(R) —_— 777./+7.7q/+q (R)

Es geniigt auch schon, dass die Abbildung f : S AU ATT™™ — Ry, in D zentral ist, damit [f] € = (R) bis
auf ein Vorzeichen beziiglich des Produkts zentral ist: tf;, o (g - [f]) = (—l)qT/th/,r([f] - g).

Beweis. o 0. Biadditivitit
Das Produkt ist schon vor Ubergang zur Stabilisation biadditiv. Wir zeigen die Additivitdt nur fiir die
erste Variable. Der Beweis fiir die zweite Variable lduft entsprechend. Seien f, f' : S" AU A T%t™ — R,
und g:S” AV AT+ 5 R, Abbildungen in Ho(D). Die Summe f + f’ von f und f’ ist:

7‘ g+n—1
st AU ATt EATMNTTT Se AU ATV T) ATO 1 22 (ST AU A p ATIH1S" AU AT ATOH1) v

(STAUApuATIT=IST AU AT AT W), R,,wobei p: T — TV T die Comultiplikation von T

ist (sieche Lemma 2.13).
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Das folgende Diagramm kommutiert (hier wurden die A-Zeichen aus Platzgriinden weggelassen):

Srs Uy et . (STUTTH) (S Ve +)
sts” UV pretn-trd [§TUpTIH (s v )
s's”’ uv(Tv T)T‘H'”_qu,"'"/ il [STU(T v T)T9t" 1] (ST/ VT‘II*'"/)
= | is02 = | isor (87 VT H)
(STST’/UVTQ+anl+"I) vV (STST’/UVT‘H‘”T‘I“*‘"/) [(STUTTH™) v (S’”UT‘I“‘")](SHVT‘]/*‘”,)
v - (£
(STUTT)(§7 Ve Y] v [(SruTatey s vrd ey -2 RoRu

Daraus folgt:
(f+F) 9= pna [((F, fisor (LA A D) A gt 08 (srr ALA (15" A D)
= e [(fs ) A gl(isor A DI A A L) A 1]ngjr;f{1;ﬁn,(sr,r, ALA(=DE" AT)

UV UV s — /

= i (F A G N5 G s e g s V1502 YAApAD](Spm ALA (=)™ AT)
UV ! UV ! .
= [/J"”q"’ (f/\g)ngln,q’+n/(s"’ﬂ"l /\1/\(71)%’”/\1)3 lun,’n«/ (f//\g)ngln,q/+n’ (87“7"“, /\1/\(71)%”/\1)]2803 1(1/\:Ll’/\1)
=(f-g,f -g)isos"(AAuA1) = (f-g)+ (f -g), wobei der Isomorphismus
isog : (STH UV TItd trkn’yy (STt gy Tatd tedn’y (st Uy (T v T)T0te 7+ =1 durch die Inklu-
sionen induziert ist.
¢ 1. Assoziativitat
Das Produkt ist schon vor Ubergang zur Stabilisation assoziativ, was im folgenden gezeigt wird. (Bei
der Rechnung wird ein kleiner Notationsmissbrauch an dem Symbol 7 betrieben.) Seien f € [S" A
UANTT™ R,], g € [S" AVATIH Ry]und h € [S™ A WA Tq’/’+n”,Rn,,]. Dann ist: (f -g) -h =
e e © ((f - 9) AR) 0 Loty 0 © (e o ALA (=) O A1)
UV ' L' UAV,W
= tntn'n © ([Hnn o (f A g)o ngln,q%n’ o (sr ANLA(=1)F" AL AR) o ngig’anrn//\,q’%n” O (Spaprs e A
LA (=D)L ) A qy
UV ! ' UAV,W
= [ftntnm © (Hn,p ///\ 1] ? (fAgAh)o [(ﬂﬂna'm' 0 (Sr ALA (_1)(71‘n A1) A1]o 77;+;+Tn+n/,q~+n~ o
(Srrr g ALA (=D& T A T)
UV L UANV,W /
= [pntnr im0 (pin e ,/,\ U] (,3 (FAgAh)o [(n;:n,q%n’ Al)o ngi;’anrnA’}q”Jrn”] o[(srar ALA(=1)7" A1) 0
(e ALA (=1)5 T A 1))
rr’ UV A 1) r4r' " UANV,W

= [tntn/ 7 © (B AL)] 0 (FAGAR) O [(anrn,q'Jrn o nq+q'+n+n/,q”+n”] o (((8r,r A 1)Spppr o) AT A

(~DF D Ay

Hierbei wurde im vorletzten Schritt die Natiirlichkeit der Permutationsabbildung benutzt. Weiter-
hin ist: ( )
2 N '”,U,V w ,+ .
f(g-h) = pnprsnr o (fA(g-h))o n;ln—t_g’ﬂ—q”-ﬁ—g’-i-n" o (Spprgr ANTA (_1)1? TN

N "o " "
=ttt or © (F N b (g ARY o o0 (10 ALA (=18 ALY 0 T2 YA o (81 s A

LA (=D A

/7 ‘//,V,W "o 7 , ”7U7v w
= [I’L’I’L7n/+n// [¢] (1 /\/”‘n',n//)] O (f /\9 A h) (¢] (1 N [n;n/_lnqu//_"_n,, o (ST’,T” A1A (_1)[‘} n A 1)]) O’I]jﬂq:_;trq/_"_q”ﬁn/_‘rn” S
(Sr,r’+r” A1A (71)5?’+q//)n A 1)

/7 ”,V,W X / ”,U,V w
= [/’[”mn/-‘rn// @) (1 A /f(‘n',n//)] ] (.f A g N h) o [(1 N 'I’];/In,’q,,_"_n”) o gln—t—;+q//+2,+n,,
(*UqT/'n/ A1) o (Spprqrr ATA (71)(7?’+q//)n D)

/7 N,V,W ) ’ ”,U,V w
= Lm0 (WA )] o (f AgAR) @ [(LA Wg’ln’,q”—i-n//) ° ngln—t_(;"rqz/-i-{r\z/—i-n//
1) o (Spprgrr ANTA (_1)g?’+q//)n AT

/7 N,V,W X ’ ”,U,V w
= [nnrtn © (LA s )] 0 (F Ag AR) o (LA Lt ) omy Lt v okt il o (LA Sy o) ) A
LA (1) )

Jo [LA (8pr prr ANLATTT™ A

Jo[LA (870 ALA(=1)E™ A
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In letzter Rechnungen wurde im vorvorletzten Schritt die Natiirlichkeit der Permutationsabbildung be-
nutzt. Im vorletzten Schritt benutzen wir die Definition 2.56 des Vorzeichens von T', wonach folgt:

S AU AV AW AT A (—1)% ™ AT +0" 4+ +n" =1
=S NUAV AW A (,1)%"”' A Ta+d +¢"+n+n'+n" -1

Wegen der Assoziativitdt von R gilt Hon /4 © 1A Hn, n”) = fntn'n” © (fnn A 1). Wir haben

r',r",V,W T +'r” U VAW r,r UV r+r r’ U/\VW . .
(LANG L? grsnr) © N g7 £t = (an o N o Lol U, da beide Seiten durch Permu-

tationen induziert sind.
SchlieBllich ist ¢'n + ¢’ (n +n') = ¢"n' + (¢ + ¢")nund (sy,» A 1)Spprr pr = (LA Spr 10 ) Spopr 4. SOt ist
die Assoziativitit bewiesen.

e 2. Vertriaglichkeit mit Stabilisierung
Wir zeigen, dass obiges Produkt bis auf Stabilisierung vertraglich mit der Stabilisierung ¢, := o, - (—AT)
in beiden Variablen ist.

Fiir die zweite Variable bedeutet dies, dass

[S" AU AT R, % [S” AV AT+ R, [S7 AU AV AT+ b0’ R

i/IXL* \LL*
[S"AUAT R, X [S” AV ATV R ] —= [SH AU AV AT '+ 1 R ]
kommutiert.
Dies wird aus: t.(f) = [f - (t1 0 ¢)] o (S" A p" ATIT ) mit f € [S" AU AT, R,] folgen, wobei
c=lrolgonr o (= A1l):SOAS*AT — T ist, denn
[f (o) o (ST Apyt AT = s o (fA (o)) o ngfnUoH o (sr0 A1) o (S" A pyt ATITTL) =
fing o (f Au) =ono(fAT)=1.(f) wegen
(LA (trlsonr o ((S° = SO AD)]) o (87 A [(to,mrarn ASO) SO AU Atso rara)|AT) 0 (870 Apg  ATH+1) =
(1 Alplsont) o (S™ A [(tso gaatn ASO) (SO AU Atgorarn)] AT) 0 (psit A pyt ATIHHL) = 1.
Mit der obigen Assoziativitat und der Natiirlichkeit folgt dann:
ve(f-9) = [(f-9)-(1)]o(IApyay AL) = [f-(g-(1e)]o(IAUApy A1) = f-[(g-(c1e))o(1Apy  AL)] = f-1u(g).

Damit erhalten wir eine Abbildung: [S" AU AT, Ry,] x w5 (R) = w0 o\

Fiir die erste Variable verhilt es sich nicht so einfach. Hier erhalten wir nur: [.(f) - g] = [f - g]. Wegen
()-8 = [(F ) o (7 A pgt ATH™ )] g = (- 11)-glo (L Apg A1) = [f-(ne-g)] o (1AL} AT) =
F-le-g)o (87 AN ATIH+0')

und dem Vorherigen reicht es zu zeigen, dass [(¢1¢- g) o (S” Al AT+ = [g]in 7)Y, o (1) gilt.
Wir werden (11¢- g) o (S™ Alyt AT H7) =y 1 00.(g) o (1A (1) A1) zeigen: /

(tic-g) o (S AL ATHHIH) = g o (1y Al)o(cAg)o 7784:1 § +‘T/L, o (500 ALA(=1)E A1) o (S” A
Iyt AT

= [Xn’,l opnr10(1AL)o0 tTan,] (chg)o 77811 ‘2 +‘;, o (50,07 A l‘jl A T1+q/+n’) o(LA (—1)%: A1)

zentral

= Xn’,1° ,LLn/ 190 (g A Ll) [tT ST AV AT +n! © (C/\ 1) © 778_:15-0-‘;’ © (SO,T” A l\71 A T1+q,+nl)] © (1 A (71)% A 1)

= Xn'1 0 10 (g A 1) © (87 AV A garint) © (LA (-D)% A1)
= X1 0 1a(9) o (8 AV A (FIEH ATH ) 0 (LA (1) A1)
= X 0ta(g) o (1A (=1)% A1)

Schliefslich ist nach Stabilisierung:
[Xnr10ta(g) 0 (1A (=1)% A1)] = d[ts(g)] = [g], denn der Zykeloperator d wirkt wegen der Semistabilitit
trivial. Zusammengefasst: [t.(f)-g] = [f-Xn'.10t(9) 0 (LA (=1)% AD)] = f-[xnr10tx(g)0 (IA(=1)2 A1)] =
19l = [f - g]- Somit folgt die Wohldefiniertheit von:
g (R) x ) o (R) = w8V o (R), [f] - [g) = [f - gl.

7q r+r',q+q

e 3. Vertriaglichkeit mit Vorzeichen
ro’ UV

o in.g o ZUSammen mit der zweiten

Dies folgt aus der Natiirlichkeit der Permutationsabbildung 7
Eigenschaft des Vorzeichens (Def. 2.56):

o [(S"AUA(=)r AT ) Aol BN =itV o (LA (<1)p ATTH=1 AT )
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« LAE AUA D) ATI o D08 =l 0N 0 LATTH A (<1)p AT+

o IATU A (=1)p AT+ =L = 1 A (=1)p ATTT=1 AT+

¢ 4. Kommutativitat Wir haben folgendes kommutative Diagramm:

ror! UV

sryr//\l/\(—l)g:"/\l N bn g +n!
ST AU AV ATI " —=§r AT AU AV ATIATI T —= (ST AU ATI) A (S” AV ATTH)
\L \LtST,S"J /\thV/\th+n,Tq/+n/ \L
ST AU AV AT 0t 40 —§7 AST AV AU AT ATEH? — (ST AV ATIHY A (ST AU ATI)
qn/ 7‘/,7‘,V,U
ST/‘T/\l/\tU,v/\(—l)T Al 77q/+,”/,q+n

wobei die rechte Abbildung die Permutation tg. 7 nra+n s ayara+n und die linke Abbildung
Strrt AUAV A((=1)F" ADtpgrn porsnr (17" A 1)] st

Fl','lr diese gllt ((71)%71 A 1)th+n7Tq'+'n,’ ((71),(1]_‘?7, A 1) _ (71)%’!1 +(‘I+n)(q +n')g'n A Tq+q’+n+n’71
= (—)g A e e
Falls f : S" AU AT9"™ — R, in D eine zentrale Abbildung ist oder allgemeiner R kommutativ und
f €[S"AUATI™ R,]ist, dann gilt in jedem Fall: x, ' © fiyp. 1 © (f A1) = iy o (LA f)o lsrAUAT4+n R, , -
Zusammen mit obigen Diagramm haben wir dann fiir g € [ST, AV A Tq'+”', R,
Yot (- gY LA (1B AT) = X © i © (f A9) 0175 0 (s ALA(=1)FT AT) 0 (LA (=1 A T)

rr' UV "n nn’

= fin'mo (g A f)o [tSTAU/\Tqun,ST’/\V/\Tq/Jr"/ O Ngtn,q'+n’ © ($rr ALA(=DZ" AD]o (LA (=17 A1) =
i w0 (GAD)O T, 0 (510w AL ATy A (= DY AL oS AUAV AL~ AT])]o (LA (= 1) A1) =
(g- F)(St A1A (1) A1). Wegen der Semistabilitat von R gilt [f - g] = [Xn.n (f - ) (1A (=1)3" A1)],
womit die Behauptung tiber die Kommutativitit folgt. O

Um eine interne Multiplikation auf den stabilen Homotopiegruppen zu erhalten, werden wir im
Folgenden voraussetzen, dass es zwei natiirliche Transformationen diagV : U - UNUundwy : U — S°
fiir jedes U € B’ gibt, so dass gilt:

1. (Assoziativitit) (diagV A U) o diagV = (U A diag¥) o diag?
2. (Einheit) pyy o (U A wy) o diag? = 1y und Iy o (wy A U) o diag¥ = 1y
3. (Kommutativitit) ¢y o diag? = diag?

Mit anderen Worten: U ist ein kommutatives Comonoid-Objekt in D.

Beispiel In sSet, oder M.(S) haben wir diag : K diag, (K x K)y =2 K4 AN Ky, falls K ein Objekt in
sSet bzw. M (S) ist.

~Awy AT
S

l2
Wir setzen 12, := l71 0 (5% Alpi) und ¢; sei die Abbildung S° AU AT! SONSOATE 2 T,

Insbesondere gilt also ¢; AT" = ¢4y,

Proposition-Definition 7.4 (multiplikative Struktur auf den stabilen Homotopiegruppen). Sei R ein se-
mistabiles symmetrisches T-Ringspektrum. Dann gibt es eine in R natiirliche Struktur eines N x Z-graduierten
Monoiden auf 7V, (R) := [] () E(N.Z) 7Y, (R), die auf den Colimites durch folgende biadditiven Abbildungen
(q+mn,q +n' > 1) induziert wird:

L [STAUATI™ R, x [S” AU AT Ry — [S7H7 AU AT 040" R, dabei wird das Paar
(f, g) auf die Komposition

’ ’ ’
Syt AdiagU A(=1)4 ™ A1 ST/\tS"',/\U,U/\T‘Z"’n AT +n

St AU A T 0t STAST AU AU ATt AT +7
Hon n!

STAUATH AS" AUATIH 229 ROA Ry 22 Ry (g4 1y + 0/ > 1)

geschickt. Das Produkt ist vertriglich mit Vorzeichen. Es ist graduiert-kommutativ, falls R kommutativ ist:

frg= (08"t (g- f),
fiir f € qu(R),g € Wqu,(R).
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Dafiir, dass diese Gleichung gilt, geniigt auch schon, dass f von einer zentralen Abbildung herkommt.

Wegen der Biadditivitit kann die Monoidstruktur per Additivitit zu einer N x Z-graduierten (nicht-kommutativen)

Ringstruktur auf &r?, (R) := D.yevz T ¥, (R) fortgesetzt werden.

Beweis. Die Multiplikation ldsst sich zerlegen in die ,dufiere” Multiplikation aus Lemma 7.3 und der
Prakomposition mit dem Diagonalmorphismus:

caaU
U,U,R Trdﬂ,ag ,(R)

m ’ 7
m'IrJ,l;?r’,q’ : WT[{q(R) x 7-‘—'II‘J;,q’(‘R) & ﬂ-'r['{(\r ,q+q’ (R) &) 7T7[”J+'r’,q+q’(R>
nr,r’,U}V ,

Denn die Abbildung S"AS"™ AV AU ATTH" AT +7 STAS™ AUAV ANTTH AT 7" _Lrma i,
STAU AT AS” AV ATI+ stimmt mit S” A g\ 1y agasn A T4 iiberein, wie man durch die
zugehorigen Permutationen sieht, und diag? ist kommutativ.
Demnach ist das Produkt wohldefiniert, biadditiv und assoziativ, denn diag~ ist assoziativ. Es ist klar,
dass das Produkt mit Vorzeichen vertréglich. AuBerdem ist es kommutativ, denn es gilt: (diag")*ot}; ;; =

1Aty uAl
EEEm—

(tvw o diag¥)* = (diag¥)*.

e Im vorherigen Lemma hatten wir die Aussage: t.(f) = [f “sugere (¢t1 © €)] 0 (S" A pi' A T9+7F1), mit
c=1Tolgonp o ((S° - S9Y A1) :SOASYAT — T, wobei hier die duflere Multiplikation mit dem Punkt
gemeint ist. Wegen p;;' = (U Awy) o diag¥ folgt: t.(f) = (f “augere (t1 00 (S° Awyr AT))) o (S" Adiagy A
T ) = (f innere (L1 0 €0 (S° Awy AT))) = (f “innere t1¢1)- Also ist in der stabilen Homotopiegruppe:
] = D =[] e

Auflerdem gilt nach Lemma 7.3, da +; und damit auch ¢;¢; : SOAU AT — Ry zentral ist, dass:
[f] - [t1e1] = (—1)%qt07r([blcl] “[f]) = [t1ca] - [f)- Damitist [t1¢4] € 776{0()() die Einheit von Fg*(X).

7.2 Lokalisierung von Ringspektren

Im folgenden werden die Bezeichnungen aus Definition 3.14 benutzt, insbesondere sei = : 7' — R,,
(I > 1) eine zentrale Abbildung. Die nichsten Aussagen dienen als Vorbereitung des Theorems 7.8.

Corollar 7.5. Sei f € 7U,(R[1/]). Dann gilt f - j.([zci]) = jul(zer)] - (=15 ™).

Beweis. Da nach Lemma 3.16 j,,z und damit j,,z¢ zentral ist, und [j,2c] = j«([zg]) gilt, folgt die
Aussage aus dem Teil iiber Kommutativitét in Proposition 7.4 (sowie tg , = id). O

Lemma 7.6. Sei R ein symmetrisches T-Ringspektrum und x : T' — R,, eine zentrale Abbildung in D. Sei
[ STAUAT "™ — R[1/x), eine Abbildung in Ho(D) und f := evo(fAT"™) : STAUNTI AT — R(1 4myn-
Dann ist die entsprechende Abbildung zu

&(f) = o B o (F AT®) 1 ST AU AT AT = R[1/2)nsa, o € N, die Abbildung:

() = evo (2(f) ATI0)

= (1+&ma) © B fymsaima © () Az®) o (STAU ATI™ Atpa puin AT™).

Beweis. Wegen o Fl1/a) = [ F/) o (R[1 /0], A B/, JV/ET = 50 )R und 00 F = = pfl o (Rn A LK) gilt:

2(f) = evo (2(F) AT ) = ev o ([un'a!™ o (f A (o 0 1)) A THRF)

= H(1+m)n,(14+m)a © ((fv o (fAT™)) A (evo ((Ja o) A Tla))) o (LA tra pin A1)
= HQa+m)n,(1+m)a © (fA (fm,a © fa,ma © (Lg ANz¥))o (1A tpe pin A 1)

= (14 &ma) © Basmm 1rmya © (LA fama) © (F A LB Az®) o (1A tpa pin A1)

= (1+&mn,a)o H(14+m)n+a,ma © (N(1+m)n,oz A1)o (f N LaR Ax®) o (L Atpa pin A1)

= (1 + fm,a) O f(14+m)n+a,ma © (Lg(f) A xa) ° (1 A tT",T’" A 1)
O

Lemma 7.7. Sei R ein levelweise faserndes semistabiles symmetrisches T-Ringspektrum und z : T' — R,,, eine
zentrale Abbildung. Seien f,g € [S"AU AT R[1/x],] mit f = (=1)45.(£0 §),v € Z,€ € Y (14m)n- Dann
gilt [f] = ((=1)7[¢|r)lg] in w7 (R[1/2]).

75



Beweis. Da R semistabil ist, gibt es ein a € N, so dass ¢ (|¢|7(§ 0 §)) = £ (§) gilt. Also ist:
2 (F) = (15§ 0 8)) = CORIEl (2 (Elr (€ 08) = (~ Dkl (12(3))

Mit Lemma 7.6 haben wir: 12 (f) = (—=1)%|{|ret$¢(g) = D mit v = [(—1)4[&]7]es (9)-

Wir kénnen Lemma 2.8 benutzen, da R level-fasernd ist, und erhalten, dass die Abbildung

r nto n+a evo(—ATH ) r n+a+l(nta
[S AU AT aHom(Tl( + )7 R(1+m)(n+a))] — [S AU AT Hint )7 R(1+m)(n+a)]
injektiv ist. Somit ist o (f) = [(—1)%1&|7]e2 (g).

Theorem 7.8. Sei R ein levelweise faserndes semistabiles symmetrisches T-Ringspektrum und x : T' — R, eine

zentrale Abbildung. Dann ist R[1/x] semistabil und fiir alle U € B’ sind die Monoidabbildungen =¥ (R) ELN
7Y (R[1/x]) [xc)]-Lokalisierungen (Def. von ¢, steht vor Prop. 7.4, aufierdem siche Def. 7.9). Ebenso ist der

Ringhomomorphismus &n¥, (R) <+ en¥, (R[1/z]) eine [xc,]-Lokalisierung.

Beweis. o Semistabilitit: Wir werden zeigen, dass der Zykeloperator d trivial auf n (R[1/z]) operiert
(Lemma 4.3). Sei f € [S"AUAT"™, R[1/x],] ein Représentant von n, (R[1/xz]). Wir kénnen annehmen,
dass n gerade ist. Dann wird df von x;, 1 o ¢ (f) représentiert, denn |Xn 1|r = 1. Wir miissen zeigen, dass
nach Stabilisierung [x»,1 o t«(f)] = [f] = [¢t+([f)] gilt. Also ldsst sich dies auf die Aussage zurtickfiihren:
sei f € [S" AU AT, R[1/x],] und ~ € %, mit |y|p = 1, dann gilt [y o f] = [f]innl (R).

Dazu betrachten wir das Adjungierte ﬁ —evo((Yo [YAT™) = Aryma(y)ofo(1AALL(Y)"Y) (Def.
3.14). Da |7|5 = 1 das Vorzeichen von A, ,,(v) ist (Lemma 3.17), gilt: 7 o f = | A1y (V)7 (A1 i (7)o f)
nach Definition 2.56. Mit Lemma 7.7 erhalten wir [y o f] = [f]. Also ist R[1/x] semistabil.

Lokalisierung: Nun wissen wir nach Proposition—Definition 74 auch, dass [ [, ,c(v.2) -, (R[1/x])
ein Monoid ist und die Abbildung j, : 77, (R) — «{ (R[1/z]) eine Abbildung von Monoiden. Es bleibt
zu zeigen, dass j. eine [z¢]- Lokahs1erung ist.

e Zunichst zeigen wir, dass j.([z¢;]) eine Einheit in 7V, (R[1/x]) ist. Die Abbildung j,, o o ¢; repra-
sentiert j.([z¢;]) und dieses Element hat (1)1 [yc14m] (bls auf das Vorzeichen) als Linksinverses, wobei
y : TY™ — R[1/x]14, die Abbildung ist, die adjungiert zu 1 1m+1,mi © (t14m+1 Ax!) ist. Denn wir zeigen
nun, dass [(yc11m) - (jmzcy)] bis auf ein Vorzeichen gleich der Eins von 7, (R) ist. Nach den Definitio-
nen gilt: f := (yc14m) - (Jmzer) = Mp[rlz/:z] o (Y A (Jm®)) 0 (cr4m A1) © (S° Atgonp,uariem A T') o (s0,0 A
diagU A (= 1)(l_m)(1+l) A1)

T . —1 ~8° .
natiirlich Nl-i[-ll/nz] (y/\ (me)) o (l%l-*-m A l%l ) o (SO /\tSOAS(),SO/\Tl‘*'m /\Tl) o ([1501 = ] A ([(“)U /\WU] OdzagU) A

(—1)F ™I A1), Wegen (wir A wir) o diag? = (wy A S°) o0 pi;t = pgt o wy und da die Abbildung

SO NSO A THHmAL 22 GO A GO A GO A GO A TEmAL o2 G0 A GO A TlEm A GO A GO AT o2 M A T mit

12,1+ .+ Ubereinstimmt, erhalten wir letztendlich f = Hﬁ[l/;@] o (yA (jma))o ((—1)(Tl_m)(1+l) A1)ociimat
Das Adjungierte von f ist (¢ := c1 4y A T'IHF™ g = (1 4+m) (1 +1)):

f=evo(f AT OFH™) = 4oy (140, (1mym © (€0 0 (y AT'OHD)) A (ev © (mz AT™™)))

o (1 Atgu piasn A1) o (=1)E™IH A1) o c

= o,y © (1 mestmt © (mit AZD) A Emmm 08 F™)) 0 (1A tge iy ALY o (~1)F ™ AT)oc

= (a+Emmm)O[ttamrmmO (11m 1t AD]O (L1 1 ATY AT ™0 (1At g iy AL o ((—1)E™ D AT )oc

(a + fm,mm) © [M1+m+l,ml+m+mm o (LA Mml,m+m7n)] o (t14m+1 N (xl A $1+m)) o (1A try iy A 1)o

(D™D Ao e

(@ + Emmm) © 1 mtan(iirm) © (pmet A2 ™) 0 c0 (LA p quasn AL)o (LA (=D)E™IF) A1),

Es wurde pism tm o (2° A 2') = 7! benutzt, was wegen der Assoziativitit der iterierten Multiplika-
tionsabbildungen von R gilt (siehe die Bemerkungen nach Def. 3.10).

Die Eins [i; Bl1/z] ¢1] von 7l (R) wird auch von g := (/7™ (1) Ri1/e] c1) = Lﬂllf% O C141+m reprasentiert,

was adjungiert zu § = & 1414m © Ptitmm(i+itm) © (Liipm A2 TH™) 0 cist.
Alsogilt f = € 0go(1Atg giasn AL)o(IA(=1)$ ™ HFIAT) = (~1)4¢ 04, mit € = (a+Emmm) O 141 1m
und v = ?(1+1)+ (I —m)(1 +1). Nach dem Lemma 7.7 gilt darum [f] = (=1)%1¢'|7)|g] und schlieflich
(D7l ) yerem]) g« ([zar]) = (=171 |I7)[f] = 9] = Lin 7, (R[1/2]). Nach Corollar 7.5 hat j, ([zc])
dann auch ein Rechtsinverses.

e Als nichstes zeigen wir, dass es zu jedem Element z € nl (R[1/z]) — reprisentiert durch f €

[S" AU AT R[1/x],] - einu € 7Y (R) und ein p € N mit z - j.([z¢])? = j.((£1)7ru) gibt. Fiir u
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wihlen wir als Reprasentanten f, und setzen p = n. Dann wird j, (u) von g := j(14m)n © f reprédsentiert,
was adjungiert zu

gi=evo(gAT0tmn) = Em,(14+m)n © K(14m)n,m(14+m)n © (f Aa(t+miny
ist. Das Element z - j.([x¢)]) ™ = 2z - ju([xey] ™) wird von b := f - (§imn o (xe;) ™) reprasentiert.
Dabei ist (zc;)™ durch 2" o ((—1)5,{77”)7”(”71)”/ * A1) o ¢, gegeben, was durch Induktion bewiesen wird:
(@ o (1) ™" TIEN D) 0 c) - (wer) = il 0 (@ 0 (1) A ) )
o ((=1)=™mm Ay o Cns1y = 2" o ((—1)mmmln=bn/2Enl gy o C(n+1) (siehe auch die Berechnung

von f beim letzten Punkt).

Wegen h = Mfz{,[ia/nx] o (f A (]mn o (LEC[)“)) o (ST AN tSO/\U7U/\T‘1+" N Tln) o (sr,O A diagU A (_1),(1{—m)n2 A 1) gllt

h=evo (hATHtmn)) = Mﬁ+m)n,(1+m)mn of(evo (fAT™)) A (evo ((jmn o (qu)n) A Tt
o (1 Atgongagin gin A1) o (ST A tsonu.ungain A1) o (s Adiagl A(=1)E™™ A1)
n n l—m)m(n—1)n/2 mn
= Mﬁ-&-m)n,(l-{-m)mn © [f A (§7n,mn © :uﬁm,'rnmn © (($ © ((_1)5“ m n/ A 1) © Cnl) Nx ))]
2
o (1 Atgonpngin zin A1) o (ST A tsony.ungain A1) o (s Adiagl A(=1)E™™ A1)

= (a/+£m,mn)Oﬂg+m)n7(1+m)mno(f/\(/ufrzm,mmnO
. 2 2
o (fAZHmIm) o (LA (m1)y DI A,

(27 A2 (LA (—1)mmHammn—tn/24an)* g
= (a/ + fm,mn) © /J’g+m)n,(1+m)mn

mit ¢’ := (1 + m)n. Dabei wurde im vorletzten Schritt Folgendes benutzt:

STAU AT AT A (17, (=5 Awy AT)]) (U AT A tgo g agin gin) (tsoav.wagass AT AT A
T o (8.0 Adiag! ANT?) =

S"AUAT ™ Atpin in) (Un/i?“zlfnh/\l%m AT'™) (tgopg0,uamatn AT AT ™o (oot A((wy AU) diag? ) AT®)
= §" AU AT A (=18 A1) o (U ATTH AL, AT 0 (tg0 n50 ypgass AT AT 0 (o5} Al ATE)
=S"AUA (—l)gn)2 AT 1 mit a := (g+n)+in+1(n+mn).

Also unterscheiden sich 4 und § nur um eine Permutation und ein Vorzeichen. Nach dem Lemma
7.7 gilt daher z - j.([zc])? = [h] = (£1)7[g] = (£1)7j(v) = j((£1)7w).

o SchlieBlich kommen wir dazu zu zeigen, dass fiir [f], [g] € 77, (R) mit j.([f]) = j.([g]) gilt:
[f]- [za]™ = [g] - [x¢]™ fir ein n € N. Wir kénnen annehmen, dass f,g € [S" AU AT?"", R, ] sind und
jn o f = jn o g gilt. Mit (ze;)™ = 2" o ((—=1)§ ™™ D2 A 1) 6 ¢, haben wir
[ @e)™ =l o (F Ay ()T 2 g o T o (1), denn

(I—m)n?

STA[(UATT ™ ALZ,,) 0 (UATTA =5 Ay AT otsony.uaratn AT 0 (sr.0 Adiag¥ A(=1)p A1)
2
= ST AU AT AL2,,) 0 tgongo uarain AT o (pst A ([wy A Uldiag?) A (=)™ A1)

(I—m) (I—m)n?

=S"A[(UATT™ AIZ,,) 0 tsonso yaratn AT 0 (p5t At A (=1)5 " AL =1A (=) Al
Gleiches gilt fiir g, weshalb f - (z¢)™ = ¢ - (z¢)™ und damit schlielich [f] - [ze)|™ = [f - (xe)™] =
lg- (zer)™] = [g] - [wer] ™ ist.

e Um den Beweis abzuschliefien, benutzen wir die allgemeine Aussage tiber Monoide in Lemma
7.10, dessen Voraussetzungen in den letzten drei Punkten sowie in Corollar 7.5 gezeigt wurden. Dieses
Corollar zeigt auch die weitergehende Aussage iiber &7, (R) O

7.3 Zur Lokalisierung von nicht-kommutativen Ringen

In diesem Abschnitt wird definiert, was Lokalisierungen von (nicht-kommutativen) Monoiden (bzw.
Ringen) sind, und dann ein Speziallfall davon betrachtet. Diese entsprechen genau den Lokalisierung
von Kategorien (siehe [Wei, S. 379 ff.]). Lokalisierungen von Monoiden (bzw. Ringen) treten auf, wenn
man die stabilen Homotopiegruppen von Lokalisierungen von Ringspektren beschreiben mochte (siehe
Abschnitt 7.2).

Definition 7.9. Seien M, N zwei Monoide (Ringe) und S eine Teilmenge von M. Dann ist ein Monoid-Homomorphismus
(bzw. Ring-Homomorphismus) j : M — N eine S-Lokalisierung, falls

e das Bild j(S) in den Einheiten von N (N* :={n € N;3n’ : nn' = n'n = 1}) liegt, und
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e es zu jedem Monoid-Homomorphismus (bzw. Ring-Homomorphismus) g : M — P mit g(S) C P> genau
einen Monoid-Homomorphismus (bzw. Ring-Homomorphismus) h : N — P gibt, mit g = h o j.

Falls S = {x} fiir ein © € M, so heif$t ein solcher Homomorphismus j auch z-Lokalisierung.

Bemerkung Mit anderen Worten: j ist initiales Objekt in der Unterkategorie der S-invertierenden Monoid-
Homomorphismen (bzw. Ring-Homomorphismus) der Kategorie M/Mon (bzw. M/Ring). Damit ist j
bis auf einen eindeutigen Isomorphismus eindeutig.

Wir wollen nun einen Spezialfall betrachten.

Proposition 7.10. Seien M, N zwei Monoide (Ringe) und x € M, so dass fiir jedes 1 € M ein x5 € M
mit x1x = xxo existiert. Falls ein Monoid-Homomorphismus (bzw. Ring-Homomorphismus) j : M — N die
folgenden Eigenschaften

1.) esgibty,y’ € N mityj(z) = 1und j(z)y =1,
2.) fiiralle z € N gibt es ein p € Nund ein u € M mit zj(x)? = j(u), und
3.) fiir a,b € M mit j(a) = j(b) gibt es ein n € N mit az™ = ba™

erfiillt, ist er eine x-Lokalisierung. Falls M, N graduierte Ringe, j ein graduierter Ringhomomorphismus und
x ein homogenes Element in M ist, so ist j auch schon eine x-Lokalisierung, wenn obige Voraussetzungen fiir
homogene Elemente (1, x2, a, b) gelten.

Beweis. Aus1.) folgt y = yj(z)y’ = v’ und damit j(z) € N*.

Sei g : M — P ein Monoid-Homomorphismus (bzw. Ring-Homomorphismus) mit g(z) € P*. Dann
definieren wir eine Abbildung » : N — P, in dem wir p € Ny und v € M mit zj(z)? = j(u) (nach
Eigenschaft 2.)) wihlen und h(z) := g(u)(g(x)~!)? setzen. Dies ist unabhingig von der Wahl von p und
u, denn falls zj(z)?" = j(u') gilt, so haben wir j(u/z?) = j(uz?") und nach 3.) dann v'zPz" = uz? z" fiir

’

ein n € N. Daraus folgt: g(u')g(x)Pg(z)" = g(u)g(z)p/g(x)” und g(u)(g(x)™1)? = g(u')(g(x)"1)P.

Die Abbildung h ist ein Monoid-Homomorphismus: falls fiir z, 2’ € N Zerlegungen zj(z)? = j(u)
und 2/j(x)?" = j(u') gewihlt sind, so gibt es nach Voraussetzung ein v}, € M mit v/z? = zPu), und
damit eine Zerlegung [22']j(z)" 7 = zj(u')j(z)P = zj(u'a?) = zj(aPup) = 2j(2)j(up) = j(u)j(u) =
j(uub). Genauso folgt: g(u')g(x)? = g(x)Pg(u}) und somit h(z)h(z') = [g(u)(g(z)~")P)lg(u’)(9(x)~1)"'] =
g(w)g(uh) (g(x) )P = g(uub)(g(x)~")PH?" = h(z2'). Offenbar ist h(1) = 1 wegen 1;(x)° = j(1).

Wir kénnen nach Multiplikation mit j(z) annehmen, dass p’ = p. In dem Fall von Ringen und Ringho-
momorphismen erhalten wir dann mit (z + 2')j(z)? = j(u + u') auch h(z + 2') = g(u + ') (g(x) )P =
g()(g(x)"H)P + g(u)(g(x)~1)P = h(z) + h(2').

Fiir z = j(a) kann p = 0 und v = a gewdhlt werden. Also ist h(z) = g(a) und h o j = g. Umge-
kehrt, falls h : N — P ein Monoid-Homomorphismus (bzw. Ring-Homomorphismus) mit h(z) € p*
und h o j = g ist, so folgen aus der Gleichung zj(z)? = j(u) die Gleichungen h(z)g(z)? = g(u) und
h(z) = g(u)(g(z)~)P.

Die verringerten Voraussetzungen im Fall von graduierten Ringen implizieren die Voraussetzungen
im Fall von Ringen, denn:

e Falls z; € M beliebig ist, so ist ; die Summe von homogenen Elementen z;; € M, fiir die es
jeweils 9 ; mit z1 ;& = xxo; gibt, also mit Distributivitat auch z12 = zx».

e Falls z € N beliebig ist, so ist es Summe von endlich vielen homogenen Elementen z; € N, fiir die
es nach Voraussetzung ein p € N (das Maximum) und u; € M gibt, so dass z;j(z)? = j(u;) und
damit zj(x)? = j(u), wobei u die Summe der w; ist.

e Falls a,b € M beliebig mit j(a) = j(b) sind, so sind a, b jeweils Summen von homogenen a; bzw.
b; in M, wobei i den (jeweils verschiedenen) Grad angibt und fast alle a; und b; Null sind. Da j
graduiert ist, sind auch die j(a;) und die j(b;) homogen von Grad i, also gilt j(a;) = j(b;). Nach
Voraussetzung ist dann a; = b;, also a = b.

O
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