DIPLOMARBEIT

Die motivische Adams-Spektralsequenz

Angefertigt am
Mathematischen Institut

Vorgelegt der
Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultat der
Rheinischen Friedrich-Wilhelms-Universitat Bonn

Marz 2012
Von
Sven-Torben Stahn

Aus
Siegburg



Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung 5
1.1 Vorraussetzungen . . . . . . . . . . . ..o e 7
1.1.1 Die stabile motivische Homotopiekategorie . . . . . . . .. .. ... 7
1.1.2  Milnor-k-Theorie, Milnor-Witt-Ring . . . . . . .. .. .. .. ... 8
1.1.3 Bekannte Informationen iiber die stabilen motivischen Homotopie-
GIUPPEIL « v v v v e e e e e e e e e e e e e e 8
1.1.4 Homologie- und Kohomologiegruppen . . . .. .. .. .. .. ... 9
1.1.5  Kohomologie des Punktes . . . . . . ... ... ... . ... 9
1.1.6  Die motivische Steenrod-Algebra . . . . . . . ... ... ... ... 9
1.1.7  Die duale motivische Steenrod-Algebra . . . . . . . . ... ... .. 10
1.1.8 Definition: Motivisch endlicher Typ. . . . . . . .. .. .. .. ... 10
2 Die Konstruktion der motivischen Adamsspektralsequenz 11
2.1 Hopf-Algebroide . . . . . .. . ... 11
2.1.1 Definition: Hopf-Algebroid . . . . . . .. ... ... ... ...... 11
2.1.2  Definition: Komoduln von Hopf-Algebroiden. . . . . . . ... ... 12
2.1.3 Wohldefiniertheit von Ext fiir lache Hopfalgebroide . . . . . . .. 13
2.1.4 Definition: Cotensorprodukt von Komoduln . . . . .. .. ... .. 13
2.1.5 Hom-Funktor und Kotensorprodukt . . .. .. ... ... ..... 13
2.1.6  Definition: Ausgedehnte und relativ injektive Komoduln . . . . . . 13
2.1.7 Verschwinden von Cotor fiir ausgedehnte Komoduln . . . . . . .. 13
2.1.8 Cotor kann mit relativ injektiven Auflésungen berechnet werden . 13
2.2 Die reduzierte Kobar-Auflésung . . . . . . . ... ... oL 14
2.2.1 Definition der reduzierten Kobar-Auflésung . . . . ... .. .. .. 14
2.3 Homologische Konstruktion der motivischen Adamsspektralsequenz . . . . 15
2.3.1 Definition: Motivisches Ringspektrum . . . . .. ... ... .. .. 15
2.3.2 Definition: E-gute motivische Spektren . . . . . . . .. .. ... .. 16
2.3.3 Lemma: Der Hopf-Algebroid (m(E), Ex(E)) . - . . o o . . .. .. 17
2.3.4 Lemma: Komodulstruktur auf der Homologie von E-guten Spek-
tren . . .. 17
2.3.5 Definition: Fy.-Adams-Auflésung . . . . . . . .. .. ... ... .. 18
2.3.6 Definition: Kanonische F,,-Adams-Auflésung . . . . . .. .. ... 18
2.3.7 Lemma: Die kanonische Adamsauflosung ist eine Adamsauflésung . 19
2.3.8 Die homologisch konstruierte E-Adams-Spektralsequenz . . . . . . 20

2.3.9 Identifikation des Es-Terms der homologisch konstruierten E-Adamsspektralsequenz 20



2.3.10 Lemma: Die Spektralsequenz ist unabhiingig von der gewihlten
Adamsauflosung . . . . ...

22

2.3.11 Natiirlichkeit der E-Adamsspekralsequenz in X fiir beliebige Auflésungen

2.4 Die Adamsspektralsequenz fiir den Fall des motivischen Eilenberg-MacLane-
Spektrums . . . . . . L.
2.4.1 Identifikation von H,.(H) als duale motivische Steenrod-Algebra .
2.4.2 Definition: H-Zelluldre Spektren . . . . . . . ... ... ... ...
2.4.3 H-zelluldre Spektren sind H-gut . . . . . . .. .. ... ... ....

2.5 Kohomologische Konstruktion der motivischen Adams-Spektralsequenz . .
2.5.1 Kohomologische Adamsauflésung . . . . . . . ... ... ... ...
2.5.2  Die kohomologisch konstruierte Adamsspektralsequenz und ihr Fs-

Term . . . . . L
2.5.3  Vergleich von homologisch und kohomologisch konstruierter Adamss-
pektralsequenz . . . . .. ..o
2.5.4  Anmerkung: Existenz einer kohomologischen Adamsauflésung . . .

Konvergenz der motivischen Adams-Spektralsequenz

3.1 Konvergenzbedingungen fiir allgemeines £ . . . . . . .. .. ... ... ..
3.1.1 Mittag-Lefler-Bedingung . . . . . . . . ... ... ... ...
3.1.2 Lim! fiir Tiirme von Gruppen . . . . . . . . .. oo

3.2 Die E-nilpotente Vervollstandigung . . . . . . . .. .. ... .. ... ...
3.2.1 Definition des alternativen Turms Cs . . . . . . . . . . . . .. ...
3.2.2 E-Nilpotenz . . . . . . . . . ...
3.2.3 Definition: E-nilpotente Vervollstindigung . . . . . . . .. ... ..

3.2.4  Definition: Filtration auf der E-nilpotenten Vervollstdndigung . . .
3.25 Lemma . . .. ...
326 Lemma . . .. .. .. e

3.2.7 Definition: Vollstindige Konvergenz . . . . . ... ... ... ...
3.2.8 Lemma von der vollstdndigen Konvergenz . . . . . . . . ... ...
3.3 Konvergenz fir Hund S . . . . . .. .. .. . oo
3.3.1 Theorem(Adams): Vanishing line . . . . . ... ... ... .....
3.3.2 Korollar: ,,Vanishing line“ in der motivischen Adamsspektralse-
quenz des Sphérenspektrums . . . . . . ... ... ...
3.3.3 Konvergenz im Fall des motivischen Sphéirenspektrums . . . . . .
3.3.4 Beweismethode und Giiltigkeit der Konvergenzaussage . . . . . . .
3.4 Konvergenz der Adamsspektralsequenz fiir Zellenspektren von endlichem
TYD o e e
3.4.1 Alternative Darstellung der Hp-nilpotenten Vervollstindigung . . .
3.4.2 Definition: Zellenspektren und Zellenspektren von endlichem Typ .
343 Hpistzellular. . . .. ... ... ... 0000
3.4.4 Definition: Vervollstdndigung an p,p . . . . . . . . . .. ... ..
3.4.5 Vervollstdndigungen der Hp-nilpotenten Vervollstindigung . . . . .
3.4.6 Theorem HKO.1 (Hu, Kriz, Ormsby) . . . . .. .. ... ... ...
3.47 Korollar HKO.3 . . . .. . ... ...

23
23
23
24
24
24

22



3.4.8 Spezialfall eines algebraisch abgeschlossenen Korpers von Charak-

teristik O . . . . . . 43

3.5 Beweisskizze . . . . . . .. e 43
3.5.1 Lemma HKO2.23: Im algebraisch abgeschlossenen Fall ist n,p-

Vervollstdndigung eine p-Vervollstandigung . . . . . . .. .. ... 43

3.5.2 Lemma HKO.10 . . . ... ... ... .. ... ... ... 45

3.5.3 Lemma HKO.11 . . ... . ... ... ... .. ... . ....... 45

3.5.4 Lemma HKO.12 . . . ... ... ... .. ... ... 46

3.5.,5 Lemma HKO.13 . . ... ... . ... ... ... .. .. ...... 46

3.5.6 Lemma HKO.14 . . . . ... ... .. ... ... .. ... ... 46

3.5.7 Lemma HKO.15 . . . .. . ... ... .. ... ... ... ..... 47

3.5.8 Vergleich der beiden Konvergenzaussagen . . . ... ... ... .. 47

4 Vergleich von motivischer und klassischer Adamsspektralsequenz 49

4.1 Die topologische Realisierung itber C . . . . . . .. .. .. ... ... ... 49

4.1.1 Der topologische Realisierungsfunktor SHo®* — Ho® . . . . . .. 49
4.1.2 Topologische Realisierung der Sphéren und des Mod-2-Eilenberg-

MacLane-Spektrums H. . . . . . .. ... ... L. 49

4.1.3 Funktor auf Homotopie, Homologie- und Kohomologiegruppen . . 50
4.1.4 Induzierte Abbildung der homologisch konstruierten Spektralse-

QUENZEIL .« o v v v v v e e e e e e e e e e e e e e e 50

4.1.5 Die topologische Realisierung auf der Kohomologie des Punktes . . 50
4.1.6 Die topologische Realisierung der motivischen Steenrod-Algebra . 50

4.1.7 Proposition . . . . .. ... 51
4.1.8 Korollar . . . . . . . 51
4.1.9 Topologische Realisierung von kohomologischen Adamsauflésungen 51
4.1.10 Korollar: Induzierte Abbildung von exakten Paaren. . . . . . . .. 52
4.1.11 Produktstruktur auf der (motivischen) Adamsspektralsequenz . . . 52
4.1.12 7-Torsion auf der motivischen Adamsspektralsequenz und ihr Ver-
schwinden unter der topologischen Realisierung . . . . . . . . . .. 52
4.1.13 Natiirliche Isomorphismen fiir Ext und Tensorprodukte . . . . . . 53

4.1.14 Bestimmung des Urbilds der topologischen Realisierung auf der ko-
homologisch konstruierten Adamsspektralsequenz des Sphérenspektrums 54

4.1.15 Zusammenfassung . . . . . .. ... 55
4.2 Konsequenzen der topologischen Realisierung . . . . . .. ... ... ... 55
4.2.1 Bestimmung von Extz’*’*(m* (H)),m(H)) oo oo oo 55
4.2.2 Lemma: Berechnung einiger Werte von & . . . . . . . .. .. ... 56
4.2.3 Vervollstandigung von Lemma 8.2 . . . .. .. .. ... ... ... 57
4.2.4 Vervollstandigung von Lemma 8.4 . . . .. .. .. ... ... ... 58
4.2.5 Vervollstandigung von Lemma 8.8 . . . .. .. ... ... .. ... 58
4.2.6 Anmerkung . . . .. ... 58



1 Einleitung

Die (homologisch konstruierte) motivische E-Adamsspektralsequenz fiir ein geeignetes
motivisches Ringspektrum E und ein motivisches Spektrum X ist eine trigraduierte Spek-
tralsequenz E5"" mit Differentialen

. s, t,u s+rt+r—1,u
d,: BV — E7

und Fs-Term

By (X) = Bxt. ) (B (), B (X))

Diese Verallgemeinerung der klassischen Adamsspektralsequenz in den motivischen Kon-
text geht auf Fabien Morel zuriick, der die motivische (kohomologisch konstruierte)
Adamsspektralsequenz erstmals in seinem Artikel [MOR] beschrieben hat. Die zusitzliche
Graduierung im Vergleich zur klassischen Adamsspektralsequenz resultiert aus der Bi-
graduierung der motivischen Homotopiegruppen und wird motivisches Gewicht genannt.
Sie bleibt unter allen Differentialen erhalten und verleiht so der motivischen Sequenz
zusétzliche Struktur. Unter geeigneten Vorraussetzungen konvergiert die Spektralse-
quenz wie im klassischen Fall gegen eine Filtration der Homotopiegruppen der von Bous-
field definierten E-nilpotenten Vervollstéindigung X7 des Spektrums X.

Waihlt man als Ringspektrum E das motivische Eilenberg-MacLane-Spektrum H, welches
die motivische mod-2-Kohomologie reprasentiert, und X als das motivische Sphérenspektrum,
so erhilt man die motivische Adamsspektralsequenz. Dank der Arbeiten von Voevods-
ky ist die motivische Steenrodalgebra und die duale motivische Steenrodalgebra iiber
Grundkoérpern von Charakteristik 0 bekannt, und fiir zusétzlich algebraisch abgeschlos-
sene Grundkorper sehr dhnlich zur Struktur der klassischen Steenrod-Algebra. Dies er-
laubt die explizite Berechnung des Fo-Term der motivischen Adams-Spektralsequenz
mit den Methoden des klassischen Falls. Diese Berechnungen wurden von Dugger und
Isaksen in ihrer Arbeit [DI] vorgenommen.

Uber geeigneten Grundkérpern, die sich in die komplexen Zahlen einbetten lassen, steht
zusétzlich eine Realisierungsabbildung von der Kategorie der motivischen in die der to-
pologischen Spektren zur Verfiigung, die eine Vergleichsabbildung von der motivischen
in die klassische Adamsspektralsequenz induziert, und so wechselseitige Riickschliisse
zwischen motivischer und klassischer Adamsspektralsequenz erlaubt. Die Vergleichsab-
bildung iiber den komplexen Zahlen wird ebenfalls in [DI] besprochen und zur Berech-
nung von Differentialen in der motivischen Adamsspektralsequenz benutzt.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Darstellung der homologischen und kohomologischen
Konstruktion der motivischen mod-2-Adams-Spektralsequenz iiber einem algebraisch



abgeschlossenen Grundkorper von Charakteristik 0 und die Diskussion ihrer Konver-
genzeigenschaften anhand der Arbeit von Dugger und Isaksen. Diese verlauft analog zu
der im klassischen Fall und greift deshalb in ihren Kernpunkten auf den grundlegenden
Artikel von Bousfield [BOU] zurtick.

Weiterhin vergleiche ich (in Bezug auf Beweismethodik und Giiltigkeit) die Konver-
genzaussage [DI, Korollar 6.15] fiir das motivische Sphérenspektrum mit einer von Hu,
Kriz und Ormsby bewiesenen weitergehenden Konvergenzaussage [HKO, Theorem 1,
Korollar 3]) fiir motivische Zellenspektren von endlichem Typ iiber Basiskérpern von
Charakteristik 0 , die eine Verallgemeinerung ihres Ergebnisses [HKO2, Theorem 6] fiir
algebraisch abgeschlossene Korper von Charakteristik 0 darstellt. Abschliefflend untersu-
che ich die Vergleichsabbildung von Spektralsequenzen iiber C und ergéinze die Beweise
der Lemmata 8.2, 8.4 und 8.8 aus [DI].

[DI] stellt den Hauptbezugspunkt meiner Arbeit dar, und ich folge ihnen weitgehend in
Notation und Vorgehensweise.

In Kapitel 1 stelle ich die fiir die Arbeit notwendigen Erkenntnisse iiber Objekte der
(stabilen) motivischen Homotopiekategorie zusammen und kldre Notation und Begriff-
lichkeiten.

In Kapitel 2 fiihre ich die homologische und kohomologische Konstruktion der Adamss-
pektralsequenz fiir ein allgemeines motivisches Ringspektrum E und insbesondere fiir den
Fall des motivischen mod-2-Eilenberg-MacLane-Spektrums H aus.

In Kapitel 3 diskutiere ich die Konvergenzeigenschaften der Adamsspektralsequenz ins-
besondere fiir das Sphérenspektrum. Ich stelle (skizzenhaft) ein weitergehendes Theorem
von Hu, Kriz und Ormsby iiber die Konvergenzeigenschaften von motivischen Sphérenspektren
endlichen Typs vor [HKO] und vergleiche mit [DI].

In Kapitel 4 ergéinze ich die Untersuchung der Vergleichsabbildung von motivischer
und klassischer Adamsspektralsequenz iiber C in [DI].



1.1 Vorraussetzungen

1.1.1 Die stabile motivische Homotopiekategorie

Wir arbeiten in der stabilen motivischen Homotopiekategorie SHy, bzw., um techni-
sche Schwierigkeiten mit dem Smashprodukt zu vermeiden, in der Homotopiekategorie
der symmetrischen motivischen Spektren iiber k (Siehe [JAR]). Die Konstruktion der
stabilen motivischen Homotopiekategorie erfolgt (unter Unterschlagung aller Details)
stufenweise aus der Kategorie glatter Schemata:

Sei Sm/k die Kategorie der glatten Schemata iiber einem Grundkérper k, und
A°PPreShvnis(Sm/k) die Kategorie der simplizialen Priagarben von glatten Schemata.
Hier fassen wir Sm/k als Situs, versehen mit der Nisnevich-Topologie, auf. Diese Katego-
rie stellt das motivische Aquivalent zu der Kategorie der topologischen Riume dar. Wir
konnen Schemata X aus Sm/k als die simpliziale Priagarbe in A? PreShvy;s(Sm/k)
einbetten, die in jedem simplizialen Grad den Wert Homg,, /((—), X') annimmt. Ebenso
erhalten wir eine Einbettung von simplizialen Mengen in A% PreShvy;s(Sm/k) indem
wir einer simpliziale Menge die simpliziale Prigarbe zuordnen, die iiberall gerade die
gegebene simpliziale Menge als Wert annimmt.

Die motivische Modellstruktur auf A% PreShuvy;s(Sm/k) ergibt sich zweistufig durch
Definition einer lokalen Modellstruktur, in der die Kofibrationen die Monomorphis-
men und die schwachen Aquivalenzen diejenigen Abbildungen sind, die halmweise (die
Nisnevich-Topologie auf Sm/k erlaubt die Bildung von Halmen) schwache Aquivalenzen
von simplizialen Mengen induzieren, und anschlieflender ” Kontraktion der affinen Linie”,
in dem wir die Modellstruktur weiter an einem rationalen Punkt * — A! lokalisieren.
Die Homotopiekategorie dieser Modellkategorie liefert uns die motivische (unstabile) Ho-
motopiekategorie. Ihre Konstruktion in [MV] ist das Verdienst von Morel und Voevodsky.
Insbesondere haben wir zwei Familien von Sphéren: einen simplizialen Kreis, die kon-
stante simpliziale Garbe Sy = A'/6A!, und der von A'\0 definierte geometrische Kreis
S;. Thr Smashprodukt T := S, A S;, das dquivalent zu der Einbettung von P! ist, definiert
mit den iiblichen Definitionen von Spektren und Morphismen von Spektren die Katego-
rie der T-Spektren Sptr(k). Die Modellstruktur auf Sptp ist durch eine Stabilisierung
der levelweisen Modellstruktur gegeben. Hinzufiigen eines disjunkten Basispunktes und
Bildung des Einhdngungspektrums liefert eine Einbettung von A’ PreShvy;s(Sm/k) in
Sptr(k), und die Homotopiekategorie dieser Modellkategorie ist die stabile motivische
Homotopiekategorie.

Stabilisieren wir nicht an T, sondern nur an Sy, so erhalten wir die Kategorie der S'-
Spektren. (Siehe [MOR2, Kapitel 3]). Durch Stabilisierung an T erhalten wir einen Pu-
shforward von den S'-Spektren in die Kategorie der T-Spektren.

In Ubereinstimmung mit der Notation von Dugger und Isaksen gebe ich S, den Bigrad
(1,0) und S; den Bigrad (1,1), und definiere SP¢ := AN S) fiir p > ¢. In der
in [HKO] verwendeten Notation entspricht dies der Sphire S®~9+9 bzw. umgekehrt
gmtna — gminn Tn der Kategorie der motivischen T-Spektren erhiilt man durch die
formalen Umkehrungen des Suspensionsfunktors X7 beliebige Sphéiren SP¢, und ent-



sprechend bigraduierte Homotopiegruppen 7, 4(X) := [SP9A S, X] =: [S, X]p 4. Sptr(k)
ist trianguliert, und das Smashprodukt mit den simplizialen Sphiren S% modelliert
den Shift [n] in der triangulierten Struktur von Spr(k).

Fiir alle Teile der Arbeit sei die Charakteristik des Grundkorpers 0 (Nur in diesem Fall
ist die motivische Steenrod-Algebra bekannt) und iiberall dort, wo nicht ausdriicklich
etwas anderes angegeben ist, sei k algebraisch abgeschlossen.

1.1.2 Milnor-k-Theorie, Milnor-Witt-Ring

Sei k ein Korper. Die Milnor-k-Theorie von k ist definiert als
KM(k) :=T*k*/(a® (1 — a)|a # 0,1) (1.1.2.1)

Hierbei bezeichnet T*k* die Tensoralgebra der multiplikativen Gruppe von k.
Sei KMW (k) definiert als der Quotient von T*k*[n] (n von Grad -1) durch das von den
folgenden Relationen aufgestellte Ideal:

eab=a+b+n
e a(l—a)=0

e an =na

o 02+ [~1n) =0

(fir a,b € k*)
Bs gilt KM (k)/(n) = KM (k).

1.1.3 Bekannte Informationen tiber die stabilen motivischen
Homotopiegruppen

Die beiden bekannten Theoreme iiber die stabilen Homotopiegruppen des motivischen
Sphérenspektrums beschreiben zum einen die Homotopiegruppen in gleichen Bigraden
und zum anderen das Verschwinden der Homotopiegruppen in gegebenem ersten Grad
flir hinreichend grofles Gewicht:

Sei k ein perfekter Korper und char k& # 2.

L Ton(S) = KMV (1)
Das Theorem geht auf entsprechende Berechnungen durch Morel zuriick, siehe
[MOR2, Theorem 6.2.1]. Das zu 7 korrespondierende Element in 7 1(.5) ist das von
der ”motivischen Hopf-Abbildung”S®2) ~ A2\0 (x’yﬂx:y] P! ~ SZ1 induzierte
Element.



2. Tmn(S) =0 fir m < n. Siche [MOR3|

Beide Aussagen werden im Beweis des Theorems 1 aus [HKO] benétigt. Die zwei-
te Aussage iibersetzt sich dort in eine Zusammenhangsaussage iiber das motivische
Sphéarenspektrum.

1.1.4 Homologie- und Kohomologiegruppen

Fiir ein motivisches Spektrum E sei die E-(Ko)Homologie auf einem motivischen Spek-
trum X definiert durch

o EMN(E) = [X,Sm"E]
o Epn(E):=[E™"S EAX]

In den folgenden Abschnitten sei H stets das motivische mod-2-Eilenberg-MacLane-
Spektrum, welches motivische Kohomologie reprisentiert. H ist ein motivisches Ring-
spektrum.

1.1.5 Kohomologie des Punktes

Die Berechnung der mod-2-Kohomologie des Punkts ist Voevodsky zu verdanken. Das
angegebene Resultat folgt aus Korollar 6.9(2), Theorem 6.1, und Korollar 6.10 in [VOE].
(Siehe auch die entsprechende Anmerkung in [DI])
Es gilt

Ml := H™(Speck, Z/2) = (K (k)/2)[7]

Die Elemente in K};(k) haben Bigrad (n,n), und 7 hat Bigrad (0,1).

Sei k algebraisch abgeschlossen. Dann vereinfacht sich die Aussage zu My = Iy [7].
Dann ist H**(S) = My und m(H) = H.(S) = Fa[7] =: Mg, wobei 7 den Bigrad (0,-1)
hat.

1.1.6 Die motivische Steenrod-Algebra

Sei k ein Korper von Charakteristik 0 und p eine beliebige Primzahl.

Die Form der motivischen mod-p-Steenrodalgebra ist in diesem Fall dank der Arbeiten
[VOE2] und [VOE3] von Voevodsky bekannt. Im Fall p = 2 und mit der Zusatzannahme,
dass k algebraisch abgeschlossen ist, vereinfachen sich seine Resultate zu der folgenden
Aussage:

Die motivische mod-2-Steenrod-Algebra A := H**(H), d.h. der Ring der bistabilen mo-
tivischen Kohomologieoperationen, ist unter dem Ringhomorphismus

M, = [S, H]v. — H**(H)

Oé/\idH

(a €[S, Hlpy) — (ZPIH = SPIANH 2 HAH - H)

eine Mls-Algebra. Die motivische mod-2-Steenrod-Algebra A wird als Ms-Modul von
den motivischen Steenrod-Operationen S¢** € H?***(H) und S¢**~' € H*~1F-1(H)



erzeugt, die den folgenden Adem-Relationen fiir a < 2b unterliegen:

b—1-c ew
Sq*Sq" =) < " 2 >thsqa+b Sq (1.1.6.2)

(Hier bezeichnet t. die Differenz im zweiten Bigrad zwischen Sq®Sq® und Sq*+t*=¢S¢c,
und der Binomialkoeffizient ist modulo zwei zu verstehen)

Die motivische Steenrod-Algebra ist als Ms-Modul frei erzeugt von den zuldssigen Mo-
nomen der Steenrod-Operationen.

Aus den motivischen Adem-Relationen folgt direkt (Durch Umstellen der Relation wie
im klassischen Fall), dass S¢* zerlegbar ist fiir k # 2'. Die Unzerlegbarkeit von Sg¢?'
tiber C erhalten wir spéter durch eine Vergleichsabbildung mit der klassischen Steenrod-
Algebra.

1.1.7 Die duale motivische Steenrod-Algebra

Die duale motivische Steenrod-Algebra wurde von Voevodsky ebenfalls in [VOE2] und
[VOE3] bestimmt. Wir benétigen erneut nur die mod-2-Resultate iiber einem algebra-
isch abgeschlossenen Korper explizit. Die duale Steenrod-Algebra ist aber in derselben
Allgemeinheit bekannt wie die Steenrod-Algebra.

Die duale motivische Steenrod-Algebra A.. := Homy, (H**(H),My) ist als H..(S)-
Algebra isomorph zu My[r;, &]/(77 — 7€11), wobei 7; den Bigrad (2! — 1,2¢) und
& den Bigrad (271 — 2,2/ — 1) hat.

Fiir uns ist insbesondere relevant, dass A, frei als m..(H)-Modul ist.

1.1.8 Definition: Motivisch endlicher Typ

Fiir die Realisierung von kohomologisch konstruierten Adamsauflésungen brauchen wir
eine bestimmte Endlichkeitsbedingung:

Eine Menge von Tupeln {(pa, 9a) } acs heiit von motivisch endlichem Typ, wenn fiir jedes
a € S nur endlich viele 8 € S existieren, s.d. p, > pg und 2g, — pa > 2q : 8 — pg.

Die Bedingung ist offensichtlich invariant unter {(pa,4a)}acs — {(Pa — 7, 9a) bacs-
Fiir ein beliebiges Spektrum X heifit ein Wedge von Einhangungen \/ g ¥P*% X von
motivisch endlichem Typ, wenn (pa, ga),cg von motivisch endlichem Typ ist.

Ein bigraduierter Ms-Modul M heifit von motivisch endlichem Typ, wenn er frei ist und
eine Basis besitzt, deren Bigrade eine Menge von motivisch endlichem Typ sind.
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2 Die Konstruktion der motivischen
Adamsspektralsequenz

Wir konstruieren homologisch die motivische Adamsspektralsequenz fiir bestimmte mo-
tivische Ringspektren E und identifizieren ihren Fo-Term. Fiir das motivische Eilenberg-
MacLane-Spektrum konstruieren wir die Adamsspektralsequenz sowohl homologisch als
auch kohomologisch und vergleichen die entstehenden Spektralsequenzen. Fiir diese Zwe-
cke benétigen wir zuallererst einige algebraische Fakten iiber Hopfalgebroide:

2.1 Hopf-Algebroide

Die Niitzlichkeit der Adamsspektralsequenz fiir Berechnungen beruht auf der Moglichkeit,
den Es-Term in Begriffen der homologischen Algebra auszudriicken. Fiir ein geeignetes
motivisches Ringspektrum E ist das Paar (m.(E), Ew(E)) ein bigraduierter, flacher
Hopfalgebroid und fiir ein geeignetes motivisches Spektrum X ist H,.(X) iiber die-
sem Hopfalgebroid ein Hopfalgebroid- Komodul. Dies erlaubt die Identifizierung des
FEs-Terms mittels des Ext-Funktors von Komoduln. In diesem Kapitel zitiere ich fiir
spitere Referenzen die fiir unsere Zwecke wichtigsten Aussagen iiber Hopf-Algebroide
und ihre Komoduln aus Anhang A1l von Ravenels ”griinem Buch” [RAV], der ihre Theo-
rie ausfiihrlich darstellt.
2.1.1 Definition: Hopf-Algebroid
Sei (A,T") ein Paar von R-Algebren mit Strukturabbildungen

e 77, : A— T (Links-Eins)

e nr: A — I (Rechts-Eins)

e c:I' — A (Ko-Eins)

e A:I' — TI'®I' (Komultiplikation)
A

e ¢:I' — TI' (Konjugation)

Das Paar (A,T") heiBt Hopf-Algebroid, wenn die Strukturabbildungen die folgenden Re-
lationen erfiillen:

® conp=cong =1ida

o (idp®e)oA = (e®idp)oA =idp
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(idr ® A) o A = (A ®idr)o A
e conp=nrund cong =1y

e coc=1dr

In dem folgenden Diagramm existieren die gestrichelten Morphismen, s.d. das das
Diagramm kommutiert:

I~———TI'®'————=7T

nL I'oT NR

A < < A

Sei B eine beliebige R-Algebra und C'p der Graph, dessen Objekte Elemente in Homp (A, B)
und dessen Morphismen Home,(f : A — B,g : A — B) diejenigen Elemente
h € Hompg(T', B) sind, s.d. das folgende Diagramm kommutiert:

B——B——20B
ol
AT R4

Die obigen Anforderungen an die Strukturabbildungen sind dann dquivalent zu der Aus-
sage, dass C'p fiir beliebiges B ein Groupoid ist, d.h. eine Kategorie, deren Morphismen
sich alle invertieren lassen. Die Identitdten sind hierbei durch idy := f o€, die Inversen
durch Verkettung mit ¢ gegeben.

2.1.2 Definition: Komoduln von Hopf-Algebroiden

Sei fiir einen gegebenen Hopf-Algebroid (A,T") ein A-Modul M zusammen mit einer
Strukturabbildung ¥, : M — I' ® M gegeben. M heifit I'- Linkskomodul, wenn
A

1. (e®1idpr) oWy = idpy
2. (A®idy) oWyy) = (idr @ Upy) o Uy

Sind (M, ¥ys) und (N, ¥ 5 ) zwei I'-Linkskomoduln, so heifit ein A-Modulhomomorphismus
f: M — N Morphismus von I'-Linkskomoduln, wenn gilt (idr ® f) o ¥y = Wy o f.
Die Definition von I'-Rechtskomoduln und I'- Rechtskomodulmorphismen erfolgt auf die
gleiche Weise.
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2.1.3 Wohldefiniertheit von Ext fiir flache Hopfalgebroide

Sei I' als A-Linksmodul flach. Dann ist die Kategorie der I'-Komoduln abelsch und besitzt
geniigend Injektive.

(Siche [RAV, A1.1.3 und A1.2.2] )
2.1.4 Definition: Cotensorprodukt von Komoduln

Sei (M,W¥js) ein I'-Rechts- und (N, V) ein I-Linkskomodul. Ihr Kotensorprodukt
MUOpN ist definiert als Kern der Abbildung von R-Moduln

Mo N "MW ENEIN pro e N
A A A

(und damit im Allgemeinen nur ein R-Modul).

2.1.5 Hom-Funktor und Kotensorprodukt

Sei N ein I'-Linkkomodul. Dann gilt Homr (A, N) = AOpN.
Inbesondere gilt fiir ¢ > 0: Extp(A, N) = Cotorp(A4, N).

(Siehe [RAV, A1.1.5))

2.1.6 Definition: Ausgedehnte und relativ injektive Komoduln

Sei N ein I'-Linkskomodul.

1. N heifit ausgedehnter I'- Komodul, wenn ein A-Modul N’ existiert, s.d.

N=T®N'
A

2. N heifit relativ injektiver I'-Komodul, wenn N direkter Summand eines ausgedehn-
ten I'-Komoduls ist.

2.1.7 Verschwinden von Cotor fiir ausgedehnte Komoduln

Sei M ein I'-Rechtsmodul und projektiv als A-Modul, und S = F(%N ein relativ injektiver
Komodul. Dann fiir ¢ > 0: Cotorp(M,S) = 0 und fiir ¢ = 0: Cotor(M, S) = M (% N.
(Siehe [RAV, A1.2.8(b)])

2.1.8 Cotor kann mit relativ injektiven Auflosungen berechnet werden

Seien
0—M-— P’ — P — . (2.1.8.1)

und
0—N-—R'—R' — .. (2.1.8.2)

Auflésungen von I'-Komoduln M und N durch relativ injektive I'-Komoduln.
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1. Jede I'“Komodulabbildung f : M — N kann zu einer Abbildung von Auflésungen
fortgesetzt werden.

2. Sei L ein T-Rechtskomodul und projektiv als A-Modul. Dann kann Cotorh(L, M)
und Cotork(L, N) auf den obigen Auflésungen (durch Anwenden von LOp(—) und
Bildung der Kohomologiegruppen) berechnet werden. Die durch die Fortsetzung
von f induzierte Abbildung zwischen den Cotorgruppen héngt nur von f ab.

(Siehe [RAV, A1.2.9])

2.2 Die reduzierte Kobar-Auflosung

2.2.1 Definition der reduzierten Kobar-Auflosung

Sei (A,T") ein Hopfalgebroid mit Strukturabbildungen (n;, 7, 1, €, A,c) und M ein I'-
Links-Komodul mit Komultiplikation ¢ : M — I'®4 M.

Definiere I' := ker(I' = A).

Dann ist die reduzierte Kobarauflosung definiert durch

Di(M) :=T ® I'®4% @4 M fiir s € Ny (2.2.1.3)

und ihr Differential ds : D (M) — DEP(M) definiert durch

S
ds(Y®Y1®...®7,@m) := A(7)@N®...@78m+ Y (—1)'71®..0A(7:)®..875+(—1)*T1@m ®...07:@¢(m)
=1
Z (2.2.1.4)
Anmerkung: Das Differential ist wohldefiniert.
Seiy®7] ®...Q v, ®m € Di(M).
Zu zeigen ist ds(y @7, @ ... @ 7. @m) € DT (M) € T®6+) @ M. Mit anderen Worten,
fir 1 < j < s+ 1 muss die Abbildung idr ® idr ® ...  idr ® € ® idr ® ... ® idr @ idps(ab
hier abgekiirzt als €), in der € auf den jeweils (j+1)-ten Tensorfaktor wirkt, auf ds(y ®
V) ® ... ® v4 @ m) verschwinden.

Fir 1 <j < s gilt:

i(ds(Y N © ... © 75 @ m))

= (AN ® .. @Y @m+ 2 (-1)"7® .. @ A(7:) ® ... ® s
H(=1)* My @7 @ ... @95 ®h(m))

Wegen v @ 11 ® ... ® 75 @ m € Dj(M) fallen alle bis auf zwei Summanden weg:

= (10N ® . QA1) @ .. @ @M+ (—1)7071 @ ... O A7) ® ... @75 @)
Aufgrund der Kounitét der Komultiplikation heben sich die beiden verbleibenden Terme
gegenseitig weg:

=173 ®@.07%m+ (-1 ®..Q0vm

=0
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_ Gls(A('Y) QM D ... ®7s @M + Zle(—l) TR ... A(Y;) ® ... ® s
+ (-1 @ ® ... ® 15 ®P(m))

Fiir j = s gilt: €,(ds(y @] @ ... @ 7. @ m))
K3

Wie zuvor fallen alle bis auf zwei Terme weg:

— (idr® ... @ idp @eRidy)((—1)y DN @ .. D A(3,) @+ (— 1)y @7 @ ... @75 15 (m))
Wegen der Kounitat des Koprodukts und der Komodulabbildung ;;:
=(1D)*"7@m®.07em+ (-1 en®.. 0y em

=0 O

2.3 Homologische Konstruktion der motivischen
Adamsspektralsequenz

Wir konstruieren in diesem Kapitel die homologische Version der motivischen Adamss-
pektralsequenz fiir (fast) beliebige motivische Ringspektra. Da in der motivischen Ho-
motopiekategorie nicht mehr alle Spektren zelluldr sind, miissen wir, um den Fo-Term
der konstruierten Spektralsequenz sinnvoll identifizieren kénnen, neben der iiblichen An-
forderung, dass die Homologie des Ringspektrums flach als Modul {iber dem Ring der
Homotopiegruppen des Ringspektrums sein sollen, noch eine zusétzliche technische An-
forderung an E stellen, die fiir den Fall des motivischen Eilenberg-MacLane-Spektrums
erfiillt ist.

Ich stelle die Konstruktion vorbehaltlich dieser Anderung anhand von Ravenels Buch
[RAV] vor. Eine andere Darstellung der Konstruktion findet sich bspw. im Buch ,,Stable
homotopy and Generalised Homology “[A, III1.15] des Erfinders und Namensgebers der
Spektralsequenz, John Frank Adams.

2.3.1 Definition: Motivisches Ringspektrum

Sei E ein motivisches Spektrum. Dann heifit E motivisches Ringspektrum, wenn es zwei
Abbildungen E A E 2y Euwd S L E gibt, s.d. die folgenden Diagramme bis auf
Homotopie, d.h. bis auf Verkettung mit schwachen Aquivalenzen, kommutieren:
EANE EANE (2.3.1.5)
idE/\nT Q T”]/\idE
ENS<—E—=SAE

(Unitét der Multiplikation)

ENEAE N BAE (2.3.1.6)
iidE/\u lﬂ'
w

ENE E
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(Assoziativitidt der Multiplikation)

Fiir ein beliebiges motivisches Spektrum X induziert die Abbildung p auf den E-Homologiegruppen

von X eine 7. (E)-Linksmodulstruktur (fir o : P95 — E, g : ¥™"S — EA X

gegeben durch YPTm-atn M EABAX M A X) und auf E,,.(E) auch eine .. (F)-

Rechtsmodulstruktur.

2.3.2 Definition: E-gute motivische Spektren

Sei E ein motivisches Ringspektrum und X ein beliebiges motivisches Spektrum. Wir
haben eine kanonische Abbildung

ElB) @ Fe(X) — Eu(EAX) (2.3.2.7)
T (E

Diese wird auf a ® 8, o € E, 4(E), B € Ey,n X durch

smtpntag 8 p A p A BA X MY A B A X
reprisentiert.

Diese Abbildung ist im klassischen Fall stets ein Isomorphismus (siehe [RAV, 2.2.7]).
Da im motivischen Fall nicht alle Spektren zellulér sein miissen und der klassische Be-
weis deshalb nicht anwendbar ist, miissen wir diese Eigenschaft zusétzlich forden:

FEin motivisches Spektrum X heifle E-gut, wenn obige Abbildung ein Isomorphismus ist.
Dies ist beispielsweise der Fall, wenn sich EA E als Wedgesumme von Einhdngungen von
E schreiben lédsst oder wenn X zellulér ist. Ist E zelluldr, so sind sogar alle motivischen
Spektren E-gut. Siehe auch [DI, Anmerkungen zu Proposition 6.5]. Wir benétigen die
folgenden Informationen fiir die Konstruktion unserer Adamsauflésungen:

Ist E E-gut und X E-gut, so ist auch £ A X E-gut.

Ist E..(F) flach iiber 7. (E), und zwei Spektren in einer Kofasersequenz

A—B—C

sind E-gut, so folgt aus den langen exakten Sequenzen der Homologiegruppen der Kofa-
sersequenz, tensoriert mit F,.(FE),

e Bu(BE) ® EBu(BE)——>Eu(E) @ Eu(B)——=Bu(E) ® BEu(C)— ..

W**(E) W**(E) W**(E)
E(ENA) E..(EAB) E.(EAC)

und dem Fiinferlemma, dass auch das dritte E-gut sein muss.
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Die im vorhergehenden Abschnitt angeschnittene Theorie der Hopfalgebroide ist fiir uns
fiir das Algebrenpaar A = 7w (F), I' = E..(FE) von Interesse. Im klassischen Fall han-
delt es sich fiir jedes Ringspektrum E um einen Hopfalgebroid, im motivischen Setting
benétigen wir zusétzlich die Annahme, dass E E-gut ist.

2.3.3 Lemma: Der Hopf-Algebroid (7..(F), E..(E))

Sei E ein E-gutes motivisches Ringspektrum. Dann bildet das Paar (E..(E), T (E)) mit
den folgenden Strukturabbildungen einen Hopf-Algebroid:

(Linkseins) 7 : e (E) = [S, Elox = [, E A Sl "N (S, E A Bl = Evi(E)

o(nAid
(nhid)

(Rechtseins) 1, : T (E) =[S, Elax =[S, S A E] sk [S,EN Elus = Ew(E)

(Ko-Eins) € : By (E) =[S, E A Elvs —5 [S, Elvs = Tun(E)

(Komultiplikation)

A:E(E) =[S, EAElw =[S, EASAElL "5 EAEAE]L.

~E(E) ® Eu(E)
Tox (E)

(Konjugation) ¢ : E..(FE) =, E..(E), wobei T die durch den Tausch der Faktoren in E A E
induzierte Abbildung ist.

Beweis: Die Kompatibilitdt der Strukturabbildungen folgt direkt aus der Kompatibilitéit
(bis auf Homotopie) der Strukturabbildungen des Ringspektrums E.

2.3.4 Lemma: Komodulstruktur auf der Homologie von E-guten Spektren

Die Homologiegruppen eines E-guten motivischen Spektrums X haben iiber dem durch E
definierten Hopfalgebroid mittels der folgenden Strukturabbildung eine E,.(FE)-Linkskomodulstruktur:

o(idg AnNid
(idpAnNidx)

Eoo(X) =[S, EAX ] =[S, EASAX]., 1S, EAEAX] 2 B (E) @ BE(X)

s (E)

In allen folgenden Abschnitten sei E E-gut und zusétzlich E,.(F) flach iiber 7. (E).
Dann ist die Kategorie der E,.(F)-Komoduln nach 2.1.3 abelsch und besitzt geniigend
Injektive, s.d. fiir die Homologie von E-guten motivischen Spektren X die Ext-Funktoren

EXtEZf(E) (T (E), Eyx (X)) definiert sind.
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2.3.5 Definition: F,.-Adams-Auflésung

Sei fiir s € Ny eine Folge von Spektren X, W, mit Xy = X und Abbildungen g; :
Xsir1 — X5 sowie fs: Xg — W gegeben. Eine solche Folge

X =Xp < X1 m X5 T X (2.3.5.8)
lfo ifl ih l ifs l
WO Wl W2 Ws

heifit Fy.-Adamsauflésung, falls alle beteiligten Spektren E-gut sind und die folgenden
Bedingungen erfiillt werden:

(a) Xsi1 NS¢ LN W, ist eine Fasersequenz.

(b) Es existiert eine linksinverse Abbildung zu E A X, “ZN* B AW,, dh. E A X, ist
ein Retrakt von E A W

id
(c) Es existiert eine linksinverse Abbildung zu Wy = S A K "”—V>VS E AW, d.h. Wi
ist ein Retrakt von E A W

i (b . Wt,u(WS) li=0
(@ B re(2) B = { G 020

Sei zusétzlich E..(Ws) ein relativ injektiver Komodul.

Anmerkung: Die Zusatzannahme der relativen Injektivitdt (die das Verschwinden der
hoheren Ext-Funktoren bereits impliziert) wird von Ravenel selbst nicht getroffen. Da
ich ohne sie den Beweis der Aquivalenz der von zwei verschiedenen Adamsauflésungen
erzeugten Spektralsequenzen nicht verstanden habe, habe ich sie trotzdem aufgenommen.

2.3.6 Definition: Kanonische E,.-Adams-Auflésung
Definiere das Spektrum E als Homotopiefaser von S — E:
E-%s g yE (2.3.6.9)

Smasht man fiir s € Ny diese Kofasersequenz von rechts mit E/* A X, so erhiilt man
Kofasersequenzen:

NG+ p x NERX s o 5 TAETAX s s p g BREROX EAGHD A XY (2.3.6.10)

Mit den Definitionen X, := E”* A X und Wy := E A E" A X ergibt sich ein Turm der
Form 2.3.5.8. Dieser Turm wird kanonische Adamsauflosung genannt.
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2.3.7 Lemma: Die kanonische Adamsauflosung ist eine Adamsauflésung

Ist X E-gut, so sind alle Spektren in der kanonischen Adamsauflésung E-gut. Die kano-
nische Adamsauflosung erfiillt die Bedingungen (a)-(d) einer Adamsauflésung aus 2.3.5.

Beweis:
Da Xy = X nach Annahme E-gut ist, ist es auch Wy = E' A X und iiber die Kofaserung
X1 — X9 — Wy auch X;. Induktiv folgt, dass X und Wy = E'A X, E-gut sind.

Der Beweis der Bedingungen (a)-(c) erfolgt analog zum klassischen Fall:

(a) Xst1 NS¢ A W ist nach Definition eine Fasersequenz.
(b) Die Komposition der Abbildungen

T]/\idEs /\’de ,LLAidEs /\idX
_

SAEANESAX EANENESANX ENESANX
E A X, E AW, E A X,

ergibt die Identitdt auf F A X, da E Ringspektrum ist.
(c) Wie in (b):

NAid gs Nidx pNid s Nidx
_— _ >

SANENESAX EANEANESANX ENESAX
W ENW; W,

(d) Es gilt Ew(Ws) = B (E N Xy) = B (E) ®r,(5) Bar(Xs).
Damit ist F..(Wj) isomorph zu einem ausgedehnten F..(E)-Komodul(siche 2.1.6
- insbesondere ist E,.(W;) auch relativ injektiv), und nach 2.1.7 folgt fiir i > 0 :

Extgi’j:‘( 1y (Te (), B (W) Cotorg*’f( 5y (Tas (), Bus (W) = 0
und

Ext%’i;“(E) (s (E), Eyu(Wy)) & Cotor%:’*“(E) (Tax (E), By (Wy))
= Cotor%i’*u(E) (Mix (E), EBui(E) @, (5) Eur(Xs))
= Et7u(Xs)

= 7I-t,u(I/Vs)
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2.3.8 Die homologisch konstruierte E-Adams-Spektralsequenz

Sei fiir ein motivisches Spektrum X eine F,.-Adamsauflésung der Form 2.3.5.8 gegeben.
Die Fasersequenzen X1 — X; — Wy liefern uns fiir alle s eine lange exakte Sequenz
der motivischen Homotopiegruppen:

7x,% (gs) T (£s) 5
s T T ,x) (Xerl) T T(x,%) (XS) T T(x,%) (Ws) T T(x—1,%) (Xerl) — ...
(2.3.8.11)

Die Gesamtheit dieser langen exakten Sequenzen bildet ein trigraduiertes exaktes Paar

W*—s,*(gs)

W*fsy*(Xs)(&*’*) 7T*757*(X3)(S’*’*) (23812)

0 W*fs,*(fs)

Tx—s,% (Ws)(s,*,*)

Keine der obigen Abbildung verdndert das motivische Gewicht, d.h. den dritten Bigrad.
Das exakte Paar und seine derivierten Paare liefern uns eine Spektralsequenz, die wir
(motivische) homologisch konstruierte E-Adamsspektralsequenz nennen. A priori ist die
Spektralsequenz von der spezifischen Wahl unserer Adamsauflésung abhéngig. Wir wer-
den aber gleich sehen, dass zwei Adamsauflésungen desselben motivischem Spektrums
X ab dem FEs-Term isomorphe Spektralsequenzen induzieren.

Der (von der spezifischen Wahl der Auflsung abhéingige) E;-Term ist

ET™MNX) = Tmesin(Ws)
und das F;-Differential

71—’rnfsfl,'rL(f.S«Q»l)
—3

)
dp : E?m’n(X) = Wm—s,n(Ws) — Wm—s—l,n(Xs—l-l) Wm—s—l,n(Ws—l—l)

(2.3.8.13)

2.3.9 Identifikation des F>-Terms der homologisch konstruierten
E-Adamsspektralsequenz

Sei (X, Ws) eine beliebige Adamsauflésung. Da nach 2.3.5.(b)

EAX, N B AW,

ein Linksinverses hat, folgt, dass die induzierte Abbildung in der Homologie F,.(Xs) —
E..(Ws) ein Monomorphismus ist. Die langen exakten F..(—)-Sequenzen der Kofaserse-
quenzen Xgy1 — Xs — Wy — YhOX 1 zerfallen deshalb in kurze exakte Sequenzen

0 — Ey(Xs) == B (W) Eu(Z90X 1) ——0 (2.3.9.14)
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Diese Sequenzen fiigen sich induktiv zu einer neuen exakten langen Sequenz zusammen:
0 — Fu(X) — Eue(Wy) — B (BM0W) — Eu(320W5) — ... (2.3.9.15)

Die Abbildungen zwischen den einzelnen Termen sind durch die folgenden Komposi-
tionen

0— Fu(X) —=Eu(Wp) - = === = = — — — = > B (SHOW)) —— ..

0
(2.3.9.16)
bzw
E**(ES 1’0W 71) 77777777777 > E**(ES7OWS) 7777777777777 > E**(ES+17OW +1)
E.(250X5) B (250X 1)
(2.3.9.17)

gegeben. Die Exaktheit an E,.(X%°W;) folgt direkt aus dem Diagramm.
Jeder einzelne Term ist relativ injektiv (fiir die kanonische Adamsauflésung sogar ein
ausgedehnter Komodul), und es folgt nach 2.1.8, dass wir mit der Auflésung 2.3.9.15 die

derivierten Funktoren von Hom%i( B) (7 (E), (—)) berechnen kénnen. Die Anwendung
t,u

von Homp' ) (Tax(E), (—)) auf Eu (B5OW,) — B (X5H19W, 1) induziert aber nach
2.3.5.(d) und nach Konstruktion der langen exakten Sequenz gerade das Differential
2.3.8.13 EX™*(X) = mu_sa(Wy) — Tas 1.(Wap1) = ESTP9*(X), die Anwendung auf
die Auflosung 2.3.9.15 also den FEj-Term.

Dessen Kohomologie - nach Definition eines derivierten Paares gerade der Fo-Term - ist
folglich isomorph zu den derivierten Funktoren des Hom-Funktors:

Anmerkung: Fiir die kanonische Adamsauflésung ist die obige Sequenz sogar isomorph
zum Kobarkomplex von (7. (E), Ew(E)).



2.3.10 Lemma: Die Spektralsequenz ist unabhidngig von der gewadhlten
Adamsauflosung

Sei X ein motivisches Spektrum und (X!, W), (X7, W) zwei E,.-Adamsauflésungen
von X. Dann sind die von ihnen induzierten Spektralsequenzen ab dem Fs-Term iso-
morph.

Beweis:

Es geniigt zu zeigen, dass es fiir eine beliebige Adamsauflosung (X7, W!) einen Morphis-
mus von Tiirmen iiber der Identitdt X = X = X von der kanonischen in die gewihlte
Adamsauflosung gibt. Dies liefert uns einen Morphismus von exakten Paaren, der fiir
r > 2 auf den E,-Termen ein Isomorphismus ist:

Die exakten Sequenzen 2.3.9.15 sind fiir beide Tiirme Auflésungen von H,..(X) durch
relativ injektive Komoduln. Der Morphismus von Tiirmen liefert uns einen Morphismus
der langen exakten Sequenzen Nach Anwendung des Funktors Homgj*( B) (e (E), (—))
und Bildung der Kohomologiegruppen erhalten wir gerade den obigen Morphismus von
exakten Paaren auf den Es-Termen. Nach 2.1.8 handelt es sich aber um einen Isomor-
phismus.

Wir erhalten dann die allgemeine Aussage durch Verkettung der Isomorphismen.

Sei nun (X;, Wy = E A X) die kanonische Adamsauflésung und (X7, W!) eine belie-
bige andere. Wir konstruieren die Abbildung von Tiirmen induktiv iiber der Identitét
Xo=X X — X{. Seien fiir i < s bereits kompatible Morphismen z; : X; — X/
und fiir ¢ < s bereits w; : W; = E A X; — W/ definiert. Wir wollen w, kompatibel
definieren: Unter Verwendung der Eigenschaft (c) einer Adamsauflésung erhalten wir
das folgende kommutative Diagramm

X, X! W (2.3.10.19)
B |
EAX, B AX — — EAW!
> N Ws
Wi

Die Existenz des gepunkteten Pfeils folgt gerade aus (¢). Wir definieren den gestrichelten
Morphismus w; als die Komposition der beiden anderen Morphismen im Dreieck. Die
Komposition der beiden vertikalen Morphhismen ist nach (c) die Identitét, so dass unsere
Wahl kompatibel mit x4 ist. Aus den Kofaserungen in Eigenschaft (a) erhalten wir dann
sofort ein kompatibles zs41 und kénnen die Induktion fortsetzen. O

2.3.11 Natiirlichkeit der E-Adamsspekralsequenz in X fiir beliebige
Auflésungen

Seien (X, K) und (Ys, W) zwei Adamsauflosungen von Spektren X und Y. Ein Mor-
phismus f : X — Y induziert eine Abbildung der zugehorigen Adamsspektralsequenzen
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ab dem FEs-Term.

Beweis:

Die von den kanonischen Adamsauflosungen erzeugte Spektralsequenz ist nach Kon-
struktion natiirlich in X, denn ein Morphismus von Spektren induziert sofort einen Mor-
phismus von Tiirmen. Die Aussage folgt dann mit dem vorhergehenden Lemma. (]

2.4 Die Adamsspektralsequenz fiir den Fall des motivischen
Eilenberg-MacLane-Spektrums

Wir wihlen ab jetzt unser motivisches Ringspektrum fest als das motivische mod-2-
Filenberg-MacLane-Spektrum: E=H.

In diesem speziellen Fall haben wir eine spezielle Klasse von H-guten Spektren, die H-
zelluldren Spektren. Unter Annahme der Zellularitdt von H, die wir spéter in der Arbeit
fiir den Beweis von Theorem 1 aus [HKO] auch treffen miissen, sind sogar alle motivi-
schen Spektren H-gut. In diesem Abschnitt halte ich mich aber an die Arbeit von Dugger
und Isaksen (siehe auch [DI, Anmerkungen zu Proposition 6.5]) und verzichte vorlaufig
auf diese Annahme.

Die Flachheit des zu H assozierten Hopf-Algebroids erhalten wir aus der Beschreibung
der dualen motivischen Steenrod-Algebra.

Zusétzlich kénnen wir fiir H die Adamsspektralsequenz kohomologisch bzw. ”naiv” konstruieren,
und erhalten so eine Beschreibung des Es-Terms durch den Ext-Funktor in der Kategorie
der Moduln der motivischen Steenrod-Algebra.

2.4.1 ldentifikation von H,.(H) als duale motivische Steenrod-Algebra

Definiere fiir ein beliebiges motivisches Spektrum X die Abbildung
Ox : Hu(X) — Hompes () (H™(X), H™(S)) (2.4.1.20)
fir o € Hp4(S) durch

as (B e HHS) s (SPT 25 HAX 25 HASSAH — §5EAH A H % g5t A 1Y)
Dann ist 0y ein Isomorphismus, d.h. H,.(H) ist isomorph zu der dualen motivischen
Steenrod-Algebra. Da diese nach 1.1.7 als m..(H) = My-Modul frei ist, folgt insbeson-
dere, dass H,.(H) frei und damit insbesondere flach iiber 7. (H) ist.

Beweis: Der Beweis beruht auf der Konstruktion von H und der Tatsache, dass sich
H A H in der Kategorie der H-Moduln als Wedgesumme von Einhdngungen von H von
motivisch endlichem Typ schreiben ldsst. Siehe [DI, Proposition 6.2].

2.4.2 Definition: H-Zellulare Spektren

Definiere die Kategorie der H-zellulédren Spektren (S)p als die kleinste Unterkategorie
der stabilen motivischen Homotopiekategorie, die die folgenden Eigenschaften erfiillt:
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1. Se <S>H

2. Ist A— B — C eine Kofasersequenz und mindestens zwei der drei Spektren in
(S)pr enthalten, so auch das Dritte.

3. (S)p ist unter beliebigen Wedgesummen abgeschlossen

4. Wenn A € (S)p, so ist auch AN H € (S)u

2.4.3 H-zelluldre Spektren sind H-gut
Fiir A € (S)p ist die Abbildung H.«(A) @r, gy Hu(H"?) — Hu(A AN H™®) ein Iso-

morphismus fiir alle s.

Insbesondere existiert ein Isomorphismus H,.(H AN H) = H,.(H) @, (H) H..(H). Mit
anderen Worten, alle H-zelluldren Spektren sind H-gut.

Beweis: Siehe [DI, Proposition 6.5], [DI2]

2.5 Kohomologische Konstruktion der motivischen
Adams-Spektralsequenz

2.5.1 Kohomologische Adamsauflésung

Sei X ein motivisches Spektrum und (X7, K7) ein Turm der Gestalt

X = X(') % X{ T Xé o o X; (2.5.1.21)
lfo J{fl lfz l lfs ‘
K} kKN Kk

mit den folgenden Eigenschaften:

(a) X[, — X, — K| ist eine Fasersequenz

(b) H*(K!) — H**(X) ist surjektiv

(¢) K ist eine Wedgesumme von Einhéingungen des Eilenberg-MacLane-Spektrums H

Ein solcher Turm heif3t kohomologische Adamsaufliosung.

2.5.2 Die kohomologisch konstruierte Adamsspektralsequenz und ihr
FEs>-Term

Die langen exakten Sequenzen der Homotopiegruppen der Fasersequenzen (a) liefern wie
zuvor ein exaktes Paar und damit eine Spektralsequenz, die wir (motivische) kohomolo-
gisch konstruierte Adamsspektralsequenz nennen.
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Aus Bedingung (b) folgt, dass die langen exakten Sequenzen der Kohomologiegruppen
fiir die Fasersequenzen aus (a) in kurze exakte Sequenzen

0 — H*(2HHOX ) — B*(2°°K)) — H*(2%°X)) — 0
zerfallen, die sich zu der folgenden langen exakten Sequenz zusammenfiigen:

oo — H* (2K — .. — H*(ZYOKY) — H*(K})) — H™(X) — 0
(2.5.2.22)
Da die Spektren K; Wedgesummen von Einhéngungen des Eilenberg-MacLane-Spektrums
sind, ist ihre Kohomologie als A-Modul frei, und 2.5.2.22 ist eine freie Auflésung von
H**(X) als A-Modul.
Betrachte nun das folgende Diagramm:

Hom (H* (S5 TOK 1), H*(S)) — Hom’ (H* (29 X,), H**(S)) — Hom*  (H** (X% K), H**(S))

' | |

W*—s—l,*(Ks-l—l) W*—s,*(Xs) 7T*_57*(K5)

(2.5.2.23)
Wendet man den Funktor Hom 4 (—, H**(.S)) auf die entsprechende Abbildung in 2.5.2.22
an, so erhéilt man nach Konstruktion der langen exakten Sequenz gerade die obere Zeile.
Die Komposition der unteren Zeile bildet das Differential im oben konstruierten exakten
Paar. Die vertikalen Morphismen bilden ein Element der Homotopiegruppe auf die indu-
zierte Abbildung in der Kohomologie ab und sind, wiederum nach (c), fiir die Spektren
K Isomorphismen. Folglich stimmt die Kohomologie des F1-Term bzgl. des Differentials
(Nach Definition gerade der Fs-Term der Spektralsequenz) mit der Kohomologie der frei-
en Auflgsung von A-Moduln 2.5.2.22 nach Anwendung des Funktors Hom 4 (—, H**(S5))
iiberein, d.h.:

By (X) 22 Ext"™ (H™(X), H™(S)) (2.5.2.24)

2.5.3 Vergleich von homologisch und kohomologisch konstruierter
Adamsspektralsequenz

Sei X € (S)p ein H-zelluldres Spektrum, dessen Kohomologie H**(X) frei als H**(S)-
Modul und von motivisch endlichem Typ ist, und sei zusétzlich die natiirliche Abbildung
Ox : Hw(X) — Homyg, (H**(X), H**(S5)) (s. 2.4.1.20) ein Isomorphismus. Dann ist
fiir eine kohomologische Adamsauflosung (X, W) von X, deren X/ alle H-zelluldr und
deren W! alle Wedgesummen von Einhédngungen von H von motivisch endlichem Typ
sind, die von (X!, W!) induzierte Spektralsequenz vom FEs-Term an isomorph zu der
von der kanonischen H,,-Adamsauflosung (X5, Ws) (siehe 2.3.6) induzierten, d.h zu der
homologisch konstruierten Spektralsequenz.

Beweis:
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Betrachte das Diagramm

Ws=X;ANH——XNH—W.ANH (2.5.3.25)
idstnT idxé/\nT z‘dWS,/\nD
Xs X! w!

Die Abbildung W. A H — W/ ist durch die Multiplikation von H auf der Wedgesumme
von Einhéngungen von H gegeben, und die Verkniipfung mit idy: A 7 liefert dement-
sprechend die Identitét auf W/.

Wir wihlen fiir s = 0 die Abbildung Xy = X X X — X{, und erhalten durch die Kom-
mutativitit des obenstehenden Diagramms einen Morphismus W, — W/, s.d. beide
Morphismen mit den Strukturabbildungen der Tiirme vertriglich sind. Uber die Kofa-
serungen

X1 —=Xs ——=Wj;

CL

X/

/ /
s+1 Xs Ws

erhalten wir eine mit den bisherigen Abbildungen vertrigliche Abbildung X; — X|
und konnen den Vorgang induktiv fortsetzen, um einen Morphismus von Tiirmen zu
erhalten.

Die Sequenz 2.5.2.22 war nach Definition eine Auflésung von H**(X) durch freie A-
Moduln. Da A frei iiber My ist, folgt, dass es auch eine Auflésung durch freie M-
Moduln ist und, da wir H**(X) als frei iiber My angenommen haben, als solche spaltet.
Definiere H.\(350W!) — H,. (X59W)) als Verkettung der von L50W! —; ESH’OX;H
und 2HH0X! — 350K induzierten Morphismen. Wir erhalten ein kommutatives
Diagramm

0-—— - - Hoo(X) . (W3) H, (SY0W))

lg lg |

0 — Homyy, (H** (X ), M) — Homyg, (H*™* (W}}), My) — Homyg, (H**(S1OWY), M) —— ...
(2.5.3.26)
Die untere Zeile ist die Anwendung von Homyy, ((—), M) auf 2.5.2.22 und darum eine
spaltende Auflésung. Die vertikalen Abbildungen sind nach unseren Annahmen an X
und die W/ Isomorphismen (siehe 2.4.1) und die obere Zeile ist folglich eine spaltende
Auflésung von H,.(X) als My-Modul. Da alle Objekte und Morphismen auch H,.(H)-
Komoduln bzw. Komodulmorphismen sind, ist es auch eine Auflésung von H**(X) als
H..(H)-Komodul.
Die Homologie der W, H,.(W}) ist als 7y (H)-Modul isomorph zu einer direkten Sum-
me von (in den Graden verschobenen) Kopien von H.,.(H). Folglich ist sie als Komodul
isomorph zum Tensorprodukt (iiber my(H)) von H.(H) mit einer direkten Summe von
in den Graden verschobenen Kopien von 7. (H). Also ist H,.(W/) ein ausgedehnter und

26



damit insbesondere ein relativ injektiver H,.(H)-Komodul.

Wir wissen aus 2.3.9, dass die entsprechende Sequenz fiir die kanonische homologische
Adamsauflosung (X, Wy) ebenfalls eine Auflésung durch relativ injektive Komoduln ist.
Die anfangs konstruierte Abbildung von Tiirmen liefert uns nun einen Morphismus von
Auflésungen

0 —— Hu(X) — Ho(Wy) — Hpo (VW) —— .. (2.5.3.27)

o |

0 —— Hu(X) — Huu(W}) — Hor(SHOW]) ——

Wendet man nun Homgp,, (g (7w (H), (—)) auf die Auflésung an, so erhilt man fiir die
kanonische Adamsauflosung den Ej-Term ihrer induzierten Spektralsequenz (Nach De-
finition einer homologischen Adamsauflésung) und fiir die kohomologische Auflsung
ebenfalls, weil die natiirliche Abbildung m..(Wy) — Homp, (g (7w (H), Hux (K)) nach
unseren Annahmen an W/ ein Isomorphismus ist. Da die Abbildung H,.(X) — H..(X)
die Identitét war, induziert die Abbildung von Auflésungen einen Isomorphismus auf den
Kohomologiegruppen, d.h. zwischen den Fs-Termen der homologischen und kohomolo-
gisch konstruierten Adamsspektralsequenzen. D.h. inbesondere, dass die von der anfangs
konstruierten Abbildung von Tiirmen induzierte Abbildung von exakten Paaren auf dem
E5-Teil der derivierten Paare einen Isomorphismus induziert (Ndmlich gerade den eben
untersuchten). Eine solche Abbildung von exakten Paaren induziert aber einen Isomor-
phismus auf den FE,-Teilen aller nachfolgenden derivierten Paare, und die Aussage folgt.
OJ

2.5.4 Anmerkung: Existenz einer kohomologischen Adamsauflosung

Sei X € (S)p ein Spektrum, dessen Kohomologie H**(X) frei als H**(S)-Modul und
von motivisch endlichem Typ ist. Fiir ein solches X existiert stets eine kohomologische
Adamsauflésung (X!, W!), s.d. X5 in (S)y liegt und K. ein Wedge von Eilenberg-
Maclane-Spektren von motivisch endlichem Typ ist.

Beweis:

Da H**(X) frei als H**(S) = Ma-Modul und von motivisch endlichem Typ ist, existiert
eine Basis «;, die eine Abbildung in \/, X" H =: K, induziert, s.d. H**(Ky) —
H**(X) surjektiv ist und Ky ein Wedge von Eilenberg-MacLane-Spektren von motivisch
endlichem Typ ist. Definiere X7 als die Faser von X — K. Man erhilt eine kurze
exakte Sequenz von Ms-Moduln:

0 — H*(EZMX)) — H*(Ky) — H*(X) — 0

Diese Sequenz spaltet, weil H**(X) als Ma-Modul frei ist. Da My = F[r] als Polynomring
in einer Variablen iiber einem Korper ein Hauptidealring ist, folgt, dass H**(X%0X,) frei
(und von motivisch endlichem Typ, da H**(Kj) von motivisch endlichem Typ) ist, und
folglich auch H**(X7). Da X = Xy und Ky beide H-zelluldr sind, ist es nach Punkt 2
von 2.4.2 auch X;. Also konnen wir die Konstruktion induktiv fortsetzen. O
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3 Konvergenz der motivischen
Adams-Spektralsequenz

Fiir die Diskussion der Konvergenzeigenschaften der (homologisch konstruierten) E-
Adamsspektralsequenz benttigen wir ein angemessenes Ziel. Dieses ist die von Bousfield
in [BOU] konstruierte E-nilpotente Vervollstindigung von X bzw. eine Filtration ih-
rer Homotopiegruppen. Mit geringen Anforderungen an die Terme der Spektralsequenz
erhalten wir so die von Bousfield definierte vollstidndige Konvergenz, die insbesondere
starke Konvergenz im Sinne von Boardman([BOA]) impliziert, d.h. die Filtration ist
ausschopfend, vollstdndig und Hausdorff. Die erste Eigenschaft erhalten wir dabei aus
dem Umstand, dass die Adamsspektralsequenz eine halbseitige Spektralsequenz ist, die
nur fiir s > 0 von 0 verschiedene Terme hat. Die beiden letztgenannten Eigenschaften er-
halten wir weitgehend automatisch analog zu Boardman [BOA, Lemma 5.4(b)] - mit der
Einschrinkung, dass erst vollstéindige Konvergenz sicherstellt, dass die Homotopiegrup-
pen der E-nilpotenten Vervollstindigung dem Objekt A* von Boardman entsprechen.
Die Schwierigkeit besteht dann darin, die E-nilpotente Vervollstdndigung in sinnvolle
Relation zu dem urspriinglichen Spektrum X zu setzen.

In den folgenden Abschnitten erklidre ich die Konvergenzaussage fiir das motivische
Sphérenspektrum [DI, Korollar 6.15], die unter unseren Anforderungen an den Grundkérper
k durch die von Adams in [A2] bewiesene ,,vanishing line* im klassischen Fall folgt, und
skizzenhaft die in der Einleitung angesprochene Verfeinerung der allgemeinen Konver-
genzaussagen durch Hu, Kriz und Ormsby [HKO, Theorem 1], die uns unter gewis-
sen Endlichkeitseinschriankungen fiir motivische Zellenspektren Konvergenz gegen die
2-Vervollstéandigung von X garantiert.

3.1 Konvergenzbedingungen fiir allgemeines E
Im folgenden Abschnitt brauchen wir wiederholt bestimmte Aussagen iiber 1&11 und 1'&11:

3.1.1 Mittag-Leffler-Bedingung

Sei (G)nen ein inverses System abelscher Gruppen. (G, )nen erfilllt die Mittag-Leffier-
Bedingung /ist Mittag-Leffler, wenn Vn € N ein r(n) existiert, s.d.

Im(Gyipr — Gr) = Im(Gyp () — G)

fir ' > r(n).
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Ist (Gn)nen Mittag-Leffler, so ist yinl(Gn) =0.
n
(Gn)nen ist insbesondere dann Mittag-Leffler, wenn eine der folgenden beiden Bedin-
gungen erfiillt ist:
e Alle Morphismen G117 — G, sind surjektiv.

e Die Gruppen G,, sind fiir hinreichend grofies n gleich 0. (Dann auch l&n(Gn) =0)
Siche [RAV2, A.5.11, A.5.12].

3.1.2 Lim' fiir Tiirme von Gruppen

Sei (Gp)nen ein inverses System von abelschen Gruppen und Gg) = Im(Gpyr — Gp).
Fir die Tirme (Gy,)n, (Gg))n und (Gg))r gilt dann:

1.
ImG() = limG,, und lim'GY)) = lim' G, (3.1.2.1)

2. Es existiert ein natiirlicher Isomorphismus
imlimG") = limG,, (3.1.2.2)
ool =4
und eine natiirliche exakte Sequenz

0 — lim'imGY) — lim'G,, — lim'lim' G — 0 (3.1.2.3)
(Siehe [BK, IX.§3 Proposition 3.4] oder [GJ, Lemma 2.23], sowie [BOA, Theorem 3.4])

3.2 Die E-nilpotente Vervollstindigung

In diesem Kapitel folge ich sehr eng der Vorgehensweise von Bousfield in [BOU], der
die E-nilpotente Vervollstdndigung eines Spektrums X als inversen Homotopielimes ei-
nes Turms unter X definiert, den er aus der kanonischen E-Adams-Auflésung konstru-
iert. Dieser alternative Turm induziert die gleiche Spektralsequenz wie die kanonische
Auflésung.

3.2.1 Definition des alternativen Turms C|

Sei (Es, W) die kanonische F,.-Adamsauflésung, induziert von der Fasersequenz
E-5S 5 E-SYE (s (23.69).

(Im Interesse der Lesbarkeit schreibe ich hier und im Rest des Abschnitts kurz ¥ fiir die
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Suspension 10, d.h. den Shift in der triangulierten Struktur der motivischen Homoto-
piekategorie. )

Die Komposition der Abbildungen i A E® liefert einen Morphismus i, : £® — S. Sei
fiir s € Ng E, die Homotopiekofaser dieser Abbildung(Insbesondere £_1 = 0):

BN 8 Y By S SEN (3.2.1.4)
_ SAAS NS _ mAs _
Da (3.2.1.4) und ENGD EY s M g pas FAESS 5 BAGHDY ausgezeichnete

Dreiecke in der triangulierten Struktur von SHo® sind und weiterhin (iANE")ois =igi1
bzw. (B(n A E"*)oc) = (X(n A E™)) o () nach Definition gilt, gibt es nach dem Axiom
von Verdier Abbildungen wu,v, s.d. das folgende Diagramm kommutiert(d.h. in allen
Teildreiecken bzw. Teilvierecken):

o1 S(nAE"®)oc

FA(s+1) Y(E A EN9)

N

ZE/\S
nAENS
E A ENs  kAET kNE"S N EA(s+1)
(3.2.1.5)
und so, dass .
EAEN % B, % B,y D (B A BN (3.2.1.6)

ein ausgezeichnetes Dreieck in der triangulierten Struktur, dh. eine Kofasersequenz ist.
Insbesondere kommutieren die folgenden beiden Teildiagramme:

E/\(S+1)’LS+1 S b E 4 E(E/\(s+1)) (3217)
imEAs L i J{E(iAE“)
Fhs 1 g b > N(EN)

und

- B _ » E_'/\s ° _
N B v B S A BN (3.2.18)

'LdEAE/\S l \LC lZidE/\E/\s
B A BN BB spaen) 20T g pas SO o g sy

Smasht man die Kofasersequenz 3.2.1.6 von rechts mit X, so erhélt man mit der Definition
Cs := E5 N X eine Kofasersequenz:

S(nAE®)oc)Aid
(=( Joc)Aidx

W, - Oy = Cys_4 »(Ws) (3.2.1.9)
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bzw. einen Turm unter X (X bhidx Cs):

X C, Cot Ch Co (3.2.1.10)
SWiit SW, SWo W

Die langen exakten 7. (—)-Sequenzen von 3.2.1.9 bilden wie zuvor ein exaktes Paar

Tax (VAT x)

71-*—57*(05)(37*’*) 7T*_57*(CS)(S,*,*) (32111)

Tax (UATd x o« (S(NAE®)oc)Nidx)

W*—s,*(Ws)(s,*,*)

Diese Spektralsequenz ist isomorph zu der von der kanonischen homologischen Adams-
auflosung induzierten Spektralsequenz: Das Diagramm (3.2.1.8) liefert uns einen Mor-
phismus von exakten Paaren zwischen dem exakten Paar des alternativen Turms und
dem exakten Paar der kanonischen Adamsauflésung. Die Fq-Terme der Spektralsequenz
sind offensichtlich isomorph, bzw. sogar identisch. Dann folgt, dass der Morphismus von
exakten Paaren auch auf allen anderen E,.-Termen einen Isomorphismus induziert. Wir
konnen also zur Diskussion der Konvergenzeigenschaften der Adamsspektralsequenz an-
stelle des kanonischen Turm (X, Ws) den alternativen Turm (Cs, ¥W;) heranziehen.

3.2.2 E-Nilpotenz
Sei C die kleinste Unterkategorie in SHo?, s.d.

(a) Ee€C
(b) Wenn N € C und X € Ho® beliebig, dann ist das Smashprodukt N A X € C

(c) Ist X - Y — Z — XX eine Fasersequenz in Ho® und zwei der Elemente X,Y, Z
sind in C, so ist auch das dritte in C

(d) Ist N € C und M € Ho® ein Retrakt von N, d.h. 3f : N — M und 3g : M — N
mit f og=1idy, soist M € C.

Die in C enthaltenen Spektren heiflen E-nilpotent.
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3.2.3 Definition: E-nilpotente Vervollstandigung

Sei X ein beliebiges motivisches Spektrum. Seine E-nilpotente Vervollstindigung X5 ist
als inverser Homotopielimes iiber die Elemente Cy in dem so eben konstruierten alter-
nativen Turm fiir X definiert:
X7 := holim Cs.

S

Die Abbildungen X bhidx C;s induzieren einen Morphismus X — X .

Die Spektren C; sind induktiv alle E-nilpotent:

Nach Definition ist Ey als Kofaser von E — S #iquivalent zu E, also E-nilpotent. Den
Induktionsschritt erhalten wir aus der Sequenz 3.2.1.8.

Nach Bousfield [BOU, Lemma 5.7] gilt zusétzlich @[CS,N]** = [X, N]. fiir jedes

E-nilpotente Spektrum N. Beliebige Tiirme unter )S(, die diese beiden Eigenschaften
erfiillen, nennt Bousfield E-nilpotente Auflésungen, und zeigt, dass ihr inverser Homo-
topielimes zu X7 dquivalent ist ([BOU, Lemma 5.8]. Siehe auch [DI, 6.8 und Seite 994],
warum der Beweis auch im motivischen Kontext giiltig ist). Diese alternative Konstruk-
tionsmoglichkeit der E-nilpotenten Vervollstédndigung werden wir vorldufig noch nicht
brauchen, aber in der Beweisskizze des Konvergenztheorems aus [HKO] verwenden.

3.2.4 Definition: Filtration auf der E-nilpotenten Vervollstindigung

Der in 3.2.1 definierte Turm (Cs, ©K,11) induziert auf den Homotopiegruppen . (X)
eine Filtration F*¥(m (Xp)) := Kern(mw(Xp) — T (Cs—1)). Aus der Kommutativitéit
des Diagramms

Tor (X ) — T4k (C5) (3.2.4.12)

S

77**(05—1)
folgt P+ (s (XD)) C F*(mun(X2)) € FO(men(X)) = mae (X3) (Wegen Cy = 0).

3.2.5 Lemma

Die Projektionen mu (X3) — i (X3)/F* (7 (X3)) induzieren einen surjektiven Mor-
phismus
e (X5) — (e (XR)/F* (mas (X2))) (3:25.13)
S

Dieser ist genau dann ein Isomorphismus, wenn 7. (X g) — l'gm**(Cs) ein Isomorphis-
S

mus ist, genau dann, wenn @17&*(03) = 0 gilt.
S
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Beweis:

OHIQLHIW*-%L*(CS) T (X)

s

@W**(CS) —0

0

N (Xp)/F* (1 (X)) — lim (C5)

(3.2.5.14)
Die erste Zeile des Diagramms ist die Milnor-Sequenz von X7, das als Homotopielimes
der Cs definiert ist. Die vertikale Abbildung ist die Projektion 3.2.5.13. Die Abbildung
in der zweiten Zeile wird durch die injektiven Morphismen 7, (X3)/F* (7w (X3)) —
T (Cs—1) induziert und ist folglich injektiv, da lim linksexakt ist. Aus der Kommu-

S
tativitit des Diagramms folgt, dass sie auch surjektiv und damit ein Isomorphismus
ist. Also ist auch die Projektion 3.2.5.13 surjektiv, und injektiv genau dann, wenn
T (X)) — @W**(CS) injektiv ist, genau dann, wenn T&llﬂ**(Cs) =0. O
S

s

3.2.6 Lemma

Fiwr > sgilt d, : EP™* — B0 = 0,d.h. B2 € B, Definiere B3 T5%(X) :=
m Eﬁ’*y*(X) — r&lEf’*,*(X),

r>s r

Das Bild der Verkettung F*(m..(X3)) — s (X3) — mii(Cs) verschwindet nach Defi-
nition der Filtration unter m.(Cs) — T (Cs_1), und ihr Kern ist gerade F*¥™! (7, (X7)).

Sei € mi_s.(X3). In der langen exakten Sequenz von Homotopiegruppen der Ko-
faserung Ky — C5 — C,_; liftet das Bild von x in m_g.(Cs) zu einem Element
g€ on(Ky) = B (X).

Behauptung: Die Zuordnung x + y definiert einen Morphismus F* (.. (X7)) — E2™%(X)
mit Kern F*(m.(X})), d.h. einen injektiven Morphismus

F¥ (T (X)) F5 T (men (X ) — ESFH5%(X) (3.2.6.15)

Beweis

(v ist permanenter Zykel) Sei fiir ¢ > 0 x; das Bild von x unter m.(Xp) — mu(Cy).
Da z411 von my 4 (Csy1) — e x(Cs) auf xs abgebildet wird, ist z, € Im(my «(Csy1) —
T x(Cs)) = ker(my +(Cs) — me—1,4(Kg41)). Nach Definition ist di(y) gerade das Bild
von x unter 7 ,(Cs) — Te—1,+(Ks41)), also 0.

Sei nun schon gezeigt, dass y unter den Differentialen dy bis d,,—; ein Zykel ist. Dann ist
das Differential d,, auf der Restklasse von y durch die Restklasse des Bildes von xg4p,—1
unter my 4(Csyn—1) — Tu—14(Ks4n)) gegeben. Wiederum bildet aber 7, (Csir) —
Tax(Csyn—1) Tstn auf 41,1 ab und das Differential verschwindet auf der Restklasse
von y aus denselben Griinden wie fiir den Fall n=1.

(Wohldefiniertheit) Seien y, 3 zwei verschiedene Lifts von x5 in 7. K. Dann liegt y — ¢
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im Kern von 7, (Ks) — 7w (Cs) und liftet dementsprechend zu einem Element z €
7T*+1,*(Csfl)~

Teite(Ko) — Toi12(Co) ——= 0 = Ty 1. (C1) (3.2.6.16)

7T*+1,*(Cs—2)

7T*+1,*(Cs—1) W**(Ks)

Das Bild von z unter der Verkettung 741 +(Cs—1) — Te41,(Co) verschwindet trivialer-
weise unter myq14(Co) — Teq1,+(C—1) = 0 und liftet zu einem Element 2z € 7,41 +(Ko).
Dieses ElementZ iiberlebt bis in den E4-Term der Spektralsequenz: Sei fiir 0 <t < s—1
z; das Bild von z in m.41,4(Cy). Das Differential dy1(Z) ist durch die Restklasse des
Bildes von z; unter myy14(Ct) — Tus(Ki11) gegeben. Da z; € Im(myq14(Cig1) —
Tat1,6(Cr)) = ker(msq1,4(Cr) — s (Ky41)) folgt diy1(2) = 0. Das Differential ds bildet
Z nach Definition auf y — § ab, d.h. y —§ = 0 in Ejffs’*(X). Also definieren y und g

dasselbe Element in E3**(X).

(Injektivitdt) Nach Definition der Filtration ist xs; genau dann gleich 0, wenn z €
Fst(m(X%)). In diesem Fall kann als Lift von 2, y = 0 gewihlt werden, und x
liegt im Kern der Abbildung nach F*(m.(Xp)) — EXT**(X). Andernfalls liftet
zu einem Element y # 0. Da y ein Lift von x, # 0 ist, kann es von der Abbildung
Tst1,4(Cs—1) — Tux(K) nicht getroffen werden. Insbesondere wird die entsprechende
Restklasse von y von keinem der Differentiale d,, getroffen werden und definiert ein von
null verschiedenes Element in E5*(X). O

3.2.7 Definition: Vollstindige Konvergenz

Die motivische Adamsspektralsequenz heifit vollstindig konvergent (sieche [BOU, Kapitel
6]), wenn die Morphismen 3.2.5.13 und 3.2.6.15 Isomorphismen sind.

In der Sprache von Boardman [BOA] heifit sie stark konvergent gegen die Filtration
F3 (M (XP)), wenn F3 (7, (X)) /F*T (1 (X 3)) 2 B und die gegebene Filtration
zusétzlich vollstandig und Hausdorff ist, d.h:

ImF* (. (X)) = [P (mee (X)) = 0 und Lim" F¥ (. (X3)) = 0

In unserem Fall fallen beide Begriffe zusammmen, d.h. die Filtration F*(m. (X)) ist im
Fall vollstéindiger Konvergenz vollstandig und Hausdorff.
Beweis:
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Wir haben nach Definition der Filtration eine exakte Sequenz
0 — F¥(mx(XB)) — Tar(Xp) — I (74s (XB) — Tas(Cs_1)) —> 0

und Im (7, (X5) = T (Cs—1)) C maes(Cs—1).
Dann liefert uns Anwendung von l&n auf diese Sequenz die exakte Sequenz

0— L (Taex (XB)) — Tan(X ) — le(w**(XE) = s (Cs-1)) — hm F3 (T (XR)) — 0

S

Der mittlere Morphismus ist im Fall vollstandiger Konvergenz aber gerade der Isomor-
phismus, zu dem die Milnorsequenz von X5 wegen @1 (mx(Cs)) = 0 degeneriert. Es

folgt, dass die Filtration vollstéindig und Hausdorff ist.s O

3.2.8 Lemma von der vollstandigen Konvergenz

Die Adamsspektralsequenz von X ist genau dann vollstdndig konvergent, wenn

1&11@*:* =0 (3.2.8.17)

Das Lemma wurde von Bousfield und Kan in [BK, IX.5.4] bewiesen. Eine ausfiihrlichere
Darstellung findet sich in [GJ, VI.2.20].
Beweis:
Definiere W**(XS(T)) = Im(mus(Csyr) — mex(Cs)), d.h. die Menge aller Elemente in
7 (Cs), die unter der r-fachen Verkettung von 7. (Cyi1) — i (Ct) ein Urbild haben.
Er7(X) und 7 (X s@) bilden das r-te derivierte Paar.
Sei s > 0 fest gewéhlt. Durch Abwickeln des (r-1)-ten derivierten Paares erhalten wir
fiir r > s eine exakte Sequenz:

0 =1 (CIY) — B — 1 (CUY) — o (CVY) (3.2.8.18)
Das Bild von ﬂ*,*(C’s(r_l)) — 7r*7*(C’S(T__11)) ist nach Definition gerade W*,*(C@l), d.h.
wir erhalten aus der vorhergehenden die folgende kurze exakte Sequenz:

0— Bt o, (CU D) — 7, (CT)) — 0 (3.2.8.19)
Anwendung von @1 auf die kurze exakte Sequenz liefert dann die zweite Zeile in dem

”
folgenden Diagramm:

0 ——= F*/F (1 (Xp)) — (e (XR)) [ F* T (M (XB)) — (Mo (X)) /2 (70 (X))

| |

limr, . (C{") limr, . (C{"))
(3.2.8.20)

Egé*+s’*
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Der erste vertikale Morphismus ist 3.2.6.15. Das Bild von @ﬂ**(Ct) in 7. (Cs) liegt
t
in r&nm*(cﬁ”) fiir beliebig grofie r, und die beiden folgenden vertikalen Morphismen

sind durch die Verkettung m. (Xp) — LW**(C}) — Lﬂ**( clr )) definiert (Aus der

Milnorsequenz von Xp folgt, dass der erste Morphismus der Komposition stets surjek-
tiv ist) und nach Definition von F*(m.(X})) injektiv. Das zweite Quadrat kommutiert
offensichtlich, das erste nach Konstruktion von 3.2.6.15.

( %inlE;‘ ™ = ( ist notwendige Bedingung fiir vollstéindige Konvergenz)
.
Da 3.2.5.13 ein Isomorphismus ist, folgt @1W**(Cs) = 0. Die kurze exakte Sequenz

S
3.1.2.3 liest sich in diesem Fall dann folgendermafien:

0— &_ L”** )y — L Tan (Cs) — LL Ten(C)) — 0 (3.2.8.21)

Das Verschwinden des mittleren Terms impliziert lgﬂ'&nlm*(cy)) = 0. Da die Abbil-

dungen
yinlﬂ_*,* (Cy)) — yLnlﬂ*ﬁ" (Cg?l)

T T
im (fortgesetzten) Diagramm 3.2.8.20 surjektiv sind, folgt yﬂllw**(a‘@) =0.

T
Andererseits konnen wir, da 3.2.6.15 nach Annahme ein Isomorphismus ist, aus dem
Diagramm 3.2.8.20 fiir s=0 schlieflen, dass

Tae(XB)/ ! (1 (XE)) — limm(CF)

ein Isomorphismus ist.
Induktiv folgt dann aus demselben Diagramm, dass fiir beliebige s

T (XR)/F*H (e (XE)) — Limma (CF)
cin Isomorphismus ist, und folglich, dass die Abbildungen lim, , (Cs(r)) — limm, . (Cy 7))

,
alle surjektiv sind.

Mit diesen beiden Informationen erhalten wir aus der (fortgesetzten) unteren Zeile von
3.2.8.20, dass imlE;f’*’* =0.

L Lgrs =0 1st hinreichende Bedingung fiir vollstéindige Konvergenz)

Die Vorraussetzung ﬂllEﬁ** = 0 impliziert die Surjektivitét von @w*,s’*(cs(r_l)) s
r T
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l'gm*_s,*(qgill)) im Diagramm 3.2.8.20, aber auch die Surjektivitéit von &iLmr**(Ct) —
r t

@W**(CS(T)). Nach Definition der hinteren beiden vertikalen Morphismen sind diese also

T
surjektiv und damit Isomorphismen. Nach dem Fiinferlemma ist dann auch 3.2.6.15 ein
Isomorphismus.

Ebenso impliziert die Surjektivitét, dass (@m*,*(cs(’"*”)) s Mittag-Leffler ist, und wir

r

erhalten I'Lmll'&m*,*(Cy_l)) = 0.

S T
Aus den kurzen exakten Sequenzen 3.2.8.19 folgt fiir s=0:

W**(CO(T)) = EE_’:TS’* und @117(**(057‘)) o~ @llES_’:f—s’* -0
r r

und fiir s > 0:
fim' .. () = Jim' .. (C))

Induktiv folgt also fiir alle s: &iLnlm*(Cy)) = 0. Mit der kurzen exakten Sequenz 3.2.8.21

T
folgt dann yinlﬂ**(cs) =0, d.h. 3.2.5.13 ist ein Isomorphismus. ([

S

3.3 Konvergenz fiir H und S

3.3.1 Theorem(Adams): Vanishing line

Sei k ein kommutativer Hauptidealring und A eine graduierte k-Algebra mit den folgen-
den Eigenschaften:

1. A enthilt eine duflere k-Algebra, erzeugt von einem homogenen Generator e, dessen
Dimension mit € bezeichnet wird.

2. Es existiert eine Menge homogener Elemente {a;} von Grad ¢; in A, s.d. A als
K-Modul von den Elementen 1, e, a;, a;e, ea;, ea;e frei erzeugt ist.

3. Sei ¢ := min(g;): Dann gelte 0 < € < gq.

Unter diesen Bedingungen gilt Exti"t(k‘, k) = 0 fiir se < t < sq, wobei k mit der trivialen
A-Modulstruktur versehen ist.

Das Theorem wurde von John Frank Adams in [A2] bewiesen. Fiir die Anwendung in
der klassischen Adamsspektralsequenz ist im Laufe der Zeit die ,,Steigung®“ der Begren-
zungslinie schérfer eingegrenzt worden.

(Anmerkung: Das Theorem wird in Adams Artikel fiir den Fall formuliert, dass k ein
Korper ist. Der Beweis gilt aber auch unter unseren Vorraussetzungen)

37



3.3.2 Korollar: ,,Vanishing line* in der motivischen Adamsspektralsequenz
des Spharenspektrums

Der Es-Term der kohomologisch konstruierten Adamsspektralsequenz des motivischen
Sphérenspektrums
,t, )t *ok *ok
Ey™(S) = Exty™" (H™(5), H™(S))

ist, unabhéngig von u, fiir alle Koordinatenpaare (s,t,u) mit s < ¢t < 2s (bzw. dquivalent
0 <t—s<s) gleich 0.

Beweis:

Dies folgt aus 3.3.1 mit &k = H**(S) = My und A = H*(H), graduiert durch den
ersten (topologischen) Eintrag. Die Anforderung an A wird durch die Wahl von e als
dem motivischen Bockstein-Homomorphismus S¢; und a; = S¢? (dann ¢; = 2k, und
q = 2) erfiillt. O

3.3.3 Konvergenz im Fall des motivischen Spharenspektrums

Die (homologisch oder kohomologisch konstruierte) Adamsspektralsequenz fiir das moti-
vische Sphérenspektrum konvergiert stark gegen die Homotopiegruppen der H-nilpotenten
Vervollstéindigung S7;, versehen mit der Filtration 3.2.4. Siehe [DI, Korollar 6.15]
Beweis: Nach 2.5.4 gibt es eine kohomologische Adamsauflosung von S (das alle Bedin-
gungen des Lemmas auf triviale Weise erfiillt). Nach dem Korollar 3.3.2 und der in 2.5.1
vorgenommenen Identifizierung des Es-Terms der kohomologisch konstruierten Adamss-
pektralsequenz sind die E,-Terme der kohomologischen Spektralsequenz Mittag-Leffler:
Fiir jede gegebene Trigraduierung (s, ¢, u) kénnen nur endlich viele Differentiale d, von
0 verschieden sein, d.h die Terme stabilisieren sich fiir r > rg € N.

Nach 2.5.3 ist die kohomologisch konstruierte Spektralsequenz aber ab dem Fs-Term
isomorph zu der homologisch konstruierten. Diese konvergiert dann nach dem Lemma
von der vollstédndigen Konvergenz 3.2.8 vollstdndig (und damit insbesondere stark) und
nach 3.2.7 gerade gegen die angegebenen Gruppen. O

3.3.4 Beweismethode und Giiltigkeit der Konvergenzaussage

[DI, Korollar 6.15] folgt aus der Ubertragung der Konvergenzdiskussion von Bousfield
und Kan in das motivische Setting. Die tatséchliche Konvergenzaussage in dem Korollar
folgt nach Identifizierung des Ea-Terms der Spektralsequenz aus dem rein algebraischen
Theorem 3.3.1 von Adams.

3.4 Konvergenz der Adamsspektralsequenz fiir Zellenspektren
von endlichem Typ

In diesem Abschnitt skizziere ich die angesprochene Konvergenzaussage fiir motivische

Zellenspektren von endlichem Typ aus der Arbeit [HKO] von Hu, Kriz und Ormsby.

Sei k ein Korper von Charakteristik 0 und p eine beliebige Primzahl. Insbesondere sei
k in diesem Abschnitt nur noch dann algebraisch abgeschlossen, wenn dies explizit so
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genannt wird. Ich werde mich in der Beweisskizze jedoch immer, wenn sich der Beweis
dadurch vereinfacht, auf die Situation in dem &lteren Artikel [HKO2] beschranken, d.h.
annehmen, dass der Grundkorper k algebraisch abgeschlossen und p = 2 ist.

H,, bezeichne das mod-p-Eilenberg-MacLane-Spektrum und HZ das Eilenberg-MacLane-
Spektrum mit ganzzahligen Koeffizienten. Fiir Hs schreibe ich auch weiterhin H. Da
wir in diesem Abschnitt nur mit der homologisch konstruierten Adamsspektralsequenz
arbeiten, schreibe ich kurz Adamsspektralsequenz.

3.4.1 Alternative Darstellung der H-nilpotenten Vervollstindigung

Fiir ein assoziatives Ringspektrum, dessen Multiplikation strikt unitér ist (d.h. die ent-
sprechenden Diagramme kommutieren direkt und nicht nur bis auf Aquivalenzen), ist der
Homotopielimes iiber das kosimpliziale Spektrum (X3), := (X AE™) , dessen Koréinder
durch entsprechende Einfiigung der Einsabbildung des Ringspektrums und dessen Ko-
Degenerationsabbildungen durch die Multiplikation gegeben sind, die E-nilpotente Ver-
vollstandigung X 3.

Dies gilt insbesondere fiir H,. Im Fall X = H, (bzw. allgemeiner fiir Modulspektren
iber H)) induziert die Multiplikation einen Retrakt der Abbildung von X in seine H,,-
nilpotente Vervollstéindigung und damit eine Aquivalenz H, ~ (Hp)/I}p.

(Siehe die Anmerkung bei der Definition der E-nilpotenten Vervollstéindigung 3.2.3 und
[DI, 6.8].)

Wir werden in diesem Teil der Arbeit nur diese Konstruktion der Hj,-nilpotenten Ver-
vollstédndigung benutzen.

3.4.2 Definition: Zellenspektren und Zellenspektren von endlichem Typ

FEin Spektrum X heifit zelluldr bzw. Zellenspektrum, wenn es in der kleinsten Unterka-
tegorie der motivischen T-Spektren liegt, die unter beliebigen Wedgesummen und Ko-
fasersequenzen abgeschlossen ist und das motivische Sphérenspektrum enthélt, d.h. die
Bedingungen (1) bis (3) aus 2.4.2 erfiillt.

Ein motivisches Zellenspektrum X heifit k-zusammenhéngend, wenn seine Homotopie-
gruUppen (4 p n) (X) fiir m < k verschwinden. Das motivische Sphérenspektrum ist nach
dieser Definition und dem in der Einleitung zitierten Ergebnis von Morel 0-zusammenhéngend.
Eine Abbildung zwischen motivischen Zellenspektren heifit k- Aquivalenz, wenn ihre Ko-
faser (nach Definition erneut ein Zellenspektrum) (k+1)-zusammenhéngend ist. Wir
nennen die Abbildung eine sehr schwache Aquivalenz, wenn sie Isomorphismen zwi-
schen allen motivischen Homotopiegruppen 7, ,) induziert. Eine der fiir die Zwecke des
Beweises wichtigsten Eigenschaften von motivischen Zellenspektren ist, dass eine sehr
schwache Aquivalenz von motivischen Zellenspektren bereits eine schwache Aquivalenz
ist ([DI2, Korollar 7.2]).

In der motivischen Homotopiekategorie sagen wir, dass X aus Y durch Ankleben einer
Zelle von Dimension (m+1,n) entsteht, wenn es eine Kofasersequenz X — S™" — Y
gibt.
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X heifit Zellenspektrum von endlichem Typ, wenn es sich als Homotopielimes von Zellen-
spektren X, schreiben lisst, die induktiv aus dem Punkt bzw. Sphéirenspektrum durch
Ankleben von Zellen entstehen, s.d. Vm € Z nur endlich viele Zellen in den Dimensionen
(m+1,1) existieren, und es ein k € Z gibt, so dass fiir m < k in den Dimensionen (m+1,1)
iiberhaupt keine Zellen existieren. Insbesondere sind Zellenspektren von endlichem Typ
k-zusammenhéngend fiir ein k € Z.

3.4.3 H, ist zellular

Behauptung(HKO): Die motivischen mod-p-Eilenberg-MacLane-Spektren H), sind dquivalent
zu motivischen Zellenspektren von endlichem Typ.

Die Aussage ist einer der Grundbausteine des Beweises, ich werde aber nicht néher auf

sie eingehen. In [HKO2, Korollar 22, Proposition 15 und Lemma 21]] zeigen Hu, Kriz und
Ormsby, dass das motivische mod-2-Eilenberg-MacLane-Spektrum H ein Zellenspektrum
von schwach endlichem Typ ist, und behaupten in [HKO, Lemma 6], dass sich der Beweis

auf die allgemeineren Umstédnde der Arbeit {ibertrigt.

3.4.4 Definition: Vervollstiandigung an p,n

Seip: S — S der durch p-fache Addition der Identitéit definierte Homomorphismus. Fiir
ein beliebiges motivisches Spektrum X ergibt sich durch smashen mit X ein Morphismus
p : X — X, dessen Kofaser mit X/p bezeichnet wird. Wir erhalten Abbildungen
X/p"tl — X /p" aus dem folgenden Diagramm:

X . x_°* P ox? . x
\Lpn+l lpn p2 D
X X s X X

L L

= X/p" —= X/t —— .. ——= X/p? ——= X/p

Der inverse Homotopielimes iiber die dritte Zeile heifit (Bousfield-) Vervollstindigung von

X an p: X} := holim X/(p"). Tatsichlich ist X, die Bousfieldlokalisierung von X an
“n

dem motivischen Moore-Spektrum S/p. (s.[OR, Kapitel 3]) Die Abbildungen zwischen

zweiter und dritter Zeile induzieren einen Morphismus X — Xﬁ.

Das Element 1 € 711(S) induziert auf die gleiche Weise einen Morphismus
»DX — X, Morphismen X/n™t' — X/n" und eine Vervollstindigung an n:
X, := holim(X/n") zusammen mit einer kanonischen Abbildung X — X/.

—n

. /\ . . . .. . . . . .
Sei X, die n-Vervollsténdigung der p-Vervollstdndigung von X. Dies ist dquivalent zur

p-Vervollstdndigung der n-Vervollstdndigung von X, weil inverse Homotopiekolimiten
kommutieren. Wir werden die folgenden Figenschaften der Vervollstéindigungen nutzen:
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L (X)) = (X)), (X))h = X)) und (Xpén);m =X},
Die Idempotenz der p-Vervollstindigung ist bekannt und folgt fiir n analog. Die

Idempotenz der (p,n)-Vervollstindigung folgt aus den ersten beiden Aussagen.

2. (HZ)/p=HZNS/p=H,
Dies ist eine der Moglichkeiten, das Spektrum H,, zu konstruieren.

3. (Hy)) =H,
pin
Die durch 7 induzierte Abbildung auf den Homotopiegruppen des Eilenberg-MacLane-

Spektrums (d.h. den Homologiegruppen des Sphérenspektrums, s. 1.1.5) ist aus
Gradgriinden 0. Dann folgt die Aussage mit den vorherigen beiden Punkten.

4. Hy*(X) = H;*(X]ﬁ\m)
Dies ist wahr fiir die p-Vervollstdndigung und folgt dann mit dem vorhergehenden
Punkt.
3.4.5 Vervollstiandigungen der H,-nilpotenten Vervollstandigung

Sei X ein motivisches Spektrum.

1. Die Hj,-nilpotente Vervollstindigung der Vervollstdndigung von X an p und 7 ist
die Hp-nilpotente Vervollstdndigung von X: (Xﬁn)%p ~X I/}p

2. Die Adamsspektralsequenzen fiir X und Xﬁn sind isomorph.

Beweis:
(1) Wir haben ein Diagramm von Modellen von H)p-nilpotenten Vervollstdndigungen:

X AH,

3
X/\Hp

2
X/\Hp

(X AS/p) A Hy —— (X A S/p) A Hp?> —— (X A S/p) NH)? —— ...

(X A S/p?) N Hy——= (X AS[p*) A2 —— (X AS/p*) NH)S —— ..

Wenn wir spaltenweise den Homotopiekolimes bilden, erhalten wir ein Modell fiir (X;\)f{p:

X)NHy — X) NH)? — X) NH)? — . (3.4.5.22)

Aber wegen (X AS/p) NH, ~ X N(S/pAHp) ~ X N\ Hp sind die vertikalen Abbildungen
alle Aquivalenzen:
X ANH)F ~ XN HPF (3.4.5.23)
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Es folgt (X;)p, =~ Xp . Durch Wiederholen der Prozedur fiir n erhalten wir (E-
nilpotente Vervollstéindigung und 7-Vervollstiandigung vertauschen als inverse Homo-
topielimiten) das gewiinschte Ergebnis.

(2) Die Faser von X — X A H" ist X, = X A H"*. Uber die Aquivalenzen 3.4.5.23
crhalten wir Abbildungen X — X A H/\*, deren Faser die Réume (X,')s = X' A H)*
aus der kanonischen Adamsauflésung von X, sind. Die Abbildung X — X induziert
einen Morphismus der kanonischen Adamsauflésungen und damit einen Morphismus
von Adamsspektralsequenzen. Dieser ist sogar ein Isomorphismus, weil der E1-Term der
Spektralsequenzen von den Homotopiegruppen der Raume H, A X, bzw. H, A (X]é\) s
und damit von den motivischen mod-p-Homologiegruppen der Raume X, bzw. (XpA) s
gebildet wird, auf denen die Vervollstdndigung an p einen Isomorphismus induziert.

3.4.6 Theorem HKO.1 (Hu, Kriz, Ormsby)

Sei k ein Korper von Charakteristik 0.
Sei X ein Zellenspektrum von endlichem Typ. Dann ist in dem kommutativen Diagramm

X Xy (3.4.6.24)

| )

X —= (Xp)t, = (X1, )

die untere horizontale Abbildung eine Aquivalenz. Mit anderen Worten, die Abbildung
X — X}}p ist eine Vervollsténdigung an p und 7, X}}p =X
Wenn entweder p > 2 und cdp(k) < oo oder p=2 und cdy(F[i]) < oo gilt, ist X — Xﬁp

sogar eine Vervollstindigung an p.

Dies ist das zentrale Theorem aus [HKO]. Der Ausdruck cd,(k) ist eine algebraische
Invariante des Korpers. Da wir uns bei dem Nachweis, dass die Vervollstdndigung an
p und 7 die Vervollstdndigung an p ist, auf den algebraisch abgeschlossenen Fall be-
schranken werden, und die Bedingung nur in den wesentlich komplexeren Beweis der
entsprechenden Aussage in [HKO] fiir den nicht algebraisch abgeschlossenen Fall ein-
geht, ist die Bedingung fiir uns nicht von groflem Interesse. Fiir eine genaue Definition
siehe [SER].

3.4.7 Korollar HKO.3

Wenn k die Anforderungen aus dem Theorem HKO.1 erfiillt, so konvergiert die Adamss-
pektralsequenz fiir motivisch endliche Zellenspektren X stark gegen die Homotopiegrup-
pen von X\, bzw. X/

Beweis:

Da XpAm ~ (Xzé\m)/lélp ~ X I/L}p, folgt durch Bilden des inversen Homotopielimes iiber die

A A A As.
Kofasersequenzen (X, )s — X, — X', A H,*:

. A .
h?_hsm(Xp,n)S =0
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Aus der Milnorsequenz

0 — lim'mep1 «((X),)s) — T (hOlim(X,, )s) — B (X)) — 0

folgt @177*,*(()%\,77)5) = @w**((Xﬁn)s) = 0. Dass der gesamte Turm Mittag-Leffler
S

S
ist, impliziert, dass (Ef’*Jrs’*(Xz/,\m)) die Mittag-Leffler-Bedingung erfiillt, d.h. dass die
Adamsspektralsequenz vollstiandig konvergiert. (Siehe auch das von Hu, Kriz und Orms-
by selbst zitierte Mittag-Lefller-Konvergenz-Lemma in [BK, IX.5.6]). Die in Theorem 1
bewiesenen Aquivalenzen liefern die Aussage iiber das Ziel.

3.4.8 Spezialfall eines algebraisch abgeschlossenen Kérpers von
Charakteristik 0

Sei k nun algebraisch abgeschlossen. In diesem Fall ist die Abbildung X — X7} fiir endli-
che Zellenspektren X eine Vervollstéindigung an p. Insbesondere konvergiert in der Situa-
tion 3.3.3 die Adamsspektralsequenz fiir das motivische Sphérenspektrum S vollsténdig
gegen die Homotopiegruppen von S%', der 2-Vervollstindigung von S.

3.5 Beweisskizze

Ich beschrinke mich, wie eingangs angesprochen, in dieser Skizze fast iiberall auf den Fall
eines algebraisch abgeschlossenen Grundkoérpers k und p=2, d.h. auf die Situation in der
dlteren Arbeit [HKO2]. Insbesondere gilt dies fiir die Aussage, dass die Vervollstindigung
an p bereits eine Vervollstandigung an 1 und p ist, mit der ich beginne.

3.5.1 Lemma HKO2.23: Im algebraisch abgeschlossenen Fall ist
n,p-Vervollstandigung eine p-Vervollstindigung

Sei X Zellenspektrum von endlichem Typ. Dann ist fiir alle k: X/2% — holim X/(2%,n")
“n

eine sehr schwache (und folglich schwache) Aquivalenz.

Beweis:

Wir beginnen mit dem motivischen Moore-Spektrum S/2:

Behauptung: 5/2 — (5/2)) = ho(lilrcn (S/(2,7%)) ist eine sehr schwache Aquivalenz (und

damit auch eine schwache Aquivalenz).
Wir wollen zeigen, dass die Homotopiegruppen der Faser der obigen Abbildung ver-
schwinden. Diese ist der inverse Homotopielimes iiber die Sequenz

. — Skt o SO kg g
und es geniigt nach der Milnorsequenz dieses Homotopielimes, das Verschwinden von

@1 und @1 der Homotopiegruppen 7, ,, der Terme der obigen Sequenz zu zeigen.
k k
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Tatséchlich verschwinden die Homotopiegruppen schon fiir hinreichend grofies k(abhéngig
von n):

Da die Sequenz unter Suspensionen ™" auf sich selber abbildet, kénnen wir uns durch
passende Anwendung einer solchen Einhdngung auf den Fall n=0 beschrinken und
miissen dann zeigen: m(, 0)(X*¥S/2) = 0 fiir hinreichend grofes k. Hierzu bedienen
sich Hu, Kriz und Ormsby eines nur in der Kategorie der S'-Spektren zur Verfiigung
stehenden Hurewicz-Theorems von Morel. Wir kénnen das Moore-Spektrum S/2 in der
Kategorie der T-Spektren als das Pushforward des Moore-Spektrums in der Kategorie

der S'-Spektren (wiederum definiert als Kofaser der Abbildung S 2 S, wobei S hier
das Sphirenspektrum der S!'-Spektren bezeichnet) unter dem Stabilisierungsfunktor be-
trachten. Dank des Theorems von Voevodsky 1.1.5 kennen wir die Homologiegruppen
mit ganzzahligen Koeffizienten des Moorespektrums, HZ..(S/2) = H.(S) = F2[7]. Die
algebraische Abgeschlossenheit des Grundkorpers geht hier in die letzte Gleichung ein.
Mit diesem Wissen und unter Verwendung des angesprochenen Hurewicz-Theorems
fiir S'-Spektren ([MOR2, 4.3.2]) kénnen wir auf die Homotopiegruppen des Moore-
Spektrums in der Kategorie der S-Spektren schlieffen und erhalten damit Informationen
(IMOR2, Bemerkung 5.3.2]) iiber die Homotopiegruppen des Moore-Spektrums in der
Kategorie der T-Spektren, namentlich: w(mm(Ek’kS/Q) = 0 fiir £ > m.

(Inhalt und Beweis stammen aus [HKO2, Lemma 23].)

Damit ist die Aussage auch fiir endliche Zellenspektren bewiesen. Sei nun X ein moti-
visches Zellenspektrum von endlichem Typ und X, das Spektrum, das durch Ankleben
der n niedrigstdimensionalen Zellen in X (d.h. fiir Bigrade (p,p+q) fiir niedrigstes p)
entsteht. Wir erhalten ein Diagramm von Kofaserungen (in Zeilen und Spalten)

X, /2" *;ﬂqoelim X, /(2% 0 (3.5.1.25)
F X /2k holim X/ (28,0

F'— X" /28 — holim X" /(2",n")

Die oberste horizontale Abbildung ist nach dem gerade Gesagten eine Aquivalenz und
impliziert die zweite eingezeichnete Aquivalenz. Das Spektrum X entsteht aus X durch
”Weglassen” der ersten n Zellen, und sein Zusammenhang wird mit steigendem n beliebig
grof8. Dasselbe gilt fiir seine n-Vervollstindigung, s.d. der Zusammenhang von F mit
steigendem n beliebig grofl wird. Folglich F' ~ x.

(Die Aussage ist gerade [HKO, Lemma 21]. In den Beweisen taucht diese spezielle Art
der Argumentation mehrmals auf. Ich werde sie ab jetzt kurz fassen.)
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3.5.2 Lemma HKO.10

1. 51, H),, ist eine 0-Aquivalenz.
2. S/(2,m) — H/(2,n) ~ H ist eine 1-Aquivalenz

Beweis: Der Beweis funktioniert iiber explizite Berechnung der Abbildungen und greift
auf die Resultate von Morel {iber die motivischen Homotopiegruppen zuriick.

1. Zu zeigen ist, dass die Kofaser der Abbildung, X1V, 0-zusammenhiingend ist.
Sowohl das motivische Sphéirenspektrum als auch das mod-p-Eilenberg-MacLane-
Spektrum sind 0-zusammenhéngend, und es geniigt wegen der zu der Kofaserung
assoziierten langen exakten Sequenz der Homotopiegruppen zu zeigen, dass die
Homotopiegruppen der Kofaser in den Bigraden (n,) (im Folgenden unter *=*
zusammengefasst) verschwinden. Aus derselben langen exakten Sequenz erhalten
wir

Taes (S) = Knpw (k) — Taeu(Hp) = Kpg(k)/p — Taei(BHOH,) — 0
(3.5.2.26)
Da die erste Abbildung surjektiv ist, folgt die Behauptung.

2. Der 0-Zusammenhang der Kofaser folgt aus denselben Griinden wie zuvor. Die
lange exakte Sequenz der Homotopiegruppen in den relevanten Graden ist dann:
Tn1,n(5/(2,) — 7Tn+1,_n(H) — 1,0 (BH/(2,7)) — Tn(S/(2,0) —

— T (H) — o n(EH/(2,1)) — 0

Die Abbildung 7,—.(S/(2,1)) — 7w (H) induziert die Abbildung Kyw (k) /(2,n) =
K (k) /2, ist also ein Isomorphismus. Es folgt, dass S/(2,1) — H eine 0-Aquivalenz,
ist und es fiir die 1-Aquivalenz geniigt, zu zeigen, dass Tn+1,0(S/2) — Tpt1n(H)
surjektiv ist. Da letzteres multiplikativ von 7 € H(0,—1) erzeugt ist, geniigt es,
ein Urbild fiir 7 zu finden. Haben wir ein solches fiir & = Q gefunden, so in-
duziert Q — k uns einen Morphismus der zugrundeliegenden Kategorien und
ein Urbild fiir jeden beliebigen der von uns betrachteten Korper. Wir haben die
Bocksteinkofasersequenz HZ 2y HZ — H , und eine exakte Sequenz von Homo-
topiegruppen m _1)(H) N m(—1,-1)(HZ) 2, m_1,—1(HZ). Da die Klasse von -1
in Kp(Q) = m_y,_1)(HZ) von 0 verschieden ist, aber von -2 annihiliert wird, hat
es unter /3 ein von 0 verschiedenes Urbild, d.h. gerade 7: S = [—1].

Im Milnor-Witt-Ring Kyw (Q) = m(—1,—1)(S) hélt die Relation [~1](2+[—1]n) = 0,
die 2[-1]=0 in Kyw(Q)/n = 7-1,-1(S/n) impliziert. Uber die Sequenz S/n 2
S/n — S/(2,n) erhalten wir auf demselben Weg ein Element 7" € 79 _1(S/(2,7)).
Dieses 7’ bildet auf 7 (und nicht auf 0) ab, weil ihr Bild unter dem Bockstein (und
der Identifizierung unter dem obigen Isomorphismus) iibereinstimmt.

3.5.3 Lemma HKO.11

Sei X ein k-zusammenh#ngendes motivisches Zellenspektrum. Dann ist X I/}p k-zusammenhéngend.
Beweis:
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Da X k-zusammenhéngend und die Abbildung Eo’lflp von S —s Hp, nach Lemma 10 eine
0-Aquivalenz ist, ist die Kofaser SWH,AX von X — X AH (k+1)-zusammenhiingend
und die Faser X7 = X A .F_Ip k-zusammenhéngend.

Induktiv erhalten wir ein Diagramm von gebogenen Kofasersequenzen

X =X, Xo A Hp (3.5.3.27)
X1 =XoAH,— X1 ANH,

Xo=X1 ANHy—— Xo A H,

In diesem Diagramm sind induktiv alle X, k-zusammenhéngend, und folglich auch ihr
Homotopiekolimes, der aber gerade die Faser von X — X IA{p bildet. Es folgt aus
der langen exakten Sequenz von Homotopiegruppen fiir Kofaserungen, dass X ]/}p k-
zusammenhéngend ist.

3.5.4 Lemma HKO.12

Sei X ein Zellenspektrum von motivisch endlichem Typ. Dann ist (X /\Hp)/ﬁp ~ X NH,.
Beweis:

Die Aussage folgt fiir das motivische Sphérenspektrum S und seine Einhdngungen iiber
die Kontraktionsabbildung in 3.4.1. Induktiv erhalten wir die Aussage dann iiber die
definierenden Kofasersequenzen der angeklebten Zellen fiir aus endlich vielen Zellen er-
zeugte Zellenspektren. Der Beweis folgt dann iiber eine analoge Argumentation zum
Beweis von HKO.21.

3.5.5 Lemma HKOQ.13

(S/(p, n))?{p ist schwach dquivalent zu einem Zellenspektrum von endlichem Typ.

Der Beweis dieser Aussage beruht auf einer weiteren, speziellen Konstruktion der H,-
nilpotenten Auflésung durch eine Filtrierung des Hopfalgebroiden (m..(Hp), Hpxx(Hy).
Ich werde den Beweis hier weglassen.

3.5.6 Lemma HKO.14

Sei X ein 0-zusammenhéngendes motivisches Zellenspektrum

L X/(p,n) — (X/(p,n))p, ist eine 1-Aquivalenz.

2. (X/(p, n))?lp ist sehr schwach &quivalent zu einem Zellenspektrum von endlichem
Typ.
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3. (X/(p,m)yy, — ((X/(p,m))py, ), ist eine sehr schwache Aquivalenz.

Der erste und dritte Punkt beruhen auf dem im vorhergehenden Lemma HKO.13 kon-
struierten Modell fiir die H-nilpotente Vervollstdndigung. Der zweite Punkt beruht auf
der Aussage von Lemma HKO.13 und einem weiteren Beweis nach der Art von HKO.21.

3.5.7 Lemma HKO.15

Sei X ein Zellenspektrum von endlichem Typ, und es existiere ein N € N, s.d. 0 = p :
X—Xund0o=nV :2¥NNYX 5 X,

Dann ist die kanonische Abbildung X — X7, eine Aquivalenz.

Beweis

Da X Zellenspektrum von endlichem Typ, wissen wir, dass X l-zusammenhéngend fiir
ein [ € Z ist. Durch Bilden einer entsprechenden Einhdngung kénnen wir 0.B.d.A. an-

nehmen, dass X 0-zusammenhéngend ist.

Dann ist X/(p") ~ X v 310X, und es existiert ein M € N, s.d.:
0=nM . SMMx/pNy ~ oMM x s MILM X /(pN) (3.5.7.28)

Folglich X/(p,nM) ~ X v 210X v g M+LM x v iM+2.M  Nach Lemma HKO.14.2
ist der rechte Ausdruck schwach &quivalent zu einem motivischen Zellenspektrum von
endlichem Typ und nach Lemma HKO14.1 eine 1-Aquivalenz, d.h. die Faser ist 1-
zusammenhéngend, und geeignete Potenzen von p und 7 verschwinden auf ihr. Wir
konnen dann induktiv X — X I/}p als Wedgesummanden in eine k-Aquivalenz X; —

(Xk)/}lp einbauen. Da Wedgesummanden von k-Aquivalenen k-Aquivalenzen sind, ist
dann die kanonische Abbildung von X in seine Hj-nilpotente Vervollstindigung eine k-
Aquivalenz fiir alle k, damit eine sehr schwache und somit eine schwache Aquivalenz.

Lemma 15 impliziert die Aussage von Theorem HKO.1:
Die Abbildung X/(p",n™) — (X/ (p”,nm))%p ist eine sehr schwache und darum eine

schwache Aquivalenz, denn p?" und 7?™ verschwinden auf X/(p™,n™). Durch Bildung

des inversen Homotopielimes folgt X/, — (Xpn) -

3.5.8 Vergleich der beiden Konvergenzaussagen

Beide Konvergenzaussagen beruhen letztendlich auf der Konvergenzdiskussion der homo-
logischen Adamsspektralsequenz durch Bousfield: Beide zeigen, dass die Mittag-Leffer-
Bedingung fiir die Terme der Spektralsequenz gilt und somit vollstdndige Konvergenz
vorliegt. Sie unterscheiden sich in der Herleitung der Mittag-Leffler-Bedingung. In Korol-
lar 6.15[DI] folgt diese aus der rein algebraischen Betrachtung des Es-Terms der isomor-
phen kohomologisch konstruierten Adamsspektralsequenz anhand des klassischen Theo-
rems von Adams. Hu, Kriz und Ormsby zeigen sie iiber das ”Mittag-Leffler-Konvergenz-
Lemma”von Bousfield-Kan und damit iiber den gesamten kanonischen Turm.
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Betreffs Giiltigkeit ist klar, dass das Theorem von Hu, Kriz und Ormsby das Korol-
lar in [DI] umfasst. Zusétzlich bestimmen sie das Ziel der Konvergenz. Neben der in
beiden Sétzen notwendigen Kenntnis der motivischen Steenrod-Algebra miissen sie des-
halb auch mehr Informationen iiber die motivische stabile Homotopiekategorie (Nament-
lich das Hurewicz-Theorem fiir S'-Spektren, die Zellularitit der motivischen Eilenberg-
MacLane-Rdume und die expliziten Berechnungen in den Homotopiegruppen) verwen-
den, wihrend das Ergebnis in [DI] fast direkt folgt, wenn man die Theorie von Bousfield
in den motivischen Kontext {ibertragen hat.
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4 Vergleich von motivischer und klassischer
Adamsspektralsequenz

Die topologische Realisierung wurde zuerst von Morel und Voevodsky in [MV, 3.3] auf
der Ebene der (unstabilen) motivischen Homotopiekategorie untersucht. Anbetrachts der
Anforderungen, die wir an den Grundkorper k gestellt haben, beschrinke ich mich in
diesem Kapitel auf & = C. Die topologische Realisierung steht aber allgemeiner iiber
Grundkérpern, die sich in die komplexen Zahlen einbetten lassen, und inbesondere iiber
den reellen Zahlen zur Verfiigung.

4.1 Die topologische Realisierung iiber C

Sei im Folgenden stets & = C. In Ubereinstimmung mit der Notation in [DI] verwende ich
den Index ,,cl“, um die topologische Steenrodalgebra A, und das topologische Eilenberg-
MacLane-Spektrum H.; zu bezeichnen.

4.1.1 Der topologische Realisierungsfunktor SHo® — Ho*

Es existiert ein Funktor (—)(C) : Spt7(C) — Spt in die Kategorie der topologischen
Spektren, der durch die folgenden Eigenschaften eindeutig bestimmt ist:

(a) (—)(C) erhilt Homotopiekolimiten und schwache Aquivalenzen.

(b) Ist X ein durch ein glattes Schema bestimmtes Element der Kategorie AP PreShvy;s(Sm/k)
und (SX) sein Einhdngungsspektrum in Sptr(k), so wird (SX) durch (—)(C) auf
das Einhdngungspektrum des Raums der komplexwertigen Punkte von X abgebil-
det.

Weiterhin ist (—)(C) ein Funktor von triangulierten Kategorien und erhélt Smashpro-
dukte. Uber die Eigenschaft (a) induziert (—)(C) einen Funktor SHo® — Ho® der
Homotopiekategorien.

4.1.2 Topologische Realisierung der Spharen und des
Mod-2-Eilenberg-MacLane-Spektrums H

1. Die topologische Realisierung der Sphéren Sy und S; ist der Kreis S*. Insbesondere
ist die topologische Realisierung von S% die Sphire SP.

2. Die topologische Realisierung des Mod-2-Eilenberg-MacLane-Spektrums H (C) ist
das klassische Mod-2-Eilenberg-MacLane-Spektrum H.
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Die erste Aussage wurde bereits in der ersten Arbeit von Morel und Voevodsky gezeigt
[MV, Abschnitt 3.3.2], die zweite folgt aus einem Beweis in Voevodskys neuerer Arbeit
[VOE3, Lemma 4.43].

4.1.3 Funktor auf Homotopie, Homologie- und Kohomologiegruppen

Aus den Realisierungen der motivischen Sphéaren und des motivischen Eilenberg-MacLane-
Spektrums folgt: Die topologische Realisierung in der Kategorie S Ho® induziert natiirliche
Transformationen 7 ,(—) — m,(—(C)), HPY(—-) — HP(—(C)) und H,4(—) —
H,(—(C)) zwischen motivischen und klassischen Homotopiegruppen sowie zwischen der
motivischen Homologie bzw. Kohomologie eines Spektrums und der singuldren
(Ko-)Homologie seiner topologischen Realisierung. Das Bild eines Elements « unter die-
sen Transformationen bezeichne ich in Ubereinstimmung mit [DI] ebenfalls mit a/(C).

4.1.4 Induzierte Abbildung der homologisch konstruierten
Spektralsequenzen

Sei (X, Wy) die kanonische F,.-Adamsauflésung 2.3.6 eines motivischen Spektrums X.
Dann ist (X(C), Ws(C)) die klassische kanonische E(C).-Adamsauflésung von X (C).
Die natiirlichen Transformationen zwischen motivischen und klassischen Homotopiegrup-
pen induzieren einen Morphismus der exakten Paare der beiden Tiirme und damit einen
Morphimus der homologisch konstruierten Spektralsequenzen EZ""(X) —s ES'(X(C)).

4.1.5 Die topologische Realisierung auf der Kohomologie des Punktes

Unter der Abbildung F?[r] = H**((SpecC)) — H*(pt) = F? wird das Element 7 auf 1
abgebildet. Die Aussage folgt iiber die Definition der Realisierungsabbildung, siehe [DI,
Definition 2.7].

4.1.6 Die topologische Realisierung der motivischen Steenrod-Algebra

Die topologische Realisierung A = H**(H) — H*(H(C) = A, bildet die motivischen
Steenrodquadrate Sq' auf die klassischen Steenrodquadrate Sq¢ ab.

Diese Aussage ist der Kernpunkt fiir die Untersuchung der Vergleichsabbildung auf der
motivischen Adamsspektralsequenz und erneut Voevodsky ([VOE3]) zu verdanken. Die
Beweisidee ist, dass die topologischen Realisierungen der motivischen Steenrodquadrate
iiber die in der motivischen Steenrod-Algebra bekannten Eigenschaften die die klassi-
schen Steenrod-Quadrate charakterisierenden Eigenschaften erfiillen.

Unter anderem kénnen wir nun mit gewissen Einschrénkungen sicherstellen, dass auch
kohomologische Adamsauflésungen auf kohomologische Adamsauflésungen abgebildet
werden.
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4.1.7 Proposition

Sei fiir ein gegebenes motivisches Spektrum X der Morphismus

Ox : H*(X) & My[r~1 — H*(X(C)) ® Fo[r, 77 1] (4.1.7.1)

fir c @ m € H**(X) ® My[r~!] definiert durch a ® m +— a(C) ® mr.
Ms

0(—y ist natiirlich in X. Ist X in der kleinsten Unterkategorie der motivischen Spek-
tren, die das motivische Sphérenspektrum und motivisch endliche Wedgesummen von
Einhéngungen des motivischen mod-2-Eilenberg-MacLane-Spektrums H enthilt sowie
abgeschlossen unter Kofaserungen und Einhdngungen ist, so ist fx ein Isomorphismus.
Beweis:

0 bleibt offensichtlich unter Einhdngungen ein Isomorphismus, da diese nur die Graduie-
rung dndern. Die Abgeschlossenheit unter Kofaserungen folgt aus dem Fiinferlemma. 6g
ist trivialerweise ein Isomorphismus. Fiir H bildet 6 Basis auf Basis ab. Die Aussage fiir
Wedgesummen von Einhdngungen von H von motivisch endlichem Typ folgt, weil die
Wedgesumme von Rédumen ein Produkt der Kohomologiegruppen induziert, das wegen
der Forderung nach motivisch endlichem Typ sogar eine direkte Summe ist, die mit dem
Tensorprodukt distributiert. O

4.1.8 Korollar
Die Abbildung 6y : A = H*(H) — H*(H(C)) ® Fo[r, 77! = Ay ® Fo[r, 771, die
]FQ IFQ

Sq* @ 1 auf S¢% @ 7F bzw. S¢?**t1 @ 1 auf S¢** ® 7% abbildet, ist ein Isomorphismus.

4.1.9 Topologische Realisierung von kohomologischen Adamsauflésungen

Sei X ein Spektrum, fiir das fx ein Isomorphismus ist, und sei (X, K) eine kohomolo-
gische Adamsauflosungvon X, wie in 2.5.1, d.h. die Abbildungen H**(K) — H**(XY)
sind surjektiv, und die Spektren K sind Wedgesummen von Einhéngungen von H. Wenn
K zusitzlich eine Wedgesumme von Einhdngungen von H von motivisch endlichem Typ
ist, so ist (X/(C), K.C)) eine klassische kohomologische Adamsauflésung von X (C).
Beweis: Es ist klar, dass K/(C) ein Wedge von Einhéngungen des klassischen Eilenberg-
MacLane-Spektrums Hy; ist und dass X, ,(C) — X[(C) — K[(C) eine Kofaserse-
quenz ist. Es geniigt also zu zeigen, dass H*(K.(C)) — H*(X.(C)) surjektiv ist. Aus
der Natiirlichkeit von 6 folgt die Kommutativitiat des folgenden Diagramms:

H*(K;) ® Ma[r™] H**(X]) ® Ma[r™]
Mo Mo

lng J/HX‘Q

H*(K((C)) o [r, 71— H*(X{(C)) © Folr, 7]
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Beide vertikalen Abbildungen sind Isomorphismen: Fiir K folgt dies nach Definition,
fiir X; induktiv, da 6x Isomorphismus ist, iiber die Kofaserungen X} ; — X — K.
Aus der Surjektivitat von H**(Ks) — H**(X;) folgt die Surjektivitidt der oberen Zeile
und damit die der unteren. Durch Einschrénkung auf die Bigrade (*, 0) erhalten wir die
gewiinschte Aussage. O

4.1.10 Korollar: Induzierte Abbildung von exakten Paaren

Sei X wie zuvor. Die Abbildung von Tiirmen (X!, K.) — (X.(C), K.C)) induziert
einen Morphismus von exakten Paaren, den ich auf dem (r-1)-ten derivierten Paar mit
®,. bezeichne. Die topologische Realisierung bildet die Auflésung 2.5.2.22 auf die entspre-
chende Auflsung von H*(X(C)) durch freie Ay-Moduln ab, und ®; ist die induzierte
Abbildung nach Anwendung der jeweiligen Hom-Funktoren auf die Auflosung. Es folgt,
dass ®» gerade die von dem Abbildungstripel

(A — Ag, H(X) — H*(X(C)), H(S) — H*(5(C)))

induzierte Transformation des Ext-Funktors ist.

4.1.11 Produktstruktur auf der (motivischen) Adamsspektralsequenz

Sei r > 2 und seien ES"" die Terme der kohomologisch konstruierten Adamsspektral-
sequenz des Sphirenspektrums, und d, ihre Differentiale. Es existiert auf F, eine Pro-
duktstruktur X, : ESPY @ BSTY —y pEts ittt , die die folgenden Eigenschaften
hat:

e Die Differentiale d, sind in Bezug auf die obige Produktstruktur Derivationen.
e Die Produktstruktur auf E,,; wird durch die Produktstruktur auf F, definiert.

o Auf E5"" = Ext5"" (M, My) stimmt die Produktstruktur mit derjenigen iiberein,
die auf Ext%""(My, My) durch das klassische Yoneda-Produkt gegeben ist.

Diese Produktstruktur, gegeben durch das Kompositionsprodukt auf den Homotopie-
gruppen der Sphéren, geht im klassischen Fall auf Moss [MOS] zuriick und verallgemei-
nert sich auf die motivische Adamsspektralsequenz. Es ist aufgrund unserer Beschreibung
von Py als Transformation des Ext-Funktors und der Identifizierung mit dem Yoneda-
Produkt klar, dass die topologische Realisierung die Produktstruktur erhélt.

4.1.12 7-Torsion auf der motivischen Adamsspektralsequenz und ihr
Verschwinden unter der topologischen Realisierung

Die Produktstruktur verleiht fiir festes s und t jedem Objekt E;’t’* eine ES 0% Modulstruktur.
Wir haben

By = Ext;"" (Ma, M) = Hom®;" (M, M) = Homy;" (M, M) = My = Z[7]
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Das Element 7 bildet 1 auf 7 ab und hat dementsprechend Grad (0, -1). Nach 4.1.5 wird
es unter
By Homy (M, M) — Homg,, (F2, F?) = ) = F?

gerade auf die Identitédt bzw. 1 abgebildet.

Aus der My-Modulstruktur fiir E5"* folgt, dass Ey"* in freie Moduln isomorph zu My
und in 7-Torsionsmoduln My /7% zerfillt. Da EP"* wegen seiner Position in der Spek-
tralsequenz fiir alle r konstant bleibt, gilt dies auch fiir » > 2.

Wegen der Realisierung von 7 auf 1 ist klar, dass der Torsionsanteil unter der Ver-

gleichsabbildung ®, verschwinden muss: Sei x ein Torsionselement in ES"", d.h. 3k € N,
s.d. 7%z = 0. Dann 0 = ®,(7%z) = ®,(7%)®,. () = &, (7).

4.1.13 Natiirliche Isomorphismen fiir Ext und Tensorprodukte

Sei Homp(M, N) ® Hompg(R,S) — Homg(M ® S, N ® S) durch
) R R

Hompg(R,
(fRg) — (h: M@S "= Jeuds = N@S§ = NoR&S 1N B9 Qids N@S©S "= RIS N%S) (4.1.13.2)

gegeben, wobei p die Multiplikation von S, aufgefasst als Morphismus S ® R — S,
R

bezeichnet. Die Abbildung ist ein Morphismus von Homp(R, S)-Moduln und natiirlich
in konsistenten Abbildungen von allen vier Variablen.

Fiir den Fall M = R kann man eine explizite Umkehrabbildung abgeben:

Sei h € Homs(R% S,N % S)und g(1® 1) = > . n; ® s;. Definiere f; € Homp(R, N)
durch f;(1) = n; und ¢g; € Hompg(R, S) durch g;(1) = s;, dann definiert h — >, f; ® g;
gerade die inverse Abbildung.

Fiir den Fall R = M = H**(S) = My, S = My[r~!] bildet die Abbildung fiir Wahlen von
N, die zusitzlich eine A-Modulstruktur besitzen, A-lineare Morphismen in HomM2 (Mg, N)
auf A ® M [7~1]-lineare Morphismen in Homyyg, -1 (Mz[r '], N ® My [7~1]) ab, und die

Umkehrung gilt fiir die Umkehrabblldung Das Gleiche gilt fur den Fall R = N =
H*(S) = Fy, S = Fo[r,77!] und die klassische Steenrod-Algebra A, sowie A, -Moduln
N.

Damit erhalten wir natiirliche Isomorphismen

HOIHA(MQ, —) @ Mg[’f’_l] — HOHIA®M2[T—1}(M2[7'_1], - ® MQ[T_I]) (41133)
Mo Mg M

(Hier verwenden wir, dass M[7~!] 2 Homyy, (M, M[r~']) durch
Zn fn%_n = (SU = Zn fn(l‘)T—n))

und

Homy,, (Fo, —) I(gi) Fo[r, 771] — HomAcl®]F2[r,r—1}(M2 [7’71], — ](gi) M, [7'71]) (4.1.13.4)
2 Fo 2
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(Die My-Eintriige im zweiten natiirlichen Isomorphismus sind nur als Abkiirzung fiir
Fo[r, 771] zu verstehen und beabsichtigt keine Assoziation mit H**(S).)

Da beide Ringerweiterungen R — S flach sind, induzieren uns die natiirlichen Isomor-
phismen sogar natiirliche Isomorphismen der derivierten Funktoren.

4.1.14 Bestimmung des Urbilds der topologischen Realisierung auf der
kohomologisch konstruierten Adamsspektralsequenz des
Spharenspektrums

Wir haben das folgende kommutative Diagramm:

Ext 4(Ma, M>) 22 Exty,, (Fa, Fy)
¥
EXtA(MQ,MQ) @ Mg[f’_l] v EXtAcl(FQ,FQ)%{)FQ[T, 7'_1]
Mo 2

EX‘BA®M2[771}(M2 ® My [T_l],MQ[T_I]) i> EXtAcl@)IFg[T,T*l](FQ & FQ[T, T_l],IFQ[T, 7'_1])
Mo M Fo Fo

(4.1.14.5)
Die oberste Zeile ist durch die topologische Realisierung auf der Spektralsequenz, d. h.
durch ®5 gegeben und ist somit die von dem Abbildungstripel

(A— Ay, H(S) — H*(S), H™(S) — H*(9))

induzierte Transformation des Ext-Funktors. Die Abbildungen von der ersten in die zwei-
te Zeile bilden ein Element auf seinen Tensor mit 1 ab, die riickldufige Abbildung auf der
rechten Seite bildet 7% und 7=* auf 1 ab. Die Komposition der vertikalen Pfeile ergibt al-
so auf Ext 4, (Fo, F2) die Identitit. Die Abbildung ¥ in der zweiten Zeile sei fiir x € E5H
durch x ® m +— Po(x) ® m7" definiert. Aus 4.1.12 folgt, dass ®2 auf dem Torsionsanteil
der Spektralsequenz verschwindet, und dass folglich der gestrichelte Morphismus @’ exis-
tiert, s.d. ® die Komposition von Ext4(My, My) — Ext (M2, My) ® Mg[f—*l] mit &’
M>

ist. Dann kommutiert auch das untere rechte Dreieck. Die unterste Zeile ist der von 6
erzeugte Isomorphismus von Ext-Gruppen, die unteren beiden vertikalen Isomorphismen
werden von den in 4.1.13 definierten natiirlichen Isomorphismen geliefert. Die Kommu-
tativitéit des unteren Quadrats folgt direkt aus den Definitionen von 6 und ¥, und alle
Morphismen im unteren Quadrat erhalten die Trigraduierungen. Aus der Kommutati-
vitat folgt, dass ¥ ein Isomorphismus ist.

Fiir jedes = € E;’t im Fo-Term der klassischen Spektralsequenz existiert dann ein ein-
deutig bestimmtes Urbild von z ® 1, ¥ 1(z ® 1) = Y, 2; ® 77™. Sei N = max;(n;),
dann ist das Urbild von @ 7 unter ¥ gerade & := DT @ 7V=720 und liegt bereits in
Eg’t’N. Z ist eindeutig bestimmt als das homogene, freie Element von hochstem Gewicht,
das von ®, auf x abgebildet wird. Alle Produkte von x mit Monomen von 7 werden
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ebenfalls auf x abgebildet, und sind eindeutig bestimmt als das einzige freie Element in
ihrem Gewicht, das auf x abgebildet wird.

4.1.15 Zusammenfassung

Die Realisierungsabbildungen ®, bilden alle 7-Torsionselemente aus der motivischen
Adamsspektralsequenz auf 0 ab. Jedes freie Element in der motivischen Adamsspek-
tralsequenz korrespondiert mit seinem Bild, das nach der vorhergehenden Aussage fiir
nichttriviale Elemente nicht verschwindet, da die mittlere horizontale Abbildung im Dia-
gramm ein Isomorphismus ist.

Umgekehrt hat jedes klassische Element x unter ®5 genau ein wohlbestimmtes Urbild
von hochstem Gewicht, das ebenso wie seine Vielfachen mit 7 auf x abgebildet wird.
Es ist klar, dass die Differentiale aus dem Torsionsteil der Spektralsequenz die freien
Elemente nicht treffen konnen. Umgekehrt konnen aber die freien Elemente in die Tor-
sion abgebildet werden. In diesem Fall {iberlebt ein Vielfaches des Elements mit einem
Monom in 7 auf die néchste Ebene der Spektralsequenz. Da jeder Term ESY* sich nach
den Konvergenzaussagen fiir endliches r stabilisiert, gibt es also zu jedem klassischen
Element x auf jeder Ebene der Spektralsequenz ein Urbild im freien Teil, allerdings
moglicherweise von niedrigerem Gewicht im Vergleich zu dem wohlbestimmten Urbild
von hochstem Gewicht auf dem FEs-Term.

4.2 Konsequenzen der topologischen Realisierung

Dugger und Isaksen haben die motivischen Ext-Gruppen Extff’u (Mg, M) d.h. den Es-
Term der Adamsspektralsequenz fiir das motivische Sphéirenspektrum, explizit berech-
net. (Siehe [DI], Kapitel 5, und Anhang). Die Ergebnisse dieser Berechnungen werden
hier als gegeben vorausgesetzt, und ebenso die entsprechenden Berechnungen im klassi-
schen Fall(siche z.b. [RAV, Anhang A3] fiir eine Zusammenstellung). Ziel dieses Kapi-
tels ist es, einige der von diesen Berechnungen ausgehenden Lemmata aus Kapitel 8 von
[DI] zu vervollstéandigen, die die soeben untersuchte Vergleichsabbildung ®, nutzen, um
von klassisch bekannten Differentialen auf motivische zu schlieen und umgekehrt. In
Ubereinstimmung mit der Notation in [DI] lasse ich ab jetzt die Tilde iiber dem Element
7 weg, da keine Verwechslungsgefahr mehr besteht.

4.2.1 Bestimmung von Ext;"*(m.,(H)), 7..(H))

Fiir ¢ = 20 Ext 2 (m(H)), T (H)) = Mah; mit h; € Exty? " (m(H)), o (H))
und Ext " (7 (H)), T (H)) = 0 sonst.

Beweis:

Sei A der Kern der durch 7 induzierten Abbildung A = H**(H) — H**(S) = Ma.
Zu der kurzen exakten Sequenz von A-Moduln 0 — A — A — My — 0 und dem
Funktor Hoqu’“((—)7 My) haben wir die assoziierte lange exakte Sequenz von derivierten
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Funktoren
0 — Hom’{"(Mz, My) — Hom'}"(A, M) — Hom'}"(A, M)

— Ext{" (M, My) — Ext}{"“(A,My) = 0

Die Elemente in Homfj‘u(A, M) sind durch das Bild von 1 € H*Y(H) bestimmt. Es folgt
aus Gradgriinden fiir ¢ # 0: Hom’;"(A4, M) = 0.
In diesem Fall erhalten wir aus der Sequenz einen Isomorphismus

Ext )" (Ma, My) 2 Hom'}" (A, My) (4.2.1.6)
Mit dem Ringwechsel My — A erhalten wir

Hom;" (A, My) = Homy;! (Mj @ A, Ms) (4.2.1.7)

Der Kern von A — My ® A, ¢ — 1 ® x, ist A% (Fiir a € A und 0 # z € Moy:
A

ar = 0 <= a € A) und der Isomorphismus A/A? =2 My ® A liefert uns
A

Ext ;" (M, My) 2 Homyj! (A/ A%, M) (4.2.1.8)

Da A als My-Modul frei von den zuldssigen Monomen der Steenrodquadrate mit Aus-
nahme von S¢" = Ida erzeugt wird, wird A/A? als My-Modul von den unzerlegbaren
Steenrodquadraten S¢* erzeugt(Alle anderen Basiselemente bilden nach A% ab). Wir
wissen nach 1.1.6, dass fiir k # 2¢ S¢* € A% Fiir k = 2! folgt die Unzerlegbarkeit von
Sq¢* aus der Unzerlegbarkeit von S¢?* in der klassischen Steenrod-Algebra. Jede motivi-
sche Zerlegung wiirde, da die My-Koeffizienten der Zerlegung aus Homogenitétsgriinden
Potenzen von 7 sein miissen und dementsprechend unter der topologischen Realisierung
auf 1 abbilden, eine klassische Zerlegung von S¢?' induzieren.

Es folgt, dass Homg;]f; (A/A?,My) = 0 fiir t # 2 und Homi\;l’;(fl/fp,Mg) = Myh,. Das
Element h; ist durch die Abbildung gegeben, die die Restklasse von S¢?" auf 1 abbildet,
und hat somit Gewicht 271, U

4.2.2 Lemma: Berechnung einiger Werte von ¢

Die Werte von &, sind nach Definition schon durch die Werte von &, festgelegt. Es gilt
1. Vi e Ny : ¢2(hl) =h;

2. go(r)=r

3. ¢a(do) = do

4. Pa(eg) = eg
Beweis:
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1. Die klassischen Elemente h; haben nach 4.1.14 ein wohlbestimmtes Urbild von
héchstem Gewicht. Aus 4.2.1 folgt, dass dieses Urbild nur das motivische Element
h; sein kann.

2. Das Urbild von r unter @ ist ebenfalls eindeutig durch seine Position bestimmt.
3. Ebenso.
4. Ebenso.

4.2.3 Vervollstandigung von Lemma 8.2

Die Elemente hohg,r, hghg,, hohs und 7Tdpeq iberleben in den FE3-Term der motivischen
Adamsspektralsequenz.

Fiir ihre motivische ds-Differential folgen die nachstehenden Werte durch Vergleich mit
der klassischen Adamsspektralsequenz:

1. ds(hoha) = hodo

2. d3(r) = Thid3

3. d3(h3hs) = hor

4. d3(hohs) = Thidy
5. ds(rdpeg) = coPdy

Beweis:

Der Beweis erfolgt stets nach demselben Prinzip: Das Differential ist fiir jedes der Ele-
mente durch Position in der Spektralsequenz und Gewicht darauf festgelegt, entweder
das angegebene Element oder 0 zu sein. Den zweiten Fall kénnen wir aber auschlieflen,
da wir wissen, dass die Anwendung von ®3 auf die obenstehenden Gleichungen gerade
das klassische Differential ergeben muss.

1. hghg4 iiberlebt den Fs-Term, da es von keinem Differential getroffen werden kann,
und da(hohs) = h3h3 = 0. Die klassische Relation fiir ®3(hohs) = hohy lautet
ds(hohs) = hodo # 0

2. Auch r iiberlebt den Es-Term: Das einzige Element, das in der richtigen Position
und im richtigen Gewicht liegt, um r zu treffen, ist hihs, aber da(h3hs) = hih3 = 0.
Nach Lemma 8.1 gilt weiterhin dy(r) = 0. Das klassische Bild von r, ®3(r) = r
unterliegt der klassischen Relation d3(r) = hyd3 # 0

3. h8h5 koénnte nur von dem Differential von 7hi hs getroffen werden, aber da(7hihs) =
Thida(hs) = Thihoh? = 0. Fiir das klassische Bild <I>3(hgh5) = hghg) gilt die Rela-
tion d3(h%h5) =hor #0

4. hahs kann von keinem Element getroffen werden und {iberlebt, da da(hohs) =
hods(hs) = hahoh3 = 0.Fiir ®3(hahs) = hohs gilt die klassische Beziehung ds(hahs) =
hidy #0
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5. Auch Tdpe iiberlebt den Es-Term: do(rdpeg) = 7da(doeg) = Th3d3 = 0, und da
d2(q) = 0 nach Lemma 8.1, wird 7dpeg nicht getroffen. Dann ist ®3(7dgeg) = doeo,
und es gilt die klassische Relation ds(dpeg) = coPdy

O

4.2.4 Vervolistindigung von Lemma 8.4

2doeo + hghg) iiberlebt nach Ey, und d4(72doeq + hghg)) = P2%d,.

Beweis:

Der Beweis verldauft nach genau der gleichen Methode wie der Beweis von 8.2:

72dpeo und hgh5 iiberleben nach E3: Da da(q) = 0 werden beide Elemente nicht getrof-
fen, und wegen da(h{hs) = hShs = 0 (nach Lemma 8.1 und Derivationseigenschaft) sowie
ds(m2doeo) = T2da(dpeo) = T2h2d2 = 0 sind beide Fa-Zykel.

72doeg + hihs iiberlebt auch nach Ey: Es gilt ds3(72doeg) = TcoPdy und dao(hfr) =
h%(dg(hgT) = h(S)T‘ = 1coPdy, d.h. d3(’7’2d060 + hghg,) = 1coPdy + TcoPdy = 0.

Position und Gewicht legen fest, dass dy4 (T2d060 + hgh5) entweder P2dy oder 0 ist.
4 (12dgey + hghg,) ist durch das Bild von ®3(72dgeq + hghg)) auf dem E4-Term bestimmt.
Da beide Summanden Fs-Zykel sind und auf den FEs-Term iiberleben, kénnen wir ®3
iiber der Summe aufteilen und erhalten ®3(72dgeq + h8h5) = ®3(dpey) + <I>3(hgh5) =
doeg + hghg,.

Fiir das Bild auf dem E4-Term gilt aber klassisch gerade d4(dpeg + h8h5) = P2%dy # 0.0

4.2.5 Vervollstandigung von Lemma 8.8

In der klassischen Adamsspektralsequenz hélt fiir kein r > 2 und kein j € N die Relation
dy(hihj) = hitih;.

Beweis:

Sei fiir 7 > 2 und j € N d,(h1h;) = hi*'h;. (Insbesondere iiberlebt hih; in der klassi-
schen Spektralsequenz bis in den E,-Term)

Angenommen, wir wissen, dass h1h; motivisch bis auf den E,.-Term iiberlebt. Dann hat
sein motivische Differential d,(h1h;) nach 4.2.1 das Gewicht 2/~! + 1. Das klassische
Element h6+1hj hat unter ®5 im freien Teil der Spektralsequenz ein wohlbestimmtes
Urbild von héchstem Gewicht, ndmlich (ebenfalls nach 4.2.1) das motivische Element
hEth mit Gewicht 2/~!. Alle anderen homogenen Elemente, die auf h6+1hj abgebildet
werden, haben niedrigeres Gewicht. Nach Definition der ®, kann dann auch fiir r > 2 das
Urbild von @, kein Element von gréferem Gewicht enthalten. Folglich kann das motivi-
sche Element d,.(h1h;) nicht klassisch auf A" h; abbilden. Dies ist ein Widerspruch zur
Kommutativitdt der Vergleichsabbildungen @, mit Differentialen. Dann ist das Lemma
fiir r = 2 bewiesen. O

4.2.6 Anmerkung

Fiir » > 2 ist das Lemma bewiesen, wenn hqh; auf den E,-Term iiberlebt. Es folgt
aus seiner Position in der Spektralsequenz, dass das Element von keinem Differential
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getroffen werden kann, und es folgt aus dem Uberleben seines klassischen Bildes, dass
es von keinem Differential in den freien Teil der Spektralsequenz abgebildet werden
kann. Leider habe ich aber den Fall nicht ausschlieBen koénnen, dass hih; auf ein 7-
Torsionselement abgebildet wird. Dies steht nicht im Widerspruch zu seinem klassischen
Uberleben, und es wiirde nur ein Produkt von hih; mit einer 7-Potenz auf den E,.-Term
iiberleben, das nicht mehr dem Gewichtsargument geniigt.
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