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[ Lineare A’/febm, 4 -
1. [/neare &/er'chwzgssut/ssleme

Zahlieiche Modelle . den Wivochafkswissenschaflen verwenden Systme
mf mehreren é/e/’chuﬂjen ’1,’2’;)' mebhrere Variablen. Sind diese Gler—
Chwﬁm Linear, S0 werden Mnfemccéwzjs- A ZESL&/\Z?S/%Z/ZIOO(&?
im Beseich der Linearn Algebra zur Verfiigung gestell?.

In diesem %a/;//e? eHdidern wir 2wel yerschiedene Methoden, mi¥

denen man fjs/emm‘z.'sdz /1nea re é/e/da{zjss‘js/e/ne [Esern Rann.
Wi biend Sich A Crameroche /?gyeé mur fir é/ez'chwyxﬂs/@u
verwenden [osst, bel denen die Anzakl der Unbekannten rmk
der Anzahl der @/e/téwzjen bLbereinshmmy', (st der Gaufs-Algo -
Fthmus auch anwerdbar, wean es mebr oder we/zy?eré/e/é/zwr
gen als Unbekann e jxér‘. Aufserdem verwendet man du Gamer-
Sche /@:76( wegen dles sonst aue hoken /?zcéena,uv/' WaAndes meest el
2ur Lo”'samj klemer Gnearer ﬁ/e/c/zmjxiskme.
Fevor wit uns mo den mzjgeée/zm Zé&u/%?sme/éadeﬂ bescha [
gen /ejerz war Bundchst feot, was anter e/nem Ejuaren Giler -
Céwzjss Jos;@m 2w verotkehen St wnd geben ein Basprel an, i den
Cineare @/e/'chéa/zjss jS/em N okonemischen Lusamm €ﬂédjﬁfﬂ Vor—
kommen .
2@'5,0/6/ CBx 2% Y xe= 9
Xy~ Fhotd3%=1
Ist ein lineases GileiChungssysiem mol 2 Glelichungen (ar des
3 Unbekannten x, x, und Xz . Ein Zahlenvrpe/ (<f,x5, x3)
hoyst [ é’szuzf des Gleichungss yslens, wenn A Zaklen
X, X5 and X3 beidle &/e/'chwzje/? erfilles. Durch E/nsefzer
(&ssV S/'ch leicht feststellen, dass 2-B. (S,4,2) abel auc’
(23 / 23 ,—4) Zo&a/zje/z des &/e/chanﬁs%s/@ms s .



o
/4/{73/715//2 werden Wit uns ach ek der F/aje éesché’/%d'ow, ob-ein voi—
7@56@/:55 lineares &/e/bha/zjs?ys/m &'ézﬁémy# leskar st und wenn ),
ol es e/'ﬂdwr?j (ssbar ST oder unend/jcth yrele /ékaﬂjen bes/ 174,
Allgermeia (Zsst sich e l1neakes G/e/bha/ys,ysém it m &/e/'chmfeﬂ per
n Unbekannte xox,,.. Xy Ih ,ﬁo{ie/zder Starndardfeym argeben Dabes sefeen

® ém}—g/mads{i/z//c/z voraus; Aaoo nicht alle Kcae,z}% 2eé nten enper Zaie O siaA

Q44 X,1+ a"’ZX-L-{_ - - +a4‘_x1(_+ -——+a4w XV’A:
0;24 X4+ Q’LZ X2+ ..o -I—Q.Lk X\LT-_-.-[_ anxy\:
Q‘l:4 X1 + Q-I:Z XZ + = - - + Q‘k’ ><k+ - - -l- a.ivl KVl =
avml Xq4t Q'MIZKL‘{' ce-- F aML_Kk-‘— .-t Q-:MHKV) =

Die Fakfmen a;. €R vor den Unbekannten X, heoben Kog%{z/é’”é”
Aes (inearen é/e/thuanSjséms, Die rellen Canlen L bilden dre
rechte Seide . In der i(—n Zele gehort zur Unbekannton X, Aer
%x,ﬂ:’z/&% .

Determinanten urd. Cameroche [fegel

In diesem Abschnitf behandleln wir den Fad, adrss dw Anzakl aer
Gilerchun gn in dem Lineasen &/e/'céwﬁ&sjgém mid der Anzail Aer
Unbekannien bereinsbmmi, d.4.

Ruy Xyt QppXot ool F0u Xt ---t+ 2y, X, =
Qpg Xgt Q2 o T --n. +q&xk+.__.+qm><v\:
Qiy X1+Qizx1+ e e T e X T T ag, Xy =
avul)(/l-,r q-w,l?.)(?,+ - +an,;..)<1<_+“""+ Q‘nnxv):

2ur Ef&ildéﬁwg Aes Z’WS'@;QWM/MﬂQ “und 2ur //er/e/ﬂm‘g Aer
Cramesachen Fegel befmchven wnr 2unichst den Spezalfad n=2,4-4.
2 Gilerchun Gen tir 2 Un bekannie



/’) Quy Xpt WXy =

2) @y X4t B X, =

(reo mednach, beschres ben dje @/e/&a{zfen 2 Germden in R?
esuch? Sind  Werepaare (X,, X, ), die beide &/e/chwfye/? erfures

ol.4. jeomeﬁw’&k Gemeimsame Funkle der beiden Gieraden

Es j/'b/ nun 3 verochie Aene l/é?//ch/ée/}éﬂ :

a) Es j/'év’ eine en deméj bestiynmre Zé‘smy, A 4. es j/;érffe/zw
em Weepaar ( K%' 5), das beide ilerch unger EH Gl
teometoch bedewtet dies, Hass Sich die beidlen, adiercsh oes
&/e/&/m;ﬁen beschriebenen erzdlen 17 genzu &0 Funtt
schneiden . Der Schnibbpunkt hat A Kootdinasen (<, x,°).

b) Es gibt unendlich viele Losungen; die beiden &/e/cﬁa/yeﬁ
sind ruemander properfionat.

Gieometmich bedeutet dics, dass die duerch dii Gleicharger
beschrebenon (eraden Liberenstimmen .

c) Es gibt kaine Losung. Gieometrich bedendef dies, dass e bei-
den, durch dee & k/’&hwgeﬂ beschrubenesn (reraden 2ucmander
parallel Verfﬂu)ﬁm J S& haben kehen Schntipuntt

Wir (ssen nun a//jeme/n rechnestach das é/e/céuffssjm 7)2).
Tabel seften wni (2undchst) a’erE/thac/r/Le/’/ halber yorans,Azss
Az am/ﬁde/za@n /(ae%'&/ém«/m Ous ) Q) Qoay oy Ol vor Suell
verochieden Sein sollen. Ziel ist es, durch AXdihon eines feffw
V/'e/’fach en der 1. &/e/chwﬁ 2u enem  entyprechunclen lielftchen

der 2. &/e/c/mﬂﬁ /M&Zf bine der beglen Unbekannden zu 24—
m/n/’efe/i, A.4.



4) ’ aZZ : aZZ a4/f x'1 -t— a'zz a'ﬂ?. ><Z = Q.zz_ ;_f_
Z> ' ('Qn) P T Quy Ay Xy T Oy O Xy = - a,,
I) (0»14 Qap ~ Quz Qg y ) X, = g, — Oy,

4)'(—(124):_&24 Qup Xy = QyyQypy Xz == Qyy iﬁ‘

2) Qg4 Qg Qg X Qg Xy = QA

IT) (0.44 QZZ _a4z 0.7_4))(2 = a"M ‘—a7_4

Das Gileichungssysiem 1) T) ist d’ga/m/enf 2um Gilelchungssysien
1),2). Fan kann nach rechnen, dass dies auch 9i€t; wenn Keelty 2len—
ten des é/e/c/z,mjx Jséms Wull sindl.
Das [ 5514/2(75 verhabien [isst Sich nun an demn c’a’?m'/a/em@n
ﬁ/e/ckmjss(yj/em )LL) leich? unkersuchen. Man sewt dass
dre LGsungsmeglich kert durch den Wert von
D=(ay a,;, ~ Q4 as,)

beshmmt (determiniert) ward. Gren auer 96 .
a) 161 D= a4y 00 - 00z, ) F0, S0 hat das (ineare Gilel chungs -

Sysven die e/ndewtiy bestimmte (Ssung

* _ azL - a_lz * _ Q44 b a'z4

, =
1 QuaQaz — Quz Qa4 g QuaQ22 — Oz Q24

b 15% Da2( 4y 003 — Apzy) =0 UNd 218ayg ~bs 0y =0 e
Qug L2 = Qug b, =0, 50 hat das lineare &/e/'cé,w‘zjsgs% L —
end/ich viele Zo".ﬂ{/?jefz.

¢) 15¢ D= ( 2y as = Cipag) = O und (b102s ~ b2 04 # O oder
Qs b2 = Qay b, #0), S0 hat das lineare Grleichungssyster
keine (Ssun g

HMan hann den Sachverhalt nun wesentlich kicrzer angeber, wenn

man den Z’ejn% Aer e/}z)%%/m‘.



Qs Oz .
= = a’AA a,zy_ - a4z az,1 /LE//?T‘
Q24 Gz
. Qaz
Ebenso sind. D, = =b, 02— b0y, wnd
Qzz
D = QA a4 _ e ”
X, = = Qyy Goy b Determinanten zwekr Orrung .

Qa4
Formal ehity man Dy, und Dy, ams D, indem man dse 1.

b2w. 2. Soalte vor D durch die rechle Serfe oles é/exbéaxysgskms
eroerzt

D &z/e/chen T) und U] [assen sich nun karz Schnaben als
I) @' x4 = ®K1

) D X =:sz
und asy/&%:
. @C @xz
a) Ist D +0, dann 1st X, =5 und %= 5 also

- S/ 2., D
L= f ( D’ % ) j '
Do durth dee &/e/cﬁwyeﬂ beschrubenesn Grermden schnelden Sich 17

Jenau elnem Puenkt.
b)) Ist D=0,D=0 D=0, dann st
= foM X3) 2 Oup Xat Qg X = }-'«ZCX,, [, X2) D Qg Xst Qpn Xo = § .
De durth de G /e/chunjen beschrubenen (reraden sind gleich; alle
Punkle der Geraden sind 15544@9/7.
c) st D=041(Dy+0 v D +0), dann is5t T) oder I) mcht er-

fillbar, also

L=;
D durch dee Gleichun 1% beschneetenern Grermden KA pamilel, haben

also keine ger emsamen Puniie.



Beispie/:  2%,~5 xp= 1
- X/l + 3 XZ = "Z

Wi berechnen de Zaﬁe/zo"njen Determinanten .
2 -5 1 -5 2 4

=140,D, =
3 ‘-2 3 -1 -2
Das é/e/'c/zuﬁssdsm /st ehdem‘zg [Gsbar mi¥ X,= %""— =~ F wid xz= ?sz:-B y
dh. L=5(-7-3)}
Fir eine yeomefﬁ'xée Zeﬁwﬁz‘mg [esen war die &/e/'céaﬁm nach
Xo auf . A dieser Qaro:é//wqu Sieht man i eloar; dass du zu-
3eh éhyen Greradlen vetchwdens S @/aszn bes/Tzen und sich semi? 14
Jeran eimnem Punkt schneiden .

z

- — -4 :
2% 5% = A D XGEEXT G s S G A

D= =7 }j)x:_

2

X 43%2 -2 & xpmEx- &

Beispie/: =2Zx, +X; ==5

Wir berechnen e 2ugeh o"ﬂjen Deserminanven .

-2 4 -5 4 -2 -5
:D: 4 =0 ) 3%,\: s 4 :O/ fsz: — =0
1 -Z z "2 1 Z

Das (meare & /e/'chmjss j&km bat unend/lrch yrele Zo"sa/(zjm, A4
/L:f[x,,xz) :=2Xy +>(,_=—§5=2§[x,,, X)Xy~ T XK= 27

Bel Genaucrem Hnschauen seht man, dass Sich dea 1. ven der 2. Gt/ -

chmg nur um den Faktor -% unterachoide?, aie ﬁ/e/ﬁaﬁm s/

2ug/nander propevhonal.



-
(oSt man Adw beidlen Gleich ungen nach X, auf, ehald man i1 ber-
den Fallen dasselbe Eﬁ&éﬂ/'s.

—2x, +X,==5 &) X, =2x4-5

X -7%= 5 & X,=2x,5

Die Aurth e Gilerch ungen dmyask//»@? Grerden Stmmen Libeseln .
D Neerdinatn aller Punkle der Gemaer sral /éism(jen ales Gile/—
chwgsgséms.

Be/lgpie/: — 2Xy +Xp =" Y
4 X4 "ZXL= 2
Loir berechnen o 2&&3@45‘77@2 Deserminante .
2 4 4
D= =0, Dy= = ¢ 40
4 -2 2 =2

Sorvat 1St das Cnaare &/a'ckugssgs»@m nicht lesbar,d.4. IL=7 §
(OSF man Hie beldlen @/e/’c/wmje/r nach X, auf] SO erhals ran -
T X X =Y D X, =2
Uxg—2x,= 2 &) X,=2x,—1
Die beiden durch A Gileichun e
beschriebenen Greradien besiizen zuwar
dieselbe S»Q/J?w? 2, aber veroche -
dene Achsenabschrnitl A s
somud paralie/.

I I I I
iy (] (5] — (] — (5] L EN L)
_ 1 1 PR T I I T RS |

— 2zl —4 2xl—1

Die fir den goe?/aéfa// ven 2 Cﬂ’/e/'chuﬂjeﬂ it 2 Unbekannten erlarerse
éé‘ﬂe/ﬁsmeéé@ﬂ(e foy/ot .

Im V@ﬁeﬂdéﬂ soll e Cramerxhe W auch pir A ééz‘SMj jrg"@efer
guadmbischer é/e/b/mnjsfy.s/eme heve/ex%er‘ werden. Dazu rmessern

die no#wcnd/jen gﬁﬂv& auef [ineare ﬁ/e/chufj.ss(jsm mexf n Grfes-



-g-
Chungen ,&(/’ n Unbekannte , ne, Vel’d/{7€/77 emert werder, A.4 .
wir betrachlen nun allgenen :

@ X, QX ¥ e F A Xt -t Ay X =
0.24 X4+ Q.;_z X2+ ~. . +Q&X\LT--—-+QLHKV\:
Qg X T Qi % ¥ oo Fage Xt tag, Xy =
O*VM‘ )(4+ QWIZ)(L.{— - +an,;._’<](_+“""+ Q-‘nnxv):

Am/ag zum S/oe%/kz/fa// n=2 werden e K oefts eenten Aes linearen
&/e/c/mngss(jsems 1N emem Wu%w’chen Schema., der

| 2USammen feyfass v

Cun Quz  ~"° Qg -~ Qun
Qe Qaz "7 - alzk Rzn
@: f' ' - " ' '
Qi @y ---[an] - -- ap, |e ik Zeile
Qnqy Qunz iy a;f:u.. - a;ym
k-t Soalke

Der Koc%ﬁ'&ien% a;, Steht im K Aaczwgs/oa/zéf Aer i~ten Zesfe an
der k-ven §0a/¢é.

Envoporechend. zu. oem medzeﬂ V4 §oez/'a4/a// n=2 ehdltr»an

wuder weltere Deverminanten, indem man jewels die k-t soafte
von D durch die techle Seite des &/ezbhagsys@s eroefet

Qur -- = Ryt Qpjert ~ 77 Qun

$X = Qu - az,k-A a.q_lj.q.,, - =" Qan ) k,= 412,-__/ n .
k | ! \ '

Q—M - a—n,l-.—d Qulk_M R



—q_
Wie man solche Determinanien n—fer O/dmmg alloemem berechne?,
wnrd weiler unien behandelt. Vorher wollen wrir die 7Formcz/ve Nef -
ssle//wzj Solcher Deteimmanten an enem Ze/s/ofe/ erlautern pnd
die Cramerache Regdl allgemeis formuljeren.
Bergpie!: 1x, -2 % +3 x5 =
2% —LX +1% =

- 1 —
X4 +T("x2 "’S-XB =

3
1 2 3 -2 3 1 3 1 2
D=2 =3 1, Q=" T D2 P 1 DER E
- -1 -
i %S TS5 3 25 T T

Lir formulieren nun du Crameroche /Qzﬁe/ 7&2’/’ oAen a/{yem@/% en fad.
Sarz
a) Ist D+0, so Iis+ ( —@‘/—@“I - wx“) ol e//m[em‘zg besSrzmmre
10544@ des [inearen é/e/cﬁunjsyséms.
b) s+ D=0 und mindlestens en Dy, +0, so hatl das (1reare
Q/el'chuanSjskm keine Léﬁsuﬂj.
c) /stD=0 und. D=0 f&fi’ alle k=12,..,n, SO kann s»anx /é’r
n>2 keine a//jexzzeme Aussage machen. Den genauen Sachvertral¥
,&L’r den éz/{7em€/"ﬂ€/7 Fal] werden wir in busammenhang m/t den
v/ -4{7@77'%/20145 Sehen.
Um dwe Cramerache &5&6 ANWenden 2o kénnesi, muss man nus
wissen , W man allgemem Deverminantesn n-ter 0@’/244/{7 berech -
rnen kann. Der im weleren erbicuerie En#m’cé/a/ﬁssaré vor [c?o/ace

5‘/’ by emn Vervfa,/u‘—en an, we man eimne Delermmante n—er OraA -



1y~
nung als eine Summe von n Delermmanien @—W«%erﬁm’/m/zg
berechnen kann . Jede Devermante (n-41)-ver ﬂany wrrA Aann
als eme Summe von (n-1)Deferminanten (n-2)-rr ﬂ/?fmmj
berechnet. Das selet man forf, bwo man nur noth Degerrniinas-
ven Z-fer Oran “rg zu berechnen hak.

Wi/l man 2z .B. cine Dekerminante Y-ler Om(mtrﬁ berechnen, So wv
Haficr Aue Berech nung vor Y Desesminanien 3-ler Orclnun 19 &
foﬂer& ch. Fir feﬂl& Detes minante 3—ver O/dm{nj muwssen 3 De-
verminansen 2-ver 0/7{/244/7 berechref werdlen. /nsgesamy sl
a/s0 ﬁZr Are gé/fc/zrwmi emes Deverminante 9-ser ﬂmbmxzy ¢-3=12
Deverminallen 2-ver 0/5{44{4(7 2w beshimmen . For eme Dekerm/ —
nanke &-rer ﬂ/d/m/y s es beres 54 3=60 ce.5.00.

Um den Entuncklungssare von [aplace erlautern 2u kdpnes,
bené’hfen nr Zungchst enige wellere Begrafite.

Sheccht man m einer Delrmiinant n-yer O/dnmy die 1—te
Zelle und dw k-fe Spaﬂe/ so erh&Gtt man eme Deletrrinarnte

HMi (n-1)-ver Ordnung, die ein gerannt wnidl. Heltpls -
26 man den Miner Hi met dem (-1) M/ %
erha&t man den sogeran ter Cik.
36/'5/3/’6/ : -1 F Y
=|-3 5 4
2 -6 -
5 1 ros 5 1
Mo =| \  Cu= 1) M=
4 -7 ¢ -7
Fyg = 24 Z  Coy= (13 M == : ;;




Der Voreaichenfaktor Gt nich auch esn fach | T T
dlem Schachbretbmusier entnesmen . T

Hiv /7’/'/7L”e der (o —Fakroren (o557 Sich ywn a,ﬂjfbéﬂ, wee man Dever/—
minanken r-ter O/n’/zwzj als Swnme verr Deverminantern (n-+)-

ver Oran urg Adarsiellen kann.

Sarz:

a) Em‘m'cééu/zj nach der /-fen Zes/e:
Fuer /éden )Zes;/en 2ellenindex 1€, nj y/'f/.-

Qun Q2 - ---
Qg Odz = - -

Olna Q.nz - - -

Aan

; n

in|= @ CiatapChpt.ta,, Gy = kz Qe Crie
[ =4

Qnn

b) Em#w?'cééu/z(? nach der k-ten g;cu&/e.
Fir peden festen Spalienindex ke i1,..., nf git¥:

Qup - Ay - =-Qqn

@ns ™" Q" O

Rza ~- Aol =7 Cgp &
| \ = Qe Ciie T oot -t G = Zfl Qi Cie
(=

Es /st fatsachlich egal | hath welcher Zeile oder Spalle man entwiceely.
Han erhilt immer dasselbe Emebnis.

361.3/9/6/ . P
Wir berechnen s Defermmmante |2 1 -2
-1 3 4

+ —_
Schach blelmuster ‘v&?" du Voreachenfoltomen |-+ -
+ -+

+




a) Endunckeln nach oer 3-ien Zeite:

B 2 1 11 1 2
-—4'4_2 _32_ _Z+4L/(

==(-5) -3 (-4) + (-3) = 14
b) Entwickeln nach der 2-ven Spalie

12 1
2 1-2
-1 3 1

12 1 2 -2 14 1 4
R S O RV Hd
=-20 +4-2-3:(-4) = 14 1
Beispiel : ir bewechnen den Wert dler Detrminantt |, °,
1 0
Wir ent unckeln zandchst nach oler 1. 2eite .
;"400 343 (213 |z 3 -3 23 4
34 B A A+ 4|y 4 4| tO01Y =2 =1 =0 |y 2 4
t -2 11 0 22 1 2 2 10 -2 102
1 0 2 2 1 1
Enduri chedn Eneoi cheln =0
nach 1. Yalre nach2.2elfe
4-4\ {4—3 4—3\ 2 3 '2/1
=3'{2—2 +2z—z —42_2 A =2 1 2

=2 0424 -U - Y4+(-1)+3 =-6

1) -

NMachdlem woir wissen, we man auch Deserminanten héherer als ewerter

Orniing ausiechner | kénnn wiir dlee Cromeroche Regdl auch acf Giler -
CM@SSZW/MM mf n &/e/'cﬁanjen ,&2’/ n Unbek annte anwenalen,

wean n>2 (st
.Be/'slp/'e /: 35X+ Xy =1
Xg— Xo +2 X2 =-2
2Xq £3%, — Xz =3



- A3 —

Wir bere chrmen zunachst de zaoae/zéh;m Deseiminanten .

31 0

D=1 -1 2 |= ‘ ’ lz 4l =10 ( Aso Ist Aas &/e/chm(j.s%fs/em
l 3 -1 em ﬁfeu»éf [oshat.)
Em/w'w/azén nach 1.ze/e
1710 W) 2 7
:"2 —4 2_ = - :—/{
:B‘ 3 3 _4 T 3 ‘/l, 3 _4 )
Entun'ckeln nach 1.2 le
3401 134 3 1
D=1 2 2 ;-2‘2 ~1 2;-;
2 3 1 Em‘mcke/n /Ladz 3. S/zz//c
2 31 1 A1 2 ! 3 5
61 4 =2 |=8|_ |” |3 =
;7 3 3 1 -2 1 -2 1 -4

M der Cramerochen W yot s e/)zdmﬁg besthmmte [ a"szmg
des linearen &/e/ckuanfjs@mS jgeben Auwrh :

TDM_ﬂ_
X1= 7 T40 /’<237 5 %= > =- =
Somi¥ ist dee /orifwzjsmeﬂ g Fgeber Aurch
L= 2(40/401 430_)}
Bé/S/)/'e [: Xy + 2% + 3%y = 1
Y%y +SX, +Cxa= 2
Pt 8%, t3x = 3
ESj/@v’: 17253 2 3 1 3 1z
D=lu &6 |=7o —8-?% é‘-l'ﬁ' 4y s
+ 8 3
=7 (3-8 6)+3-(-3) =0
123 2 3 1 3) 1 2
Q=12 5 ¢|=% s ¢ —8"2 |7, <
2 89

=3(-3)-8-0+3:1 =0



— 1y~
1713

13 13 4 1

%:%1627'e2,g'3'%g+3'%z
+3 3

=+-0-3:(-6)+3-(-2) =0

T2 A 2 g 44{ )4 2

%:‘7’5‘2‘;'52‘8')142’*3'4 s
+ 93

=3 (-1N=-8-(-2)+3:(-3) =0
Do alle DeAerminaniten j/e/'c/z Vall snd und n = 322, konnen wr
nach unserm Sefz S. 11 Resre ﬂassafe M chen .
reomefreoch beschrerben 3 &/ex'cﬁaﬂyeﬂ feer 3 Unbek ann te
3 Etenen im R3 Bei unendlich vielen [osun gen konren sich
2. B die dwr Egenen 1 ener Geraden schnerden eaer
tbereinstmmen . [m eroten Fall sSnd alle Funkle oler iém%fjerﬂﬂ?n
( é&mfm des linearen é/e/cﬁzmjsyslms , i 2weiten Fal alle
Funkie der Ebene.
In dieserm Beispe/ f/é/ es tatsachlich unendlich vuele Losurze?,
die Ebenen schneiden sich 1 emer Gerdder, i ae /ogafmé
G0N K veranschaulichy.




g
Bei den befrachlelon $e/§o/e/en haben yir jeseée/; Aass bewn Berech-
nen von Desrminanien Vma,jswe/ke nach emner Ze/le oder yoz!/-
fe entwickelt werden sollte, de mo(?//césf viele WNallen enthat¥.
Es g/bt nun e/'/z/\'ye fechen reje/n ’&Z‘r Determinanven, dre u.a.
verwendet werden kénnen , um "zascrzliche Mullen * 2u bebor -
men buo. du Zeffchmmg von Dekrmmn anken 2u Vemx%;éen.
/lechen /\6515//7 ;ﬂd’r Determinanten
a) Sind. alle  Elemente einer Zeile (oder Spalte) einer Dekerminante
3/6/'0/1 Mull, dann hat die Deverminante den Wert NVal/.
bl Schecbot man 11 einer Determinanien die Zellen /n ertyorechender
/ﬁe/'Aen‘fa{?e als §0a/9<m auf, so ble/bt der Wert gleich, d 4

Xyp CQay” ™" Qan A, @,--" Cyy
a Qa - Qa a‘AZ Q Q.vn_
' - i \ '

Ry Oy Ay, Ay Aypr-- Oy

c)Eine Delerminante uwird mit einer reellen 2ahl « mubbplizatt
indem alle Elemente einer Zeile (Spalte) mit x mulbjolze i
werden

o) Verbausch# man in einer Dederminante zuwei Zeilen (Soakten,) so wechselt
Ao Delerminante /hr Vorzeichen.

e) Sind zwei Zeilen (Soalten) cirer Determmante zueinander prapor-
tional , so hat se den Wert Aull

(/ﬁer Wert einer Deserminante ble/bt unver Gndett, wenn das biel -
‘facée erner Zerle [Sﬁa(;é) 2u emer andern Zeile (Spalve) addiert
wird.

g) Ha¥ eme Determinanye "Q)exéc,ésjeséaff “A. 4. Sind alle E/méife
ober- oder underbalt der Diagona len Mall, So ot der lerf der
Dederminante gleich dem Frodukt der Dizgonalelement, d.b.



~-16—

Qan Oyp - - - Ran QA 0 O - -O
O Q2 - -- Qum Q24 C22 O, :

S ! - . . ¢ . \ * ~ . = : .
©  O. . | T Xz Qun ) | S A Xzz:-- Any
: LT '\\ : : ' - O
O O --—O va, QVM Q-VL'L - - "Q'V\w

Lir illustrieren die /?éye/n am S/xz/’a{/a// der Determrinanter 2-fer //%}fof.

a—) Qus G4z
=a, 0-0.a,, =0
) 0
b) CLaqg a4z Qs Qyy
= Quy Qpp ~ Q4 Qy, ) =@y, Qqp — Q4 Quy
Qe Qo Qa2 Oz
C) G Qg €Oy KOz
X ='°<'Ca44 Qa,; — 0\41 0'7-4 )/' =-o<o.Mau—a.24(>4a47_
Ay Lz Qzq Qzz
0{) Qiz Qg Quq A4z
= Qg Qog— Gy CQup="~ Cau Qzz — A2y a4z): -
Qaz @y A,y A2z

6) Q.44 C'GLM
= 0‘44' C'az4_ a.7_4' C'QAA = O

Ozs C 024

\9) Qs e

0.-1_4+C'a44 Q'ZL-\’CQ"‘L

=0,,(02.7Ca,) — (AptC-0u) Ay

a44 0.42
S0y QT Ay, =
a-za.aﬂ-?-
) e a
g ! 41:0—44&2?_
0 a,,
Be/'s,p el
a) |1 0 -1 b)[1 23 (4 2-1] )y 336|142
2 0 5(|=0 S ¥{(=]2 5§ 3 TNF G 4 |=\F 4
3 0 132 (-3 8 2 2-8F| |-2-&+
ey
Ad) |1 2 2 1328 |03 1 e)[1 -4 -2
41{4:—44‘{)=44q 2 F -4(=0
© 173 0 3 1 1 F 2 3 9 -¢
g1 2 3 |10 3% 3,)4 e
142 3| =1 0 3 0 2 10°%°|=4-2-3=6
3 -1 9 3-% 3 o 0 3
L 1

-2)



e
Croufsches E//?mhah'msver.'?qmen

Fir y/é/ée/e linaare G/e/'chaﬁss;méme 1s¥ dfe Clamerche /%76/ yuchi’ be -
sondlero el%%ﬁ'm Awperdem 1sf se rur auf 6/6/6444/(1755ko mX n
é/e/cwnjéﬂ b n Unbekamte anwendbar. Im folpenden Stllen wir
daher ein Q/@eme/b anwendbares Verfuhnen vor, in dem 575/@72@;%%
Unbekannte awus bestmmten &/e/'chu//yen elim/nrert werden.

2iel Ist es, das Vo/ggeéefw, (meare &/e/'c/zwzjs%s;@% /72 e a”fa/»tz—
lentes Gileichungssyskem wnzuformen, das eine Sopenannte Zerfen -
stulenform bes/1zf. Daran karn dann einersests Aes (osungs ver-
halien ( e//'zdem? loskhar, unlesbar, unendllsch viele Losungerr)
abgelesen werden | andierserts im Falle der LSskarke ! de Losungs-
menge e/&ﬁ% beshmmi erden .

Wiy behandeln nun a//ie/}z e linsar é/e/%aﬂfssdaﬂém et m
&/e/céwge/z 7/&2’/’ n Unbekann#, d.b

Q44 X,,'f‘ a.4ZX-L-{_ - - - +a4LX[k—t— -"+Q4V]XV\:
Qpq Xqt Q@ K5 F -0 TQue Xt ...t Quu Xy =
Qiy x4+°~izxz+ cees P X T T Xy =
Uy X1t QmaXy b oo+ QX t - = F Qnk, =

Dhs Zo’3MjsVer7ézA ren beruht auf fa/jmdexz 4}%/'/2/6/22-40%’@7/%% 17N

1) Giles chan gen Aicrfen . ger /Ze%m’/&@e miteinarnder ver—
fawscht werden.

2) Gleichungen diirfen mof enem belieblsen, von Mal verochiede—
nen Faktor mulbpliziery werden.

3) 2u peder Gileichun g ﬂéz/f ein be//ieéges M:e/)&Més ener ande-
reNn &/e/c/m/zg adliert werden.



P
Bevor wir das Guaupsche Eliminationsverfahren wedkr efautkrn,
betrachlen wr en Basprel, das awf en [inears Gilerchungs—
system mit ZG/e/'C/zwzjen ﬁ?,'r 3 Unbekannte Fitnrf.
Ze{;px’e/ . Ein Unternehmen praduziert 2 Giser AwundB. Das Un-
ternehmen hat S Fabrigen, in denen dre beidlen Giter nach den
Ih der folgenden Tabelle ﬁ(gjeée/zen Hepgen pro Stunde. produ -

zier? werden Zbﬂk Al z 13
A 10| 20|20
B 2ol10|20

Das Unkrnehmen erhilt enen Aufpmg liber 100 Enkeitn von GiurA
und. 500 Ejnheiten yon Gut B.
Wir bezeichnen mit X, Xz, Xs die Anzahl der Stunden, in dener
die 3 Fabriken zur Produktion des Aufbrags genwtet werden.
Wie kénnen Imissen X, %, x5 Gewdhlt werden, um o Einherven
phr den /4%/7‘/&0@ 2U produzieren.
Aus der /4wvfgabeﬂ5aé//xﬂj ezyzér‘ Sich Aas ﬂ/ﬁmde [meare Gle)—
ChMjSSJS!@m i A0 X, + 20X, +20 X3= 400

20 X4 +40Xy + 20 X3 = 500
Durch Einsefeen skelt man lelcht sy, dass & .B.
Xy= 12 ) Xy = 2, X3 =42 aber auch X,=1% %= X3=9
lé’s&o/ﬁe/z sind. (Tats@chlich bes/fzt Aas @/e/wa/ﬁ&fj&@/ﬂ
sogar wnendlich viele Lé’sunjen )

Wie wnr beieits gesehen hoden, it es fiir Lineasre Gle/chunys -
sysleme  Strukburel] unterochadliche Ergebnismoylichkerves -
eindewny Losbar, unlesoar, wurendlich yiele 455.4«4(75/7.
Wiy erautern die waeﬁe/zs welse 2undchsr an 8@/’;0/@/5/7.
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Um den Schretbaufrard spider reduziren 2w konnes, Schiwesbes
wrir pardlel en fechenschema awf. L werden sehen, dass mas
sich awf dfeses [fechenschema beschignken kann.

Beisple!:  Gleichungss ystern Rechenschema
Woelfiziender |rechteSeive) Rechonan .
Xy + Xz + Xa = 2 A 4 4| 2 ¢2) 7¢-3)

2)(,1 +3><?_+‘ )(3 = -/ 2 3 A 1 J ]

3%, + Xy tHXy =43 2 4 4 | 13 o

Ziel . Elim/nation von x, aus der 2. und 3. Gleichung ru#
Hitfe der 1. Gileichung . Daza:
— Addon Aes ["2)7/2646/7 der 1. é/e/'céu/tj zar 2. &/f/'céaﬂg
— Addihon des (—3).’&5%6/1 der 1. &/e/'chwzg gur 3. Gileicheny
Die 1. &/e/'chcmoq blerbV (en verdndert.

&/e/chunfss Js/em Rechenschema

Xp+ Xg +Xa =2 1 14 4 2
Xy — X3 =-S5 1 -1 |-5 |72)

2% T Xy =F -2 1 #F

Ziel: Eliminaton ven x, aus der 3. ﬁ/e/dzmj mi# Hilfe
Aer 2. &/e/chmzy. Dazuw :
- Add/ hon des Z—Mﬂ der 2.Gilerchung zur 3, G lelchung
Die 1.und 2. G/e/chwzg bletben wnverander?

tlerch Mﬁssgﬁém Rechenschema
XA+ Xo + ><3 =7 A 4 Z
Kz = Xq =-5 1 -4 | -5

— X =-3 -1 | =3 [ 1)

Wiy Mﬁ)ﬂ/t?ééfe/? nun 1ok de lerzfte é/e/%mg ¥ (1),
dams ¥ dee %a&ﬁﬂ&één%m i Aer @/’ajom/eﬁ alle 4 werden.
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t(eich ungssys e Rechenschema.
Xat Xz + Xg =72 A A A 2
Xz —%qy =-5 4 -1 |-S

X2 =3 113

LIir haben nan emn zwm Aﬂégwyssya/wz é’gm’m@r/es ,
’??Mfaﬁ//e[f% ) &/e/chmjss;dem, Ad.b. em &/p/'céa/ﬁs&(‘ﬁsfem
i “Zellenstufen form Aas Sich nun einfalh “ruckwirt Y
A b. von anven nach oben e fleSen Xy

Ve 3, &/e/c/uunj liefert un mittellbar Xy =3,

Ernserzen von xz m dee 7.Gleichun i //'e/er/ P XKy==2
Emserzen von x, und Xz in dez 1. &/e/chzmj //'evﬁe/'/ : X, =
Soms¥: U=5(4,-2,3)]

Be/s/me/: &/e/'cm%ss(ys/em Rechenschem a
Ix, + Xy +2x3=2 34 2 | 2 |9(%) e
2X 4+ X5 + X3= 1 2 4 1 A jj
3%y =2X, + S¥q=—1 3 -2 6 |1

- Add tion des (-5) -fache/ﬂ Aer 1. &/ex'céwzy zur 2. 6leich unq
- Addition des C-M-Vfacéen der /1. 6'7/6/'6&4(@52 zur 3. &/e/'clwmg

Gilei chun VEE fem Rechen schema
Ixg T Xy +2X3=2 34 2 2
- $%=-% 3 -% @
~ 3%, +3%= -3 3 3 |-3 j
~Addition des I-fachen Aer 2. Gleichurg zar 3. é/e/c/wzg
Gleichun 1955 (75 ern Rechenschema.
3Xy + Xy +2x3=2 3 4 2| 2
$% ~§%=4 55 %
0 X=—56 0 !-6
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Ofenbar 3/'67‘ es kein X3 R, das die lerek @/e/cﬁmg OX3=-6
erfillt. Damus schlieft man unmittelbar, dass das lipare
@/e/chwszSJSkm nicht loskar /st d-4. | =5 §.

Be/'slp/'e/- &/e/chmjss(ﬁs:@m Rechen schema
LXpt Xg + Xq =1 2 1 1 (=2) 7 (-4)
4 xg+2%y +Xa = O Yy 2 1| o j J
2%+ %, = -/ 2 1 0| -4

- Addlihon dles [—2)/&%@11 der 1 é/e/dwm? 2ur 2. é/é/'c/m/z?
- Addition des (- f/ﬁzdm der /. &/e/'chwzg 2us 3. Gleichung

# /e/'cha,nj 5548 lem Rechenschema
2%y + Xz + X2 1 2 1 4 1
— Xy =2 -1 | -2 (-1)
h Iez'chcmjss jslem Rechen schem a
Lxy + Xz +Xq=/ 2 A4 4| M -4
= Xy=2 -1 (-2 |-¢1)
(p=0) (ol o)

Wir sehen, dass it &izte Gleichung liberftissty IsY, da se
keine C/Zed/ngunjeﬁ und /nfarma tionen liefert. (rererel/
werden alle & /e/'wwge/z der Ferm "0=0" jg%kﬁeﬂ ,
Wir muthplizesen nun no de 1. &/er'cﬁmaj ik & tnd
de 2. &/e/chamj A (-1).

G leich ungss Y s¥em. Rechenschema
1 1 (4

Xpt g ke +4%= 5 1L 7|z
X 3 = 2 1 2

Riicktvirtorucf(Ssen : x,=2 /st durths dis 2. Gleichung ev-
demég %WE}‘ An der 1. Gleichung sehen wn; dass x, e
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jewi/L@r‘ werden kann. Inolem wiT x,=t sefeen, liefert £ -
Sefeen 1on X3 = 2 und x,=t i dic 1.6 leichung x,=-L-4¢
/ns gesam  ethalven wqrr ase /éfsa/zjsmeﬂje

U=F(-3-%2¢,¢2):teR]

Es j/'é/ unendllich viele [ Eja/gexz fir pde soezielle Wah/

ven telR erhalten wir eme seezielle /éfsw@ £ heglo? Torra —

meter. neomedtisch bilden alle Punble der [ é&affsmmie

A ‘%/u%ffe/zw/e Aer Aurch e G/e/%mgeﬁ aAzs Lizecares

Gilel/chun jssdws;@ms beschrubenen Ebenen in R°
Nachdem wsr an 3 vfyp/sd,en Ze/?o/g/ Ars éa’iswy.s verfahen el
Lo fert haben , Jeben wni nun ene allgemeine Beschrecbung des
Verfahrens an. [ Hilfe der erlacblen elemen faren Zeclen ume~
7ﬁmn ungen ( Vertawschern der @a/e,m,ﬁp(/?e Her & /e/é/zm(fexz )
Helbplikaton emer Gle/chun g ms # be//ébgem Fock fo7 ung (e/th
pell, Adoson eines Vielbfachen einer é/e/'cﬁmﬁ 2U emer ardle -
ren @/e/c%mng y, er)fo/gr‘ Im fechenSchema olre Z{m/amz ung
au  Zeilenstefen form, dic sich schematisch wie fela? A Hellen (8ssT

CXAXZY‘,X.,X;__----.__-._____.,(H)
AR - em e = e e e L e e e X A,
A K mmm e et | G
R P i
4*"’ "‘"* d\-{
A # - ) de
4*"* d_”
©--- —c - == "-770---0 | dpy
O~-¢-----=-==--=---0---0 A m

Ist eine der 2ahlen Ay, ..., dm unj/e/ch NMull, So 3/'@‘ es kelne
lé'smg.

ISt Apys = Arn= ... = A =0, 50 Werden dee (r+4) -t bis m—ve Zeile



g
gestrichen wnd man beshmmt e /&'swgsmie aus der 4. bwo
T-Ven & /e/'c/mx?g Aurch “Risck wirbauflssen . Die n der 2eilen st~
fenform 2u den Sﬂz//eﬂ thne ”/?;v,ae/zs{a?fe g f@hé’mdw Unbekanyien
(%7 ob/gem Shema 2.8 sz und xy) sind fret wahlbar und wesdes
Glesch den Tammetesn tyts - bn-m j&se@f D Anzahl dler Un-
bekannten die fre jew&‘k/v‘ werden kénnen | pennt man auch e
Anzasl der Aes (neasen é/e/'céanjssjs/ems. Im Fall
der en dexﬁjeﬂ [Ssharkeat /st dw Anzak! der Fmée/%sfvw
Wull ; alle Varablen sid durch dee &/e/cétmye/? e/h%%a? be-
Shmm-
un Abschlnss dreses /(@/7//&(5 betrachten wrir noes einjge Beisprele.
Dabei beschizinken wir uns awf das fechenschema. Werter verrzi -
gern wir den Schverbauwfwand, ndem wir Zetten, die nicht we ver vergindlert
werden nur markiern. Di markierien Zeiten egeben am Ende das
&%ama,&zaﬁkwsﬁgﬁmfbnn
Be/'ép/e/.- Xy +23%, —Xg = Y

XU, = A4

2%yt Xy t Xy = F

2%, ~ 4 Xz +4%x,= 6

™ a3y -4 Y ]ew (2) ) 2)
3 4 O |11 |&
2 1 4
Z -4 4 6
™ -5 3 - 1) 7 ¢-2)
o3 [
-0 6 | -2
6 ©
—C O
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2usammenstell ung der markierkn Zelen, wobes 2) noth durch ()
dividiert wird

1 3 -1 t
=1
Riickwiirfsanflosen : xg=t fre/ wahibar.
X,= &+ -E,—'L'
= E -ttt

L=3(8-tt,L+2¢,4):teR]
D Anzahl der Frcx%e#sgo’ndc be%jv‘ 1.

3@/'s,pl'e/ : Giejeben sel das lineare G/e/'chamjssysvém
U—2v+w +22 =a
Uu+ v-w+z =b
w +t?v-Sw-2 =c¢
fir die Unbekannten wyw,z . Far welche Werte vor 2,6 c be-
Sitet das G/f/'&huanSJs/em L&swzjen 2 Wrie sehen die Losungesn
im Falle der Lésbarke? aws?

1T 14 -1 4 b
1. F -5 -1 C ¢
v 3 2 -1 |b-a jé‘?ﬁ
9 -¢ -3 |Cc-a

v A 2 A 2 a :lc-ﬂ )
L J

O 2&—%@4—(‘,
Das @/e/'cwanSjs;@m ISt genae danr loskar, wenn

2a-3b+C =0 j/'/f.
Fir 2a-3bt+ c=0 stellen wir dee Zef'/eﬂsﬁcﬁﬂvfamz nezs
elnmal 2Zusammen, wobei wir Gileschung 2) noth dewch 3

drvidreren.



YA 2 1 2 ) 3
L B e 0
M&M%mf/&'o&n :

Aus 2): 2=t, w=5 sind be wihlbar.
Damid v=2%=+Zs+1 ¢

3 3
: = , b—0c Y Z 4 _¢ - :_————‘&‘-"‘Zb 1Y
Aus1): u=a+2 Xy Lo+t -s -2 z t3S %t

/ns&eﬁamf erhalven war

{2 3, falls 2a-3b +c 0
gl

atZb, 4 ._ b-a, 2 : _ -
(35744t b2 Zor bt s 05 b el folls 20-3b+c =0

_2’5'—-



Z. Matnzen — 7e/i€ 4

n diesem Kc%///d Werden i 2unzchsr- fes//‘eym, wRs untel ener /i
20 vesotehen v und wee /?ecémqocm tronen 7&2’1’ /72947 2200 a’%'w’m" s,
Daricberhinaus beschc’i//vjen Wy uns mit e/@{ien /m/&yyfaﬁﬁ'me// /2
witschaffowissnschafplither Zwammmééhfm

CDqlﬂn'/ﬁ'm : Ern fech/cc/c{?es Shema ven m-n Elementenr aus R ms 7
2oiten und n %aééﬂ ﬁa/)‘/'

e,, Rz 7 Cua 77 Quy
@y R Qe Qn
A= S ! : _
Q;, Qiz Q] T Qe | < (-fe Zale
Q,, @mr " Gk =" G
/j\{e Sf)a/;é

M bezachnen wor die /’(Zﬂfe aller (mxn)-ltatsrizen.
Die @ i=A.cim ) k=1 n hesfen dor Flatnx, Dabei sot-
Aer 1. Jndex mmer— dei [ der 2. Index 1mmer oer

. Das Element a;, sieht also m wa/%omé% Ader
[-ven Zele mit der k-fen Spalte.
Andere (7@/% fe Z’e%mhmc@e/z snd auch [am)m s s (s ke D sem
oder awch e//zyZ’a(/z (asr), wenn dec Z2eslon - s w/@ﬂ?aﬁf
@wo Aem 2%4/;7/71@/74@/2(7 ﬁery@g%z‘ .
(st A eme (nxn)-Flafnx, so hefot A auch

Beispie/: In einer [lasrix kénnon 2.8. dee /(aeﬁ/z'z—/em‘m e/n1es
Linea ren &/e/céchyss(js;@ms Stenen. De Z—A(éfdz a’hje Habrix hegfst
oann oes Unearern &/e/%a/y% js;@ms,

Die 2um Cineasen &/e/chxryssjs;@m



IX Y Xy —2X3 + U Xy =7
22X, 3 Xy tE Xy 72K =5
~ Xyt X, ~3X;3 =1
2u4ehorige %06//& 2lonfenmaysi X ot
3 ¢4 -2 Y4
~2 3 + -2
-1 2 =3 O
Buspre!: Ein Unternehmen habe % Filalen ,F, B wund Ry von denen
(féﬂ(e 8 verchiedene Giiser Gy Gipy--) Grg Vef’,é@&c’f/. D Anzak s
aje verkauwfer Giider Gy m Frliak f, mn ener /esﬁe/éf/e/f Zer¥ -
periode lassen sich 2.B. in ener Jabelle angabes

F R RK
Gy o Oty Qg G Aoy GibY an, Wie viel von &, in F5 verkawf

Gy [021 @22 Qs Qo wurdern . @aﬁﬁe/’! j//a/ Ay @u  wze viel
Gy |0ss 05 Qg 0y VON i3 I P2 VerkaufY wuiden

Gy Par Bz Qg Qg
Sttt in einer Jabelle kann man die Anzahlen a,, auch n Form
einer Matnx angeben.
Car Puz Qg Gy Der Zerleninolex j/'é/ hier das Geet,
| Bt @er s @ Aer 5/9&/;4?/4/ng are Filjale axr.
: Azy =125 wicrde . 8. bedeeter,
Aass von Guct +m Filiale 2 11 der
%@/'%pen'ode 125 Stick Veréw/r/ wurden .

Qg Qs; Qgs  Qgy

Lir haben bisher rur jeseém, adass man Hatrizen berurzen ke,
m 1 thr 2.B. Infermationcn St in aier Tebele ar 2 geber?
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Der tatsachliche Muleen besteht doch dann, dass es Kegln fir das
Fechnen und den L{mga/zj mit Matrizen (7/%,
b/r /eje/? 2unachst fesf, wann zwel Matrrzen (?/é/'cb Sayy sollen. Dies
st nar smnyoll, wenn e [latrzen i/ex’aﬁe Zesten— (e Saalten -
2anl haben .
@a/xh/hon 2 Seen A =Candmxn und B=Coirdpx, - Lann ot
ED an=bn T&Zr Jedes i€ty m§ und kel t)ynf
Die Gileichhert von Hatn'zen (st alo element werise definsert
Beispiel . Gukd es £,u, v, w €IR, so dass
t-ty Su+3v+w ut 3y +2w —t2urw) .
(St—ww U +2w ):( w-v -6t -V )‘?/&L—Z
wenn ja., was Ist (sind) die Lesanglen) <
Die Gleichhert der beiden fatrizen ist @Mm/mfﬂ’aza/ Aass
Aee ,ﬂ&/j@ﬂdeﬁ Geleich wnger e/ﬁz’féf S -

3t-4y = utrdv+2w
Jutrdv+rw= -t 2ut+w
At-v+ w = uU-v
u+ 2w = —bt-v

Dies ist emn [ineares @/el'cémjsﬁs;@m ,fé“r Aie Unbekairnres
L, vy W. WIT bringen dies 2unzichst 1 de Shandardiserte
Foym 34 - w —FY 2w =0
t +AMuU+3V =0

3t - w tw =0

6t +w +tyv+2w =0
Wir losen das lizeate &/e/chaﬂjs%sém mit dem &“aa/f — Abo -
sithmus. Nach Vertausthen oer esoen bejden Gile/Chungen er—
halten wir das ,ﬂa/ge/zda fechenschena -



A M 3 O Jc-a) -3) Y-6) ffidwimbaa//éfse/):
3 1 -F 2 Aus 9/]?0{7% t/sSéRVﬁez
3 -4 0 1 wéahlbarer Faremeter
6 1 1 2 Einsefeer mn 3) Zciv[’eh‘
3 16 -2 |0 e v=-%s
-3t -3~ -J Einsefzen 1a 2) /[z,léﬁ‘
-5 R 2 w=%5
3 Einsetzern in 1) écé,ferz‘
Gl AR t=-%s
+ 3 C-4)
s )
@)

4

Fer jedes selR sind dee beiden Matrizen ’&2’;* f= —%;5/ u=5,
v=-=5 und ws=s Gleich.

Probe : (St—%’t/ Ju+3V+
U+r2 w

3t-v+w
/u+3v+2w

u—- v

—T-2w +
~6t ~V

w

£s
)
w) [£5
)‘/%s %s>

y

»n Y o«

Wir kommen nun 2zu den Ezc/zmope/aﬁmgﬂ flr Hatrizen.
Tefinition: Sei welR und A=(ap )men . Dann ist die

dé’ﬁh/ékf Aweszh

= (‘x'aik)mxn -

Jedes Matrixelement wiid also mot w multjpliziert.

Baispie |
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—
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DeLinidion: Seien A=(a;)mxn Und B= (L )rxn. Dann ist die
der Hatrizen erklirt durch :
=(an + bf/e)mxn J :(@i/g ~bik)mxn -
Es werden also }zw\e//é die Element mit f/zz/chem 2eiCerr — wnA
Salenindex addiert bzw. Subtrahiert.
h//'c/mg 017 Adelition und Subbaktion sid nar fir fesrizen m/t
y/e/ cher Zellen- wnd %a/m 2a4l definiert

35/‘5/9/'@/,- /4:(2 v —3) 18:(—2 3 Lr)
3 5 -1 6 -2 7

2+(2) #+3% 3+4 o 10 1
A’i’,&: =
3 +¢ GHEZ) AR 15 3 -8

2-(-2)  #-3 -3-4 b4 -7
A-T= =
3-¢ 5=(2) ~1-(-3) 3 % 6

Welchen Sinn Solche  flechensperavionen in Sach %ﬂ&ammené&‘/zje%m -

chen konnen, esochlieben wnr uns an einem Beispre!.

Betspie (- Das Zen f/n//ayer enel Firma. [iefert an seme vier Frl)ales
In Wuppertal, Remsched, 50//2578/7 und. Schwelm fewels frinf ver—
schiedene. Nodelle von (ompuserr. Der / /qferam/a/zj ﬁ?f alen 110~
nat Janwar wird dusch ﬂo(/?efwle Trbelle ygeée/?

;Eﬁﬁ;MWW4Vmw2|mww3L@wW|ﬁM%§
Wuppera( | 20 30 20 10 A0
Remscheid. | 20 25 30 1S 10
Solingen 15 20 25 10 10
Schwelm | 20 20 30 15 15

Zunachst Schretben wrr Adie ﬁejebeﬂem /ﬂfar/)zaz‘/}yﬂeﬁ n Form einer Ma-
71X A=t ), . au,/, wobel @ die Anzakhl der zar Filiale |, (=4,-., % ge
lleferten Computer des Hodells k, k=1)-., 5 bedeutet. Dabei /gyc’/z wir



fest, dass f-Wugpertal, F; - emscheid, i ~Solingen Fy-Schuweln sein soll

20
20
15
20

30
25
20
20

30
30
25
30

10
15
10
15

10
10
1O
15

In den Honaten Febwuar bro Movember werden di Filialen feweils
mit Aen 3/3/6‘48/? Sticckzahten belefert wee 1 (]a/zaa/, i Dezenber
erhalien dw Filialen Lééﬂ%%ffeﬂ ;znzc;é Ader [latx

30

25
B=

29

30

¢ O
325
30
2GS

55
40
30
3¢

20
20
295
20

19
20

145
25

Wir beshimmen die /'eﬂ(ie flatn'x, da diz L/e,ﬂemﬂg/a?ye der ver—
schiedenen [odelle )/[zr dlee ?f%/ Filialen ’ﬁZ’r das fesam/e (]Myr
beschrrbt : A1-4 +8

20 30 30 410 410 30 40 3%3s o 1%
20 25 30 15 410 25 35 40 20 20
"M s 20 26 40 40| |25 30 30 25 45
20 20 30 A& 15 30 25 35 20 2§
220 330 330 4410 1410 30 40 3%s 20 49
220 2%S 330 4165 440 25 35 40 20 20
i 165 220 2%5 A10 4410 v 25 30 30 295 4¢%
20 220 330 465 A65 30 25 35 20 2§
000120 7 8 o st o s
= 190 760 306 TS Azs /Mjcmzenjam 135 Steck .
250 245  3LS 4185 130
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Wir skllen nun e/aﬁe fechen fffe/n fiir die Addition von Fatrizen
un du Wﬁ/é//)éasébﬂ mit Stalaren 2usammen. De &&’féj&/ee/f
Aer /ﬁ:ﬁe/ﬂ gg/;é/ SIich wnmielbar aus Aen @%z’z/ shonesr una des
ensoprechenden /?‘efe/xz pir reelle Zakten .
Eque/n 'ﬂo’o’r dije Addihon von Matnzen
Selen A8, C e R™™" und CeR™™" djefensge(mxn) -ttafsix, Aeten Ein -
hz’{ye alle NMull sind. Dann j/'c?f :

A+rB=B+A ( Kommuv%é@fseé der Addstron)
(A+B)+C=4+(B+C) (45502/&#{756'%% der Add¥on)
A+O =A (Mullelemeni Aer Addsvoon)
A+A) =0 (Inyerses Element der Addibon)

flegeln fir die /tuttplikation mit Stalawen

Seien A,BeR™" wund «,8 ¢R.Dann ﬁ//z‘ :
(tB) A=At [3A
(A+B)= ot A+ B

Wehsend dre bishet behandeltn M%c;oe/zz%@ﬁeﬂ recht e/'nfad? siadl, 15FHee

[dhiolikhation von flathizen komplizester. Bevor wnr ene exakte Defornt'trovt

angeben, betmchien wl 2unichst enn einfitnendes Boispre!.

Beispie(: Ein Bawmarkt bieket Vﬁ” Klein ¥e/le we /(/a;ee// Svracben er.
en 0/%/2&4/2(75555;@/% an, das aus den Eestandtelen B,-Kozpous, B, -
Schubflicher klem | B, —Wéfd'c/zer grop e & verachudlencr [0 -
Aellen M, k=4,2,-..,5 zascemme/fjask//)‘ werdlen kann.
fodell 1 Modell2 flodell 3 Hodel ¥ Hodel/S

= PH BH B EE

1X By Ax Ba AX By AX By 1x B4
¥xB, 23X B2 X B> AX Bz
AX Ba 2x B3 3X By Yx B
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Wir stellen den Bedarf biv an den Bestandierten 8, 1/=4,2,3,
fr dee Hodelle My, k=A4,-.,5, i emer Hatmx B 2esammen .

4 1 14 1 1
[loAel| ma¥rix : B= ( )
0o 1 2 3 Y

Fin ender Kunde mochle dee [Modelle n ?57{7.%0[6/7 Sliickzahlen éW.~
M, : , My , M3 My =5 Hs=
Wir hénnen dies awch m emer (5x4)-Hatnx ( ém/@?%é/%‘?’)

Zusammen Steller :
4w%%r@5/na9‘%’x ( Uoktos) : A=

Wir berechnen, we vule der (/’ewe/'//gen Bestandie e er(/’eme/Vs

/%m)faﬂ LSS :

Ri A 20+ A5 + 440 +4- 0+ = 65
B4 t - + 7 1 S+ 0 =153
B0 1O+ A0 200 +3 -0 +Y -0 = 107

Das Erﬁebmj stellen wir in emer (3x4)-Hatrix (éog/;@/weé/zr)
zusammen : FrodikbronsmatnrX (Vekfsy): P= / Y 53)

10#
fan sieh?, we Sich die Elemente der Produwtsonsmarnx als
Summen der Pradeite von Elementen emer Zelle der /leAel/ -
matnx B mit den Elemensen der ﬂu/ﬁzzjsma%k A ergeten
Wiv erwertern aas 8e/'5ﬁ/e/ ), ndert war emmen zwekn Kurndler
betrachien, det de fodelfe 1 den Stickzahfen
M, : , , My , My =713, Hs= beste/lt .
Wit 67627226/2 ) M/ﬁﬂjsmm‘ﬁx um eme zweite %oa/ fe 2u:

A=



Am/Oj berechnen lotr feir den 2werten Viwnden

B, +1 AN A gZE T = 5Y
B, + 2. + 7 F1AS+0F =448
B,:0 - + 1 - +2 NN +33+Y -2 = 98

Fir den 2weiden Kunden tond somi¥t de Frodu kbonsmasrrx
eltues e 2u : - (éS 54)
/ =

153 148
A0% 398

D 2wete alt 3{7/6/ Slch a/za/gj 2ur erolen §m/% Aorzh Ver-

M/zdcmj der wwelYen Soalt der Mmjsma%nk.

Hon kann sich nun lech? vorsiellen, we man das 2&?0/29/ Lerr?

welfere Kunden e/zjc'in 2on kan/l.
Prin 2ipiel] haben wir im lefzten Be/l;o/e/ berelts ehe [teltyolika —
Hon von Hashizen du/zhfgﬁz’hm‘, Ale nun exakt definjert wiiA
Definition : Seien A=(a),n, ER™" B=(by ), eR™".

Dann st das

C=Cc; mxn € R”
die \/"en/ﬁe Hatrix, deten Element c,, 1n der (~Ven Zale nd
- fen Spalte das Sohye/m/m/e mnere Froduks ( Skalarprodi #¥)
der [-den Zoife von A mit der f-den S/Ja/’é von B st, of 4.

Cit= Gpg by ¥R 05 + - A bj + -+ Qb
n
—‘—% A b
Um Ci. 2u evhalien, muss Jede Kom/mﬂemle ay in der ~ten Zarje
von A mi't der envsprechenden Komponente bj. in der k-ren ;m/ﬁe

von B multplizrt werdern ; diese Preduite misssen dann adare!
werdben .
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Ach%mg Z Bel der Malh'p//'éaﬁ'm von Mavrzen muass die nzahl
de/'S/a,/«én der 1. [la¥arx mit der Anzakh/ der leiken oler 2. flamx
55176/6/'/2394'/}7/726/707 Sonst /st die felfplikation nichi Agqnert

Da ﬂw@fff//)éa/h'an A-B zweier Matrizen [Zsst Sich e/‘/z/acﬁef 22

enen Schema M/C/t/&fhfe/z : 2 . Jlabrx
\\/k‘ fe %OQ//@

big " éﬂé T é/’P

)

bja =i by

Qyy ~ a’d} "y | Can - Cae - Cup

A - Havnx
[~V tele—>laiy - iy - Qpn | Gy - Cin - Cip 5/36,6/2/5

Ama "'amé} T Omn| Cpy T ka, T cvvtp

3 4 6
(2l
0O 2 -5 A
3 4 A 6
A‘Bz( ) +
O 2 -5 A

3Lt (2 )5 36+ 7 +(A)A|
O+ 2 (-2)45)5 06+ 227+ (91"

y -2 6 (3 Y -4)
. ot — :;, .
2o 25
((—2)’34—6'0 -2)-U+g2 C~2)-(~4)+6'£—§)>

-6 Y4 -28
(-3)-3420 (3)U+F2 () D+ F(8) ) =(-3 2 -32
§-34+44-0 S5-Y+1-2 5-(-1)+ 1-(-9) 15 22 10

Be/lslp iel:

(~23 %‘)
-31 9
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Achz%mg OV Wie das f/))é/éf/}f/ %z/f// sind A-8B und B A (wenn wber—
haup! de{/h/'en‘/ in /4/{7@779/)2 e /emﬁ/édeMOV
Da Rultiplikation on Mafnzen /st nicht kommatatsy 07
Im Folgenden wollen wir weitese @//gemg/d (7[5&?726 fchenregeln 7&2}*
(Tatrizon 2usammensiellen. Dabe/ /sf dzeme//s 2w beaachter, Aass Az
Ordlnungen der asizen so Gewdihlt wesder, dlass A arizeqebenc:
Rechenoperasionen definier sindl , d.4 . bed gler Addsizon massern
2oiten - und Yoaltenzah! beider Flatrizen tiberemstmmes, bed der
Faebtjolkarion muss a S/ya/Wzaé/ der 1. Fiornx my ¥ oer Lot /e~
2ahl der 2.Mavrx Cbharenstrmmen.
b/ tere /?pr/zemeqe/n fm’ [latrizen
Selen Ae/Emw B é R™™F wund € € IRT¥, @4/7/7(7//5*
4 B) C = A (B-C) (Assoziatiygesetz)
Seien A€ R™" | B, C€ R™ . Dann f/'/f:
A(B+C)=A4-B+4-C ( /Jhksée/%fes @/sm’buﬁ{faseé)
Sdien ABeR™", C€R™. Dann gitt:
(A+B)- C=AC+B-C ( rechfssertrges @/57‘77'/%»6'{75557‘2)

Be/'s//yxé/ © Eim Unkirnehmen éefzé}%(}// Pﬁ?‘/’ /A b‘m;é//a/?j Aterer (eickel
Gua, Gy, G Vier verochiedene //foés)%,é’ie 2, Rz, Bs, Ry. Bezeorchners
wr mit dr de /szie an Enheten des foAS/éV{%S R, der zur
/é’em/e//a/zj von Gy éeno%ﬁ')y‘ wird | so sel die Hatnx R=Cr7e ),
jegeéeﬂ Aurzh : /6:(/{5 g g >

3 + 5
A A1 8

D HMan ung fir dlie nachsten baden Zaﬁm&dm sa' jﬁe/“"% Aurch
ded Frodubtrons matnx P=(pj )z , wobes P ol 2w produzce -
rende ﬁenje n der k-en Zec'vjﬁen'as(z bepachres.



2F 241
P=/45 zq)
23 19
wWir berechnon de Ledagsmasnx B=(bie)eys ) Wobei b den Bedary
an Einkerten des onsto/fes R in der j-ven ?/afza/zgslaeﬂm’e beza chael

o 3 Y 22 24 407 358

- 4 s 2 —[229% 242
B— RP— 9 ’7‘1_ 3 (45_ %%)’ Ue3 ys2
A A1 8 23 3726 437

Weiter nehmen wir an, dass die Preise ;5,% Lur die Rohmarerzaljer
dweh oo (1 xY4)-Hakix (Zetonvekfor)

P=(20 15 410, 25)
gegeben st und  berchnen dee Weosten , dis 1n den beidlen Tla-
nungsperioden fir de Rokstotte anfallen Azt

Yo+ 358§

K=P B=(20,15,10,25) (iig i}zz):(zggos) 26235)
276 437
In der . @aﬂw/ysloenbﬂle 7[&//6% Som/t 25605, 1 der 2. Hancegs -

penede 26 135 Geldemhenten fiir die RohSieoffe an.

/rLSjasamt haben wrr zer Erm/%%lwzj der Weokn K=P-(R-P)
berech net. A/fye/? Aer il z‘{iéw'/ Aes Asso z/mé'/(/jese/%fs hatter
wir auch K= (P R)-F rechnen kénnen.

Im 2asammenhang mitder uhplikarion iollen wii zeifen, w/as ankel der 72
tenz 4, nelk] einer [t au vertdhen st In Analogie 2u Pokonzen von
reellen Zakhlen (¢ . D das FPradukt 2aeler /7 -
vri2en nur definiert 157, wenn e \/fm/;@/ir?aé/ der 4. Jatrzx 11 Aer
Zeilenzahl der 2.Hatnx fbercinstimmt ot A=A A nur deferrert,
wenn A eine W&Z&%C/Le /Matrix ist (paltenzahl von A=2ellen 224! von 4.



ﬁe,ﬂ//z/'ﬁbﬂ c Sor AeR™". Dann it dje aléfé'ﬂ/fﬂ‘
ALerch

Beisprel . a2 L /1 2\ [12 72 40
' A= , A= ' =
3 4 34/ 13 ¢ 15 22
2 2 7+ 10 1 2 37 5S4
A= A% 4= - -
15 22 S 4 84 /18

Auch wenn die @eﬁhx'ﬁm v&Z’r Fotenzen e/’/Lﬂz ch wund mﬁe//?gexza’ =

muss man auwfpassen, dass man kene Fehles macht, i olas o -
gende Beispie! 2ergf

Beysprel : (A 2 ) {2, 4)
/ A= B=
o 3 -5 -3
2 A\/2 ] -
/42:(4 7_)'(4 2)2(4 2) ,BZ:( )( 4)2(/1 4)
03 0 3 0O 3 ~S -3/ \-5 -3 s 4
e Bz*(/l 8 (4 4)_(36 34)
Lo 3 ~\us 3¢
4B (/z 2) (z 4) ( )
o 3 -5 3 -415 -9

(A B)= { (
-15 -9 15 -3 266" 156

Es jst also A-B°+(4B) i7

Dies /iejr‘ daran, dass )fzf{f e /w/vé/d/}éaﬁbﬂ von Fabzen Aas

Kommw‘a%@ese/? nicht gity - (A - B)°=(4B)(A-B)=A- ]3 A-B

ar{%ﬂ nicht Verz‘aasc// wesrder

Aus dem MMij m¥ reellen Pahlen wissen 1y, dass die Zabl 1 bei des
/ch@ﬁpl[/wﬁm eine besondere Rolle spielt: Fir alle aelRl f/f/ fo- A=A =k
Wir 2eigen nan, welche [otmzen diese fplle bei der Hultzphrartzon
von [latrizen lbernimmit.
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Definition: Di 5t djejense (X )-
HMotrix (oder auch e/'/5fac/z ;N manchen Bicchern auch 1,,
baw. [), deen Elemente e;; ,i=1,2)--) n, af der /é’de?ﬂ/d/é(tfé—
nalen 1 sind und dewen sonstige Elemente alle O siad , o L.

Es ist le/cht zu zeigen, dass E die folle des Einselemenes besder
Mﬁpl/;éafz’m von [anzen hernimmi, wober die Dimensionesn #u
beachien Shd.
&Sfe/ c st Ae R s0 j/'g/.'

A-E,=E,, A=A

Beispiel: (z 4 ;) 10 O> 4 o /2 1 ;) {z 1 ;)
/ o 10 :( ) =
4 3 9)\ o o1 © 1 4 3 9 4 33

Aus Adem Z{m(fwﬁ mit reellen Zaklen wissen wir aueh, dass es

we pdem aeR\305 ein inverses Element, ndimlich % aihtyd 4.

K- 4= Diese 2usammenhiange siad beim Mmjmﬁ ot flatsr zevs
Aeecklych komplizerser und werden an ;022/06/‘ Skelle behandelt
(Vﬁ/. Invere Hatrizen)

Pas folgende Besple! 2asl; dass auch die fagel im Berelich dler
ree/len 2aklen, wonach ein Frodukt gena Adann O vty wenn eirrer
der Fakforen O /51, nicht &'be/frz:ejf/’/ werden kann .

Be/;g/y/e/: (4 -2 )(Lt Z) (O o)
s =10 2 1 - O O

Zam Schluss des Kaﬁ/ tels wenden wnr uns noch einer welkrer
llasrxoperation, dem [mnsponiesen einer Jlatx 2. Dazu berfrach-
¥enl worr noch emmeal Aas J?e/ls/o/'e/ a«/ S. 11



a5

Beisplel . Im Beisple! S A7 hatken wir die jonige V2t [ angege-
ben, in der die Elemente die Mengen an Einherier des /?MS;%S
Ky, /=4, 4 die zar /4/61’5‘14’//%/4‘7 oAes Geukes Gy, , k=12, 3, /25'94('75/444
angeben .

110 3 Y4
q 5 2
R=
) + S
1 M1 &

De 3/ex'cheﬂ /n{ormﬁmen lassen sich awch an der fabtmx &7
ablesen, n der dje Zeten als Soatien aufgesch yuhen werden :

140 4 3 1
R=13 & 2 a4
y 2 & &

Definition : if= (@i € R 7 Die
/5t dje l/'e/z{je [latrix, n der dje Zelen von 4 nachemander als
E/n/:(en M{?&Sd rieben werden, -4

Far das 7lans/z>0/z/'efe/z von Matnzen je/;@rz weeder e/'ﬂ{'fe /5(?5//2 , WOV
nar die lefete nicht offensichtlich ist
Reqeln ficr das 7/—22/25,/9012/2916/7 von fatnzen
Seien 4B R™™"  we . Tamn gilt:
CAT) = A
A+B)=4T+BT
(AT = - AT
Seien A€ R™ ", B e R"™F. Tamn 3/'/24.'
(4-B) =B A7



Wir schauen uns die lefzte /%17e/ an einem Ee/';o/e/ an.

Beispiel: 12 3 2 -3 1
! A= (-1 0 -2 B=({o0 2 -1

4 -1 2 A 0 3
51 & - [ -t
A-B= (-4 3 = | (AB)=(1 3 -1
10 -4 11 § -+ M
T 2 0 1 1 -1 Y4 5S4 40
B A'=[-3 2 o ||z 0 -1]|=|1 3 -1y
-1 3 3 -2 2 8 =t 44

1
o [ 2 0 1 J -6 13
AL B'=(20-4 |- |-32 0 |=[3 41 -1
3 -2 2 A4 -13 14 -6 3

Fine besendere Folle spiekern [latnzen, die mit iher Trnspon/cer ikber-
einshmmen.

Definition: Sei Ae R A e , wenn ‘7/}5‘
Ah. Wenn @ = Qe ficr alle nk=42,..,7.
Be/s/p e/ Du [latr2en
1 #+ Y a b ¢ d ,
/;— g 2_) ; (Cb e lﬁ %,) sindl s(ymmeﬁzsch.
L
ol L ¢
Be/igﬁ/e/ : Sei Ae IR eme be//'ebﬁe mxr) - Hatrix. L,/,’rze/jen,
dzss a)A-ATe R™ 7w 6) AT AER™ " Steks symmetrtoch sial
2u @) WiT méssen zegen, dass AAT=(A 477,
M den Rechen regeln fir das %”Wﬁ/é/fﬂ von Jtatiizen g//¢
(AAT) =(47)T- 4T =447,
also /st A-A rﬁmméhw'cé.
20 b) Wir mussen %e/;m  Aass | |

M den Rechen fe\?e/n Flr Aas 7752/75/0/7/2?/6% von Jatr zen f//z‘ .

| |, also AT A fjmmeh/n'cé.
Selber veruchenV

Matrizen mit werteren S/Uez/e//eﬂ E/jensckapfz‘m wesdten Soater behandelt.




3. Vekrtoren

m Glelen Wapitel hatten wrr beterhy bal letsizen mu¥ nur einer Zele
breo. ber /latsrzen mi¥ nur eimer §oa//€ n Klarnynerr dse f%ﬂ%
Zeilen vekvor bze. fm/ﬂéﬂ VekIB) VeRwendet. Belde werern wri aucs

als Vekigren bezeichnen. Lir bezeichnen bkreren 1 der %5/ V-
kleinen Buhstaben mit enem 02/ dariber: .

Ficr cimen Soalten vektor a e Schreben tny @ = ( ::) Der 2uge-
éo"nje ﬁzzn.s/;m/'e/'fe Vekrer 15T clann der Zellen vekfor Z7=(a,,a;,.-, Q)
D Zahlen a,aq,.--, an befon Kompenentern oder auch Koeresrafers
des Lektors. Insbesondere Vekrown des R und IR> haben recht anschaue-
liche geometnache [nterprefatsonen, mut denerr wni” uns jn Ansohless
an dee Facheneperarionen bechaf#igen wollen.

Hechensperationen Liar Vekforen

Do Wir hier Vekteren als éoezfe//e lpen vern [atr72en bekandelr, (;K/ -
fen o fior (latrizen angegebener Rechensperationer auch fir Vek-
toren. Pur Lobersicht fassen wir dies fror die soez/elle Situaton nack
einmal usammer.

a)Zwer Vekforen &) & 2elR” sind q/e/cﬁ Lwenn Sie 1 14 ren /@M// /gert
Komporenter abeffmsﬁ/n/%e/m{ h. &= E>a,=b) )fura//e/éff Zeynf,

b) Zwei lektoren &, 5° ¢ R werdtern addiert (subtraniert), imdermn plre F-
wei &N KOM/O/ZM ten addserf /saéﬁaé/ef/) werdes d. 4.

as+ by :4
- = a - -2 @2 2
&+ L= [ @B

¢) Ein Vektor Z € R trd mi# einens Skalar aelR /71%/%,//'9//24@77‘/ 12—
Hom dle Kom & ms¥ o mulbplizery w2iA.
/edz /C:Zeﬂ Y o malhplize
oL Q
o A

-

z
X-Cc = .
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&/5/_/9/3 [ Ein Unternehmen verkauft S verchedene Giter. D Peise 12
Ewro sind 1 dem Fesvektor B=(7.00, 3.00, 3.00, .00, 2.00)
jéjébeﬂ/ wober ©;,/=42,--, S don Fres fier oas i~ et bezeith~
net. Es wid nun ,fok/?vexzdz ?ﬁem'erﬁé‘/zwg beschlossen. Bel allen
Giiesern mit enem Trels bro 2e 5 € werden de Presse wn Jewer (s
0 30 € erhsht, bes denen ab 5 & wm O0.S0E. [eter wenrder
o’ den Lm/o;zl’/zj//cﬁeﬂ Preis noek S% a%{f@éé/ajén.@er Fhess -
Vektor mi? dien newen Presen berechne¥ sich somit 2u -

200 0.50 .35 6.50 78S

&\ [ 300 0.30 3.15 0.30 3US
[41755) oo | + [0.50| =945 |t[050 |=|43.35
4.00 0.30 4.20 0,30 $.50

2.00 0.30 2.10 0.30 2.40

Tas innere Produkt (. Séz/m/’,o/wlwéf/ 2uelel Vekrorer?
2o/ Aer élléef%mfw% oler fochengpemton 2ueier Vatsrzen ermnnern
Inr wns zenachst dasan, dass das Froduks A-B swder /T zes
nur Adelniert J5Y, wenn dee Soalven 2ahl ven 3 st Aer Zey Vien —
204/ von B iiberernstrmmt.
[5t A nun soeziel! eme (1xn)-lutnx (d.-4.en 2elenvekror), so
Ronren wir mit einer (nx41)-fadirx (o -b. erzen %a/;éﬂﬂ%k/w)
und. awuch cwzje«éeém‘ mulbplizern, A b

by bi2y baaz --- b,&n
(%1) '(M,az,--,an) _ lo:Lcu loz‘a.z loztavz ¢ RMXV\

én ' . ‘
..Iﬂ'la,,l bhay, - bVlaV)

bzw b,

(a4 8, -2, an)" (%2 Zabta, by r-- anby €17
bn

/m 2@54»7/4154&@3 mit Vektoren fihst das 2we/te Thodwky auf

Aie Definitaon des 1rnesen Frodakfes beco. Sealarprodekies

2waer Lok/oren,
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Detinition . Seien 2, DR zued lebtorerr. Tann [sf des /anere
Frodek? (. 5éa/m/‘w&o@// LZ0 7 deﬁn/ert Aeerzh
Lo\ B2=a,bita, byt -+ anby = %7@ by .

Achteng VY Das innere Produkt aueler Vekfown st kan Vek/os;
Sondern eme reelre catl 7

Be/s,/o/éf/: Der Precovekter B zL (3 20 ,2.30,%.40, 3.50, 520)(7549
de Frase n € pro kilo ’&o/ vesachredene Cbsvsorten arn. Iy Hem
Wasenvektor X=(0.5,1.5,22,0.% 3.5) sid d/ej@wa

/7@/67&/7 n Ag xﬂjﬁcée/? as 1anere Pragukl <5, X > f/b)‘S&-’
mit den far dee Waen /ﬂSjesamz‘ 2u 2ahlenden 77/6/5 arn >

3.20\ [095

c 5 2.30 | [1-5

<pr=<| 20 ||| 22 |7 =3005+230 45+4.40 224350 0.7+5:203
520/ \3.5

=35.62
fechen /eqe//z q[/‘&,’r das imnere Fradeekt

Seien &, 5’ 2elR” kelR und Oéﬁ”degw 17e Vekror; dessen Komyeren-
ton alle M) Sind. Dann f// 7

Y T\ B >=L0, &>

Y\ T r=<& > +<a, T >
c)<o<*> T =L 2xbr=-La T >
LT, T>>0&>T 0

" n
zea) <a, L>=2>_a/b =2_ ba; =< ]2, z 7
=4 =4
2w b) 4071 L+c D= 2__61;([9,'+C;)= ZA.‘Q,'E,‘*ZQ'C; NV Y22, T
= =4

n n_ n >
zu c) <o, b Z:Coca:)b{ =2 a;(xbi) =K‘Z; arb;=<a B>
=4 =1 =

c_/-y__/
=< 57,%1;7>



_.L,i/

~S5 = 2 - , - >
A a, & >>0E0a% vag . +@, >0EED ay tOfarmindesferns ein /

= a+0

Geomerrische [nlerprefation yon Vekiors
Im /7—7(76/2&{6/7 wollen wir uns sunichst mt der FEOMEHSAEN [ufer—
prefaiion von ekioren éef”asse/z. oz beachsn wir ewundch SV Aeess
A Angabe besfimmiter Gudgen wee Kaff and Geschwmndiphess
nicht nutr de 4/Wz emer Skalaten Givgte ( Zahl) erforderr, s -
Ademn auch de 4%(7@4{ enes /fz'c/zfémf. Arischanlich ensgprrctt
dlies enem %Z s F emer bestrrmiten Zc’{/z(fe ten e/rer besyzonr—
e A?/'chﬂmg.
Alle THeie mst f/e/cﬁe/- Zc?ﬂfé wunA j/e/‘céér (2achtg werder 2c
enem Veklor mamme/ffﬁfasﬁf JeoloT TRul erres ek zro e
[eprizsentant des Veklzsr. “Wenn man eren ke, dann kel
man all "V
Anschadich em?a»ec/zeﬂ Vekrtsren z.B. Vem%/ééangm.
Ve Punkte 4)B,C hejber Angridepnntre,
da Funtfe peefoen
T Aes Vekloro

C

= ~e

G
Vektoren lassen sich  put I#iife echy linklger %ﬁam’/‘/zméw%wéme ver-
anschawlichen. Im R* verwendef man des Kosrairasnsysinrr m14#
AL XXy e Senk recht aufemn ander Stehen. Im R benwr'et mav
Sgenannte RARAGAAGE %6}@#76, A.4. dee pewells Senkrecht aufer?-
ander Stehenden Koordimalenachsern s, x, ,xs werden 71 des
(7/02/%6/7 ﬁe%fxzfo(/fz j’ewz%/ ¥, wee Lremen, Zé/fe - //‘f/ﬁ‘a{/wfy Aer-
rechien [tnd.



X2
N ’,‘f 4 ﬁ/’ﬁ%//f/ﬂfer )
Xy, (2@{%?/){76/’)
> X,
X, (Dawemen)

%//e it /4/€7q'4%ﬁaﬂéf V4 /(/x//pzméf /w;éeﬂ Ontektorern . Taduizh
wird e/ beshmmiter /?a/yrism tant eines Vekloso fe&@e/ef%. Dee Fesr-
[“77‘”{7 eines Veklero Qeschieht daner derch de Angabe der Hoor—
dinanen Aes Z/e//ﬁécﬁ kleo des Ovovekrfor

&/’5/9/8 /: Zarchnen der (Wovektoren

5?:(42) / ( 57:(;)

Wir konnen nun ai Additzon und Subbnktron ver Lefrsrer wnal Zee
W’//dem%‘m enes Vekrero mof etz Stalx) (7@9/)23%% yeran —
Shawlichen

P — 1 — o _ (Y
Beispre/:  a’= ) @ +b= ( )
7 2 3
A ﬂ[\
otb
34[_1 = /\
ot gz P
_.7 /0,* ,
44'0' / 1 -1 c:?
i + a"‘tblt N a?/‘ 1 S\
R B PR e TP I
/




=2
o=(

N
T
o T
N ¢
S—_
Y
@
oV

N

-A

1-3
'L‘C?_

T2

/st x>0, s0 /¢ ac-& oler Veé/w*m/'r‘éfme/ém/?/tﬁz‘zay Wz &, Aessen
Uinge das «~fache derlinge yon 2 betidigt. ISt x<0, 50 whad’
der Vekior m¥ enfgarengeseriover Kichting we &, dessen lange olas
(~ec)~fache derlinge von & betrage.
D bishergen fe@meﬁw'cém /n/erp/e/&ﬁm pir de Fechenspera honen
(assert Sich (dann a//er&z’/)/fs nicht mehr anschaulich) per Vekrpren ;.1
R verallyomenerrr. Des Fotr? in Erpebnss anf de berero 24 Be -
g/nn Aes /@o//e/s Mf?eée/z«m @%}z /onen.
/o @‘/73/24’5/7 werden wir uns m/f Aer éci’/zye (Betmg Norm) erzes
Vehtors wnd Hem ZW Aer ﬂh%?fo/za//fa'?‘ ééscéé’ﬁéjf/?. Dnzu
erikern (rden Sachverhalt 2unichston REbew. B> und veral/~
gene/nern Adanrn e 2?77/% @’ Aen So7
Botrag (linge, Mosm ) enes Vekroro
Unter dem Betrag (der lange, der Morm) (&) emes Vektoro & vesorh’ oy
den Absiand des 2uCpunkteo Aes Ontovektoro 2um élrp/y/a/zj aks

Kam%/w@ﬂsjskms .
Xz
A /m IR*
e NMach dem Safz von Z’yﬂmﬁ@msj/g/r
7 g N2l =a; +a;  also IZI=Taz+az '
'&4 ox,




- ?_ —
A Im IR3

Mach dem Salz von @%ajom (7/'6‘ RUNGZ CAST
?&’Zr Heo @/'aﬁma[e Ao Rechfecks i aler

X, X -Ebene: /"= o +a

Ebenfalls nach @%ajms f/'f/,f[c‘r Aas fecht-
wvh/d{;e Drejeck 7

2 2
& (1% = d*+a = oy +a5 +05 , also

'l =TaZ +o& +az
Beisplel: Der Betmg von 2=(3) ut 1ZI=T5+16 =T25"=5 .

-2
CDerBWg von 57:/ 3) wt I 1=Te+a+46 ' =Tz3".

De anschawlithe A@r/e/z‘m(f wd In ferpresarion wia nan 7/%/74/%4{,0/“—

ma/éen vera //jeme//'?e»z‘.

Definition: Se & =la,a,, -, an Y eR" . Dann wtder Betrag (A (ange,
die Mosm) von & Ahpert durch )

Y
. A 3
1@ N1=Taz +aZ +—+ag ' = g% Q?j

Jer Z:’e/mj enes Vekles) owhf mit dem innerer) Frodudt eizes tebroro
i /a/;mafer Zezce'mg ; )
L&\ Z2=afralr -+ar =l_{7—Q/Z = 12|l

Wei let gelten Jer den X@/ﬁ?f enes Vekfors feseree,du VOlll W/ﬁ 2u
denen e den Zeﬁnf enes reellen Zakl s
fechengese/ze or Aen Betgag eines Vekrer

fe/'enuc?, 5eR” und oéé\//f?. Tann (7/57’

a) 12120 und (@l =04=>&=C) (Raotintit)

b) laalll =lal-llall (/‘/007?76/2//52’%)

¢) Na+blc @ +1T (Dretecks ungleichung)

Ltpend a) und 6) direkt aws der Defintron yfo(/fe/z |, Mathen wir

wns c) anschaulich in IR kar-

2



— 8 —

77

Anschacdich 1t klar, dass die é&‘nge Aes Summen —

vektor Z+T héchskns ich der Swmme dler

/ai’nfen Aer Veltomen @ wnd & i5Y- Anschawlich ist
auch klar, doss dzs Gileichheszachen n c) gera dann wgye/wmmm
wrrd, wern &> wd & die f/e/che /&M&Mj haten, Ab. wemt B=w- 1t
Ji¥ «e R .

Eine besondere kZeZe{cA/zzz/\?y erhalfen Vekrerry deren Betrag (7@% 7 2ot

Sw /Lad/'éeﬂ E/nher¥s vekreoren .

(st B IRTN\IO], so erhatf man dlen Einkeitsvekfor o /?/céz‘mﬁ

Aeerch @’ = n%zu o’

Denn : &° hat de /?zduﬂ%j yon &71 do “4/&-}” Z0 yz}f{
Ficr den C@eﬁzzg von o *q - :

l&en-7 5 qame §*=

Agi o A NZl= 4

Narll

Beispiel: Sei &= (1) Es gitt: 1@ I=Tera = T2
Also ist &%= \/42:7 [_’; ) Emhertsyek for in @/C/zfd%ﬁ yon a’,

y y
Ser b= /3) Tann ist ([B1=T16+4+1+9 =130"; L° V%(‘?)

Ein welferer m'c/néjer X(eﬁﬁg[ st aje WA@U/&// et von Vekioren.
Wir cebe l’/ejeﬂ 2unGichst wweder i #ﬂ&hwa@?smm W Sich e
O, 0‘?@0@2/7123‘ 2weier Veltoren 7 wnd b chambbrisieren (555
. Mach dem Satz von ?7’%{7% jst der yon & und b

=2 Q

b em jéscé (ossene Winkel je/zaa dann en rechiler

z% A//‘/wécé wenn (7/6/ NEI*+ 1 &=l &~ T
Dalla?P = L& a2 1B 1P=<b, 52 |- CIP=4& & 7-24& T P+<B B 7, st

djes @’Wm/enz' 2u L&) &2 +<E’, b7=4a, a>-24a,5 7+<0G\ B 7, alo
dguivalent 2u <7572 =0.
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Wenn 2wel lektoren @ und B anen rechten Winkel enrschiiefen, nennt
man Se 0/0/4?704&( . Dus wird {ir Vektoren im R” allgemerz nun so
Jormul ier?-
Defunition: Sden @0 €R". & wd & heeben orhogonal, wern it
InNereo p/w(xé}‘ Aen 4ert O ha¥, A 4.
1 & <z T>=0
ﬁex_sp/e/ Welche der dred Vedloren 2 = ( ) >:/2§/1 Z>:/é?)
sind &%g@/?ﬂf z

Wit baechmen du mneren Fradukie

b? <{) )>~—/1 < 57>=<(24)(—49>>:o
/ 3' )
<k 7= <( )( )7:0
1 2

Also gitt: &1 & and U1LS ; @und T sind nicht erthogoral’
Beispiel : Wir botmdien di soezitlen Einheitovebizren

2= (3) wd E=(2) i R2 D bordon Einhaovetsoners 2egen i

/?z"ﬂ?sémﬁ der beaolen /(mkm/eﬂacégm wnd es oidy'-

<&,82=0 ,d4. 2,1 &

Entoprecend 2@&;&7 i RS A Erzhetocklorenr E,= /)ez /5)63 (’/

In @d’lkmj Aoy Koordl inafenachsern.

Qo <3;,82= 0, falls 14k, 9t 8, L8, ELe 2125 .
linear Unab éc’o’/zuq/\'/qée/}‘, Dinension wund Basis
Im Foloendlen werden wnr uns mit einjgen Schr 2entfralen ZW/? Aer
Lin@aren 4965/% é%/xsse/z. Lo werden daber o voLgeher, dass wir de
Sy verhalte 2undichst (anschaulich) vn 1% eraisdern, um dann e’
sorechende Ve/zz/(;?e/rze/'/zerm?fm wmn B an 2ugeben
Vach E/'/z,éz%/m/g Aer Rechensperationen Addifion wund /lelfjols katiev:
mef enern Sealar eu Beginn dieses Kapitels kbnnen wir nun zu




m Vektoren &'y, @z,_., @, und m reellen Zahlen gy bs; - ) K Ao
4w5dmc/e

r_Z B, = Ug@, + Ky By boed Kopn @
bilolen. E//zen solchen Ausdlreck nennt man Linear kombluartzon der
Vekloren @, 0z am .
GubY es 7&0!’ crien Vektor 5 reelle Zablen «,, .., tm S dass

b = 2 « 2
91, o kot B 0us B @y im) & Uirear hombindrtar: Fan st
auch, B’ l&sstsich als Liearkombinatron von o0, -, &y oar -
sellen.
Beisprel: Der Vetor b= ( _32) lasst sich als Linearkombinaton Aer Vek—

Yoren é74=(4) a, ={'4) darostellen , denn esf/'/f :

'Z)— : (4) )

s
o)
S
™~
o

N~
X

H

Ee/sO/e/ Der Vektor b ( 3) vt kepe Lincarkomboinafion Wﬂa ( 2) a ”( 1 )
Eaal we man &, and &, linear kombiniert  es kommt immer ein

X2 . 2 - >
T Vielfoches von () herzwes , de leien a,=23d,
25 >
1 — — _
> 0(,1 GJ/I +a<& a?z:— (KA"—ZMZ)‘Q//I
11 -4 O_J ‘ - . - .
a Do b aber kein skalores Vielfaches on &, .0%,
—t= = >X, - . . . .
A 7% st 5 micht als Linearkombinasion von

o, wd 2, darHllbar.



~ -

Beispiel: Der Null vekfor () Ist sewohl [nearkombination der Vektsren
5’34: (g)l 5'72.: (43)/ a,/S %CA def V&é/vfe/’l 84: (/%) w/zd ZZ':/—_!),
Bei den baden Fallen beskht /éa’acé e wesentlicher, jmdsc'a’fz -

[icher Unferchied.

1) xal )4t (5)2(8) € f“”% ~°

3¢, +

X, =0

§<=> 0<4:0(z:0

Es gibt nur eine /é'sang, namlich &,=u,=0;ake soqenannte

frowale ( ééanj.

2)«, (42)+0fz(33)=(oo)<:7fii4-—§::§

§<=7 0<-/I=ZDCZ_

ES bt unendtich veele lssungen; neden dor Hrisiakn Lonting
a, =%, =0 sind auch alle Kombinatonin ven «, émda/_é//&Zr

e =2, wt, lé;mjéﬂ.

/

D Ubortigungen in den letsten Balsnielen fituren anf einen wrchfiger

Bariff in der Lineasen Algebr, namiich der Lirearen é{mééé’/()y{'?/é el

den AT andchst fir Vekroren in IR angeben wollen.

Delinition: m Vekloren 2y &, ..., &, heypen lineas unabhiing1q, wenr
dee Gileichung / g) - f% Gy s d friiale [Sang, ol 4.

& 4 :0(2: el = W =7 &@/7’2’%

(bt es awper der #rivialen Zé’awg not’) wertere Za”omym, So heyberr

sie [ear aéﬁa/?/g



Upenoar /st de E/\?@ﬂ%ﬂ/f Hor Linearen 4%%%{/7/66/2‘ baw. /l/zaééa"{fﬁ*
koot von Vekimen im IR” verknipntt mi? der lage der Vektoren zuemardler
Wi¥ wnteronden dws nun Genaer
2uncchst falken (i %’@?@W ﬂm‘ /st eirer Aer Lbktoren 3, .., &,, der
Nullvektor  ol.h. 2 =/3),&2’r ein (€27.-, m5, dann snud de (eklorr
By, B Lircr ab/dnjxj, An flir pede LRI von oc; #0 wnd alle
;=0 mif [#i Stets (5= o; &, gitt Al.b. A Gileichung
(8)= Ii;o(; o boaltet eine nicht#viale Losung.
Im Folgenden betrachien wni nur nods den Faul &, € R \3(2)F
m=A 2w unkruon st des Gileichurg (§) =4 (g
Fiir Z,# (8) it dies nur (5bar fir o, =0,d.h. ein loktor,
Hot Mfle/'cé Ao Nl vektor 1oty /st Svets //M/’Wééé’/gg_
m=2: T wnierouchen st di Gleichung [§)=«. [::)Hca (ost)
Hat die Gleichurg éie nichirviale (Gxng, so muss «,#0
und o, # O qelien. Di Grleichurg ist dann é’gml/a/em‘ 2U
&=~ ff—j‘ &y A h. &, ot ein skalares Vie ffaches von 2, .
Da beiden Vekrfesen habhen also dieselle oder entgeen fegef?«/e
/?/'c/zkmj, sle sind linear abhingiy. Di 2cgehSrigen Ortoveke -
Yoren wam awf’ emer Geradern durch der /(mp/w/zf.
m=3: /[ éegen betecto 2wer Oroselforen auf epes Garaden, so brathen
Wik nichto welfer 2u. unferoucten, es Ligh Lineave /%Aé’/g(/f -
kest VOI: Was passiert, wenn dies nicht der Fadl is7, rmacherr
Wir uns mit einer Skizze klar.

N
3) —4)
7 - ~
- &4,(/1 &3_(4
“s % Die Gleich 0+ G > _ 0
. 1€ es/c ang My +Kp & + 3= O

/St é’%m/gm‘ 2t Adem [inea sex



&/e/C/Léc/?ﬁSSJS/em: By + Kz — X3 =0

Ky Ty +o¢4=0
mif der [Ssungsmenge IL=((Et,~Et,¢) : t€IRT
Weblen wnrz B. =5, d-h. (x,x,,2x3)=(3,~%S) so e19/47
Sich dee m der Skizze 9(4(7@5/{3//9{6 Stteaton.

/

Inggesamt qilt, dass je olwe/ Vekforn des R® /' mmer liagcer
abhdngly sind. De flasipalzahl lnear cmabéa"/zjﬁef
Vekrtmen im IR /st also 2.

Wenn wiy uns das oben skehende Beisoiel noth ern mal an -
Schauwcen, Sehen thrauch, ass sich 2-B. der Veblor &, (aber
auech /wéer' andese Vektor des IR?) als Lirearkombinat;on
Aot Linear maéé&%j Igen Vek foren &, und 9272_ Schtel ben

=2 _3 =2, 4 = Xz

loss? a3z ="FoatgFa, Py
Cfs‘lr'/
e >>{
e‘i{ﬂ'o T P 4
,13-,,} .
g L__,{

Die ober aﬂjesk//z‘en Ze;‘ﬂzc/a‘xffl,jen j@ée/z 7&27 alen B2 4. (760 —
metsrach dw Ebene) Anlass 2a 74/76/?&{6/4 Z%%Séz/ala@e/?.



_4)‘{._

/m Hinblick acf anschiie fende Vera/ﬁeme//'zcmgexxz fir den 7 s¢ e
A folgenden formulierengen etuns komplizirser; als dus f2iralon
/R? /2077'3 ware.
Definihon.: Da llaximalzah! linear Maé}zé’nj‘/fer Vekforer in Aer
Ebene, d.-4- 2, haufot Dimension der Ebene.
Je zwe Cmear wuna ééa’:ngffe Vekferen der Ebene biden eme Pas/s
Aes (R? ( Zwe linear urzaé/zénj{ye Vektoren spannen dee Ebene cace/’ )
Fir k Lirear unabhingige Vektmen &, .., &k IR heght olus
/72/73@ %=2M4Z’Z4 +——+0<h52,e: gy K € Ri k-dimensionaler 7Te/lrewm
(Unserrmum) von IRZ. ( Im R gind nur k=4 oder k=2 Simnyall).
2@/1.3/0/&3/.' Lir betrachten no einmal e Vebiprer 57,,=(/0’) wid &= (%)
A/ejexz & E oyt Ky &y = [3/ ED X, =K, =0 f’f// Aass dre s0Ge1211
en kartesischen Basisvekforen €,,&, (ineas maééa’)%@/jswd
(wd eine Basis Ades R bilden. Jédé/‘ belizhge Veklor & ek

lasst sich Sehr einfach als Linearkomibination von &, &, dar—
. y 0
5‘{6//@/]. /324)=a4'/0)*’0~2(4)

g, und &% bilden etnn Basis des IR°

Beispie [: Wir iberleqen, was ein 1-dimensionaler Telraunm des ¥ c
geometmich dasote/lf. Sed &= ( e ) LT betrachrer

L(=§oc-e_3:o¢e RS

Durch den Orovektsr 2 1F 2anbchsy ene be - X2
s17mmte /‘i’/c/u‘/wg vorpeqeber. Durch den [ablor -\ |,
& kanil de Linge belietis verzindert wid be/ S S
negas1vem o ce fﬁ/’cﬁfwg m(fe/éeén‘ e 1
breometrach entporechen 1-dimensionak Tel] dme Somi? bumcton Alurch
Aen Urgprang - Ste. 15t durch den Urpring wndd den Zelpunkt oles Op'o
vekior @’ Endearsy (forgeresy.

— >X
1




Wir werden nun di (i den IR” hergeloiselen Begrifte wnd 2usermen -
/zéj/zge auf den R’ Vem//jeme/'/zem. Dabel lassen sich leider ner de
%»ez/x/fi//e n=2 bzw. n=3 j@m@?‘khc/) veranschaclichen .
2unzchst [asst sich der Ze?n% Aer [inearkombinaton i analoger
meu[demfg aﬂyaée/z
@%mhm Seien a,4,a,2, X ER” und oy o0z, \0tm ER. Jedor Ares -
d/uo/e der Fesm /2; X, B =6, By 0 Bt -t &y, Ao
hest Lingarkombination der Vektowen &, Za?z,_,_, &y
Gubt es fur einen Vektor LelR" reelle 2ahlen ocypcy . .pim , S0 dass

> 44! - ¢ "'7 - - - ' ) .
b=2_ o X}, S0 hetfot & oS @y @y, B lnear kombinierbar

3&5/9/5/ Der Voktor b= /)/5/&%&50(6/7 Vekrpren &= /)ag /) /)
//Aea/r kom birierbar, da

c(3)e 5 (2)-43)3)
Der Vektor f—/ ) ISt aus den Veklown @,= ( ) ) '/—:4)
wich? linear kombinerbar, was man folaen dermajen ensweht
Dbt man du Gileichung o, By + 0, dpt 0 Zy= b b’ komporanten —
wuse auf, ergibt Sich dao folgende Lineare é/e/cﬁa/ygjsém

X, + oy, =/ ﬂmf&—%@ﬁ%mws

Xy —oly =1 A 4 0 1 -2)
20(4 +ZO<L{ =/ ) 1 -1 1 J
2 0O 2 A

Aus der lereten Zelle

' A 111 (2)
Aes W/é'&,ﬁms Sieht _]
dass dos Gleichirn A
. 3
man, Y

Systern Mcht (edbar jSF.
L’ ISt alsp ncht Lipeaskombination der Wekioen 2,3, wd &,



Ty

Ze/ﬁp/c/ Der Nall sektor O'= /0 ) /St Linearkemiblnalion Aer Vokroesn

xy = /;) s ()um{ /) denn
1 Y, ~1 0
(x,t/g)wéz{g)J—%(g):/g) E) o=t =t wy =1

telR n&a wihlbar
Betrachion wrr nun a,= {/ [) ay= / ) $0 eg:/é/ Sich

064(;10)+04Z{0)+0(H )(’7 &, =0, =0ty =0

Im Giegensate aw vorher g/bt es hjer nur de driviale (S5ung
Wir kennen nun da BeW Aer Lineasen /%/m”/ﬁ\/%%’f baw. Unabhizi-
g ket a/W)z formulicren
Deppnition . m W &y ay,.. ,5,,,,, eR" hedsen Lineas” uméﬁa/zg/q, wenn
dee Gileichung % ;& =0 mer dic Hiviale losung, .4 «, =
X, = ..., = O besif2Y
GiibY es auber der $rvizlen Za"sa/zﬁ noch wervese Z&wjmlsa
fespen se linaar aéﬁé}ag{/’q-
I dem vorskhenden Beispiel sind da Vekteren 2, a, |8 liecr abhin-
919, o Vektoren By, 03, Oy Lir Maé/ai:%j(/? Der Untosachee A 1sY;
Anss jeomeMCh befrachiel, olu Vektoren &, @, eme Ebene e/ Spanen
n dwser Ebene vt auch dey lektor as ) durdh lieakombinerzonesz
“hommt man nicht aus dieser Ebene horaws " Do &y nich? n ader
von @y, &, aufgespannen Ebene //Iﬂf‘/ “bomm? man mct #olfe
von &y aus der Ebene heraus ™.
Ba?ﬁf/z'ch der Haximalzaild /%0:%//'0&#’ /near méé&’/gyer yekisren
R™ kany man nun yoloendeo Ergebnis formuliesin
Satz: Do Haximalzahl lnear unabhingier Wbiomwern im R™ istn.
Weiter likertragen wnr de Zéf/ﬂfr/é Dimensier, Basis wnd Talraum aut
Az a//gemz/kze Srtuation.



AP

Definition : Dé Haximal2ah! linear mébju’gyéer Vekresenr im IR ol 4.
n, helt Dimensien.

Je n linear maééé'/%/}e Veksoren des IR” bilden cine Basis ales 07,

Fiir k liear Wmé/wb%/j&e Wettrren B R L€ Fq2, kY heylf dic /2nge
Uz 2{“4 By +06 Qp -t i B * gyl -y 0, € RS

R-dimensionaler Terlrawm (Unterraem) ven R”.

Beispiel: Wir betrachten de Lokioren e;eR", i=12,..,n,de aa -
decrch definiert sind, dass ihe i-fe Wemponente 1, alle arderern
Osind. (im B3 sindd diés A Vekten E1(2), 373 ) (%),
A/eﬁe/z KpCyt 6y Sy +ooat XpEy = 574—-:) K,=0 = ... =, =0 j/'///q’zzss
e Sopenannien karesischon Basisvekforen &, 8. 8. linear u -
aéhc’&/g/g sind. wnd. aine Basis des IR™ bilplen. ( Im R* bzw. R3
Zzégen Ao Vektorer in ﬂ/céﬁt@ der Kosrenasen achsen. )

Jeder beliebjoe Vektor @ e R” (st sich i einfbcher Weise als Livay=
kombinaton von ,&,,..,e, darotllern .

Ay 1 0 Q

az 0 A . n 5

B LY e P e B Rt
' : i O/ =4

An o) O 1

3£/Sp/€/: Wwrr a’o’bef/ejm, was 1- bew. 2~dinenSionale lelrawme L2
R* Jeomenach darollen.
//za/e@ 2 den dwf@gx@@ m R sieh¥ man, dass den A-dimen -
sionalen Talizamen im R’ geometrviach wider Gemden derch
don %/Oﬂ%/tj enoprechen.
Seien nun @, &, € IR linear wuna ééé/gﬁ Wir berrechren

U= Fo, @yt s Bs 0ty 0, ERS. Wihlt manz B ux,=0, so ethsts

man mf o, e oty €IR, Al Funkite ol auf dlor Guraden deerdh dore

Uroreng Ligen, deren foschtenry dart?; Z, verzeqeben It



~/lg._.

Entopiecdendss g/t fiar e WAL o, =0 (el o, &y 0 €IR. Dis boniten
(reraden sind wegen der lineaser Mnaéég’)yxféw‘?‘ VErXhceAont

Alle weiterer) Wahlen fiir oty wnd iy fitnen in der [orblraal70%
Ky &y Foty By 20t Chiem Punkt i der ven Zyand e aay{fﬁ/a/méﬂ
Lkene ! Wir erhalen somit eie Ebene, 3

die durch den Urprerg und dey Zel-
pgw%/e der o rekforerr &, und &)
S X

2, encoectiy fooleley? /Y.
v

Creradon - nd Eéme/?@m/(&jeﬂ
um Schluss dieses W?a/'z‘e/s L’c’ée/f/geﬂ Wiy W man PV /{é;é

ven ektoen Quch andere als derch den rgpricry M?f&d)m Creree -
don bzw. Ebenen 1m R bao. K3 olgFstell¥.

Ein analoges, absfrakies Vepgeten gitf auch allgemein fur den I ;| was
aber hier nicht weiter vertieft werden soll

Mach unseren verargeqe ﬁ:be/@wgeﬂ w1ssen wiy shory wee ynast
Guesaden ba. Ebenen, dis Awsth den /(zgmz/g vertaufon, dorrllss:
kann. Wir kénnen freen im Prinsjo solche Gueraden bzar. Ebenersz

mit Wit e Lektor serchiben.

Uen krelf eﬁe&ﬂn S/ch )é(/fedde
Sitewartionen.



%mm@éfd@ﬂ%{%ﬁ ven &z&@ﬁ/c/cﬁaﬁexz

1) Punkt- Rich éwngafwm emner_ermaengleichury
S G e Gorade & ein Ovbovektor mit Ziefounkt awf' 6 wnd &'z
Vekter, der in Rich ung von G 20ipF. Dann /SY jeder Funkt ven 6
Aurch & +t-L° it einem geelgneser Tvameter el darokellbar,
db. G =T+t L teR (gonaner G=57 :X-E+t T, tR3 )
ist pa/aﬁwfefdamwwg der Guradon 6.
Darch Addition von & werden deo Lelprnkse von t-5 (Geradle doweh
den é{mﬁ/ﬂ/ﬁ ) ‘an dw né’pﬁ% Stells perochoter”

/

. 1 y
Baisoie!: Seren 575(4) wd T = (0) [ GiXE (4)4—6'(0) JtER.
i A 0 1 0

2) 2ewei - Punkle— Form oler @/&de/@/e/béng
Sel G eme Gurade wnol &, 8 mit&Z+T Orovckforen my¥ Zrelpurk -
en awf G Dann ist b= ~& " Richtngs vekior der Guurdlor
und G:X=a +t(Z-a) ,telR, Farmmeterdasobllung Aer bomen.



An der Skizee St beweito erkennbar; dass Pammeterdantedlinges

von Guesader 7chr 9/4’5&%94(’7 st -

Beispie!: Scien Z=(Z),€=(.)") Gusucrt it crne Pareometeratar-
\Sle//éé/?ﬁ der bermden Gy anf dor dee Zelprenése von & unad &7
liegen T M55l che. Pamameterdarkllungen:
5 )C armest/aAa A&/zj 7

G: %=t +t(-w)= (5 )+ (D) teR

7 G =T +e@T)= (1) +s( ;‘), SR
C

Boispie [ [/'e‘?v‘ der Funkt P(1,2,40) auwf der Gueradern
G X = /5) +Z’/4L7) 2 fenn /a, muss ein Fammeterwert telC exvotilan,

50 oéassy//f: L%):/§)+é-(§) (%),

A, §1=1+¢ t=0
Zz: #j@)ft:%;
10=2+¢ +t=&

Es y%v‘@/so keine Lé:’)u/ﬁ‘ﬁ:r (%),d-b. P lecgt nicht awf &
Pmnm,e/e/damé//wgm von E. be/zeﬂj/e/c/zxﬁfen
1) Punkt - Rich fmu&s,[@rm Aer Ehe/zeduq/e/dweq
We Ebernen durch der %wplafﬁ (s.0.) durh eiren Funtt,
ndmilich oen Mh)/ﬂ/ﬂﬂﬁ/ wund. 2 lvear Wéhﬁfxg{?e Ruchters -
gen )&%)‘gdeﬂ sind, 3/’/ ¢ Hewo enoprechend quch a//?eme/'m



-2 A~

Se' E eie Fbene, & en Orbvekisr mit 2/2?//9a/zér’ au/ ey Ebene
und 5, by zwel linsar um%/z(?{;e /9/'6/19%/235/6/3@76/2 der Epene.

/ Dann ist pdler Puntt der Ebene E dlarh
/
' \ &+ tbyts-by mit jeeﬁna@/z Fosramekern
Ra
T/ SEER dartellbar, A.b.
/ E:X=& 15, +5b;  stelR,

( je/zcmerE =% :K =0+t L)+t st+eRs)
/st Pcz/ame/erﬂ(am(e//mg oler Fbene E.

2) Dree — Funkle - Foym der Eéenmjf/e/dmg
S0 ww Geraden Awrth zwe: verchadene Runete , Sad. Ebenerr dusth de
ﬁﬂﬁaﬁe von dre verachwdlenen Punbler, dew nicht auf ener Geradmn
liegen A d’f/e/z ) O Aot f%/jfe/gj% L Sind %, T, A Otoychtzren mat
elelpunklen auf ener Ebene [, dw nich’ aeef ener Gereden lieger,
dann sind b, =-&+C wnd 5,
tungsyeklorern der Ebene und

]

—a+d lineat améé&’/g{?@ YA

y _ o > s —2 =
/ E:X=a+t(Z-a)+s(d-a), stelR
/
/ \ rst I/Ja/zzmeﬁ/emlam%c//aﬂj oler
7<3 / S
/[,/ A Ebene E .
/
6—7
5%,




¥ Matrizen Tel 2
h dresem Ka//i@@ wesraern () uns Zaazchst Aamid Wa/ﬁéfwx
we man laazre &/e/'céx/zjssy&@m 4 /%g[e ven [Cprzerr el

Vekroren darotel/t Das /&aﬂjsyer/za/xéz? SEAY 2 enger R e
Mﬂj md E(/’ﬁéﬁS chaften der Noeffl sentenmarsrX, du ko il djesern
Kapivel untersachen wollen . Quew befpssen wir wns miv dem sofe-
nann den /?a/zj emer Matrx wnd Aer /:/ﬁﬁe nack emer /mverses
bezéy//cﬁ Aer Woé/o/a/eaﬁm vion Matzern wnd 2%(‘55/1, we 172277
A /?af?é&sﬁm/n ung wund. wn Falle dler ExcHenz e Berechnwng
von inversen Madyizon mi/? Kt Aes Wv{/ﬁeﬁ%ﬁz@ Aen
Wil en eroten /@0/%% bererss /éeﬂnexzye/em ¢ haben, M’/ﬁfeﬂ
kann .

lineare @/e/c/umqssc/s/eme A Sladnx — Wl ror — Seh rerbie/se

Ser AeR™" eine (Kaq%zcm/m«)/he%x L eR” der Vekisr der
rechien Seve wund X eR”™ der Vektor Aer Unbekannter .

Wir betmchbon AR=L ,d.h.

Aana Quz --- Agqny X4 by
Aza A2 ---Qzun |, Xz | = b2
Qma Qmz - -Gmnl  \Kn b
Durch Ausmultipliziern ethalten iir 2unachst
Qyg Xg 1+ Ruz Xz +-- 1%y Xy, b
au Kg tQpy Xopteoit oy X | — | b2 y
Qm,, X f‘amzxz - 1Qmn X bm

d.h. emne &/e/ZMnjf&‘r 2w Vekloren. Do 2uwel Vektoren W dann
f/gx'ch SInd, wenn S 1N 1hren ”[ewe/%ﬁm Kerrpaonenten loeseinstzmmer,
iS¥ dwo vomet .Z[Wm&n/ 2w Aem in eroken /Q%//&( bl dodh



Cinenserr @/e/béx/szffsm
Aag Xy +Qup Kot - ~- + Qg Xin = by

Rzg Xy #Qpp Kyt ooo FQzp Xy = bz

a,lw Ky # 8y Xy ¥ -« +Qumn Ky = bna
wu¥ m Eneren &/e/tmfzfeﬂ for Aee 11 Unbekannter) <,Xz)--, %o .
g/?e/fsﬁ/'e/: s linear &/exb&%ﬂjsgﬁlem
2x,+ L Xy — 3 =5
~%—><4 +25 %, +3x3= 7
(ke 1 Hatrx - Uebtor— Shrerbueise

(e 5 3) )6
| Xz | =
"%‘ 2S5 3 X ”

3

Eng Ver/eniip/% mit der An /ww%mc/ Aet Frage nach des Lasbaréea?
Linearer é/e/chxgss(fme, A Wi (5.0) nen ;1 der keszes
Fosrm AX=8 44796&7 ) I5F der Begrfyf des Fangs eries /Gartr X
Um dije enseprechenden gffﬁ% ﬁfe%}z/é/&z 2Lc kOnnen, befreHfer
Wil 2nachst ﬁy{fm%% - 2w ehrer flatrix AeRRT" betrzihien
oy die n Jallenvekiones

aAaq Q’Z'( AnAa
- —7
&/I - a,z,{ l az = CLZ’Z_ / -/ &” = a)l- 2
Q4 Amz @nn
und dw m Zelen pekisrer
=2 - =
@4:(0—4,1 aAL ---6?,4;1,) ! a«z:’CaZ't QZZ_ “'an)l—--, am:(am4 am?.-"a-i/uh)/

AL, w27 qu&f@n " Hee [latx W* 220 . 2eylen a/SE -



Reispiel:  Soc y + 3 S
/ A=186 2 ©
-3 4 F

Lann 5@/&2@% 2w Her fiatinx A e W/fﬁ%@%ﬂﬁ
oY S (2 B -, /s ,
&,,:/513)/ %:(3>z @3=(%), &4:/40) wund Aw
Zeifenvekforen 2= (4% F 3 S),a%2=(1 9 20),a%=(-3 Y4 F 1),
Definiton: Se AcR™*". Unter dem §m//wm/f7 von A reroiely
an de Madmalzah! [rear vnabhasg(ger yoaln ven A,4.4.
Hee, [lasmal 2ah! ///’zearmaé/@'ﬂ(ﬂfef LEksoren tntel Aden
%/@Wm By Qg omny @orn Envsprechend 15/ der Zex/eﬁwfjg ven A

de Jlaximalzail lnear Maéé&’nﬁ:/}ef Zerten von A A 4. Are
/laximalzanl [inear maééé’/%?/fer Vkteren wunker den Zerken yek —

= 7

- -
foren &7, &% ..., a7

&/Qgp/‘e/; Ter Zeflen- und S/n/»@ﬂ/aﬂ,j
E,cR"™" /st n, da de Zelen— cend ?ze//e/?/e/e/?mo v =,

W A Karfes/schen Bas(syerrorer ki, du lLnoal inabtuer—

Aer- Ensetsmaeysrx

/9 SHiA.
Bevos wil” wertere Baplele betrachin, halten wii zunickst 2ees
w’é’zﬁfe £ geé/z/ﬁssc )fesr‘, Az wns dre Z%z/yéésﬁmmxﬁ Loesent -
lich erlerchiterr.
Stz Jer f/zzﬁéﬁ/n/zg wnd der z?e/){eﬁ/a/ﬁ emelr flahi spdl sedo
gleich.
Ueﬁeﬂ Aer Gileichher¥ brawch? puen zwischer soaften— and Be/ferr -
ang nicht 21 ntesachesden . Han sorch? daker e/ﬂ}/&zﬁ L7
fang enier [ainx A wnd achrerbr kurz B4
2o /%4\7 ener [la¥rix vt comiy hochskns leich dem Y
iber da An2ast del gufien wnd di Inzak/ el ey -



Be/spre/ 4 7 3
7~ /4;(3 54) Rg(A) <3
3

Qi /&/gé«asﬁhwmmj (GBS SIEh gek pwF Kife ales GireeS 70~

17hmus Authfiloren, da 6{/7@%&5 f//f.

Sate ;. Die clementwen ZellevimfBrmungesn, A wer bern
Graecfo “/4/‘7977}%/7245 verwender babey, daalern Aen W ener”
flatrx nich?

m Eineelnen twarn AeS:

o frultiplikation enel Zale muf ehem éé//’eég»w;%éxﬁf K £O

o Verfauschen zweler Zelresn

o Additon emes Lielfachen ener Zeste zu cmer andesrr Fer/e

Wir wenden also den Guaeefs '/4(/7(%7 Wormas Wyﬂ Ao 2ee beraechier—

de Flatnx an wund etha/ven ~emst am Lo erre /797X 12

2o fen Stafenform, duw denselber W bes %t wu de /%gdx(zf.gf)zx -

17X,

4*.-————-————-————“‘9( 44%-6//‘6
| Ak mm e e 2.2e1 /e
- 2ellen A% - = - - - - o= - :
A % - - - A -
I T '
A %-- % - fel e
o O-wmrmimem mm - =220 =D (H+4)—ve Zel /e
Zel'ten Oemrvmccee e e e 0 - .. D m— fe Zey e

Dee %Men@//g aufpretenden (m-—+) Zelery, Ao nir Mallen ent-
halten, sragen 2um g Ay flabhirx 1ot be). Di oroten 1~ Zeriern



E,—

@7{76& sid linear wnabhingla, a4 - der g s Jtasri b7 7

o 14 -1 1

Beispre!: ( 12 3 -1 )
/ ﬁ:_
1 3 2 O

17 2 3 -1 (~1)
17 -1 1 3
14 3 2 O &
14 2 3 -~
o 1 -4 A )
o 1 -1 1 J
12 3% ,
o |4 <4 4 Som,dﬁ/f/ /9(7[/4)=2
o 0 O O

Bejspiel 1 2 LA g
4 /4_: A 3 y /4 = .
1 % 2 3 £

1 2 JM) -1) 1 4 4 J(_Z)
13 ¢ J 2 3 £

1 % ¢ A 4 4

12 o 1 £

o jc—%) 50/74/'%/?7 (A7)=2
j—f—%—— Sormct RgA)=2

o 4

0 0O

T Zeten- un Wéﬂ/ﬂ/ﬁ amel flatwx A Seto loberernShrnnes,
gil* auch Stets @ (A)= /% (A7),



__.é_.

T wir nan wissen, e man an del 26/76/45/4:7[@/:/9%% Her Gferen
Guaec/o=SSomas Aen /%/y s flabix ablesen kank, kennen il
nun anch d’éw&f&, was a@r/&/ﬁ eer [Tabiix mdl aes (o5 boar~
keot Cinecrer é%/e/chwzjssiv/em 2u $un hat. Dabea untesocSuaaer!
Lrh o die rechte Secte dler Nall vekforior oder /it
Defrnihon - Sec AeR™"”, EeR” wnd xeR”.
/st b=0 , SO heySy das lireare Gile/ Chungssqstemn AR =L >A,omou¢e/z,
it 5#0’ heg es in homoges.
Wrr betrchten suncichst den Fall &'=5. Durch de elemen farn 2ecles -
wmfetmangen Gndert Sich i diesern Fall an de) rechfen Serke 1HIELK,
A4 nath @a/z/z)fd%ﬁa/? Hes Gueeso '4/‘7077}%/&%5 ernalien werr EUm

Schiluss ern Schema Her Forz

AR wommm o e e e e e X o A Zerle

AR mmmm e e i % | O ?.2e1le
4*__ L R 0
7 2erlen 4 % - - - e O
A% - -----% | O

A xemx | O e Zerle
o — o S 9, (rea)-ve Zerle
Zellen : : '

Ocrrvmmmacm == === 0.0 | O  m-t Zale

De lyeyeb@ﬂen?éz//s aaaflaée tndlen leltfen m— Zetern, vz denerr alle
Einfriige Nell sind, brauchen wir nicht werker 2u befrechien.

Der fang der K&@%f/}/@rz en matix (st v und die Anzahl der Fretheits —
W&(e (5% n—

Ist du Anzakl der FWMW Glecch Ml A by 12 1,0 1 Az
homagene lineare &/e/’chmzjss\jsﬂem ehtenrsy loshay. D Z&aémﬁ S
X=0",dw 50(76/%{%/4/6 e le /éézmj :

Ist die Anzai! der Ffe/he/%symde grv'/'ée/ac/s tall, d.4. 1<n,80



_,7,—

grbr ¢s wnendlych vule Zé‘v%/zfm- Sw bifden enen (n-1)-Ainern—
sionalen Tealraem des R

Bevor wir uns mut dem /2240/%0(76/&6/4 Fal/ éf&%é}%feﬂ, befracshrer
wrr e/)z/fe Beispiele.

Beisprel: (it beshmmen dve [é&szsmg?e Aes [iearen @}/e/'cézmdos -

iy
und den fz’a/zg der K@c/,%/ém@ﬁm%ﬂk At Hife des Gows—

/4{7&77')%/77 3

14 3 110 ;)C‘3) ¢-2) 7 ¢-2)
3 44 o0 o J
2 1 1 o)
2 4 4 0

-5 3 0 JC‘” -2)

-5 3 O |e

-10 6 o) &

& ©

2uniichst lesen wiraws dem Schoma Rg (4)=2 ab. T Anzall
der F»e{lae/%SW ée/frc—c;r‘ 3-2=24,d.4. e ?a/dmékf/é/,ﬂ/a'
wahlbar
Rickwartoaufléoen . xs=t, telt

Einsefzern in D X, e

Einsefzen in LoXy=-Et
Wir schneiben Are /éi&mfm als Leklor ey

. -t 3
X=|"2t/=¢t |- %
t 1

Sornd gllt: -
7) 5/ /‘Z-:;t(,}:}féﬂe}

1
De & urgsmenge jstalso ein 1-aimensionaler Yalmum des I,



3@%@%04 also eine Gemde durch Hen é{mpm/y.
NX3

Als néchsles befrachton wir den Fall b#0 Abch sz/z/éh/w/zg
aes 62@44/5 */4(/7@17'9%/7%45 erhalten (i also @(//fém/ﬁ e Schemna

Aer Form :

AR e e | A
AR mmmmeme e |y
A% - =« —mooe oo % | 4]

1% -- - - .- ¥ Ay

A # - - % s

A %-- % dr

Oimrimimcoee - 220 -0 | dpy
Ormrimmmmm e e == 0.0 | O

Wir bezachnen mot (A 5) duefenige mlnra) = flatnk , derer erofe
n Spalien de Hatn'x A wnd deren [erete 504/9/6 der Veptor & it
Der Rang von (4, 5 vt dann j@ch Aem /@/2(7 el [Tatsix, de
@y dem Endschoma des Guaefs 4?:977%/%%5 erweitert wm da
umgeleormie recle Sode besichttund im Fafgenden med (4, ) be~
2occhnet wird . Den @a/zg von 4 cnd den @44(7 ven (A, ;(7



__ﬂ._

Ronnenl wnr Ay ekt auo Ao Schema ablesern. Pabes konren zie/
Filke auftreter .
Grbt es unter den Arvq, . ., (mnrdlestens) eines, das vevr Ao
veracheden 15t so g By () # Rolld, L)) pencraser ol A Vool 4)+1)
n diesemn Fall ha¥ das [reekce é/e/c/w/zfsfjs/eﬂz rere Loty
GilY Aoriy=--. =Am=0,50 gitt Ry ()= (& L Jund Ao lirazre
Q/Q/CM/E?SS (75/@/72 (SY [5obar med (n-+) F/ezée/w‘
(5F dee Aneas/ der Fﬁaﬁe/'ﬁﬂdz (7@/&& Al A b 1= S0 7 ¥
Aas &/e/'chuﬂfsffs@% e/kzdeméj [Gobcrr
st n>a, dann j/bf es unerdlich viele Lé’omfm. She torldler
einen segenann ver? affin lmearen el raiern der Dinenson

n-4,d.h. emen [inearen Je///atm, Aer miHels eimes bektero

X # 57 “an dee ﬂ'ch/qfe Selle verachoben torra “ ( Jeomesreo c4
2.8. eine Gieraie Gder Ebene) die nicht Aarch den Urgoreng
verlaanft). Diese Beabachﬁug /zﬁ% nahe, dass es awch erer
2ws ammen m/zj 2wischen der Lc?suﬂj‘sme/ffe emes nhomd -
genes limearen Gleichungssyskens AC=C, T +0, und p(w?
249@@%/1@/2/2 hom ogenen [1earen @/e/cﬁa/zfsg&@% Ax’=
Ak Herselben M zﬁeﬁﬂl zlenyen maysnX A (7/57‘ Bevor wrr djes fe—
nauer wun€suchen, betrachlen wir e//zﬁe Leprele.

Lelspie!: L) F éehz;,c/z/m Aas é//zzaxe Q/e/cﬁuﬁs%m/em AR=57
mf A= (32 43 il{) wurd b ‘/’3) Nach 7 Ou/zé)fwmﬂﬁﬂ/eS
ﬁcw%ﬁ /4(791—;%/&%5 erha& man am Ende Wﬁiﬁw

A 4 A4 |2 Davsaws (EssY Sich nun ableser
14 -4 |=5 . Eg(/)=@g(/4,57)=3
113 « D Anzahl der Fﬁe/'ﬁe/}‘sgm Lor My ll
o Ihs é/e/cﬁwfy\%ﬁsm /SF e/ﬁaz’gw?'? /Gobal:




-0 -

. . =2_ 77 .
:s& /neate @/e/c%wzj_ssjskm A’ =b" m#

Beisprel: Wir betrachten da
. Wach ?amk{ihﬂaﬂg des éaa/é Ao -

34 2 _7
A= 2 14 1 | und b= 1

3-2 5 —4
rithmics erhilt man am trde faGendes Schema -
Darws [asst sich nwn ableses -

3 1 2 2
4 -1 |- * Rp(A)=2 ¢ &g (45)=3
0 |-6 * Das é/ez'cﬁmj.ssjs/ﬂ% 1SF 1icht [83har

Baisprel : Wir betrachlen das lineare é?@/bé(aﬁé{y&/em 47 =0 mi?
! 2 14 4 > 4 b ) )
#= (42 72 ) wnd &= (7 ] toch Durhgzitrang dles Giauts Al

U 2 4
24 0

rthmus erhdlf man am nde /0(/75/25@5 Schema:
> 2L uimus [Esst sich nan ablesen:

7 z Zz Z

112 RglA)=RUAT) =2

—0—0—  * De Anzahl der F/e/he/é@;mde st A
« Es gt wendich viele ¢ ésanjeﬂ,- aw 10"55(/{75 -

menge 1sfery 1-dimensiona ler aﬁ% ~Jiaare)
[ell raum des R 3
Riickwirtsauflssen liefest: x5=2 , xo=t, X=-% -3¢, 4R,

A4 -Z -1
M:§(0)+t(/l ) :éeﬂ%f
0

2
Jeorme friach besch reiboV dee Z&Mjgmefzﬁc also e/@
dwe durch den Zief /Jmé/ﬂa’es Orbvektors &= ( 5
X

X2
- /
(o9
\ .

Grerade in R3,
verleuf?.




_./[/l..~

Der 2asammeﬂéaﬂy 2lorSchom L&We/? aes /&MMW?W learesr
Q/extﬁunyﬁ{y&@ms AL =5 mrt B 20" end Ags z—zyeﬁé'/?e/? hornd —
geren é/e/cﬁmzfszsis@/)w AR =0 [&sst sich relativ 5/4/42 ch enr-
Seher.
Sa7z. So &’eme be//'e/a/jc 7565/6 /0’35145 vory A=L" Dann 15+
Ale Zo':su/zjgsmeﬂfe L=7a + 5’-‘ /4\<f=<5> .
denn :
Fir ein beliebiges § mit A7~ 0 gier
MT+G)= AT +AT = 5 +0 =0, d b Et>+§7[5:sxn\7yon A7=5
[st X eine belje bige ¢ 5544/57 von AX =%, so Q¥ fir g=X-a :
AG = AX-T)=AX -Aa = D-0=0C und Som/¥ X = a+y
miA A 57 =0
Ze/slﬂ/'e/f Wir betrachkrn neekh em mal oAas lefefe Bespre!

Z 1 1) /% A -4 -4
(‘f 2 4)(&1): (0) mit der Zc’y’sunjsme/ﬁe ﬂ:;(o)+t/4):feﬁ€j2
Z N1 0/)xz "4 Z 0

Das zfaje/aéhye /wmogme tl e/'chmjs?jskm (aetef
211 X4 0 B ‘
( zf /2{ g )( ié): ( g ) Nach @amé/amxzj oles W'#ﬁm%ﬂms

erhalt man Aas Sthema 1 £ % o
1

0
A nach Rickwarbsau((5en x3= 0, o= €, x,=~3t wnd

4
som(?t die Zé’saszme/zje L= Zé / 42) telR jz , emen 1-aimen -

o
stonalen Terlraum des R, A.4. j@@/nfﬁwfé eine Geerady oletrch e
lém/ﬂfﬂ/zj ) e pasallel 2 der Greraden verlawf¥, die die (5ungs-

menje Aes /'/iéamajeﬂeﬁ %s/ems beschres 61



- 42_

. % Lesungen des in @Mﬁj&/zéfi &/e/daﬁgffskms
/1034/:76/1 des ha/ngefz&/z é/e/Mayggjskm S

X2

\ ‘
Inverse [la#iizen

Wir haben heselts festaeskllt, doss es einige Ahnlithkerien bey den
/‘?ec/zena/ge/ah}%eﬂ fir Matnzen zu denen mi¥ reellen Zasiten
grbt. So sorelt 2. B. die Eimnhertsmarnx die Rolle oler 1 bes
der flatnzenmaltiolikathon.

Betrachlen war ;m Bewich Aer reellen Zablen unrter der B ea’/'/z(?éwﬁ

at0 die &/e/bﬁwzg ax=-1, o wissen wir, oass x=a "= L Are
ein a{eccﬁfe [éSxﬂj dieser & /e/c/wmg 15t & sEoolas 2a a inverse
Element bc2iqlich der ftulfiphikation reeler Zahlen-
Enfoprechend sucht man ficr eine Matrix A eine /ftatyix X,
so dass A-X=E ﬁ/’f)‘ . Gubl es eme solche Zé‘saﬂf X, dann
wird diese mit A7 bezeichnet. A~ hedt dann die 2w A mverse
(Ta¥rax. Wir pragen uns nun, unver welhen Zed/}ngjeﬁ an Aeo
fatrix A eme iverse [latnx A edstert. D Antwont awl
Oljese ijc 57 leider evwas komplizueHer als bei den reellen fatifen .
As erote Z?ed/'/z(?%? Selzen wir fir 4 voraus  dass A ehe 2
Artische flatrix whdt. AeR”™ . Bever wir an Hand von
Beispielen (se/vere Zzed/)’ﬁémjen erarbessbn , iberlegen wir 2ic-
néchst allgemerner, wu man das losen emner flatrixgle/thang
der Form — A-X=B mit AcR”™" Be R™F und Aer ge -



suchten Matnx XeR™*F awf Adas losen von p linear Gler-
c/wmyﬁs js;@%en 2@%2’06/2%%@/4 kann. Daru bereichnen wir wader
mit & i=4)._., m, die 2elfenvektoren der /Tt A und nuitX,
k=A,.., p, die Spalknvekioren der ftatnx X.

Lann [Gsst Sich de Prodckimatyix A-X Shrerben a/s

L 5, 7 L& 2’2> - LB X

= = = -
Aox= | <A LATR> oo Lan e
<5?M/ Z>4> <CL>M/><>2,> - -~ —'7m1 ><’P>

De &/é/&éémj A-X=8 st nun Zigu///cz/é’ﬁ?‘ Aazu, dass i 5)%//6/4
von A-X mit dlen envSprechenden Spalien von B Gbereinstimmen
/n[a’sse/?, A b. es muss je//m :

&K bar\ (<3157 [ e L&\ [bap

- _
<‘Q' Zl > = bZA ] < 2 )<-Z> = 192.?, ) --~- a 1 XP> - bzp

— - l — -~) I - -~ :
<Ga7m ><.4 7 bmq <G,7ml><2> bmz, < 7ml ><7P7 me
L3t KD
'b

-~

Mun Ist aber ("72, xJP = A- 7{3

<'>m, X5 7
Bezaichnen (nr de 5/@/}/6/4/@@/2776/7 der Hatrx B mdl B, , k=Y p, SO
erha /{efz dw'f aw p lineaten G /e/'c/mﬂjsyskme
A- X ) A5=53 -y A Rp=EBp , d alle dicselbe Aogffiziern -
¥en mm/nx A haber . &/e/(kw?js?s»@me my? wbereinStmmender
't aef)fx?/em/e/m&%nx lassen sich simullan mit dem Giawf- /4/7(977)'% -
mus (Esen. n das funkrfioniert, befrachien wrr an einem Belsprel.
Beispiel:  Gesucht /st de [flafrx XE R3x3, So Aass A'X=Zy//v§
wobel (ﬂ z—z) (q 1 0)
A=[3 -4 2 , B=|2 3 z
1 1 -

o Z+ -2

|\



Nach unseren M{'ytzn [Zéer/ﬁmﬁexz /St das [6sen vom A-X=5
@m'm/em‘ 2um Losen alelr dred inearen @/e/cﬁa«ysy&%e

1 2 -2 Xa4 Y 1 2 -2 Xyz 1 1 2 -2 X243 0
2 -4 2 I Xeq |71 2 / 3 -1 27 X22 | = 3 ( 3 1 2 | Xz3 |°

o * -2 X34 1 0 F 2/ X5 1 0 2 2/ \Xs3/ |1
Da dje FRechencperatonen 17 Cazatfo-Algorithirmies nus vor den

5’//5%553/7 der /{ae,%éfm;@ﬁmﬁvk aééé’wﬁeﬂ, werdlen nun Hae el
verachiedenesn rechren Seiden simulian i Shavnz mx{fc;/?c’%n‘

A 2 -2 LH/I“O -3
3 4 2 zssizj
0 7 -2 4;4;—4
-F 8 —40l:oiz ](4)
RS
6 |3 111

Rick wz'{fs/sm//ésﬁz Xer A é/e/'chm(yssiskwe //e,[/‘eﬁ‘:

7. 545 ¥r77 2.5 (75/@72 3. %skm
Kyg=-2 X3p= L Xaz = &
X2, :“% X22= 27 )(23:"22:/7
Kag= 2 Xap =55 K = 2%

D éi/e/chwzj A-X=8 ist som/? e/ddeméf /sskar. Dw Zé’vaﬁ /'S¢

44 20 44
+ 21 24
X_ -2 4 2
= -+ 21 21
-3 4 a4

2 [ &

Wir kommen nun aa/ Ao Frge 2urick, wnter welthen Z’edf//ﬁmye/z Eze
flatnx A€ R cine /nverse A" besiet. Drzu betachton wir zwe’
Be/lg/yz’e/e :



2 -4 O
Be/g,o/e/: &egebeﬁ sel de flatrnx A- / 1 2 -2 ) .

o -1 4

Wit anterowchen e [oskharkert Her é/e/c/wc/g

x44 )(42 )<43 4 O 0
Xz4 Xzz Xg3 |=| O 17 0
X34 X32 X33 O O /(

Des st wuder eine /Za%ﬁxy/e/'ckwg we i wnserem lefeten Boispre/
T die Spalten vekloren der Einhel¥ormarnx gerade e fecaptlsiSches
Tasisvektoren &7, ¢, und. &y sind , entopricht dem [Ssen der Ha -
/?7')(\7/3/&%/{4(7 das [Esen del drel liraaren 6/6/6@&(/{75?75/{‘078

AX, =€, , A=, , AX,=c5 .

Wir wenden weedler den Guaces fML/fzm}%mas simalian au” odu et

2 -1 0
1 2 -2
0 -1 4

) |

Glelchungssgsieme an.
2 1 0 4:0:0
1.2 -2 o 110
o 4 1 0,104
2 4 0 |1,0]0
s 2 -;—_;410
4 4 o101
z 4 0 [41,00
£ 2 -%:4')0
s [ tlg
1 4 0 %:o:o
4 -t ~fsi_:%':o
1 1-14)21 S
1. Sqskem 2. Syskern
X34=1 Kay =
Xpq =~ xzz:Z
Xin= 0 Xap =

J -1)

S fan spht:
GA-RYAE)-RyAZ) Ry A%)=3
Alle drer (rearen &/e/waxjsm
sind e/ﬁdzw%j [Bshar,
3.5 ys/em
Kaz =5
Xya = Y

X43:2
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D [Matrix A4 besitzt also eme [nverre A Sk istdie ematen ﬁg
bestimmie Zé@my Her Gilelchang A-X=E A4
o 1 2
/4—4: X = (—4 2 Y4 ) )

-4 2 S
2 -1 2
Beispie!l: @éfeée/z se/ die Mlatrix B=|-6 3 o) .
' g -4 3
Wit unterouchen, ot es zu B ene invere [afix oy, d. 4. ot ol
&/e/'c/zwz(y B-X=E lsshar ist. Theu wendlen wer des Graeefo -
A{ymﬂ%mw acf Aie el [1neq ren ﬁ/e/tézwf;fys;éme

= - =7 _ = -2 _ =
B)(4:'64/ \.EXZ —’621 3)(3'—‘83 an .

2 -1 2 14 0 O (3) 7¢-4)
-6 3 O [0 4 O j J
g ‘Y 310 o 4
2 -1 2 1 0 0
0 6 |3 1 0 J(g)
o -5 | Y O 1
2 1 2 |1 0 0 Man seht:
6 |3 1 0 @7(3):2¢/?g(aéz)=@(B,é;)s/?j(z,%)sz
0 |2 % 1 D {inearen é/ex&éa/‘zjss jszéﬂze sead

nicht lesbar. Do Matix B besitzt keme [n peroe.

Wie wir in den Belspielen gesehen haber, éé’/yz‘ Adre Existnz einer
nversen von der [osbaikest der enrstchenden é/e/%aﬁjfsys/exfze
ab. Die loskbarkert 1s¥ nar danrn jewr}%/%%'ﬂéé wenn e [lahix
Ae R™" vollen /?aﬂj bes/ et (d-h. Rg(4)=n). Dann g/EF auch
g (A= @[/4,53-/=/z far alle /=4...,n, and dre Lesungern
Aer [inearen é/e/'c/;a/?fsfys/@me s emalew /zj A4 2 e -



_/17_._

Sern Fall besi/ Vet Are flatx A eine (:vﬁdeaﬁj bestimmfe [rverse.
[s# /?7(4}< n, 0 gIct Liir mideskns etz /e, o f Rtk é})?/&%)
Dami¥ 15t mindestens eins der entskehenden (r1caren Gilerthungs -
%57@/722 nichr (osbar urnd de &/e/céa/zﬁ A-X=[E bes/letkerre
Zé:gécaj S A A besiF fene Jnverse.

ZuSammeﬂ/aéseﬂ&( halten wir 7?557‘ ;

Defin/ fhon: Sed Ae R 4 helfbt L wenn éimne G/Wﬁj
bestmmile Fatrix A" ecootu b do du é/ex'cmmg Al
A heeSt dann A 200 A st A nicht fejzz/é'ﬁso
hedfst A auch

n dem {olgnden Stz Sid de 3ed¢}1(7mfen fir de @x&ﬂ—/@—f
ener [latnx Qﬂj?eéé/?-
Salr: Su AeR™". A/’sffe/zzm dann reqellit; wean A vston fang

hat, d-h. fig (A)=n 9&.

Zz Fé/ﬁexzﬂﬂ hallen i e/'ﬂ,/je m'c/w;z E;wscha/@/? [vesoes ST -
¥rizen fert.
Safz: Seen 4BER™ requliise fatzen nui-den Inversen A~ wnd 5"

Qann j/’ff;

1) A7 A=A-A=F, A4 die Kechtsinverse stimmm? ms¢oder
LinkSinvtroen tbercin . ( Dies [SF 2undchst nichl’ selbstversrgndich,
da de [latnzenmultiplikation n/ch? kommirarzy tot)

2) (A7) = A Dié pveroe Fatrix za A st A.

3) (#8)" =84

Aenn :

20 1) Wir bezeichnen 2uniichst mit Ay baw. A de fechos - baw.

Linksin veroe ynd z—g/feﬂ A=A Es /Y
A= AT CAAR) = (A A) A= A7

=E

=E
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2a2) A1 (A7) SE kann nus gelten (fir (A- )= A, A dee /n vere
e/'/zdewaéj bestrmmit SV

20 3) Es g/l : [/4-2)'(3'4/4'4)-—-/4@;22:4) A= 447 1=F, also
st (B4 Inverse 20 (4°B).

Wik erinnern uns nun noch damn , was wr /77 cusammentizid
mt der Gamerachen /Z;ye/ Leber Adse e/'ﬂa’zwéj'?e losbarkes (rea -
fer Gileich cszfﬂs)(eme /es;(/feéa/féﬁ haber.

Ein lineares é/e/chmzfs.ffskm mivt n 67/:9/'6%&/3?@4 fir n Unbe -
kannle /st Jenau dann é’/hﬂ{éééﬁf lostar, wenn da Nogts2en -
fendleferminante, d.h. du Determirank Her Noeftizintennafrnx
Al kure det(4)) émf/e/(é Null /st Damry haben wer err we -
ores K rvenum pﬁ’zr 7 @Maﬁ%}/ el [lehrx 2ur Ve/ﬁgyzzﬂf.
W ﬂasseﬂ Aee m&;//'Ck en (/Léz/'wé,éfw'ce'/a/fféﬂ )ﬂ[[/’;éé %Maﬂ'/é'fr‘
2ZUSAMNIMEN .
Sz Sl Ae R7T. @amof/@‘:

A requlir <> A jgvertierbar; d-bh. A~ exitrist
&> ﬁ’j (A)=n

ED Alle Spafen sekreren von 4 sid near Maé/a?}yﬁ
ED Alle Zarfenpekrioren von A4 sind linear una bécw'j/ﬁ

&= def (4)+0O
A #+ 3 O
Belsprel: I/ wntesochen, o6 A= _”5‘04 ;,3 ﬁ) Aejcc/é‘r /SH-
o0 3 S O
13 0 4% 0
At (A)= 314y -3 2| -Glu-12|=36-32)-5-(185)=65Y +0O
-5 1 U S0 Y4

Also st de flatrix %ejza/é’f.



Wennt mon dee 24 einer rajuliren fatsix AR Inverse fratnx A4
so lassen sich alle é/e/&mffss Lys»é/;ze Hel~ Fonmr
AX=B mit BeR™F pnod XeR™F ftatnk der Unbekannren
wunmitlbar losen : A-X=3B | A Tvon links
DATA-X=A"B

ZE

= X=A"-8
_ 2 -1 0 _
Zf/iSﬁ/e/ L Sel A=(1 2 —2) . In emem /m%e/e/z Lelgofel haten trr
o -1 4

beritr A1 (4 2 %/ ) berechnet.
172 5

2
D Zaéu/% Aes [ineares é/e/chwyssgmkms AKX = / j) ISV

5 2) 0 172 2 9
x:A'q'/‘—z :(—Azq '(1):(46).
1 125 1 17

De Z@Mﬂj Aer /‘Zm‘m{g(achmg A-X= ( 23 —2) 4

1 0 -1 0 41 2 1 -1 2 56
o (82510 (13 2)5a5)
o1 Y A 25/ \o 3 11 17

D l@amg der /@%xyézzc/mnj A-Y'=

A 2 -4 0O o 12 1 2 -1 0O
y:A 322 0 -2 -124 32 0=-2|\=
1-1073% 129 A -1 0



Quadrotwche Formen
Absch //’e/ée/zaé éesdmi;ﬁéfen LOTF WS Nach muteniem newer? Zg/;{?j alewe
der de%wm Formen .

Quad ratede Formen srelen 2.8. awf in dei- Stebishik , bei Protbters—
SW/zjm mt merdimensionalen Fredo —ﬂéomﬁewwﬁe/@ -
e be WW%JZ@% ﬂpﬁmzémMj‘?o/pﬂ&meﬂ, bed Aonepe yan

Ao Henimam eder HMaximum ener Wd/a/w'dzeﬂ Fosnt [ ?/?/;/Mé*
Yoon) fyebwzzfa//g Unter einschrzinkenden //eée/zéeéz’//'gmjen
Sucht. Sstte quadladiochern Qah‘mw)wg;w%&me werAen @uch 2al”
/ﬁ%mx/’moyﬁm a//%emz//zefe/’ 115 neares @%waygym%m 274
Im Zusammen /La/g Aami¥ Stehen Defirs %/Le/}%e/('}enxka/@; aAer i
guadimsothon Fotmon auftrefenden (lariizen ) die in enger Sozuhusty
ou den Eigenwertn Stehen. Solthe Depinithasstoeizenschafien von flats—
20n werden (nr auch in kemmernden Semester benorizen, s K-
ren fir (ke Cxtrermn von Funlhonesn mehrerer Wriabr i
wfm“mzc&é;e/?

et =0y sy ooy %) in Variablonvelrss und AcR™", so nonnt
man ¢c,<) =XTAX e guadratathe Form.

Be/'sl/aze{ : Far n=72 67/1# Sich duwrch 4%5%40:%,‘04'24@}&7

QAzq Qz2z Xz Qoq Xyt Qa2 Xz

2 2
= Qg Xy + Qpp Xy + (uz +224) X4 X2

flan beacihe, daovo man mit oer %ﬂmeﬁ»‘wcﬁm flasrix
/4/2 / Qa4 $lan+az, ) 1(4 7.,/477 cm/&lwgé/éé Wd/déafée

L(04+as2) Azo

Form komm¥.
Fir n=3 elixb/ Sreh duwrch Ausmullyplizeren
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Q,H Q2 43 )(_( 044)(,1“’&42)(2'}'&43 "(3
= =
% (¥ ) = C><4 Xo XA ) 024 Qzz Q23 b &3 :()(1 )(L )(5) qudfazz)(a-l-azsxs
Q34 Qz2 &33 X3 Q34><4+C!,35 ><2+st><3

= QM )(,;L“l' Q22 X; +'Cl.53 X: +Ca4z +‘Q.u))<4 7(2 1‘(&43 +Q34)X4X3+Ca23 + QSZ)'XZ X3

flan beachhe, daow man auch her mof der %W?‘m%e/? flasnx
Qs %(&n*’au) %‘( Ay +Qa4)

4= Hauteg) @ Llan+az) |= L(A+AT) auf duselbe

’%(ay 4‘0-43) %(-Q_’;Z,"’ st) Q33

Gren A rateishe Fesron hompt.

A im Mé@ﬂwxﬂeﬂ Fall Casst sich ane guadatpche Fosm Stets it
elner ijm@%éftzﬁ [ty AarAdellon. [Dr konren aleo ohme EN =
Shriinkurg vomusseleer, dao A4 Sjm/mf%m /st.
Fir eime %mmz%md&e [laix A, d.4. ay =@y [Esst Sich nun e peece -
Aratyoche Form ca//fmwh berethno 2
-?[’?):;ZrA <= ‘_2:&7'% Xi + :Z/? é&:MZa.J Xixj .

Beopuel: Sed @(?h X+ 2K Xp + U XE

Josudht Ist Ae R**, A Symmerseicty a0 daao §(X)=XTAZ gitt

44
g = .
0%/7&5@* wr 4 (4 L(’)

Bevpil: Se go37)= 255 +3x5 =X +2X, Xy ~ Uy X —8 X X3 .
Gerucht 15t A¢ R™, A Sqmmetriich, oo dass @Lx)=XTAY et

Ofpnboar 16t A (2§'2
wr =[1 3 -¢|.
U

In veén Anwen Mf{fe/z SF man nun an Xed/)gmfeﬂ an dew flatrx
A inseressiert, de Sicherstelen, Aass g[i’) plr alle X +0 atesselbe
Vetrzeichen bes) 1.



ﬁe,ﬂm/hm cSo AeR™ ane %mmh%cﬁe [latrix. Danrn /w/é/
e %@d/ﬂw’dm Fomm XTAX baw. de Matnx A

1) , wean ZTAY >0 Liralle T +0

2) ) enn XTAY 20 Lirale X#0°

3) Jwenn XTAX <0 fir alle X +0

&%) cwemn XTAX £0 iir alle < #0

9, ywenn sw wedler pdivuw noth /zﬁwéﬂ Sé/n/'ﬂﬂ%h/}’ w-
Ee/'gp/e/ : 100

(X, %, ¥3) (g g /(]>> ()(2_ ) = X2 4 Xy X5 /SF porVw Ain/Y; da Buadiek

St n/bﬁr‘/zejaw sind und iy X0 mindleskns en < ¢0,d 4 x>0
sen muss.
36/5;/9/‘6/ :

Y2 o0 . o o
(>(4 Xy )<3) g— O/l % KZ :'MX,, XZ —3)(3 'I"qX,tXL

D Sm’ocﬁwdmj ALt hual nicht So Guchr, wee in wnserm ertn Beigono€.
Es giet aber: —Y xF—xF =3x5 +UX, Xy == ( (25, — Yy +XZ) =335
== (2%, =% )= 3x2
Do Quadrate Stet n/ch:‘nzjaﬁu sind. | ist der Ausdruck auf peclon Fatl
k/emer oer k7/6/04 Null v&w alle X0 Er wid 2 B. Vul? pur
X=(4, 2., 0)7. Somdt wtde quadmttche Form ﬂ,ga/ﬂ)’gé/%/ﬂfe —

ﬁ‘/ml.
Das Grete Bex’sWie/ 2@57‘, Aass & Eﬂ%@/@l&wy wber ﬁé/p)z/}%e/}ée{ﬁeﬁ_
schaflon ener Matrix nicht durth 6/’ﬂ7/a&/165 konschawen %fa’ﬂf wer-
Aen kann. Wrir werden uns doher mo Kriterien wunAd ﬁeﬁxzz/em
matbe matrochen Aﬂeﬁézeaﬁ flor e Wac&af? von Defin/sher¥s—
@(76’756/14'%/7 von Hatrizen beﬁcéa?/%jen.
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Eine el ere /lé’ﬁ/fch/wf 2 l(m@rsachmg der @%'ﬁ/ﬁéw%e/;msc@[ —
ten @amm’sww Formern bzto. %ymme?‘m’c/wfr flor72en besteht in
Zer UnterSuch Lé/lj der Verzeichon von Defermiian fen jemgser Ter! yra —

brizen von A.

@g&‘mﬁ’m . Ein

ISt A Determinante emner Matix, de awo der Hatnx A durch
5#5/%&0727 von (n-r) 2eion A (n-+) S/mfa@/z erifeht. Daba
wird eine boshmme 246 | g donn ?w‘ﬂ‘cm , wenn awch
e I-fe Jatke fesyﬁnbﬁm w1t bzl . a/%je«éeéﬁ‘.
Emn Hw/o%m/nm hefjor

| WENN er auo Hen erdten g 2eien nd
5/)@6(@/1 von A besteht, d b .

Quy Ruz -~- Aurx
Q4 Qzz - - - Az
, f )

\

a*%t QAyy - - - Aird

14 Y4 7
Be/&ip/e/: Se /P:(3 S 3> .

12 &
Da ﬁo’&/xmdw //ca7y4m/‘/wvm ven A Sid
14 7
dot(1) =1, dot | ;)--¥ , dm‘é s 2):~43

Alle Hé%owmw von A
dor Oidnieng 17=1 Sind. ded (1)=1, def ()=, ool (£6) =6
dor Odnung =2 siad a3 L) =2, dot (1) 2)=3, dot(5 2)-
M/Lg ’Z 5/ 3 5) | -4 6 "/{3[ 2 ¢ '/{Z
M@z(umg =3 Kt et (4)=-193



Beispiel . A= 2 ““)

Axq A22

Fibrends Haupdmineren : oot (a., ) | Adet(4)
Alle Howpbmineren: det (o), dot (azs) , Lot (4)
bas baz baz
B = (be4 b2 bzs>
baa bzz bz

banr baz

/L—L,(:W/?d@ HMP%/%/»M” .,M(é/bf)/ 0(@"/!024 522),6&7‘(3)

Alle /%ZM/O%/%//Z oren. Het (b, ) , Aetlbe ), dlet (bys)
M(bm baz > M(@M b43> 0(2# bzo bzs)

bza baz bza b33 bz> bz
olet (B)

Waprend, es 2w ener Wal/am’c/am (nxn)-Hohix n frtvrende
Hawptmineren §/bt, Wy‘dw Aneasl aller W/n/é@ﬂm

2" - 1. Far de Unteronchang ﬂ@’/&?/%ﬁ bze). /wja%a/m Dty 20 ¥~
hect Siad(aun)de futmenden fuyatrinoren hotansa ehen, £2;r
Aew Semidefinithedf alle Hawpimineren, was in dem (pen -
den Sale (o tpehalien &oir, der auch ankr dem Spchuwort
Hearwile - Arrium 1 aer liemtur au foﬂdffz /S¥

Sarz: Sei Ae R™ eine %mma%&ée [letrex_ [/ bezectiner?
mA Dy den fhpmendon [foymincy der ﬂ/d/m/ﬁ 7 wnd 122/
A - einen be//eé/jen Hawyobminsr Aer 0/%72&/57 7. Dans j/f/

1) A & D20 ’/La/‘ alle 7=1,..., n

2) A &=> N;20 /?ur alle A‘Ww/ﬂm
Ay O/z{/zu/g T2, n

3) A &> (A)Dy >0 far alle 74,7

¥) A &> (1), 20 pir alle ftuprmiaer

der O/ﬁ/zmg a=4,- -, p



Beispie/ .
! 2 -1 O
/Pc(vt Y /l>
o 1 3
-1 0
Es j/gr‘ Aet(2)= 2>05{¢%//1 y J=#>0 d@f/g ;{ /3/) =19 >0 |

Alfe )&c lrendern //Wm//ﬁ%ﬁ Sind pey/%w | @bw ot A /0497/}/;2
dzﬂ)/m‘.

Berspe!: 2 o 4
7 BR=|o -4 -2
14 -2 -3
. -2 2 0 1
Es g/et det(-2)=-2<0, dm‘/o _q) =§>0 oca%/ 0 -4 —§>:~4240.

Dee ficlrendon #Wm/nmm me@fadw O/dmz/y sinol /ng,

oler furendle /L/W/n/fzw W 0/504%/? petiy, also wr A

neja/{y afeﬁ)u'f :

Be/'sprel : ( 0o 0 2 3)
7 c=|lo 2 o2
2 0 O 4
3 2 1 2
Wir berechnen 2unbichst des mea{m ﬁ’m%émmmm
At (0)=0, dot(57)=0 , Aot ;O =8 < O, ot (()=24 >0

D Yabmenden Haupiminoren wzfemdzr &m/xzmj snd sorm/¥ klelner
oAlo+ 9 leich O, dee ;V//W Ord/;mzj fm/éer ater f/em 0.
Ac/zhmg 7 Damek lisst Sich nur schijefery dass & nich?
pon fur deﬁ/m ¥, micht %W Aelini¥ wnd nichy por/ter Sernale-
pinit vt Fir de Frage, ot C nga/xl/ Sem/deﬂn// /sH,
meissen auch de anderer //W¢m//w/te/7 ven C unteySuchy
werden.

Betrachlef mman Aen /%ngm/}wr

0O 2 3
Aot (5% /ch g)=H‘>O/She/'che/w&erzzg//faﬂd%a/;@MC),



_-?_

80 hat man emnen //aaf’/m/}?or éeﬁﬁ@/‘dﬂ(er 0/7(/2%/7 je/ﬂﬂdeﬂ, oer
/707/;%/3?’. C is¥ som/it auch nicht nqah?gen//de'ﬂ/hx‘/.
/N5 j@%m/ s¥ alo C /7 defins?.



T /%m/jsfs i einer reellen bariablen
&. [eelle Fun khonen emer larables

Dee ﬁarﬂff//aﬂ\/j Und. Unkersachung choNomisches Zusammen hange
wid ?mé/fmgle///wjm 55/0{7% frdeinfs /7 Aerch Hodelle, dre durch mathe-
matiche Funkhonen beschrieben werden Berspiele hretfer S :

— /l/ac/z/mfe - und Angehotsfunkhonen

= Uostenfrunk¥onen

- ?/‘OdaéﬁbﬂS)[’aﬂ/tﬁb/ZEﬂ

=~ MaﬂSLcm,Eaﬂ/aé'Men

- Gewrnn ,&m/ué'@ﬁ en

/n diesem Uapite! werden Funkrhionen ciner reelesn

Varnablen betandelt. Neben Aer E/'@&%%mg j/‘ﬂﬂd(/ e-

gender Beg riffe werden einge, 1m Zusammeniang s ¥

OkONO M) Schen F/ayej)@//afzfe/z éé&/ﬁgﬁ Wﬁefeﬂa@ 1 -

fhematische Grndfunkhonen cin jefghff, wobe/ einipe

mogliche An Wena&mje/? /N Ze/éa/'e/erz Skiz2ierV werdern .

Em/c}feé/alg . Stedreren Sie mséesondere die A6Schn vk
2w Fotnzen, [oganthmen und Funkfionen aus dem
Vorkurs !

Zef n/tion . Eine reelle Funktron £ erner reellen baria -
blen |5t e/ne Cuordnung, die fedem Elemen? X aus
emner [tenge B SR ein dewrrg eme teelle Zah!, den
Funktrons wert fix), zuordnet.

Zp her 3+ ?e//m%b/uéere/cé von 7?, are /%enfe M/F aller
Feenk hons werte /Le//'é% werfebereich von £.
1?.' @‘g QR—’—'>\\A4Q < IR , X —> NECx)



Bezeichnus 9. /st ]f eme [Funktion , so beze/chnen wir h@,&g
den Wert von f an einer Stlle X nut Y =fex) .
x hel3t dann maééamg{?e Vanable eder /47amem‘ Von
7[’ und g aéécmjge Varable .

Zemeréww Wicht ¥ ber Ader ﬁefm/ﬁm oAes Funkrons be -
?4%’?5 /5/ dre fozfe/uﬂf nach oler Emdew??ée/%def
Zaa/z{//mézg
Dee Zuormu//z; Selost kann autf’ unferschied/iche /4/—{"7(3—

geben sein 2.8. durch eme Formel,emne Jabelle oder awch
darch eine Kurve.

LBeispie/: DAX In Aéha’fnj@/ee/f vom Tafem
1 Jahr 10 Jah e

8500 -
8000 1
7500 -
uuuuu 7000 -
55555 6500
E000
00000 5500 -

S000

00000 4500 4

EERTE 4000~
=500 o

00000

0%.09.08 01.01.03 01.04.03 01.07.03 T 0101 04 010109

Bevor wir uns mit f/'/:{'jen mathema trschen @m&d}fankﬁbﬂeﬂ
naher befassen, betfrachten wr 5/'4‘/]56 emfache 4@«/@40(4:{175-
beisprele.

gef'fﬁ/e/ : /(Oﬂsamfaﬂkﬁbﬂ
In der makrockonom/schen 7heorw wird angenommen, olass
der GeSamitbonsum C for Giver und Diea 57‘/8/'5)%4/2/914 e/ne
Funk¥ion des Volksemhkommens Vst Ein e faches /Tedel /SF
eine affin-lineare KOASMM)&M/@%'M CCy)=o+ b~>/.



Die 5549(/7%/23 b (dblicherwelise zuwischen Ound 7/7%7‘ an,
um wie Viele Emberten oer Konsum eunimmy, wean das
Volkseinkommen um A Emher¥ Skeigr. Die ,%?a/zg ISFAre soge -
nannte Gienz ne f? wg Ko ais Funition des Volkseinkommens

zum Nonsum .

Aus einer Un lersxdtwtg
der US~Wirfscha e fir
1929 - 1341

Aonsum 7&4/1/06'0/1 05 -
CCY)=35.05+0.112Y
G/e/z&ne/\?cmy zum Konsum.

b= ——22 -1z = . . . . .
A>/ o 1 C(m 2 — E 4 5

n]

2 —

97

Ee/'g/o/c/ : Die A/ack,frage von Verbrauchern nach eimem (it
/. emel beshmmiben Fehede 1sF aé/zé'/zf/j vom Trers .
Liblicherweise geht dre Wnye ée/’sfe{;eﬂdem Prers
2crtick Dos Angebot der ferskller des Frodukses (st eben-
7&a//s aééd’ng/j vom Prels, der erzielt werden kann, nobes
das %njebm‘ Lblicher weise s/e/j'r‘/ wenn Aer Freis 5;@/5'%.
In etnem (sehr e/n/ac/wn ) Medell mit Aer Zeae/cﬁmuag
PLir den Frels kSnnte dies 2. B. so aussehen.

Nackh )Ffaje MP)=400-P  Angebot: A(P)=40+ 27



—

.__5_

_ Angebot und Nachfrage Der Schnibpunk¥ |= der be/ -
= den Kuryen Ist de/;/'ea /'ye
| Punk?, ber dem olu /l/achf/afe
. gleich olem Angebor (st d-4.
| An jeém‘ und A/czc/z/ﬂmg/e /7
sind .
A00-P = N0+2F
=D
Der” zugehcrige Press
o B pen 0w W et Glechgeanchtsorers,
A e Zayeéé‘nje /‘fexzfe
ACP*)=NCP*) ist olre &/e/'céjem'c/zﬁmeﬁfe
(/n oler Praxis der Preistheorie wird P rblicherwerse a,u/p{er
verfikalen Achse mfyea‘mfeﬂ.)

100 +

04

Allgemerner kann das [todell lihearer /l/acé//aje - end An-
gebotsfunkhonen folgendermagen beschneben nenmlen .
N (Pl=a -bP , AP)=xt+B T
mit positiven Farmmerern a,b,ux, 3.
Anoqeém‘ und A/achfra,je sind im &/e/'chjem'céﬁ wena
N(P)=A(P) &> a-b P=x+3P

=
Ter ﬁ/e/chyew/chb/arc/s (sIFalso ,dre Zajeha‘—
r1ge G/e/'chyew/clza‘s men ge éehu?‘v‘
NVCF) = A(FY) = _a_ ). a=x _af +xb

bt b+



- (-

Beispiel: Die Kosren ﬁl’r de /?ese/ﬁ;wg L/on /0’/0 der Verwrees/ -
/ AOP

105 — P
Der ?e'fzh/'ﬁ'oﬂs bete/ch IS hier sinnve/llerwesse Myf

D,=L[0100] ernzuschranken.

lz/gurqueﬁ i esnem See sefen  blp) =

Werfe fabelle
p/ O | 40( 20|3oft+o{s’0\eo)3r0(go( 30 (4100
bCp)lOJ/_Z(__g :(_i_Li- %‘3_4/{_?{2%92_0/3?, 60 |20

Fosten fiir die Beseifigumg von pP Ferunreini gungen
' 200
Was [st der Zuwachs an - f

Hosten, wenn statt o7 oler
Veran rein C'ymjeﬂ (or1)%
bc«xse/ﬁjr‘ werdlen sollen €
o (ot 1 )= b( /0)

_40p+1)  _ AOP _
_/tos"—Cp'f/’) 105 —pP 50 -

_A0(p+1)(105-p)-40p(104-p)
" (104-pl(a05—p)

41050 0 n a0 80 100

—(4oq—p) (105-p) 10p

R T

150+

b 100

A‘//jem e/ner : Was st der Zuwachs an Kosten, wenn sfatt 0%
oler Veraﬂfe/}z/jmjen (oth1%, h >0, éese/ﬁj ¥ werdlen soffen Z

) _A0Cpt+h) 40P  _ 40504
blp+h) L{P)_”OS_(P*M A05—p ~ (10S-p~h)(105=p)

Z.8. Puwachs an Hosken )&?r Are Zese/'%z;&anj Vo

30% Skt 720% 6(30)-bL(20) = % £164 F

60% sttt 50% :é/éOJ—é(50)=%°’3/03 .24 2
90% sttt S0% : b(30)-b($O)=28

100% Statt 90% : b(100)-b(90)= 140



Die Beispicle sollfen zundichsy klarmachery Aass /améﬁa’xza (e
Zajammeﬂhé’/zje als Modelle vieler Pmé/ems/e//m‘yeﬂ cee/Yre -
ten. Die Aufpasbe der Makbyrahik [sres, ZLNBHSY Eln en 7-
e/gnesen Vorraf an Girundfurkiionen eur Veryligung e
svellen wunol Methoden aﬂz«ugeéen, mit deren HiGe man aus
diesen Grandfankfionen zusammengeserzte [nk fionen
cenrersuchen Ranni.

/n dresem Kapitel werden wir 2unachst Grreendpenktsonen
4 6/'/7‘/178/7 wesentrchen E/fengch a)ﬂ(en angeéeﬂ.

émo(fxméﬁ onesl
— Porenz - wund it &e&faﬂéﬁ oner
- E xpones thal- wurd éoja 1 mus[)aﬂ/eﬁbﬂ es

£ /j ensch a//eﬂ
— Defini'vions— urd perfebere/ch
— MonoYonse
—~ Besch réinkthes v
~Symme Heen
— Umkek r,&mé 2O/

Punzchst ben é’;‘zjeﬂ war e/n ‘/;e Verem barungen und ?e/zh/'ﬁ'o -

nen . Sel £:R—>IR g = 0x).

ﬁe’ﬂh/%bwséerc/cﬁ C W' vereinbaren, dass Aer ?eﬁh/'ﬁ'ans -
bereich emer Fankhon aws allen reellen Zaklen LESkhen
soll, Per dre die Funkfon berechner werdlen kann, es sel
olenn, gass ern anderer 994%’/}%2%%@6/&% angeseses
/SF.
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Honotonie : Eine Funktion £ hey3t %ﬁ’;ﬂwﬂ wachsend,

(X4) 2
wenn aus X,< Xy )[70/57‘, dass ;ﬁfxd)i ‘Q?;Z)jgxlz‘

Eine Funktion P hafbt | ooon omimoton Sallend wenn auss
(X4)7/ (’Cz)

Xa& Xz folof, dass jf{x,,))ﬁ[xz)jﬁ’/f
Jeschrankthert: Eine Funkhon £ heht nach ; aii;j beschrankt

wenn es ene Honstante C g1ty so dass fij i CJ) g1t ﬁé’ra//exej/zp.

Sre /Le%f beschignkY, wean sie nacl, cben Lind unkr beschiznkt
/S¥.

Sgmme Hun : [Fine Funkbon £ heybt jeszz/ wenn 1hr Giraph
(achsen '/fjm’” eroch eur K ~Achse 15¥ oAb - Loenn j/’f/‘ ;
(1) xe Op =>-x €Dy aﬂdcz)ﬁ(—x)=f(x)7ﬂd’r alle xeDp
Eine Funktron heybr cmje/aa&, wenn 1ot (rraph (/aﬂéf/‘
symm ehuath sum Urypreng /5% A b. wean /e
(1) Xe Up =2 —xe ZD# und (2)L6x)=~flx) ar alle ke Cp.
wenn fir em festes a€R 9ieF:
(F)arxely =2 a-xeQy und (2) Plowx)=Llo - x) furalle xely,
dann /st der Giraph oler Flen ktaon f/(/mmeﬁw'&k Zur (ze =
rden x=a (Famllele 2y y-Ahse darch (a,0).

Bevor wir olen Begnff der Umkehifanktion dlglanseren, be -
rmchien wnr zunachst e/ Beisprel

Be/'s/a/e/ W betrachien die (ineare ﬂ/ac/vﬁfrafe/wzéﬁm
N=100-057P

/n Ab /w"mg/'g/ee/'r‘ vem TPrers T



Aus der Sicht des lferstellers istes meg/iche rwelse eaeck -
méj31g, die heraustellende [enge als wihlbar Giribe anzu-
sehen , um den oarmus resultierenden Frels e betrachren,
A.bL. der Herseeller /st an der mversen Funktion ( tmbelr-
/zm ktion) /nreressiett. Diesen /méﬁ'pxm/gﬂ E%zmmen/zcz/zg er-
WGt man, wenn man Ase A/zoh//nje/u/zéﬁm nach Pacf -
(55t ,d b

N=A400-05PFP < FP=200-2/N

FPreiz als Funktion der Machfrage
_ _ 200
Hachftaze als Funbktion wom Preis i

100

50 1
€ 150
N |

100

— T T T T 1 %0
0 50 a0 150 200 ]

0

] 2:] 4;] Nﬁllj gll:l 1|:I||:|
N=400-0.5 j/b/ 2u jcﬁebe/zem Prefs P deo //adz%mfe N an.

MMjekeh#f/bf =200-2/ 2u ﬁebeﬂer /{/dc%ﬂje A/ Aden
Preis 7 an.

In beiden Fallen handelt es Sich wm Funktionen i
Die beiden Funkbronen siad nvers zuemander OV

Um ke hrfm/cﬁb/z ( Inverse Funktion): Sei £ eine Funkbion mif
@eﬁ niionsbere/ch @Vg und Werre beresch lh{g. / ot wumAehrbar

€/ﬁﬂ%ﬁ§, wenn es zu /édem ye Wt{g Jenaw e xé€ Dp 9181,
S0 Aass g:fac) j/fyf.



_-/lo_

/T?z/m lent Aovzw (st dre Eéd//?mg Aass 2w verxhedenern
Elementen aus dem @%&)«b/ﬁmséew/’cé Stlebo veyochiedene
Funkhons were yehé'm mussert; Ad-h - wean Hr x, X, € Dp
mit X, £ X, St 7Z(x,) ¢7f[xz) 7&{72‘.
Ist f umkehrbar ein ﬂ[ezoﬁg , dann bes/tet sje eine Umkohr—
ﬁm wton (inverse Funktion) g mit Defin/fionsbere/ch @g= We
wund Werrebereich HA/g =D Dabel 15¢ 7&’2}' /édas (76@ der lfert
aly) die cindeutiy bestimmee Zahl xelwy mit fix)=y.
Es gilt dann 7&cr xe Ty =g yelp= ’JDGQ.

g[g)« X & 04( Fex)

Veranschawlich un g

5 v
o —

\\/\/8, Dg’

Hmﬁg bezsichnet man die Umkehifunktion zu [ mef £77
Achtung . P it rucht dlasselbe wie g— v

Wich Hg /St Aass es sich bel Aer Mmée/zrmf wredler cwm erne Funk-
tion handleln muss, wenn man von ener Umbehrlunktion spricht
Wie man am Beislel der Lormalparmbe! sehen kan, /st Afes
nicht selbstvernzgndlich.

Aus der Depfin/tion wird kiar, Aazss Sﬁfﬂg ponerone Funklio —

nen s umkehrbar em alemég Sind.
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Eigen 5c/za7/feﬁ N veroer Funftones
st g Umkehifunkhon von L, dann 15t awch £ Umtelnfzné -
Hion von 9. Es gilt dans -
4 (fix))= X far alle xe Dy wund
.‘?(g(g)) =y 7&2‘/‘ alle ge@dq
Poven afméﬁbxz en
TkLinition: Scien 7€ R wd xe Qp <R. Die Funkhron
£ex)=x" heBt Posernzf unkizon -
Definstions=, wWertebereich wnd we/dere Eymfcb%ﬁ{e/f Aa”nfeﬂ ven Tab
Wir betrachten doher verachiedene Falle.

4) ._ZC)C )= xﬂ / ne /M /7; q e Me Patemﬁuﬂctianennﬁtg;;ét;\;:; Eanzzalﬂigen, geraden
! v

4

2.B. fix)=x* | Pex)=x"
-D=R,W=R;
e nach unten Aurch WVull
beschrankt
. je/zw(e, ﬂ(-h-stymmezfr/éch

2ur y ~Achse

v Sv/wg /nmafm’é//eﬂd aze[ (~e0,0]

Mmefmwacése/zda%[[o,w)_ 2 a0 13

|—— 2 P —— %

© umkehroar em pcemg nurbe/
eimgeschriinkiem Definitionsbereich, 2 B. D=Loj)

Beispie/: Sei <7=7fo<)=><a mit Vp=Ry  We =R .
Bes ﬁmmmg der Umhkehrfunktion :
(g= XZ A X 7/0)<=>1 x=Tg7
Also st g(g)ﬂ—g = g" Alie zuieééﬁje Umkeh-funktion.
O¢t verfauscht man nech die Varioblennamen : g0x) =17



Zeichnet man die Graphen emer Funkhon fix) und Aer augehsrizen
Umkebnfiunktion gex) in em Keordinaten SJS;@/% , bel dem de Achsen
Gleich skaliert sind, so 15¢ oler Guaph ven ge0 Ale Splegelurg
Aes Graphen yon fix) an der erden Winkelhalbrerenden.
Allgemein 15t féir .’Zcx) =x", net, ﬂjerzdf und. Dp =R+ Aie
Mjeho"nﬁe Umkehrfunkhion j£x)=~"f§—' = x"

- N
Z) \ff)() =X N GW/ 1 Mﬂqem¢ Fotenzfunktionen mit positiven, ganzzahlige,
' v ungeraden Exponenten
'2'1..?. "EZX):X/((X):X?,/%(X):XS‘ En
- D=R, W-R

. unbeschrankt
- ungemde, d-h. symmepsach 2um

M/v/mmg

. 57%/2‘7 monston wachsend. awf IR

. A)(ﬁeﬂ der 57902(7@/1 Hone fonsre 4«’[
genz R umkelvrlpar ; dre Umrohi-

MWIQ/Z [wéf 1
3“):?4[7/ xzong X™ | X70

1
-x') X< O —(-x)“,xzo

_. n
) f Cx = ! ,L e /M 71 qem Potenzfunktionen mit negativen, ganemahlizen, geraden Exponenten

z .5 qfcx)—x —x?_,ﬁcx)-x -iv 4
- D=R\$0] W= R} =(0=) |
» nach unten durch O beschrznk? .
. jémde, d.A.SymmeMcé 2ur 1-_
y ~Achse
. 5~/r€/z(7 meneton wachsend auf(-0,0) s _21_1 U 1_21_ L
5%3 monoton (allend awf @)
. nur auf emjeschmné/em Delsy'honsberesch,z B. (0,0) tmbehréar

A

Fiir D= (0,00) ot de UmbshrLuntltoon jac)—ﬁ)——v =x "

3_




4)_'?04) " neln mqe/zwée Potnttions it gt gl ugraden Esponeier
z .5 q‘fcx)— .ﬁcx) =x"= ]

. D= R\03, W RN 103 1

* un beschianky H

angem, Ad.4. S(ymma‘m'ch
zum U rsprng
5#6/19 meonoron fallend WVZ
(~00, 0) und auef (0,e0)

auf’ ganzem Defunihronsberesch :
um/cz/z/rba/r", Umbkehmfunkrion . v

X x50 ) SE= k0
g(x)f _4 =
~(—-x)"‘1x40 | X <D

J—x

57£(x) >< = QF
2 .B. f[x)'x” '1_—' f/x) x* =3

Potenzfunktionet mit rationalen Exponenten gréfer als 1
Poterzfirktionen mit positiven, rationalen Exponenten mwischen 0 und 1 4

20

0,54

D T I T T

1
1 1
7

i - 4
o + Y
=\ xr=y

- D=R, W=Ry 0 o5 101 zl,'n

« nach unten durch 0 beschrzinkt '

- Sﬁeﬂg monoron wachsend. auf R,

- anf gascmflem Depinitionstereich wmbehrbai; Umbehrlauntrion
3 x)= x 7 =




— 1y —

6) \g(x) =X § 1 —nﬁl—e @’i— Potenzfunktionen mit negativer, rationalen Exponenten
B. fo)=x 5= A1 i
2.5. \f =X TS E I
3
- D=R; ,W=R} |
* nach unten dwzh O 21
beschmankt '
14
+ Sheng monston V&//é/zd ay/ R |
+ auf gesambem Definhonshe- ot —————m
a 1 2 3 4
reich umhebrbaiy Umbehi~ — T L x_%=#

7&07%0/7 gax)= xﬁ_

Exponentialfunktiones
Exponentialfunktionen treten i vielen wnrbchaf¥s —und soeia/—
inssenschaftlichen [todellen awyf . Jeispiele simd:
~wirtschaftliches Wachstum
— Bevilkerangswachst urm
— sfaz‘/g akkumu lietter Zins
~ abrehmendles Analphabetentum
Definttion . Se/ aelR X Die Funktion fex) = " ms¥ Ty =R reyp?
- Dabel hefot @ und x

o es Sich bei der Ve/Wde von Exponesntialfyunkiionen off wn
die Beschierbouung zeitabhingiger Vorgange handelt, wird Wg dase
Vanable t verwendet.

Im Unierschied zu tenzfunktlonen, be denen die Basis die. unabhin -
gi9e Vanable ist, ist bel den ExpOﬂmz‘/&/y/uM Kfronen dler Exponent

die Mabéé'/zgge Variable.

Bevor wir uns mit den (rathemat/schen) E/ye/?scha/;@ naher ée&c/wz/ -
z‘/jen, betmchten wir €/ﬂ{7€ Belspicle.
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Beispiel: (Zinseseins  exponentielle Vereinsung )

Wir betrachien em zum Zesfpuntt t=0 (Beginn emer Zirspers -
ode ) vorhandenes Kapital Ko /ir ddberlegen, wic sich das Ka -
pital bel einem nominellen Jahreszins (=% entuwrckelt; wenr
das Kapifal yabntch m-mally zum relativen Zinssafz - ver-
2inst wird und die Zinser Jewells Aem Map/}’a/ (744{765dméé~e/7
werden. Zum Beigoel bedentes :

m=1. /’dZLr//'cAe Velz/nsmg k)

m=2: M/é/aéf//C/Le //crz//zsmj m/;/ =

m=12: monatliche Verz/n smf /n/f
m bezarchnel also die Anzahl der Z//zs/aeﬂ'aden pro _fabs fr
m>4 Sprich! man von un ieg’afénj er Vgrz/}zﬂmy.

wre jm/@ st Aas Ka/z/}éz/ Vim nach ?f‘Jaé/-e/z 2
=1
t=4: K11)= K (£1+()
)= K avs KACt) =4y (1#0)F

t=2: K1(2)= K, (1+i)*
t=%: Kol%)= Ko (1+ L)
Eod: KDL= Ky (145 ) Ka(e)= i (et J*°
t=3: K2 (B)- Ko(1+£)

4 )
L{
b= 4 KHE)= U, (14 +)? Kt (E)= K, (1+E)%F
3 ) [
Lf
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All gemein st Km (#)= K (1+ ,’{J}m't, A.-h. eine Exponentialfunktion
der Form HK,-a® mit der Basis a=(1+iE)" . 2Zum Vergleich berech -
nen wir {ir emnen 4n/ajeb6fmg von Ko=1 V&Z’r m=142, 7,12 das
Hapia! nach 02,10 futrer 7&2? i=p% =155

£ 1 2. 10

KIE) [ 16005 = 1.05 (1+0.05) =/14025 105" « 41429834
K2Ut) (A+oozs) =1.050625 (4+oozs) 2403813 | 4.025%° 4638616
uwy(t) | (1r0.125)" % AD503YS | (1+0.0425) ~44o%86 1.0425%° = 1.6%3613
K1(t) (4+oooLMe) xA05M62 | (10.00HZ) 1404313 | 1.0044E"%° 2 4. 647003

Kapitalenfwickhung jdhrliche wad monafliche Verzinsung bel

2t Veranschawlichu M_g | Shaichem sominellen Jatmessins von zehm Froment
Bei einem An/ajeber‘mﬁ vor 18_:
10 000 & 3/7/79# Sich bec p=5% ]
nach AP ]afweﬂ en Unkesochuwd 10+
von AC1.15E zuwssdun moraklicher | .
W/'ﬂw&'chu Ve/%f'/zS&Mj. . et

o
29 aew®t
1l gm

T T 1
a0 10 20 30

| + 11 o 100833333312

wann hedt Sich das K@/}’né %rd%oe/f z
Um dese F/&yc Za beanvworten, muss man du Gile/chund

Ko (1+ 75 )7F = 2 4, & (1 E)T 7% =2
nad t auflosen. Gusucht Gt also diejenge Fotene (Ao Ver-
ﬂ,’dp/[uﬂjs 2ect), 2u der a=(1+;5")" ethoben werderr puss , wrm
2 z2u erhalten. Dies werden wir an 792%6/8/ Stelle rmu# Zw(fam%émeﬂ
(csen.
Was es bedeulet, wenn wnir die Anzahl m der Jatrtichen Zinspe -
rieden immer jm}’@er werden lassen ,d.- 4. Ve/?/'nsm‘ﬁ Jolen Eﬁ , /e&/e
Stundz, poe FHinute, fide Sekunde efe. befrachten, werden wir an
Sspaterer Siele genamesr wnterouchen
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Ze/s/p/e/.- Wir betrachten eme &fu//ae von 10000 Anaphabetes .
Dureh spezielle E//dw(zﬁs mafnatimen soll der Ante! der Anapha-
beten 10 dieser @W um /’M’M 10% reduzey’ werden. l/se
Grofs ist der Anter/ del Ana jphabeten nach t Jahter z

z , 2 ) i J 2 \ 3
Ander€ Almggé. l/z 0 000{40000(4—%): 10 000-0.9| 10 000-0,9° f40000-0,33
“w.S. /.

Dii Anzabl kann Somit gurch de Exponentralfunktior

Alt)=A, 0.9°
beschiuben werden. Hir wt die Basis 0.9 < 1, mut aunehmender
t ward Alt) kleiner:
Mach welcher Zet hokt sich die Zahl der Analphabeten halbjert 2
2u losen st de Grleichung

A-09%=p5A4 <= 09t=05

(reswcht st also die jenige Rotenz t*(die Hallowerfszent), 2u derdlje
Basis 0.9 ethoben werden muss, um 0.5 zu erbalten. Auch dies 65+
man miv Hilfe ven Zﬁzn%mm.

Wit wenden wuns nun Lwwder allgemen den Exponentinlfunktionan,
of.h. Funktionen der Fowm fox)=a* | a Ry, zu. Dazu schawen
wir uns sunachst beispielhapt dre Guaphen einger Exponential-
’faﬂ ktlonen mit verdhiedenen Basen a an. Wir befrachten in folgen-

dlen nur a 1, da Aer Fal/ a=4,d.h. )fl)c) = A%=1 picht sonder-
lich interessant Ist.



Exponentialfunldionen mit Basis Exponentialfunktionen mit Basis
groflfer als 1 . Twis c];e_n 0 uand 1
i | ¢ @ = ﬂ?, \W:. Rf— |
R ]
N * nach unten durch N
. 0 beschrgnkt o]
5 . )f[p} =1 5

] « 2T 1 o- *
N #a,r a> ‘sﬁe/zj ) N
1 Nneron wWachsen a«,f R

/ ‘ .ﬁi’r Oca <A Sﬁeﬂg mo- 1
2 -1 o 1'—_2,2; 097‘0/7 ’&//f/lﬂ( ﬂ(ﬁf ﬁ 2 -1 0 1 2

/v/ejexz der Sﬁeﬂje/z [lonotonie rst 'Zcx) =a* ),ZZ'r feoes aecRXNS 1] twn—
Rebrbar e/}zdexﬁ('?. D wje/m'h"fen Um ketrfun ktionen sihd dije
e/z%S/aﬂeo/zefzdeﬂ Zoja n’%mwyfméhbfzeﬁ yAie war im Anschluss
an die Exponentialfiunktionen behondeln werden.

o Llxra)

Es gitt:  furt)=a"" =a- a’=a-foo) baw. a= 53

Das bedentet, dass dee Pasis a a{eﬂde/z/feﬂ fakrer darote(tt; mi¥
Aerm sich fix) andert, wean xum A 2unimme.

falls o= 4+;,;9'D’0‘ , P 7D, wachst lex) um p%, wenn x um 4z —
nimmt . Flls a=1-755, p?O/)Eo?//fVF(x) wm pZ%,wenn X um -1
wachst.

Eine besondere 3edeuszzj kommt der Basis e, d.b.der “natiriichen’
Exponeﬂi’/affm/dlbn Yex)=e™ 2u, wokes € =2.7182848284 55045 - - -
die Euwlerxache Zahl bezeichnet. Die Euleroche Zahl e /st eme 1r1atio-
nale Zahl. Um zu %6{76/1, we dre irationale Zabl e in ‘natur-
Licher " Weise als Basis aeftn#, greifen wir das ”b{?e Beisple| zwr
Vapitalrersinsung noch elnmal awf
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Be/'sp/e/ " Witrd em Kaf/h/ m -mal /&%r//'ch 2um relaven Zinssarz

von 5= verzinst, sohatten wir fm’ Aie /{ap/fa/e/zz‘maé/mg Are

Formel — Mmlt) =K, (1+2)"" je/wzdm

Bei' wachsendeam m werden i1 immer kiczertn Abslkinden Ze rela ey

Linsen dem Wopita! geschlagen. Wir haben Gesehen, s Hm () grefse/

Wty wenn m grofser anid. Lt [flustriren dies noch enmal mit fol-

gendlen Werten: Ko=1 ,i=100%, t=1( Johr) fir verxchiedene Werse

von M.

Anzahl m der 2ins perioden pro Jabr  Kapifal Uml1) nack emnem Telsr

A [2/%5%%/&27/%@'5% (4+1)" =2

2 ( 2inspuschlag halbjahr/ich) (1+L)* =225
12 (Binseuschieg monatlich) (1+&)* x=264303S
365 (2inszuschlay tiglich) (2= x2244 567
§740 (2inszuschiag stindlich) (1 2=)"x0218 422

Man kann nun 2—6/36/7/ Adass awch ber belietrs /L%fm Ziasu —
Schizg pro Jaér Ah. m—=00, das Kapita! am fatweserde emnen be -
shmmten Zez‘/zcdq NICht  Liberchrerren kann.

Berrachter man namlich den Ausdrack (1+ 7 ) ’faf Zz —>= SO
Sheb? dieser Ausdruck W dve Eulesoche Zahl e.

Han Schreibt  Ldim (1+ i) =e .

Zz 2o

Selzen wit ;062/5// %-—.— e und betrachien m —> <o, dann erbal-
en wir  Lim (4+——) =e . Daraus kann man Schligler, aass

m— o0

. ) ;i V2t t -
Lim HWmlt)= Zim K, [N+ ,77) g =K, e /5t
-0 meo

Wir ethallen damut die Forrnel ’Z[Jr e Sﬁfﬂdﬂﬂé

Kit)= K, -t



oy

Wejter oben haben wir bereits erwihnt, dass J@de EXfmeﬂ tia //amé -
tion Lex)=a* mit aeRIN3 ] wumbehrvar ein Aentig ISE. Dre 2u-
gé/t577§€/7 é{m/éehr,fumézf/b/zm sl de chytm%mas?&ﬂéﬁoﬂm.

Loqam%hmasfmzéh'o/zeﬂ
Wi'r w/eder/m/en 2undchst die Defsnion des Lafzm%mas ener
Zahl eﬁ? 2ur Bas/s a:
Log, u=yv &> o=
£a, /St also A€ /e/zge Z2abl v, die als Potenz von a gerommen
werden muss, 50 Aass a = 1 st
Definition: Se/ ae RAN513 . Die Funkhon foc) = Log x hefo!
(2w Basis a).
Durns¥ fst fex) = Log, x (7?2/@/@ durch dee E; (7@7&&@/% Agleniert,
Mm/aeh/fmbém ZU gac) =aX zu Sem.
Dather 91 : Zagwéa,’() =X wrd a2 =x !
Das Zafm’%mie/eﬂ macht SoSUGY das Exponentieser /-62—6?4/77*
(7/? und umge/eehn‘.
Feer soezlelle Faser 9/br es abhkirzende Bezeichnunge’-
,Z?mx =%x wurd leg,x =& x
Die Giraphern vorn Lﬁan’%/m%/wzéﬁbﬂm Erhaly man Asch 5//’{}%—
émg der EJ;l)meﬂf/a/,Eméz‘/aﬂen an der eren Wirtelhalbrerendern.

Bevor wir uns Besspiclen zuwender, betrachten wir die Graphen ens-
ger L??a h'//zmxsyfuﬂéf/bizeﬂ und. sveller exh{'ﬁe gmm’/??érzﬂ’e E{}’fﬁ -

scéaﬂen 2USAMMEN.
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Logarithrousfunltionen mit Basis grofer als 1 Logarithmusfunitionen mit Basis mwischen 0 und 1
| i 4

: T T T H T H T T T 1 -1+
-2 2 4 il 3

4 ¥ i

-3 -4 4

H— lc'gg(x] 3 1053“] - % Ly log

- D=RS, W=R
e Unbeschidnkt
’ {(A)= €ag¢ =0
o far azq sheng monovon wachsend oy R
’ ,f&ff O<a< 1 Sﬁmg /mencror )ﬁz//élzd aeef R
36/’@0/’8/ © WIT betruchten eine %pa/af/bﬂ, die (/'cal%r//'ah wum 3.5%
wachst. Wie greB st die Ve/%%&lu/zjs 2ert ¢
Zanachs/y/f/ =B (1+25)5=-B . 4033‘
Gesucht ist £, so 44555/87‘ R 1.035° —27"

P 4035%=0 2 <> 1035%=2
&= In(1.035¢)=0n2
<—>tfn4035_ in2
_7{:‘,&/035'

#_ An2

@14035’”2‘9’45—

Die Verd&/gyéuﬂjsze// éef/&jf t
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Wir wiederholen die Rechen /‘é_u?b?//? c}ﬂ?:r Aen Lavqw?%mas

1) Log, (x y)=Leg X + Log 4
2) Zogm(gi) = Logx — Lag, Y
3) Z@,ﬁ()(” = pdog X

4) 429, (a7) =

Aufgabe : Seix 70. oder falsch £
a) (bx) =tnx?
Falsch 017 Fér x=e Ve (lne)?=1"=1, aber 4 stne=41=Y
b ,ng —-—Z,%T’7 Z
Wach @7@/3/5/5/ 2471x"= zg,(ro =4 X
¢) In ' °~ Inx"= S Pnx*
M den /fefg/ﬂ 2)und 3) qieft
On - " = ﬁa/f;i = D X = Bl = 3-0n X2

Beispiel: Im Ja/zfe 1330 wurde das Brdbosorielproduk? (BST) Chinas auf

1.2 40" F und die bhachstumsmte auf 1= 0.09 ﬁasc/zéiév‘. us BSPoler USA
wirke auf 6.6 108 mit einer Wachstums rate s=0.02 geschiitet. Ui nehmen
andass die 8SF beider (Gndler m den Fa/yqdhfm mit olen g/e/'chm [Caten tachsen
Wann Wi ien de BSP der beiden Lander ﬂ/e/c/z ﬁ/v/? 2

BSP China 2ur 2eit ¢ Bolt)=4.2 -A0™* (1+ 0.03)°

BSP USA 2urZeft t & Bult)=56 40" (1+0,02)°
(€5 ucht : f“ ) 50 dass B, (z’—*) B, (%)

1.2 40" 1.09% =56 40" 1.02F &—=> 4103t _ s¢

72.02% T 4.2
1.03

=D (//l//roz) fn(%

(n(f—g)
&t WETERY
"\T oz

f:é, ZZ)) ~ ZZJah/m 3/@6&7/779,

Ako sind die BSP nach 4=




7. Verkn %ﬂmgen von Funktiones

Wir haben nun einen jewz'ssen (wnwollStindiigen) Vorrat an Frarncifiné -

tronesl. Diese kommen, we wir beretts i den Beigoielen odles lefesen

Kapitels Jesehen haben, notmalerwesse nieht ‘i ﬁjex}zﬁprm Y Aaker, son -

dern werdlen Je noch Froblem sle//zmj mitenander verknasft-

Als may//'che Verkn d}o/a@eﬁ behandeln wnr neben der eingachen flal-

f?lo//lﬁafllﬁﬂ mit emer Konsfanten, Summen , Differenzen  Frocekf

&uotienten und Verketfun 1ger VN Funktioner.

W/ lere /Zf}//&éée//eﬁ, Fanttionen aus den Guundifunktiones oder

Her /ené/u’o}o/fm Flunktioven zu (76&1/‘7)7/26/7, lassen Sich geometreick

als  Verchiebungen Shecéwﬁen I Stawcchungen wnd go/‘?ﬁe/a/ztffﬂ a

den Kosrdinaten achsen vesranschaulichen.

235/5/9/'5/ : De Wosfen )f[a'i’ x Einherten eines Gutes sefen jgeém Heesth
Clx)=x*+1. De Durchschnitrskoster Alx) siad du Keoten poro poror -
Awzierter Einhert, A .4. Durshschainiche Kosten

Ax)= %—’(J: xXHL fir x70.

Ale) 151 Summe aus
o) =x und fzcx):)%

1 -

Definition: Sind )Z und g 2uwel Funktionen mit den Defunitionsbereichen D
und Wy mit Dgn Dy #7 3, Sosind wndl Aer beiden
Funkhionen definiert durch

, XE @+§ = @‘g e ZDg
; X€E ZDg,‘g = @gn@g



Bél'ﬁlﬁ/@/.' 7(()() =xZ g&)s §l<_
f%iﬂ%yiiﬂ?:ﬁQ JZ@w:ﬂ%*‘,zz?/)ﬂ? :ﬂe*
(ffg)(xﬁ X+ L par e R*

Wenn wir 2usarzlich noch die Hul ﬁ/'o//}éaf/m von Funbtionen mf
emer Konstanter c befrachten, erhalten wir mi¥ Summerr und
Differenzen der Potensfunktionen X, kel die A4
Fanktionen der Form

Beispie! - Ein Unternehmen bictet en Produkt zum von der czéﬁe -
. , 10X +440
nommenen Henge x aé/zan(%ien Pels von pex)= —rip arn.

Ein Kunde, der eine Henge x kauwft; muss Somif

OX+ A10
F%X):?iyﬁfzzr'x bezahlen .

ANOX+A40

Fix) ist somit Adas Pedubt aws S5 wund < b2w.
pex) der Quotient aurs TZ5502 X und x.
2.B. 1st fir  X=40 :RA0) =105 | pex)=40.5
x=30 :A30)= 3075, px)=10.25
Definition: Siad £und g awel Funktionen mit den M/}?'ﬁﬁsbelf/c/zm
D und By mit Voo Wy #5 3, 0 sind und oler
beiden Funktionen definiert ourch :

rZZZra//e X€&E @{Jg '—"7/)'2 N Zpg
,Z[Jra//e xe% = @FAZ%\EXQ]R&;(K):OJ@

Beispie!: 7Eoc) =Tx7 ) g(x) =8enx
Es gitt: Dp=R, (0 =Wf/g(x)=0<=>x=4,’1€cx)=O<=>)<=O

(/-g)a)‘—w-[nx /427@//6 XE Z%#Dygn @g=ﬂ?f

L) x)=L 2y alle xe Dy =SDp NDa I\ Sxe R:q00=0f=TR¥\ 347
/3) &KYZ“ g.%?@ 3j§’<é g(x}

Y, . _ RS
(’—'2;) ZX):_.&%’S par alle xe @%{@M@g\f&eﬁe, focr=of =R,
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Wenn wir nun Quotienten der verker ﬁ%//dez‘eﬂ %L/yxzome berrzch -

en, erhalten wir dre A 4. Fienktsonen Aer Fomms

mi? dem Defurivionsbercich Dy = IXER: by X"ty X - by x+ by 03

- ) . ., . XEF—FX +5
Beizpiel: Wir beshmmen den Defin/honsberith von Koo =g == -
Tazu missen wir die Nullskllen oer guadimtsschen Fankfzon iin

Nenner- bestrimen.

6xX*4x-1=0 [: 6
&= L+ g—&~56[- =0 { ﬁmuenp(cmg /O,?~Forme/

\
<= x=- FlEt ¢

= — -4 + (2=

__ 4 -4
PERS 2 VX=3

Sormi ¥ st der DefiniVronskbere/ch Aer Funktion D= R \;-%, &

2/ 3.
Be/;fp/‘e/ > De /f/ach)ﬂ/z{fe nach einem bestimmiben Gt sel'in Aé/w’"ng -
ket vom Freis P gegeter Adwzh MP)=40—05P
Wit nehmen an, Aass der ‘Pieis Prich? konsturt ist, sondern in Abhdngid -
ket ven der Zaf t Gegehen It durch PLt)=0.01-2%
Wr konnen dann dse /Vacé//&j@ als Funktion von + ausplriccken, A 4 .
M(Pt) =40-0.5Plt)=10-0.005-2°
Es handelt sich hierbei wm eine S%aﬂam/e Veréez‘z‘mg von Funk —
Yaonen. Han sefet z2unachst de Vanable ¢ in die “innere “Fanthon
Plt) en. Den so ermittelten Wert Jicr denPeis T sefet man dann 177

dje ‘%Zc/?efe " Funthon e .

Bevor wiT den Bejn,f/ Aer Verée/ﬁmg von Funkboner jem«er @’e// —

nierery machen wir uns 2unachst an enem weiteren Beisprel klar;



Was sz/. des Definihonsbeseiches zu beachten ist.
Bé/[gﬂie [: Seien 7&)&#7?7 wnd j(x) = bnx mitden ﬁﬁé}z//?'a/z\sbefe/—-
chen Dp = IRy und g = RE.
Wit befrachten nun de verkettete Funkfiorn Plge)= o =Tenx" .
Um den “Definihionskerich der verketteten Funktion ze beshmmen,
missen wir herasinden, fur welche xe Dy qith; dass ge)=£nx> 0
j/f/ denn nur fir solche x 15t ﬂﬁm) de/m/em‘
Anders wjedwéf missen v die] (/emje /e//mmje @o‘? von @5

bestimmen, fior A dler 2@%0776 WhHebeteich Iwéa, £ Dy ot
g: @g—/R ——9%—1? ?ID@’[R+

D.

+ >We=R,

A~

In @3 sind nur dz'e(/’en{'yeﬁ x) far die nx >0 vit; d-h- X2 4.
Auch dieses Bez}”/)/e/ 25/57‘ wuder, Wie wichti es /st die Grunaf ient -
tionen mit (hoen E /je/zschaﬂm f“’/ 2u kennen.

,4/{7em einet kann man Sich Adle Situation o yelanschanlichesr.
W

Y

Es mussen die J'en('fen Elemente von [ bestimm! werden, Geir dee e
Funktion 2 Wette | /'e,feﬁ‘/ dee yon 71,0 weiterverarbertef werden konness.

D
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Definihon: Seien f und g Fanktionen mit Definshonsberich Ly bz 1y .
Der Werle bereich von g sel g unA es gelte Wg nDpt i J Qamn
st dje ven Yfawﬂ(g He ~

fraiert durch

ﬁzr alle xé ﬂ)‘gog:?xé@g 3gCX)éZD‘g} -
flan nennt g dann auch de md(a&z‘e Funleton-
Achtung: Do Werkettung von Finksionen ¢ nicht kommarariy 4
Beispiel: Wenn Sie bei der Xe/cc/mmg mit dem Taschen rechner err fir
X olen Wert 3 f/h(febm | dann die Funkphonstaste x* Arickerr andd
anschirefend die Funhtionstaste 10* diiicken, exbalten Sie sche -
Mahsch : . &

>3 4-> 1 O
wenn Sie Statt dessernn nach der E/@aée von 3 )&Z’f X G+ A
Funkhonsteste 10X dicickern und anschlielend die Funtironsfaste x°

50 eg’/é/ sich Scﬁemm/wc/q
_a0 __L> 4 G

Be/L;/D/'e/ :

DN683317809 &1

ZEHN DEUTSCHE MARK

Auf den AODH Stheinen befard sich ene Funthon, die im Bererch
der Staryotik €le ¢ /o // yelt :
W A

fzx) =
572_7?7
it den Farametern & par die S&ﬂdaxz{aéwe/céaﬂj wnd e /427’
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Aden Erwartungswert
Es handelt sich wm die Dichte 7/;4/%//!9/1 Aer /Lérma/yerfzf/Zaﬂj
( jau/%(he Glockenkurve ).
Wrr Schreiben ,Fa/s Ver»éefz‘wg 2weiel Funktiones .
. - X X— 2 .
4 /“th'rz—;,-’? e und 5&)*—“%( & ) f/é/:

féx)=é(gcx)) nut JDADJ =K.

Beisple!: $ix)=TxT, hex) =4n X | gix) = xZ=4.
Wir betrachiernn  ( f%oda, Jex) = Tn b1 wnd bestrmmen Aen Ze-
Tf/’/z/ﬁ@ﬂséefe/cﬁ. Wir missen Sicherssellen, dass unter der Wuizel e
ﬂ/'chf/zx??m‘/'mr Wert Seht, d.h. dass bn(x*~4)20 /5
Dari? En(x™ 1) defincery Is¥, benstigen wnt x=1>0&> X2 > /1
Mun g/’«?f C I kFA) 20 L=> XA 2 (Za/ﬁ/r‘y/fr‘aacéxzy 7)
&> X-220
&=> (TN (x-T2)=20
&> xez-Jzlv x 2T27
(Anschaulich : Der Giraph von Y= x50 ISt eme nach ober jeé}’{ﬁaé
Farabel mit den Nallstellen x=-T21 und x=+T27)

Also st @Teohog = JxeR: x2-T2" v x 2121 § = (-=,- T2 [77] o)
S _ L (X, X320
Beispiel . Tﬂfx)—///zx ) Jo)= | x| E'K, e O

({og}[x)= f[g()o):fn()(\.
Do x|l 20&> xato,j/'/f-‘ ZD‘pogZTR*—’- R\{of.

Wir g mfe/z an dieser Stelle die F/zzge nach der Umbehrbarkert von Funé -
tienen noch elnmal cw,f und bestimmen pir Be/‘s/a/}f/e kompl 261~
Yeietr Funttionen ( /&z//S ma:’j//’cé ) ﬂmkeﬁrﬂm»éz‘/me/i.



39/5,0/'6/ - feo=y 3><+j mit Zg—YR\{-P}

/(@n kann die /—’méz‘/ms z/mc/mvfz‘ Quch um ﬁormen 2U -

IxX+MN—2 _q/[
T 3X+1 3x+4

An dijeser @ars%e//unj lasst sich ablesen, dass Y nicht 4 werden fam.
Wegen der Tolsklle mit (breeichenwechsel bel ~ 5 erger sich som?
Aer Werte bererich zu \\/({g= RN\54§.

Wir l6sen nun o{/e Gleschung 4 = XL L x#-4, Yy #1roch x aqf.

Y= 3)(4—/! <)(3)<4~4)5( 3x-1

&0 BXJ —3><=—3—/(
=D X- 368 4)—“634—4)

. —_ 4. 4Y+1
&> XK= 2 .%-—/{
Die é{mkehrfun/ef/'on 2 fex) st also g¢/ =-£ gé';,{ e ls

Z%: RN unol \g= R\ 5-245 .
Wie kann man 7/@57‘59@//6/7, 0b man eventuell den Definivionske—
reich einsch rdinken muss 2 Wr erlacdern dies an airem Ze/ﬁo/é/.
Be/s,p/e/: LT (o5en po)=y=x"+x-6 nach x awf.
y= XTHx—=6 &> xF+x—6 ~4= O
&> x="L I|d+6+y ] (%)
=> x—_:u—l_z_z ry 1

Zu Jedem g mit 4 >- y/é/ es also zwel verchredene x my¥
o=y, MA (%) /wmze//z wir Seher, dass de Funktion fr7den
e/'ﬂﬁeﬁch/ﬁ//z/efm Definitionsbereich [-4, e0) wumbehrbar ot
Dann gl namlich :

y=x tx—6 N x7-L & 7x~—4-ird~€\ Axz-%

“‘..c

Q => X= —qs-— +
Fir foo)=xbx-6 mit Dp=[-5) /sfg )25 Umbohrfunthon



iy
Im FO{?MW” betrachten wiy, ww man Vemw,/{eémjeﬁ und S4eckir -
g / S/auc/uwﬁen veri Fankbons Wéen Aerch, f%ﬁxmfe Verznote -
rangen der Funkhonsterme etrreichen kann.
Beisoie [ Far ein Einkommen X 2wischen Y000 € und 10000E wer—
den Aogeber: yon
SX) =Y A0 XF + 5407 x

erhoben. Zur §eméwzj Ader Aégczéen werden ,fb{fefm’e /ledelle

Vogesch /aﬁen :

Modell1: |n Zoc/amﬂ darf /’ea’er pcmscka/ einen £ef/7ﬁ Vo
500 € yonder ermitelten Stewer abzawhen.

fodell 2. Vor Erm/h‘[unj dler A%yabeﬁ darf in ukunft pauschal
émn Fre/éefmg von 800 € vom Einkommer aéfezﬁeﬁ Weren.

De Herven A.Besser | B. Weﬂ/'jer wund  C Sthnure diefen

S/ch ’fogenderm afen e den Hodellen :

A Besser:,lch bin 7&2’1’ ftodell 1, weil es 7&/51’ mich besser jst”

B. h/em'ger:,, [ histhe lieber Hodell 2, da. muss ich wenjger 2ahten.”

C. Schnutrz:, T ist das ﬁcz/, 1Ch Spare ber beiden Hodelern f/e/'cﬁ viel.”

In welchen Bereichen ée.//hdm sich die Erikommen oler MHerres

A. Besser und 8. A/m{?er?

Wie hoch ist das Einkommen von Herrn (. Schnarz?

Wir dberlegen 2undchst, we man dje Funktionen s, und s; /é’r

Ale /4/9(745@/7 mn den beiden Hodellen mit (iife der Fankéion s aus -

A racken kann .

Hodell 1: Da Jeder pauschal einen Z?ei‘/dﬁ ven SO0 E yon den
A‘b@abeﬂ S abzehen kann, smd dre /4%7%% nach Hodel 7
gegeben Aurch Sex) Dles entsoncht emer
l/emch/ebmcc] Aes Guzphen von s um SO0 nack wunbes.



_g—

Hodell2: Da in diesem Fodel] das Emkommen zunachst wm eiter
Freibetrg von £00 € vermndert wid, sind dje /41?7@% nach
Hodel] 2 gege ben durch s,cx)=5(x-800). Dies em‘spﬂ'c/zz‘
emer I/emcé/éézwg vonn s um 890 nach rechto.

Gzraphen der ﬁbjabe,ﬁm ktionen .

Ahgaben fiir Einkommen maischen 4000 wnd 10000 Euro

4000 ~ /

2,000 - /
=

1.000 —//

T T T T T T T T T 1
4.000 5.000 f.000 7.000 2.000 2.000 10.000
5 (%) 5 (%)

SElxl

fler1 A Besser verdient cher im untesen, Her B. Wenjger in oberen Bo=
reich der Soanne zwischen 4000 und 40 000 €.
Was Herr C.Schnurz verdient, Skellen wir nun rechnesisch fesv; iadem

Wil beshmmen, 72[[1‘ welthen Wert x die 4@@% nach Hodell 1 w2
LbereihSthymmer .

54X = S5 (X)
S 5x)-500= s(x-800)
= U J0°S 3 £ 540K — SDO = Y- 10" x-800)*+ 5 10 2(x-800)
D M A0TK 5 AT ~500 = Y A7 RP-6 YA X 4256 A0+ SATK O
ED Y407 X = 500 +256 40740
=D 64 X= 485600
<= X = 25875



— 4 0-—

Ins ges am? ist som/t Flodel/ 1 besseryiar em Enkommen von

1900 € bro T5¥F.S0E Hadell 2 Lir Einkommen von #587.50

brs 1000 O E,
Wir schauen nan allgemelry we man aws emnem bekannfes Gurephers
einet Funkhon feo) den Giraphen vor y=cpla (x—xo)) +Yo (%)
mi¥ KonStanten a und ¢ aﬁ/c’/&‘é Null erhzbt. ff d= & sctreioer
wir (k) um in die Form d(g-g,) = flalx ~xs) ).

de?/eéwzg wumn Xy
n x-Richtung

Xo >0 : nach recho
<0 Nach links

(9 - 30) = f( (x—X,))

I/emch/'ebmﬁ am Yy,
n Y ~/€/'c/n‘uﬂf]
Y, > O : Nach oben

40! nach unien

Be/ls',o/'e/ ; f(x) =xZ
Verocé/’eézmj N )(—/’?/dzz‘zmg
tmn X,=1,2,3
Y=fx=-x),d. 4

2
g = ()(" Xo)




~4/{_

Vertikale Verschichung

Vmch/ébzmj n (7«/‘2/64 z%/zj Ut
Yo= 1,2,3

Y=fo)+Yo, d-h. y= x+y,
(b20. Y-y, =x*)

—2—2+1—2+1—#+3]

Be/;o)c/.‘ f(x) = /- x%

5}‘16 n X- /?/CA% Hovizontale Sfreckung
a= 4,4 Wﬁ 3
2/ 3
Y= )E[a-x) b ;
y= 1- (a-x)* ,
—I3 I —IE: I —Il I 1] I 1I I 2 3
— - 1 2 1
1 = 1= 5
Perfikale Sfrechung gma/zj //) j"/ﬁ/ Cﬁf “/2:7
/ c=2,3 (beew. A= %, ZL)
4y=c ’ECx)/a[,/q.
Y= c-(1- x?)

(b2, dy = A= mitd=1)

-3 -2 -1 a 1 2 3

T R R




g fé{/qeﬂ, O renziwere und Sleé?éef')‘ von Funkhonern

Wir hatten bereivs \7656/16%, dass bel Aer m—/ﬂa/ﬁeﬂ Vef?/hﬁuizﬁ m?
e/nem J‘afr”ﬁ/)’/}t‘heﬁ 2inssarz ven p% und (/’em//s welterer /Tt verz/n-
sung oles Kapitals nach t Jotren das Kapital auf

o m-t
Ki’ = Ko (4# 100 7

amjemchéerz ist.
Far den Ausdneck [ 1+ ;’f,—)m hatten wir fe&fjéha/‘/cﬂ/ Azss
bm (1+1)" = =27241826 ... /st

m=2e2
Das bedewtet, dass sich der Ausdruck [1+ %)Mﬁ’zr weachsende
m olem Wert e nahert.

2.7 -

Folge mit Gremzwerf ¢

2.5 -

2.3 |

2.1

T T T T 1
u] 20 40 al =0 100

Diese 2usammen Aé‘/zje wollen rr nun a/t/yam emer betrachter.

Definition: Eine reelle Zak /eﬂ/a/je tanf=Lln) /st eme Funttron,
f@ —> R mit Dp V.
/tan kann Folgen Aurch 4fzjaée Ales $/7daf7.§jeséiéf§ (Fanthons—
vorsannft) oder Aurch Auflisten der Fbﬁeﬁj/fe der (Funetons —
were] angeben

25/5,0/’6/.' fan]néw = [[47” 77/1') ”]ﬂé//V

N R/ A R ___:Zu,j?
LANNERIE SR8 20 YRR 9
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Bel der Folge $6nInen, kann man beokachten, dass sich mit wach -

Sendem n die F%/yeﬁﬁéder IIMmEr h/eﬂl/'jef von O untesrochesdes,
. 4 . _
0{ IA~ (//77 o - 0 )

n-—>oo

4/<7eMe/h halvetr wr 7/559" :

Definifion: Gieqeben sei cine unend/iche Folze Fany. Mehert sich
@n mit wachsendem n genau einer reellen Zah! G an, so heflt G
der Grenzwert der Folge . Han Schrertt danr

4im Qn = (
und 5a5f,n;: F”L/f‘? fanf ist /eam/erjenf Jeqer Gr.
Hat die Faéae keinen Girenziert | 5o heyBt sle d/ye(yexzf.

Berspiel. 76-1) ”f,zé/x, == e A=A, S d/’yeﬁe/zf .

Die Folgenglieder wechseln ewiSchen den Werten -1 und +4
5271=2,4, & 16,... st a//'z/e/yexzz‘. Mt wachSendert n werer
ole Fo(jmy//eder /mmer j/v’ﬁer/ St wachsen liber jede belickige
Schtanke. In ernem solchen Fall schieibt man }«i/:oyo 27 = oo,
f—nZ]:—4I—L/, ~9,-16,-25, .. /Efﬂ//'yefge/?f. Jt wachsendem 7
falten die F&ﬁe/ﬁ//bder wunter \/’ede ég//'eé/fe Schanke wupdd
marn Schrerb’ f/’/fl (-n%)=—co.

Nn->c00

Bevor wir uns m/? g/}/*{'feﬂ ) flar Anwendinger m&éﬁ\';fc Fo{ym bESChaY T~
geny passen wir noch e/'ﬂ{ye /?ecéemﬂﬁe/xz /é’r Crenzwerte zusammern .
Recheh /‘%ﬁf/n far Girenziwerre

Selen 3an§ und $6,f @(/73/7 7 n{;fz ay = Gra tnd Lt by Gry, 177/ F

Gra, G, ER wund ce /X eme Konsktwrte. Dann j/Zf ;
K//?? (C'Qr]): Cf//)’) Qn = C' &a_

n—eo n—>eo

Cim Cantbn)= Bimia, + &/ by, = Ga +Gy
N~D=o Nn—=oco Nn->eo



Cm (@, —bn) = bim a, —Cmmn by =Gyu- Gy
n—>0 n->co A-DO

N—2ox°

f/m (Qn'bn)z'g/m Qn ’6/07 énzé}a'&b
n-oo0

N>
21 @, G
Oim 2a — _noee TN lra 2/ls Gy +O.
niyoo bn fg}cﬂo bn Gy / 'g ¢

Wit éefa&seﬂ uns nan mit zwer Jypen von Folger, deen Z)//dwgsje—

Seree eine beshmmie (eskpelegle Struhtur aufiveson.

Defn /tion: Eine Folae {an heft arithmetisch, wemn die Diffesenz
2welerl %/@/ﬂ@ﬁdfﬁﬁp\/féﬂdeﬁ Fo{?eﬁj//edef konsriant (st d.b. wenn (7/2” &

Rnyy =Qn +A mit de R konstan?.

Aufeinarn der/m\/ymde Fa@e/y//’eder untersche/den sich alse stets
um eine addibve Kpnslante.

Beispiel:  Lineate Absch xe/éamﬁ
Eine Maschine wird fiar 25 000 € anjeschz%j/f. Es wiA ange -
nommen, odass Aer Wert verlust JW/’Ch Jeweils 40% 14 ks
Ansch apfungs werves ée;‘/alyz‘. Der Kestwert Ven}zjm‘ Sich a/so fedles
Ja/a/’ um 2500 €. Bezeichnen wir mi? Fn olen Testwert nach
n Ja/)feﬂ/ so erhalten twir.
Ko =25000, R,=22500, R, =20000,R;=17?500, Ry=15000C),
Rs=42500, R,=40000, Ro= 7506, Ry=5000, Ry=2500 R,, =O.
Dies ist eine lendliche ) arithmetische Folse §Rofpmw rnt

Rota =Ry —2500 , n=0,._., 3.

@éf"” I hon: Erne /—79(75 72,5 ﬁe%/ feﬁmez‘ﬁ'x/q, wenn der Quotient zwees

Mfé/ﬂdﬂdéfﬁt/feﬂ&@f Faéamj//m{er bonsiant (v, A 4. wem It
Anry = Qn = G mit GER konstant.

/4%/€/haﬂd€f)fa/f6ﬂde /‘_0\/76/7 /9 ljeder unterschenden sih also siers
um eine multiplikative KonStante.



_y-

Be/‘sl/oie/ : Die Z/%stz/’/zsﬁprme/ U, = Ko( A+ ,—%0 )4 d%f/h/erf G
\760/716%/1'56/46 Fo{ye ?Mr)jﬂé% mit Wy =K, (4+,,1§5).

Aus der Definition kann man Ajsekt den folgenden Aufba einer

jeome%c/zen Faﬁe ablesen.

@, 220,83 ,8=0 8% 0, ", 0= §=2,G -,

o4, a//jeme/’ﬁ Qg = g”

L ¥ machen ans nun Gedanken [ber das Kon Ve{7€/¢2ﬂ€/ha/74fﬁ von £g nf

Be/s/yirz/:
§0.417=0.4,0.04,0.001,0.0004, 0.00004, ...
50.97{=0.9,0.81,0.323 ,0.6251, 0.53049,... (03°=0.07?17?83.-)
SMAFAMNA24, N334, 44644, 464054, ... (4.47= 10.831705...)
§0.4)"§=~0.4,0.01,-0.004,0.0001 |~ 0. 00001, - --
f0.9)"]=-03, 0.84,-0.323,0.6254,- 0.3 043, ---
(- 10 =-11,4.24,~1334,44644,-4.64 054, - --

Geomefrische Folge

05 =

D,ﬁ—_ +
|:|,4-_ =,
EI,E—_ P,

0.0

i 10 20 g o 9 %o 40 50
-0,2 a "

_|:|,4 — =]

-0,6 o

-0,2 -




Die Bespele untermawern (olgende allemeine Aussage.

Se/z. ES j/Zz‘ Jim ,,:}w ) 7/a//s -A<g< 4
N=oe0 1, 720,//5 ? =

é’g,i{ﬂéw d//e)yéﬂf/ 7?0//5 $¢[—4/ 4]

unA

n vielen, (nsbesondere auch finantmathematzschen An wendunger, wee 2.8
bei der Berechn ung von Annarfiten oder /{ﬁa&%féeﬂ /é%zaé/zz/ym
st man auf feomewe Summern oder flessen. Diese wemter ans
den G/iedern ﬁeo”leflm'(/zel“ f&(f@’i (766//0@‘.
Definition : SummicHt man die esan n Gleder eorer fe&xﬁeﬁw’%ﬁ?

folee {gm}m L a«.f,mo erhG& man '

S A A A Z a
5n Ae//gl/ qeome%mc/zf Semme.

Beispiel - Ein Unkeinehmer erwariel n dieson fahir epten Umsa iz vor
10 il ionen €. Vach einer ?Mjw5e JZr dre ndichstn 3 Jasre s (-
5@/2{/579%47@/2 von 5% pro febr it Veglerch; 2cem %oﬁ‘aér 2u e
fon. Welcher Gesamtumsalz wid 1 den befrachleten 10 Jfobiror 125 =
ges amy erwariet 2 Der Giesamiumsars (Zsst Sich miHels emer geo-
metrizhen Summe Aarstesen.
10 +40(4+005) + 10(A+0.05)% 4 ... + 40(1+0.05) 7

5 .
= NO( 14405+ 405%4 . + 4059 )= 40- 5 405240 1258
=0

Je mehr Summanden vorkemmen, desto m%é//fer /8¥ @, alle Sunmat -
den enzeln au beredmen wnd anschiizbend eu addjerrn Lrr wberges
dwher, tre man Lir jeame%céé Saummen evze é/ﬂ"éecéco Berecss -
Suen jsyﬂwme/ Mj@éé/? k.

Fiir 2= 1 vt dies gz enfach, denn

1€ = A+ 4 +. -+ A4 =y
k,——v*-——/

J=0 n-mal



Far g # 1 berechnernr wWir:
Sp=AE Qg %$H_4 fz—
P55 grgr - -ty
C4~¢)5n 1 —g
/l/cmj//ﬁ‘ dzg#/ [4—,?)5,2-4 g =S 5;1——,%‘-
hsyasczm% halten wzr 7/65/ dse
Fowme/ 7&’57“ Jone “rrache Semmen

n-A4 _—[-’2—’%— ) ?«#//

n ; _?,:4

Boisoiel - Javer Fidelins mochke fur de Zakzm?ff vorooTge wun ciber gt
sich 759{79/4@,’@5 fede/l: Wber enen Zatraun? von 20 Jatireyr wil e
Jewerls zu fabresbeginn 1000 € anleger), ae an Jalinesnte ¥
3% veranst ween. De Zinisen cerden Ao Kayorlel 2%?5%/@(7&7.
Wi viel hat er nach 20 Jelmen (765/9@# 4
s K"ﬂw nach 20 ploen éeﬁxi"j/

1000 (44 0.03F + 100001+ 0.03) #1000 1+0.03) 5 - - + 4000017 £.03)
=4000 §1.03 +4.03 +....+ 41.03" +403 °7

= 1000 - 1.03 f“_403"’L =1030- ”0320¢Z 676, 43
J O

h manchen usammenhingen Is¥ es wrHchtiy 2u wrsserr, wes
jrssier?, wenn de Summation rIchF b aner feskon Cokl e/ %2375
sondern. beliesn f /myese/# wiAd. Des /sr //e/cééedw@/ ) ¥ Aer
F/Z(ges lling, anfter w/cém fe&z’/gm(yeﬁ oler Grrenzaserr

Lim S, = ém Z?"L‘4+$7‘$ + .

=00 nN=so0 ¢ =°

exctut wd was ggebeﬂeﬂﬁz//j hermuskommy-




,—?—_
Fir @=4 uf f/;;& Sp=lm n=co,db L /sfd}w(/mﬂ
/I.—

¥ AL o < ; y S, =¥ —i—:/’ / )z:'O
far Asg et g G Sa =l =g " a—g AR G @ =

A-b. 35 Snensy (57 é@ﬂﬂegenfw//ﬁ’em @mgw@%;ﬁj’é .
F&o/’gé [°° /’]U(4 ) ;5f {Sﬂ]/zé//v &l//ﬂfgé/?%
Sk Gm 5 ?‘ Schredrt man aech 2,— ? cend s/aﬁcé/ﬂaﬂ Aor
/=2 co J"

QeomeMG&gﬂ [Tes /e .
er 7 jemmfmcﬁz fhe f//f d/sa @* =

2.

Berspiel - Fine Shifaung der 07/@5@//6/4 cnes landes be/am,é S 1772
Jrhr 2010 auf12. 510l farden Tornnen . Dk Fosnert v2 2010 bef g
250 Hillionen Tonnen . De Fé%ﬂ’ewze/ye sol/ W/th wm p% in La=
y/e/cé 20 Var/aé/f fese/zé% werden. e W MASS O prriAeshzzS
Sein, damit de Olreserven (Heoretezh) pir evten ée//eéf/y /affmga%—
aum ausreichen €
Wir konnen davon wusgher, dzss 0< p<A00,

Ah. 0=l <D 0cl-joz< 1 gt
Es soll also jaa/;@ﬂ.'
250- 40+ 260401~ 25 ) 250 405 4. ... 242.5-40°

& 250405 5 (1- ¥ 2425 407
d. =0

&> 250 40°- 222 2 42540

P
904/3”5
7,717 . A40% 100 £ p

& Zép
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Dee Fﬁde)’ﬂ%e musS also /Wcﬁ wumr desrens 2% e~
Arasselt Loerdern, damit dee CVrescrven (Heore deich) belieto
/axzfe Krchen.

Wir wenden uns nun dem Guenz mrz‘éeynyff far reele Funkviones 2.
Es handelt sich dabei um einen der zentralen Begriffe, ohne den sich
m’céﬁye E(yeﬂscﬁa/éen ven Funktionen we 516}?'7,{26/3‘ und Difgeren ~
zlerbarkeit nicht verni /z/f@ erklaren [(assesr . .

Ze/;fp/'c/: &eﬁeée/? sel die rationale Funkvton fex) = XAt olern

X—=1
@e//n /honséererch ZD,{ =R\$1J. W/ir untersachen, wi Sich de
Funkhons werte fex) verhalien, wenn x i der Noge von 1 /gz’i%.
x | 03 ]0383 10339 |--- 1004|101 |44
2crl 234 T2.8r04]299%2004]--- [3.003004[3.424 (334

Die Tabelle /§72‘ nake, dass bel immer werverer Ann a’%emxzﬁ Vor

X an den Wert 41 der Funktionswert immer néher an 3 hermnractt
Schaut man Sich den Funkbronssermn Jenaver ar so Selt man (&5,
dass Xx=4 nicht nur eine MullStelle des Mennesrs, sonderrn auct
des Zahlers /sé. [ittels 7)0{7/20/77?1/'1//;9/}9/7 kanyn man Aen Zhler

Laklorisieen.
(x2=4) i (x=4) = xZ +x +/
)(‘3 _)('2.
xz =1 _
_)Q‘_‘)S_/’ Also j//f-‘ xP= A= (P x+41)(x-4)
x— —
X— wnd. dams? ’&x): (XZEX+A)(X=1)
o X —

Darais (asst Sich nwn Aer &/exzzweffﬂa’r x gegern % a)zévﬂa‘/y%

beShmmen et

x3—1 ) (xXZF+x +1 .
Cm S—F = E€m = O (KZrX+4) =3
g T XSy X~ X=>/



Wir fassen nun den @Mﬁ?Mf%éﬁWmféémf/\'Sfé Gerwer :
@eﬂh/’ﬁm : Selen / eine Funkizon wund x, R, so olass (x.-c, Xo)‘—;ﬂ),g
und (x,,x,+£) €Dy fir ein Winteichenal klemes £ >O.
(Das bedenrtet, dass die Funktion mindestns m emnem klemesn
Bereich wn X, dgf/h/'erf Sein Soll. X, Selbst muss nicht rn e —
//hx%kmséezf/% licger )
Steben nan 2w belichizen Folgen txnf, die von links oder vorn
1echts |mmer ndher an x. heranriickes, dre 24(73A5’ﬂf6/7 Frazk -
rionswerte Hx, ) gegen eine Zahl 63, dany heyst G Grenzaert
cder Limes von f (i x Fe7Er Xo. /Tan Schreibt dapnr
lim 7f(x) = (.

X5 X
Betachie? man nur Are //a«fhemj ven IEch?s beiw. Links an dre
Slfe xo, S0 Spricht man vom rechtsse/ vagen Gruenzuer? G bei.
vorn //}zésse/'zt/fen Grenzwert Gy und Schrrbt dany
Lim fex) = G baw. & fix) =6, .

K=2XS X =2Xp
Stmmen rechts— unol //)7/9555/’%{76/ Grrenzwer? rebereli, 4. (f/"/f Gpe=6r, =0y
Aann gilt auch nsqesamt G £ox)=6.

XX

Die Kechen /6(76//7 par Guen zwerte yon Funktionen siA anafeg 2u alenen
f[(r /%{7@/7.
Kecher fevqe//z /Zr Crenzwerte vev: Firnksaoner

Seten f wnd 4 Funktioner m)? fg;o foxe)= g “””(f-% hlx) =z,

und ce R eine Kenstante. Dann (7/'5;‘ ;
O (c-fexd) = C Eym fex) = ¢ Gy

XD Xp X—2Xo
Crm (fex) +hew)) = i Lee) + G hex) = Gip + G,
X Xp X-DXp KD Xp

Cim (fe)=hex))= Om {{x) AL hcx)—f@o— Gy,

X—2>Xo X=X e X "’7)(0



1 (fex)hex)) = € Lex) f/_()))jo hix) = Gg- Gy,

X—DXop X—DXp

oo T €D _ Ge | pls 6,40 .
fi?;o AX) "~ Cipn hex) Gy /7? g

X—=DXo

fe/'slp/'e/.' 4, XD

Se/ ,Ecx)z %7/7()0 = ;/04 ) iz Oo Adre Sﬁwmgfamé//é%-
/
Sigrumfimbtion ///éf f//Zf g

424 5(7/704) =

X=2x5

&im gj,z(x) =-

X—2X%o

—_—— ————————  (mkS— wiA fech/sse/}éfer
‘ ' Grien 2wert ,&Zr x gegen Y,

2

Stmmen nicht (beréns .
Der Grker ?/ueﬂ‘xé'ﬂa? §9/26%)

o exsorwert nicht £
AuBerdem sind die e/ﬂSe/'f{?e/? Girenzwerte auch nech veorr e
Funktionswert an der Stelle O verschieden. Man kanry Aje
S @n amvfm/é%/m Nnicht zeichnen, chre den Sﬁ,fz‘ abzuserzen. ”
Man saqt auch: Die 5(7/2 umfunktion ist nicht sketig an Aer Stelfe x=0.

Heufsg werden sefige Funktionern dadlurch “beschricben’) dass man

Ihke Gmphen 2eichnen kann, otne den St abauserzen. Dieser sehr

anschouliche &%M/b%f?§/€7§ac/7 ISV ca//em//'kﬂfs UNLES 1RV e pra —

Lischen Giesichtspuntk fen uneureichend. Wir de//h/e,‘eﬂ Aaker den

ﬂejnf/ der Stetighert mit Hilfe von Grenzwerten.

Definivioh : Seien fex) eine Funktion und x, & Dy Yhefsr Skl /7 %o,
wenn g//z‘ ,olass rechrs — una //h,ésse/%fer Grenzwert exisvzeren tend
mit dem Funkitionswer? fixe) an der Selle Xo wberenSrmimer,
AL kurg G Pixd = Cm fox) = fix).

X—D Xo =D X5




— 1
Beisple /- Far Kap/}%/e/h/afeﬂ von 4000 € bis 100000€ m it &nesm
A’n/aye 2e1t 17t Von 4]@;’ bietet ane Bank )59{76/746 HNondy -
Y70nesn an .
Fur aine Einlage bis 10 000 € 3% Jahteszins
Lober 40000 € bis 50 000 € :3.5 % Jahwrszing
Uber 0000 € bis 100000 € - 1.0% [Jahreseins
Dars k//émﬁ Aer am ]aé resendle 7&2’//{75/7 Zinsern /n /4ééo’"ﬂ<§/<'7/ég/'z‘
von der Ein /afe X - Binsen abhngig vom der Kapitaleiniags
X:0.03,1000£X 40000 |
fex)= %0085, 400D0XE5D00D -
X-0.04, 500 00X 400000
Hier hat Aer Girmph der ™
Funkbon 0,{/9/75/5/1%[ ich '
.50924/2(?5;@//917 be/ x= 10000 _
und x=s0000. Bel cner A
andleren Funktion kénnten PO T B SR R SR R e
Solche 5/9724(75%//6/7 aber auch kleiner wid somit ‘unsichtbar” ausfelen.
Wir yntersuchen das Guenzyverhaltern 6%7/. X= 40000 wnd x=50000 .

Gm ~7sz)s m X-0.03=300

1.000

X=2 416006 X=240000

Cin 1ecx) = lrm XxX-0.035=350
X =y40000% X->40000%

Cron ffx) = Um X-0035=1%50
X—>50 000~ X-250000~

Erin YPCK) = Om X-00Y=2000

X—=D>S0o000t X—=>5 00001

Drinzipiell kénnen Uns aéfﬁ/ée/}‘ss dellen einen Sehrr unterSchied/lichess
Charakler haten, 2 . B. 50%59@//6@ Folstlter , Definitionstucker.
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Wir halten fest; dass dje in Kapite! I Vozyes;@//z‘en Grruerdfunte t/o -

nen cugf /htem /ew/ﬁgeﬁ @a,//}z/'z‘/@/asée/e/Zé 59@7‘{’7 Sind ,A.b4. an allen

Svellen 1h1es @eﬂm'ﬁms/oem/c/is.

Awperdem sind Summen, Differenzen | Frodukle, Quotienten unol

Ver /eeféunjeﬂ Sfef/ﬁer Funktionen wweder szezf/g cuc/ Aem /'ea/e/'//’; Iz

/Deyﬂm Itions berelch .

Beispie/: Wir betrachten Tfmkex ) Dp= R und geo=Tx", g =R,
Beide Funktionen sind awf 1hrem /ewe///:?en @q&h/ﬁbnséefe/ék
59@%3 Sormit ist dlie z/er/eez%z‘e Fantrron

(,f g)ix)=flgen )= e S’éﬁj firalle xe w‘gog R,

Wir beenden dns Kap/?e/ m1t Ader exemplarsches Ee/ecbmnj e//'?/fer
Girenzwerte  die ein/ge der dblichen Volgehens weisern Ademnsireres .

13K -BXTH2IXAZ a5t G fa) D
ErEX A5 x>-3

Em§e?‘2€n von x=-3 i das Zah/erloa{yoom //ev/zf/’f
(-3)7-3.-3*-9- (-3 +23(-3) -12 =0
nd x<=-3 in das //en/zerpo/j/zom (-3 +8 (-3)+15=0.
Zahler- wnd /1/8/7/78//)0{740/77 haben also bede an der Selle x=-3
e/he MulStklle. Hit Folynomdlinsion bewechnet man :
(X -3 x3-9Gx2+23x -12): ( Xx+3)= x3— bx2+9x -1
x* +3x3

-6x3 -3 x?*
~6x3 -N8x% Also: x4-3x3-8x%L23x—12

3 xZ+ 23X
9 X%+ 2%X = (X°-6x*+9x-4) " (x+3)

—Yx-12
~Yyx-42Z
o

(x*+8X+15): (x+3)=x +5
XZ +3X%
5%+ 15 Also! X%+ 8X+15 = (X+5) (x+3)

SX +1S

(o



.—.43 —
Dami't fl’ndei‘ man L féx): E1n (62 49% =4 ) (k3D

X=>-3 X=>-3 (X‘PS')C};P%')
_ Oim X2—bxPHIX=M _m2 oy
B X=23 X+s T2
Beispiel :
Eim Thtz® =727 _ V7 (Tretz" “Tu)(Thrz! +727)
hmo  h >0  Zh(Twz!'+T20)
_gom ht2-2 - Om J
b0 h(Tai +T2Y)  hoeo U(TheZ +12])
’ 1 1 _T=1
= & Y
5170 2Tzt +727) 4720 &
_ 2
Beispie!: g0 A6 - &4x
3T =2

X—2
[/ # Aer d/?'z‘ge/? binomischer Forme/ (7/'5/ s
A6- §AX% = (Y +3x)(H%-IX)=(4+9x)(2+3Tx1)(2-3Tx )
Somni't 7{%9‘/?3‘ K
A6-81XE _ 2 (Y+9x)(2+3Tx0) (2=FF<T)

o S - Lim o
x> 7 - =z (2=3T<T)
= Zm@a (~1)(4 +9x)(2+3T<])
X7

=(-1) 8 4=-32



g @fﬁefm ﬁa/feoﬁ/z&z/\éff ;ﬁz’r Fanktznen ener Vaszbern
Apderungsraion, Ableitnger , [Tonovonic

An {&Z/wexm Feispiel: WIF ennnein uns 2unichst an en Besole! aus
Kopr el G, in dom es um ein Flodel] zur /Zescéfaé/,my Aer Kosken b(p)
2 %e/kgywzj von p% der Vmﬂﬁemgu/zjm n enern See (7/?,7

blp)=rosp

Einige ee. _P__|#5 |85 |30 | 95
b(p) 125 lyz5| 60| 35

Werden Staté 7S % der Vefwle//'lﬁwzfeﬂ 95% ,30% bz £S % beses~
Aigt, 50 ent'stehen Mphrosten von
b(35)-b(#5)=20 ; 6(30)-b(?5)=35 ; L(&S) —b(?5)=17.5
Der duchschniffbiche Euwachs on Koskn —dte AamhschrHiiche
4}zderu/zjs/né — b Besertipung ven 95%, 30% bz, 857 Stef¥ S 7

bg/?z}:jr‘x b(35)-b6(?5) _ 7 b(85)-b(?5) _#
95 -#S 2 85— 7S ¢

EDD_- Fosten flir die Beseifigumg von p% Ferumreini gumgen j@a MM S/’ﬁ d d/-eé %ﬁz‘ ‘S-\ @ (/-q Mﬂ(/mﬁ

] der Sekantn durch de Funkke

B(?525) und H,(35, 357

150 1

100 +

R(?5,25) wund P, (85 ,42.5)

30

T T T 1
20 40 i 20 100

r

A0( 7S +h) 750 +40h
/4/{76/?26//&”&7//"‘? 6(?5 +h) = AOS‘—(?—Z‘»‘-h) EEED

Do Aurchschni Wiiche /42&’6/’4(4\75/%/@ 7&2‘/—;&3’ ﬁese/}{zfgmj yorn (7S +4)%
statt 7S % der Verun Ae/)zéﬂangm A b dee 5;@‘/]24/7 dler Sekarmbn 2etrc/s

2SO 104

dw Funkle 72(75,25) und T, (?5th, =57 ), h+0, égh%%




750 +104 _ )
b?5+h)-b(Z5) _ __30-1 ~35h - 35
(#S+h) — 25 h (30-4L) h 30—~

Wit interessieren ans nan dafls; as passier?, wens i 73 inmes
olichter an B witlen, d.b. [hl 1immer klemer werden lasser odercon -
dero mjedézaé&‘, den Girenzwert” frar b goren Wil betrzchion.

L(?S fh)— b(?5) 35 #

Lim =l ~ = 6
P h Sl 30

Des (st dle momenfane Ajm’e/wz\f;m/e Aer Uosten an der Selk P
Ceopetrich herdel# s Sich wn He 5}@644&@4 aer 75609/7@//‘ ar don
Graphen von blp) an dler Selle p =75

Wir betrachien nun enen belieben footen Werf & (0,400). Die
Aarchschni Wi che %@mﬂfm der Keoterr ée/ﬁesm?,&/wj von (o +4)%
Sttt p% der Lernenranpungen berragr

10Cpth) _ _1op
b(p+h)—blp) _ To5 —(pth) 105 —p
(p +h)~P N n

_ A0(p +h) (105 —p) — 40p(105— p — k)
a hc405‘~/c—h)(4os-—p)

- _dosou _ A950
/1{(405‘—/: —h )(105=p) (165 -p —h) M(%‘f/o)

j@om%m'&ﬁ st djes duw 5/@(//@64 der Sekanton dueh Glp, blp)) tnA
ol prh, blprh)).

Vi momenjane Andercgsrate. bei den Koskon an dor Sielle p, ol 4
A 5/&({/044/\2/4 Aer 74%2/75/7@7 an Az Girgphen von blp) an Aer SEVE o
ISE blprh)=blp) _ 1050 _ 7050

fié’Z % e oS pi)wsp) ~ aos- po2

Diesern 6’6/'50/8/ ”fff y&(/fgﬂd'% a{/?e/?z eimne Konzeo! 2Aff/¢(w.
Definition: Sei £ —>Wp wd «e¢ L. E xishert- der Grenzlvert

eim "'ZCK’+Z)_"E%) ) S0 heybt ,f an ader S¢lle X, djierr zickbar.
h=>0 i

Der Girenzwert wrd dann mi¥ f’[xo) bezeichne! und fepsy' 7. %é@ﬁmj




_z_
von £ an der Stelle x;
Ist Lein Intetvall, so heyst f digferentieréar acel L, wenn f an [ede
Stelle xel dipterenzieroar i/ /m fale abgeschossener Lyt valle SyaA
anden Randpunthn Qo ertpprechenden enseltin Grenzwert gmeany.

Hawpg verwende? man Skt [0 auch de Wbt toonen ZEE o 2, W{ AL () j,%ﬂ)()

Vetochiedene Zeze,t:éﬂmuam cnA Sa/fééW/s*é/?
Diptpenen guctiens ﬁ‘eéx) ,g?:z)) :zcx) = ,Zéx,%) ~pix)
- durchschnitiche fnderngsate. von L iser dor Ui m//zmmw;m
— J/e/cmw(er SEhantey ﬂla/zé 7/x,vfo<)/md 7[)(1‘-4/,f0(+é))
Oifpoendialguotiont . L= g L5
— momeniare Andem/&qsm/e von f an der Skde x
- 5;@(//ij7 Aer Va/(zjoe/z»@m an der Swle x
In Skonomischen %/w/e/z;{aﬂfe/? fndet man Wﬂj ,faféxzd’e Fozacss -
nungen firda 4. /%/gxlaﬂf.' Jrnzhont, buenzertiag, Frenzgannns,
Fren ZﬂZfW zum Konsum, iﬂﬂﬁ;ﬁ/ﬁdxwﬂ/&}ﬁ ck.) allggmer; ez -
oot /h{/ﬂ/@éy/kﬂéﬁm.

In Wapitel & haben (on5 defniers, wenn ene Funkhon (Sﬁewj) menron ks
v fpllend sF. Be/ d/%{%?j’@/’é&/eﬂ Fantetoonen komnen zrdas flenoronie -
verhals#n enfadher m/heb der 7. /é/e/%z/g L TSHR). S /z{effeoﬁmfwdm
Intelpretation st unmivelbar der Zusammentiang 20rSchen Aem [ imatnferer =
hallern und dem Vorzeihen oer 7. A’é/m’émf ErNCAIEH- Gcnauer AP

Saiz: 5ol L en Intrval] andl f el T @%/é/ﬁﬂzfe réar. Dann j/’/f:
4) ‘f ) Z 0 far alle xel <> ,E meonston wechsend auyf I
‘€Cx) 2 0 liralle xel => [ meonoton fallend  agf L
3) ,f’(x) >0 ﬁ’éra//e xel = [ Sré&ﬁmvﬂ/éﬂ tezchsernA &3/_7:
%) f’(x) 0 fakxel = ,f f%@vﬁ Mo ?é//e/m’ axf I
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Wr ennnern was an dieser Stelle rnoch emmal olarar,
dass de 55146%?@ Honorone e/aer Fenlbon hinrerchenc?
Vier dle Exiitenz emer %méew;ﬁméébﬂz v

Bevor wayr uns dee 3@?/’1/42 an weileren Beigorelen hlar-—
machen Aonnen, MuLSsen wnr #uniichsSt wessen, was
ez /%/e/fwym anserer Grurdfunectonen siad undl
wie man A Aé/e/'vfa/f/ae/? Verk@//er [Foenhron e
berechnef.

Belspie ! 1) 751 VF Cx) =C mdA erner Kono/fznterr celR,
o0 0t o 5#&(7&4@ des Grapton cen peder Stefle xe /R
bich O, aho wt fcx] =0.

3)757‘({00 =ax+b , 70 wt ol S%@c'ﬁa &i@fn:%éeﬂ

/edafﬁ!e% X &R }&zcﬁa a, also ot Vf(»c/ a .

3oec Lexi=xE Dann Qitt fir WtO.

Loeth) —fer) _ (xeh) —x= _§Z+th4—h?—~)£z:1,<+k

(x+h) — X I I
SOMVKOV h_ao I h—?O
b Lex)=2x .

Y) Sed ﬁcx) =Tx! = )( ’fa,/“ X & R_,, Dann jlfv‘ﬂ’{rﬁqu
Lexrn) = fex) T =TT (Txeh =T T '+

(xeh) — X h B W (Tl b +Tx0)
- _Xt+th —x — /
W(TxF! +TXT) TxFA' +Tx!
Seormk Lol O Lexth)=gexd _ A _ A
)ZO?( /1,/70 h Z/M(T,ZIZ‘ <) A

A
Lt flxr=im =4 xR
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Neun ot es Zum %’ck nicht so, dass wir S/a’%d/? A -
Ae/%(/cjeﬂ cber Grrenziverfe ermiein missen . as haben
Jandize [rliemariker Schon (Gngst crtedipt wad anr
kénnen Ades Ergebnisse perwenden.
Ables Men Aer FPovenz — cend Lf/a)?e/farcéﬁ ores
See ’ECX_) ?cmnf/ef-

ﬁglcm:a)caJ;Zé?aZZe xe Dy, fallo @z
xe D\ROS, fallsla <14 a+0)
Baapl By cxd =x° = ‘VFA(CK)=S_KLI
le=%=x" = gloz-ax =0 L
g, 0= = = ploor=Ex Ko 3w
fq X)= \[,,‘ % = ‘646&)=—§—_x_”/2»§—g&—7ﬁ—-

/4/9/8/'¢$dﬂu_€ex4 der natH)chen Expongriiol~ ind lgq&k%mz&yﬁezaéﬁ o7
St fex) =2 . Dann ot Lliix) = 2" fir alle xeR.
Soc fcx) =hnx Dann uf ‘E/(x) =1 V&Z’V alle xeRY

Umi nun Ver—,é/zé’//rfe und kol zariere Fankizonen 42%%—
rn2eren 2w kénnen ,bencigen wn A??é/ﬂ Anfell; wee Stens—
men , Prodekte , Quctenten wundl Vehéefz‘m/eﬂ von Fuané —

trones aéfe/e/'z‘ez* werdes.

Wir Stellen dlrese /%/e//z 2 sammen un ae(//’a@z Cxemplo =
Hsch, wie sich awch diese allgemernen Regeln aws der Je—

finitaon des %’ﬁ”!efe/z ol ouo Centen herleia (assen.
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Aé/ezluﬂuésxeuae/ﬂ tenter der Va—/m.sser%—omﬁ, dass A oeafrse -
sendlon  Ablecturgen exioveren -
Konortante Fakloren ble/ben bed der ﬁﬁ%mﬁ&z‘/bn Ertelres .
[C-QC&)) / = cC- a,/Cx)

Swonpmen ;4%05[ » Dee /¢é/e/k¢/g emer Summee (Vfperens) von
Fanktionen (st dee Summe COpferen Z’)ﬁ(@l’#é/e/ﬂay'e//.
( Ucx) #U’Cx))( = witx) -/'U"ICJCJ
(Uucx) — (fc»o)( = wtx) — ')

7/‘?@%60%@ ;
(Mcx)'lffx))/—“— M-IC><7'U'O<) + uUCx) Ulex)
Quotisnten feuqe/.-
Leex) )’ - wltx) o) = wwex)  orlex)
Ux) ( oecx))?
Licsio/el .
’ 1 2 _ 1 4/5 -3
4] .gcx): 3K2‘%—'\317&7 + —7@—'—‘—3& —-—Z—'X + X
_z
Ve Bery A 73 YA 3
VZCX) 321X 7 X T+ 3T T2 6x T

Y .?P&cx):xs-)@nx/' owc)=><3, L'ex)=3.5, U= lnx Utk = £

PorCK)= 3x%-Lnx +Xx> f{ = x%(3nx +1)

3) Pzex) =

X

2o 1 L )= 253+ A, wlex )= 4x =5
Ulx) =x3+ExE+ 2 U €x)=23x% 4
Zex (4% -S5)(x3+ LK +2) —(2xE=5%+1) (3xZ+X )
X =
> (X3+4~><2+ Z)Z

- —Z,>< £A0 K> —FXE+F% =40
(x> +¢x +Z)




(0.5 k% +3)%
Lﬁ#%CK)s"KL'an

/%/e/%cm(;a(es 2 htr wex)=0.5 1 F+ 3)2* m/? Trodtirezel -
L'tx) = x- 2 +(0.5x%+3) 2" = (0.5x%+x +3) %

/é/e/fcmj des Mennero vcx)= x* Inx msv¥ Wmafuéﬂefe/ :
Ulex) = X Inx + x> /-— x-(2Lnx +1)

f /(X) - (0.5 x24% +3) 25 XZ0nx —(0.5x%1L3) 25 x (200X +1)
! X1 (2nx)*

- X2 [(0.5x*+3)(x nx—4)—6L2nx ]
x4 (lnx)®

Bew;mée gur [nherp reforson Aer 7/%/674%?66

Baj der Fo"/ﬂe/mg aus ener 0’7gue//e bescherbe x(t) Ay ﬁ}’;z{e/aﬂfg—
rake in Barl projag 2ur Zert t und /9/2‘/ Aen Preis in Doller pro Bare!
2ur Zei? . Sowoh! du Forderungsrate als auch Aer Fies andern sics
mitoler Zertt, Vi Ernnanmen in Yollar 19729 éé/’faf@ﬁ oAurr7
Rit)= plt) x ().

Nach der Produktregel grits Rttl= pte) x(E)+plt) X'1t).
57‘@{76/1 Pl und x(t) (2.8 wegen der /}z,f/aﬁow und auf Grund vor
Er Wez':(f/a/zjm Her Kapa 2/ fzven ples Fordereinrich %éwjm )y ol b plt) >0
und x'(t) >0, s0 wichst R(t),d-h. R(t)>0 aus 2wes GrdinAer.
L) wachst, werlder Prers s/eﬁ;‘ :

Dieses bhchstum p't)- x(t) /st /m/ymﬁbm/ 2T ﬁé‘/%ef/%e/?jf_
KU wachstaberauch, wei€ die fo"/;(efﬂﬂj 2unmmt :

Dises Lachstum plt) xX'() /st /J/zﬁ/arﬁmaf 2um Pels.
De Gesamrz ﬂa’emfysmk istdie Summe.

Ax(t)+ plt)xtt)_ plt) , xUe)
fir die reintrve /nde/zmjéfzé f//f ;g (fjj) Pt ; i tj 2 f/’:)/x gm ))é/[f)'

Se [sEdie Summe der rlatven /}m{e/zzfysmén des Ferses and Aer
Ferdermen ge.
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Kegten Kje/ > D Ab/e/kmf cher verketeien Fanklbion ist das Frodukt gler
22&/&)/@” " und der /nneren /%/e/%zz/ﬁ,

;%Z #(“cx}) = ﬁ- f(a(x)) -é%(‘—f U (xX) = ‘El[acx)) ‘ U{()()
C—N— ——

"ac"a,éerc “/44/6/(7. nere "Aé/fr'ﬁ.
oo so .
Bocgpcil ) Pix) = (x> +2x+F)" Yisof sich ak Verkettung vor
{[ak L ind wlx)=X3 42X +F schrerben. Es /'sf/'[a)fé'(?uqi w'lix)=3x%2 .

Ao : {’cx) =50 (x3+2x %%Zis- (3xZ+2)
”iﬁc/éé’)‘f “ /4é/€/'7 . ”/hneﬂe'%é/e/g-

2) fex) = e = S tisst sich schatiben als VerkeHung won flu)=c
wnd wex)=0x"=5 myt flu)=e“, u'ix) =Y X . A0 £lx)= e ux.
3].@(&)=,€rz (0.3-X°+2) (Gsst sich Schresper ale er—
éefz,‘wg ven fle)=tnuw wnd wexc )=0.3x>+ 2 nu¥

gl = LA u'x)=0.3x*

14(50._' /CX): ___/L____ . xz - 0/3 XZ
Vg 0. 3x% +2 9.3 T 0.3x*+2

Diperen hation der d//feme//re/z Expartential- und /?fan}‘/fm%fmléé'w;
Lir verwenden, dass die naririche Ex/)me/?ﬁ'a/{/m/eﬁéa// und der natarihe

Zgaﬂ'//mws 2ucinander invers s und formen nnter Veﬂuma’ﬂ/y Aer-

fézﬁeﬂ/ffé//r fur Aen Zo‘fdﬂ)%mzﬁ U -
f(x)= X = genla™) _ X

Dipperentafron msit der /@%{mfeje/ Jiefert:
£0x) = % tha =(tra) a*

Duser “Trek * lasst Sich auch bo/ Funktonen verwenden, berder die

una ééa"/zj/je Varable in Aer Basis wund in Exponen fen  aee/ir1#

X
36/5/)/'6/.' ’f()()=)<’< = efn(x )= e)(énx

f

X Zn X
i=e” " lenx + x- &) =x(eax + 1)



_S__

F ¥ Aer /fec/fﬁ/gé/ fdja_x = % erhalt man )Z(:c'r )f( x) = éaj X Are

Ableitung  fex)= e

Beisplel : i/t analysicren die Aufmerksamkert des Stadenten Xaver
Fdelius wahiend ener 90 Minuten Aauernden %/zmdza”fe el [abhemtarsd”
lbrlesang aber Falgeny Girenzwerfe und Skngken, gemessen asy ehes a2
von 0 bis 490, wobei der hlerf O 7767/564/&'/ wn A 400 Hehach # ¥ porte s~
Awpmerksamker ¥ bedeutef. J?eobagé/mym 2olge lasst sich dke Al
merksar kel f des ééﬁajl@f Studlen sen qu F Aurch Aas 7@(}’@7%@ floder/

beschneiben .
3
AlF)= oot~ T tie LT t+60 o [o,90(

Lt wunkersuchen Aas flonotonre yerhalten it f%f}fe Aer -, /%/e/%w/j
_ 4 2 A%
Al )= 3—6’31‘ 30 T + %—
Des st eme ?aad/zzﬁ'ﬁdé Funktron ; der Gurzol I5f ene nack obes
j@o"gfne/e Farabel.

LI besthmmen zmiz'aé;f AJe A/a//sxf//m yon AYF).
/ _ z 4 -7-
A €) . 6 5 o 1" =0

=D t°— 48+ +1480=0

&) t=3417)3¢¥r_ugo’

c=> t=34xTc7¢'

(> t=34% 26

&> =8 v£=60
Do dler @WA /e nach oben %5%%/6’ Hoyelo el MIZ, e,
wir mdA kil Aol MelneHor e/ Ao V5eccchen vertbal -
ten von A' und olamit awf olao Fenorornyesbnbier
von A SCWéﬂ.




A0 -
Alté) 0= telns)vte (5090)

Altt)<o &= te (2 ¢60)

Dea @W%@mw vor Xaver Folelrews [SF also /1 den
eren § [fuuten sheng menoron wachsend, twochen
Aer Sen wund 60 den [torelhe .S"Afﬂg monston ,é//e/zof
tend al- Her 6O fen [Turcekle wredler m‘ﬂty ,noncfe

wee cAisend .

Felr f=60j/€" . Alo)=0 “ﬂ’e,&'sd/&/“

Afmerksambedf des Studenfen Xaver Fidelius
100

all -

all -

20

77er schf, a;f

Avlel z,‘anae/t hoherer O/d/zom,qr, Kmn’zmuﬂ,qs verhalien
st cie 4. A%&Mj /’ emer /= cmé/m/z ,ﬂmzder 5&//&/&% -
%&eréa/f' doant konnen wir dee A%@cla/g UBA VK, alsp



-
(f’) "LiCpn . Digse wrivd Myf” b ezochmel cend lree p7
Z,Aé&{'ﬁc/fag von ,f
Apcdlere cobliche Scloredsprelsen syl

Vf”()() = h\‘?____aﬁ;ix) = ;%; wéoc)
Emé/o/eckend Rann man nen i Falle der W/ﬁzwgﬂ——
zaronrkery wieder dee Aol e/'glccnj von Vf” b [Con wncA
erbiclCF ol 3. 4&/@/'9@/15 7{”’ Uon Vf U.s. Lo,

Wir befassen uns nun %cmc:césv‘}m%er it Aer
Z-/%/ez'ng, tnd eranern pns cran, wee olas (7 -
ewchen Aer /4&/@/'5«—/6”? mit dem [Greelichen eieoacn -
men hcing. Wendlen wrir i Epgeontiae auf yg’aﬂ/
no erbalien wnr mit ler Z?e&e/ckmmj z VZII’ e/mn Ju-
yerva 2l .

’//)E”CK) 7 0 &Zr al xe Ie>f/monm49n wachsend cw/I
Z}VB"C)&) £ 0 far e xel <> fomo'zafm yéz//e/w( CL&%Z

. ot T De 97‘6/? s ader o -
jEﬂfC’M /St mif g -

34 nelumen dem x mons —
fou wacbsend, 'E "“x)2 0.
Der Gumaph  bectores 6T
erne Lirkskerve.




- Fallende Tangentensteigungen ? /e 57467 V4 //lg de r "/’a N —
genten st my ¥ zunch-

0,84

menddem K moncron
,/a//e/rd, V/’/(x) 20,
! Dor Guaph besclre: 6F
. erne [Cclfokarve

0,6 4

0,24

T T T T 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X
— 5]

Dieses U r&’o'mmanfs verhabtea wrird nun exalrer aé%wr/ .
Aunschliefen o jeéen wir an, Wi man obes s Falle dler
2weimal;gan Differenelorbarteen med $le oler zuwein
%é@cﬂaﬂﬁ unresoe hen kana .

e&yz/;écm - bine FunZfion L /Lea/b% L onex @a/ elrzem
/m@m// 7, y/cz/ZS' /eofe Shecke, Heo ziwed ée//eé/;,z
Fankle ol Graphen erbinclet, obertadd ooler cy%
oo G potio! M&iley&f/ wao e/na) [, akeskieive deo
W/tﬁﬂ er/v/M'JZ)‘.

Sone Farttion 75 /za/'ér‘ konkat Cuc/ eitern [iHeyoa il
7, /a@ %Qfé S#rece , ale z—wa'éééeéé/W Frenkte

Ror Graphen verbindleX, Linterhalt- octer auf demt
Frarhan verlif¥, was epai fochikirve dy P -
phen estophchi.

Ao den oten aﬂWM@ﬂ ;Z@WW M/ée/%e/f
bLarn man )/oéze/zd/w e/nsehen.



4%
Sate. Dw Funklfion 75 se/ Myf elnerm (nervall I 2wer-
mal olfFeren zerbal . Das s f/@‘ ;
9F"cx) 20 furalle xe L & fuf konvex awf L
27’2"00 <0 755/‘ alle xel & [ wt konkav awl T

/n vielen Ekonomischen Medellen /st e Un /&fﬂc/w/ol&a?
2urochen konvexen und konkaven Funletroned, Tusam -
men pl't dem [lon olromevesrhabten von gaafucﬁa?
Ze/j/‘ﬂ/'e/ : Bel ernem Einkomymen zerischesn ¥0OO €
pund A0 00D € soflen Ao /4??&46/1
Scx)= Y- 407" xF— & 10" F X ée;é-aﬁeﬂ.
Es g/¢F: s'tx)= §A0"°x —5-407°
SIx)20 &> £ 40k — 5407 20
&=> xzZ- 107
Also (5t Stx) rnsbesondler arl [ H0OO, 40000
mencten wachseadd.
Weiterwt S'cx) = 8. 407° 20
T/’ i+ S monoton wachsenol urnd konvex Cue.v{
L¥ooo, 10000 ] . /n diesem Easammenha/zaq;
;on'cé/ man aeech von p/w/'//em W ch S feera .

"2 0 fleo

(f wacisend) (2 fallend )

e 122155/ L degiess/U~
f PWW g//e/z,o{
(kaonoex)
*p’fg@ e ressi v X
e OG0T
( VE konkce ) achsend T&//Zno{




Ze/.'slp/'e [0 Lrr ans@ﬂucéfh ﬁ?@na’e /Mcéwdﬁ %WWané -
fzon

Cex)= 2X°—xZ42x+4 , x20.

&
. / _ .i- 2__
Es j/éﬁ Clex) = I-X"—2ZX 42
Clex 1= x-2

Weier vt Clex) =0 O xF-Ux+Y4=0
=> (x-2)=0
<= k=2
Ta HLer Qfayo/L von C'erne nach oben 092075%@/6 Flrce—
bel wund x=2 dee e/;zz/;a Neelok ol Lot y/@r‘
Clex) 20 )KZZ/* ale x.z O -
Sond w't CCx) /ﬂwaamf roneron wachSendd.
Forner ¥ C"(x) 20 &>z 2 wundd
Ctx) 0 &) x22
.ty Cex)wd konkay cucvffol 2] cend konvex Culvfﬂzz o).

FubischeFostenfimifion

12 +

10 +

I:I T T T T T T T T T T T 1
1 2 3 4 ] ]

—%f—x2+2x+1—%x2—2x+2

r— 2




A5 —
gerifp/e€ Wy bebachten eine ec//;zme//ae Frocdln $¥ ons —

V&c/’(/?,ﬁ&'/ /A ﬂééczy%/;éa/ vom K%/M K20 :
VIK)= A K" i A 70 konofznt

und a>0, a1

y/(K):A'Q-KQ“’

VUK A ala-4) K

=s Sz'Of . >//(V\)7/O Vfaf'ra,//e &70¢MK>D/

also [s¥ y{K/moﬂafan waddsenl .

VUK 2 O&ED a > 1

y“(b{)éo<=> o< A

Ao y(K/kom’caa %JZ/' O< a <A wunod koo ek
QY&Z’r o> A smhf K>O0.



~Ab—
(ctecile cenol Oqlo&w& Sk fresrnce

Ja v Gn okornomeschen /4146(/6/{@%(72&! Fresen F/a/eﬂ
nach eptimaGn [ssargen acf. Becsplele hierfir sid.
Wie lassen Sich Mfy/'/a/ endl 4/ée/}6/c/r¢/f/' /n eruem
Unlerneh men so eraSelzen, Aass der Grewrun niax/ -
miert oder olie Kosten msarmiert werdes
Wie viel @&,’nfer sollte e/‘ﬂjese/zfr‘ wesden, w12
ernery 60449/&)7%%564@/%//%6% Betrwlz e/1e4 mo’y —
Cchst hohen Grewrnn ze erzielen
Bes/ zu grundleliegendlen math e matzschen Modelien
. orm yon Fenktbonern bedlectet Aies, maximeale
bzto . nunimale Fuabbronsweste zu 6@Stsm i €4
tenl Stellon, @v olenen oliese @nGen o s o Lereen.
Bevor war auwf konkete Bersplele eirgeltien kona e,
mieSSen oy uns Zand chst mit dlem matbemariichion
Lf/er/eaeuj , 1nSbesondlere m Ziesammenbang my't oles

(Tetbeden oles fo%ffﬂﬁéffeﬁfzmaz ) befassen

?el&h/%'@/?.- Sec VE @ — \M{g und x, € ZPYB .
1) j/aéa/e Sxpema
a.) Vé wa¥ an oler Stelle x, e/ ue/eﬁa/ej [Leirrvncernt wf(xo//
wenn WECK)ZVE(KD) 7&?’/' alle erDYg.
) 75 okt an der Stelle x, em UC}/oéa/eS [Tax/mum VP )
weny VE(x) £ fics ) fur alle xe Ze.

Zdﬁammeﬂrfa‘%é’nﬁ( Verwendlel wman aeech olre Zej’%&
Getimal- | xtremalstelien und Gptunal—, Extremwert.



S
2) Lokale (relative ) Extrema

2w £7 0 bezeichnen ir mi't U (x,) das offene (un -

fervall (x,-€, Xot€) . =
X°-£ XO Xo'f's

a )75 har-an der Skife X. em [okales lelatives) inimum (1)

wenn es ein f)Oj/é% mri‘—f(x)% ,/_?(Xo/)f[;r' alle xe& Uy ixs).
b)f hat an der Stelle x» em (okales (relatives) o/ mam L%,

wenn es e 270(7/&)‘ metfix) < #&o) ;Z&'ra//e x & U Cx).
Zu Sam men fasserm( Vel uwendleF man awct e Zefﬂ/;ée

(okale (relative) Extemalstetfen wundl Cibrem wes.

Wrr ézsdé’%jeﬂ uns nun st Knverren, toann [l iz/mee
wurn Hoximee exot0e cemd mek Sfefboden, Lo man Arese
Cindek. Ein a)v'cﬁ/v?es hinreichendles Krkeriim iy oo
Exwlene lieferf der ’&W Sare.

Sarz: o se f:le6J K 5%;‘? awf elnem Q‘%Z.SCé/OS.Séﬂéﬂ
/ntervall [a,6]. Dann excitert (mindestens) e ko € Laybd,
i dem £ ein Hin/mum besi?er nd (priidlestens) e sz
Xy€lajbd, in dem £ err Flaximarm besi¥er, A-4 -

Pixs) & £ox) & Lix,) QT alle xelajb].

Zur Bestmim ﬂ/ﬁ? f/W Sxrena siaol ﬁéezw Flenlche
@l 2tcorbe fen !

—Zes%hqmunj aller (okalen Exrreric

— gegelenen Lolls é(m!ersac/wmi Her Feea ktson
o an [nkervelvancler
. 7&27’ X200 bzw. X —2—0o0
o an  Delrnitrons Cucker



g
Wr éasc/léf%jen uns nan  2uncChsr mu¥ Her Besriie —
Meng Cokaler Sxiremx ¥ A‘ztj& der fetsoder obr-
@/ﬁfwem%af/ecé/zx/zi, A b wnkes geegneren Uijfe —
}en 2te b rfeac o VO7ee eSS €éﬂﬁ‘z_f€ﬂ an feo ZU Lnges —
SacheaAe Funkt26/7.
Anschaulrch sollte zunachsr /ofequeﬁ klar Seriz.
Bei elnem Cotablon funimam of ahe Faunttron Vorcem (Zens -
mum fallen d und dena & wnldsend. [srf dfferen ecertins;
20 A.@//'/b/‘ ohes, Aaao dee %/yenﬁ’mﬂ/afﬂfg veordem [/ mem
kle/nei oder j(dcé WM, 1 flipns pmaom j(eca%//M cend X -
nacs W;Azrodar;&ca? Al /st Weitersight man, class Her
Gireph der Feen lhion 1w Besestk
aes [(inimums eine Liakskuroe
, beschrerb?, A. 4. f konvex 177, was
| 514 my ¥ dlesy Lbize/hen der .
/é/zf/i/ﬂ/? bascurecbey [ass¥,
Be) elaem (oBalbr [laxis1ccon ¥
s [lenSbon por e Jlaxisim
waddsend v cenech QV/&//e»zd’.
] Ff d/%eﬂ eerbal; SO feybr
xt oo de s Ajes, dorss olea Tangenten e -
e e Tancamton b i b 2 vor- e fac/imiis
j/i;éer oder g le/ch Ml 1m flaximam f/e/% Nodl cndd Ha—
nach kle/insi- oadsl~ f/e/% Vel 1s¥. Weisersiehl man, Hass
Aler Giraph von VF i Bererch des Maximams emne RecbtsfsSkuspe
bejcm/bl/ A4 . f konka v (s, was sich mi¥ Aewm Lb72e)chen
dler 2. /4é/e/94m; beschrerben (CESH .




e
Wi (assen diese anschaulichen Uberte egungen i1 efvzm Sak
zusammen, der eiaen Uberblhik cberdse m&afjﬁ(e@ LA -
men vium Awllinden (okaler Extrema. Lofesf.

Debe/ boreichnen wir Funkle (Xo, Pixe) ), in denen £ Lo )= O
ot (A b. Penlle pnu¥ wn?fe/ed/ar /a?eﬂﬁé b2es . Flenkre,

su Henen olce momenranre ,44&1#.44/75/&;% Noell (5F) als
Stitonare Pankie.

Sal? :

///A/aﬁat/za,’?,@ Bect) ?f&,'r (crale Exwerc .

Erne A fferenzigrbare Funkrton £ besifet an ciaer loka fen

Exhremalsielle x, stess elie Mzadoe/ec/u/c Enfwué, . 4 .

as 9/t yE/cxo) =0

2/ aWﬁ/ACﬁﬂ%ﬁ sy /ﬁﬁ[a oor . 4é/{e/§éazj

/S¢ Vf e 9{/,2?6#@/4 zierbare Fanktbon cent (za/vf(zo ) e

Statronarer Penkt von f, ozan g/e#.

a//ﬁv‘,&l’r e/n £>0 Vf’(x)f(? ,vfci'r alle X & (% - £, X ) cenl
Vf’(x) 20 vfé’r alle x€ (X, xer+€),dann bes/vet fan Aer
Stelfe xo e [okales [Lin)mar .

b) Ist fir ein €50 )f’cx)ao V&Z’ra//e X€ (6 -£, %) cnd
P'ex) £ 0 fir alle xe (xo,xet€), dann besiterfan der
Selle xo e (okafes flax/ntiem .

3/ Un wyacémzj vr# /vé’c?/e oAer A. cend 2. /%/6/94(/?

/st ¢ eme zweimal 0{//'%401 eferpare Funkton cnd (o Pt 1/

e/N Slrhonc red Flewllf von 7{, Aauu j/@‘

a,) ‘7}/}7&2’/' e/n €70 flexr 20 7542‘/-@//& XE U (), Adlrn e
bes/rer f an der Sklle xo e [okales [Tinimur.

bllst fireme>0 £ ‘tx)e0 Lur alle x e U (o)) trrn



20—
bes /1t L on der Selle x. ein (okales flaximoun: .
c) [st 00> 0 Lir alle x€ (=g, %) V(xs xa+-c ) ocler
VZ/Cx)cp]&Zra//e xe (o =€, %)L (X, Xo+€), darinn 15
(xo) Pexod) €14 Sa %@aﬂév‘ (&Jéx«zdé}oafzé/ ms ¥ weage -
rechher Enjem@_ , Ola zut 370&')@?’ mehsr) .
) é(»zl&wucécmj my f /ﬁqk oer 4. und 2. 4é/€/Wj
s+ eine zweimal duffereniieroare Funitson wund Giopfecs)/
e/n Statronarer Funtet von VA Haun (7/?)/.'
a) st £txe)> O, dann besilet £ an der Stlle <, e/z
lokales Minimycn .
b) /st vf”(xa) <O, dann bes/vet\f an der Sklle xo era
lokales Flaximecm .
c) /sf 7&” 0, ) =0, dann l/efert das UnYeriem kesne 44555{76.

39/3/0/8 [ lIrr bestipmrmen alle [okafen Extrema vo
f(x): x>+3x2-2.
Es 7/67‘ 74,9/(»<>=3><7--/— §x wnol
/’m =0 ED3xE +6X=0
(=) X(x+2) =0
) X=0 vx=—2
Somak Siadl PC0,-2)und Q(-2,2) Stetson st Puntle vom
,f und odamr¥ KenctsAaten ,fcé’/' (obeale Exshrernc .
A/z/ﬂ/'f/?f/ f”()(%: Ex+6 et
75”(0)= 6€>0 undd VE”(—Z): -6 <O.
Aes vf’(o}:O cmc// “to) >0 720/7(/ da.ss./’éﬂ Her Sresve
x=0 e [(cbales Mizrmum me/: —2 bes/rer.
Aus f’(—z):& Ww(v/”(—z} < 0;,59/?%/ olass Vfcm aler Se/re
x=-2 e [okals [Gximum LC2Z)=2 Les/ier.
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Berspje!: Wir beshmmen alle lokalen Extrema veon
Lexy= x= 2%
-~ . ) Lal(Zx )
2tencichSt se Aarma eranert, dass 2 =" ) <2

j/if)‘, A 4. —"—L(Zx)=€n2- ex'f'ﬂ';fnz 2%

Zan s f/&/ yf(x)- 2x. 2% + %012 27 =(2x+0n2-x%) 2%
Lendd yf(x)—O = (zx+x%-8n2) - 2"=0 1:2%=z0
=D x(z+x-L2n2) =

S— -_— — —
<—> X=0 v X= ‘—42” >
Z_

Somit siad PO ,0) und Q(,Q =y (,: S 2 2”1)525174'0“
nacre Funkte yon £ und damit Kandolaten fir (okake Extrema -
bWerker 9 £cx) = (2 +2-8n2 X) 2"+ (2x+ Ln2-x%)ln7:2 "

=(2+Y a2 X+ (n2Z)% x*)- 2" enol
f”m) 2 >0 wnd

vf/l 2_ (Z‘FL)LM_— _{,{M _L—-—) 1’5‘25—2-2_2_?;7 <0 .

Aees Pf’(o) =0 unA Y? ‘ro)>0
7%/3%, dass fan der Skle
X=0 €1 [oleales [Mlinintem
L(01=0 bes/ ¥t

Aues ///:@,%/:O und f/uz
/o/?‘/ dlass [ an der Stedle
K== 1-2;‘2 ein (okales [taximam

05 )= a7 FA |
ves rzf-. T

2,09

1,5 7
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Wir ennnern uns daran, Aass wrr zer Bestimmeeng globa -
ler Exbernic yff‘eé%ekz)&/ls awch Guen peoerie betyaChrecs
mussen, wenn /nrervall raadpunile nlch) st Dofies '~
Yaonséere/ch jeéo'}eﬂ ) wenn et Fenkiion Defeu ' ronstcken
hot oder oas Vertalien )fd,'r X D00 LEl). X =D —00 tenor —
Such¥ werden miess.

/n Aresem Eusammen haézg reren Adfaﬁf Quotenren Lo
Fanktionen awf, m Aenen bel Gisenzbetrmcs 1‘40(77614 Sote by
Olee EabGr— als acech olu Mennerfentrion beide geFen
el oder berde Jegen o bew. —o0 sheben. Man ko
Aann nicht so é/h,fac/z an) Has Vertafven Her (eorzen -

9@/47/«/4»64 on sch //e/?eﬂ. Dies /Lfc—/'yr’ wesentorct vem Leracty -
n)s Aes hhchsteemsyeriaftens der Z2cialer — cnd fnner—

ﬁerzéé on ab.
Zeispie!
W) Qi St e Guundichst unbostimmer ) Ausotsoe:
Lunx i ;?/0 MOQ,L{ . :
Z){:‘g:: =< wt e (zuncichsr LenoeSYsimsnkes) Aee sl pee F
vern Ve = =

Haifog gebingt oo | Mentsiite pom Tap ‘S “bzer. “ 2 "

Heertf] Hea deﬁnp& Hagel & Gespsmmen .

legel vom [ Kospiral . f and § seln 1a Ko Hiffesen -
2cerbare Fundbonon nef biin fex1=0= Lz gox) coter

K—2X> XX —=HXo

Y y,ﬂ(x) fo0 = Z)m ?(X)- Davm 0¥

X2>2Xo X2 Xo

LM =L A2

£ex) . Plec) .,

Der Sarz fz'éz‘m )ZJ/- X200 L2720, x~D =00 el X1 VAL
KDX> (f
un e/}wa%;ﬂ ;//e/zz'm.



_ZZ__
Ach%cuzdoz V Dee Vmﬂmnfw ooy W/—u /Zalwafa@z
Siad Heew mdu‘&;ﬁagé/ 00 HRGCY man 12 s flegel

Zeféﬂ/'e/.-

X_ ey 4
4/Z/'A/tex4 W'}‘V@MW < .

X—=2 0O

x>0 7 X950 B
u
2) Lrn wt Ve, T i
Koo €7 A
/&x . - _ )
Somws . Ly = 4y —e%" L7 wox =0
K=e0 PP K= o0
3)12/;/}1 é% w¥ vem 7’7ﬁ o
4
Somd . L7 6& = G gx - 0O
X = e X— 00
2
X
Y) S50 a>A . L % w¥ vem 7?40 =
P 272X .
Som . Lim ,( = L < wwols Jerm 7z t%o-q.
X o O K Lna @ %
.)_<‘._- _ _&———- f :0
Somt . 16_57/:;1 ax 'g’fg Lna «a® ffg:zo Una)?

Zmé//edeao( hann #an 0797%14/ leon T &afaﬂ/
daao L1 K—:O w%}&m nel tunAd a >~

X—=700 a*

Ve &/aa/zemé'a,@&w%ﬁ&ﬂ wachor pnelle! als peole
Potenz x. Kure '“Zx/aﬂemé'a,ée eHytnken Porenzen

5) Lir K- Lax ur vem 7%0 0 (-0) . Inclem wer

x=207
X I X = Jﬁ%ﬁ_ S rechen, erlalien w r

* . Ln X “U_—cp U
Lim K-dnx =X ~—— vomTop o
X201t X=> 01t X 70

a4
SormSf - E/M X-2nx = ,@//VL [ﬁ/’nx =Y X__ =g (-x)=0,

X=> OF x>0* X X007 ‘,fi X0
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Ze/'sl/o/e [ Wiy betraGfen noth e/amald e Feeafion Qfa);xz. 2.%
bUnod wnkesoten, ob oha Feenthon W Sioemcr buza) /2
Llir hatten beres’s /@)?MW Ao ,f an et S/eZZe X=0 e,
bokales Ninimum [0)=0 und @ %er .ﬁ% X=—— &
N58les [lax/ meesm f(—e—ﬁ/ (,énz,)z 2B Loy ot
Kejan@rf/@‘ﬂ,&éﬂ o x22 =0 .

X

i x22% ut gem 7/'/ “w0 0% Durtdr (lomocSores —

— —eoo

- 2 X X .
ben 1 X 27 = ——x erapites oz

2 2
X. “© 0O “
VAl T e
X~ = oo X —vo & 70
z 7 x
.Se-omw/ L1 )(2-2, = 4/ Z-x—f/M _ o7 >—x
X—2 —e0 X—=)— o0 XD
yp < =
= /7 -X =
XKoo @n2)* -2

Dart bzl T2t 72 aun deir Sty <=0 2/ g/oba/éj [Lens ) r720e77
VK@] 0 . ’géﬂoﬁé‘fﬂé@f Mfelﬂ x—->co f(x)~o° éamfé&&z%
[laximum.,

Be/'s/a/'eé Zer Student Xaver Fidelinus 15+ 11 Se/nem
G fatens Spelecn /’aéﬁ‘aad ha¥ 000 E zewr Vdfﬂ?;ﬂ “nP.
7z Fo%e,/éd/r weress es 36000€E sersy. Er/m?a/z ~
fé’r Sem Glferes Stee d/éﬂ/'e&éu" ereyy Konscesr Jorn
C, , feir Hao Folpialdd e/nee Konswume von c, 58,
davn oo Nadzen feenbsort

U=y 17¢)+ 7 n (1+¢,) | ¢ ,6,70
maxim 2t A Daece hed er olee /Za}//'cééeél
gde ik esfaemt Eimsoadz vou 10% zu Guten , Hn-
rmuf er yn Selnem Celefen Sfudbenjalr wmehs 2o
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6000 € ausgesen kann. Pen %@MW Zaﬁmg, Y

C,— 6000 muss er dann m na%s/cn/W ZiS@mmen
it oden 2lusen Turdckzabben,

Wir wt Z’cwaé:o%rz/ wee ¢, wndc, zuemanider

% Zezcéw sfehen .

€, 236000 ~(A+ 755 ) (6,~ £000) =42 600 —A.4-C4
gelichenes Gield v nsen

. : Uz600 _Lz6000 :
Damit C 50 blerht muss ¢, & 55— =2E222% gy,

LrF selzern den Ausolrack far ¢, in dhe Nultenfoen ktion
e/n und ertalien

U= Ln(1+C,) + T tn(1+ H2600—4.1°C, )

= la(AtC, ) F o3 In(H2604 — 4.4 <, )
niwr notl 4%:5&424;@'// von <, .
LI 7 wnterdieclen Hew Feesttsrom MM% ) bepes
. %‘Wﬂad c,.

dtt - A4 4 d . (-1.1)
OLC,t 4+C4 1,03 42604"4,"{'C4

_ 1 . 1.1 -

T A+¢, N.03: (42604 -4.4-C,)

1.03(4260A4—A.4-Cq)—AAN(A+Ca)
(1+¢,) *4.03 (Y2604 —4.4-C4)

_ H38#F.33 —2.233%3cy
T A+ Cl) 102 (U204 —AAC,)
— — —

-

D dler NMenner Sfeto 7/5}&4}’&& Y7/ Myfv‘@(a%

LVerzeschen von %C% nwr Vom EEhée s als .
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s j/’&‘

oL U = 43877.93
gz, 00 &2 < TTRs
AU _ , . Y38 F7.93%
o c, =0 &0 Ca= 2.233

AU . H383F+.33
o c, €0 &0 G2 Z.233

50/%4/"/ M'WL “ S?Lﬁ%g maw}f&ﬂ WM [500(9, Cd-)(—:]
tenAd 494}%0? monoier ’@W W (996/ 42464000 7

: 7,
yed cf= BETTI2 1 49049, 17

U baojfz¥ aloo an der Skl cf e absolwres Faximiam.
/hgda,wa,m/ wird oler Studen¥ nach eleegen LZMOQM -
fw E/nen Z@#/ﬂﬁ von CfX— 6000 %436 49, 77 lestea,
1m G@lEfen Sﬁcwécén/'aaé/r a2 A364T F7 ms;:éen
ool wm Folgeahim ¢ =42600-4.4'C1~ 2098526

Mufzeufiskfion

19 e
2
17 4
16 4
15 -
14-
13-
12 -

11

10.000 15.000 20.000 25.000 30.000 35.000
cl

|[—— (1 + £7) + 0.9708737364 In(42601 — 1.127) |




Wenalepunkrte -27—

Detpmbion : Sel f ele Funhon. Punlte,an denen dler
W/z dler Funltson pon emer Recdhtskarve wmeme (iaks—
kurve oder amj&éeéﬁf d‘éeyﬁzﬁ /LZ.;}\?K L«/e/m’é;pﬂﬂ,é;@_
An Uem(a,/mné/en wechselt also das Lernalten der fzemé-
BEN VoNn Ronkau nach konovex &Lzed. aﬂ?e%c%l—f

Lt/ende/mk%c— mi¥ Wacffe%ecéfer Zz)ge/n‘e /ze;&m Sattelownére.

Die a/z'cé,z‘{jslm U tersen Eum 44,%%4&4 ven WerdeSeon
s s dem ,foéoe/zdeﬂ Salz wammeﬁfe)ﬂa sst.
Sarz
Y A/m/maa;,a Bedm; wng
Besitet eine wweimal e&h%fm%zéféaae Funkbion an er1er
Svelle x, eme Wenolestelle, so j/’&‘ 75”[;4,) =0
2) U~ femechunj mit BhEfe der 2. Ableteng
Sed { twe/mal ﬂ&ﬁ/wfﬂ&ééfﬁw’ wund f /=0 . Dann
GIEF - Wechselt [, Tou der Stelle x. das Lbreeicien,
Aann 5¢ (%o;fix)) Wndepunkt von L.
3)%%%&64&6%.; nect #ELe Aer 2. unol 3. 4é€a%a/zj
(st e Finktion ¢ Aremal dffeene/eriar wad
a/€rf L) =0 wnol 4 Yk ) # O, dann ¥ (x, fixo1)
Wendepunkt von ‘vf

ge/s/a/e/ LWir éwa‘zmmen Wendlepenite von
v?Cx): ——K x"
Es GIef: ‘Ecx)' Ex° -4’
Tex) =3 xT —M2x% = ZXxF(X*— %) = 3xF(x—2)(x+2)
Aboo ¥ . V5”6)<)=O =D X=0vx=2vx=-2



_2?__
Somid Siad dib Punkte PCO,0), G, (Z - %f)a/zp(
R(-2,= ) mogliche Kandidlaten Fir Wendepunite
oy dler— quon - “Wew )= 412X° - 29 x
2/ W ’!i// (1

VF (o) :O,V[J (z)=yg ,VF (=2)=-U4&
_SOM?EZ/.'

VE"cz) =0 and V"DH/(Z) #0, alo w¥ A2, '?/&Z@nﬂlz —
pcm,év‘ von ‘E

£l-2)=0 und £"C-2)40,alm w¥ R(-2,~ &) bdoncte -
paﬂ/c;" Vel )f

Ao v5”(0) =0 amﬁ(vé”’&ﬂ:O kEnnon sy eI
0%&@/50/4. LIrF pmcinoen Habes Heo Upizecon (1ot
£ o und o com e Stelle O antersccten
Far xe (-2,0) ?A.@f' {”(x)éO und Gir x € (0,2) ebenfalls
L'x)2 0, SoriA bat §"an ader SHelte O hesnen Vorzel-
chenwectael, ol.b. in (s Berach vonP(0,0) kenka
PC0,0) wt sormi¥ kaen &)ﬂ//mpunéﬁ

1
£

10

| /
-10 - Q
-12

14

konvex korkay |
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e .T/z;@qm//ecﬁxzmq
HM/:; j/éf es Pmé!emsk//cmjen /1 denen ene Frenltson

awns oder WNRemn¥nrs //uer#b/e/éwzg beshmmt wermen siuss .
Dies ist Geegens/land dler //«ué;/rz.{fechnunj,mé oeech als
Mm/eemn; 2w Diferentsal echnong bermehter wesmen
kann .
An M/wéanﬁeﬂ Hder /w/ejméfecémux/? sz 2 .BB.
—- Fleschenbercan unges
- Bestimm ung aAder K@?)@d,ﬁuakh'aﬂ ey der Grwed z —
ko ten ﬁubk/vbﬂ
~ Bestimmung des miHleren Einkommens von 72 ro0x o7
il ernem ErnkOmmen zwrscheérr o o & .
— Bes¥H nrm wng Hder Gresam f/zacé?&faye nach e/nesns
rwl aus der /Vaoé/ﬂn:ge/a/zéﬁ’an
Bevor whr uns beispielhaft solchen An wendlungsy ret e -
men slewender kounern, mussen wir wuns m ¥ Hen

vakzd/afeﬁ HAer /m@;//a/fecﬁna«f Verfrralf smachcr.

Un besh mm re /;,/e?//ﬂ&
Wr bebardeln Zuﬂé'céfr&v@gwnafe F/&fejé//aﬂj ;
2u erners jgeéen &1 Freer ksh 07 77? sl Fleneroonérr J~

jesccc/u‘, so duss F'= V/j/&/

ﬁﬂf's;a/k/ ' f(x) =

/44:5 der ﬁ/@?erm%a//ecﬁlzandq wissen whi; dass
;f; x = 3x% (7/@4 %/50 5/@‘ /JJI’ F(x)—ﬁ—x O(Mo
Flex) = x? —V&x) LoV

Solehe Funikhonen hecoen Smmm)&afzbé'wzeﬂ von £,

jzxwer af%}%@em R



9 —
ﬂeﬁm'h'm  Sed I ern Inverval cend ,ﬂ-[—*?ﬁ Cre Frente —
tion. Jedes f~: L —> IR ¥ FFex) :7200 ﬁd’/’ alle xel

/L@//J’r‘ g/ne 5/%%4%{,5/4/46:6'0/4 von ¢ ae)f I

Beisprel: Fex)=5x°+7 wtebeafulls Stammfontt on
/
von ﬂcx) = xz/ Aa Flex) = x% = vfcx) j/@‘.

Zwe/ Funltionen, oie dieselbe %é/e/ﬂc//zj bes/rzen, Lsn -
nen sich nwr twm eine addifive KonSirnde wnres—
scherden , da nwr e A’é/e/'%a//zg erner Konslan s ver—
sthwindlet. st also Stammfeneton vonl , Kansr o7
awch F+ C ’&27’ /60(2 UNeonsfane C eIk flﬁmm/aﬂééb%
von L . hertere E/amm/uméﬁbﬂeﬂ gt es nichi.

Dee /@nje aller Stam mfbunksronen von VA /Qﬁ;v‘ mea s

unyer @C?mafem Ze?/n,q 2 Scemm e,

Definiron . Sew I~ erne Cé@//éé/('j}@)f/&mm/&wﬂﬁbﬁ von £
Tann heofpt de flenge aller Stammfunsonen von £
ffa) dAdx = Fx)+C | CelR
Lenbstmmtes /MC”W ven /L.
(S w# Ao /m!e;//&,?%a'céerz, Fex) dar/w@yzz/zd wund C oo
[nhegratronskonsiante . fus dx w¥ ernchtbyitiy dass X
ols /%wam’aé& ot )

Bevypal;, Dia Greazkeoren W on (A1 4&@%&(@* Npotn —
ﬁméﬁ}m) erres nkesnebmens Sef I tx)=3x* +2x + .

Weiter sel bekann¥, dlass e FiXkowtn ZOO Sizd.
(reswchh Wt dee Z—u;eéo"ﬂ"fe %@7)@%/&4/@%'&/4.



Wir bestimmen zundchst §(3x%+2Zx +41)olx.
23 ;7,%(&3 FrEE ) =3t 2x+ A = K e Lot ‘7/'(%

((axPr2x+ 1) dx = X +x*+x+C | CelR .

A den uegeg,weﬂeﬂ Fixkooren pon 200 crms Heln (w77~
Aarews Ol %@WW&H UKX)=E X2 +x & +X +200 Aes
Unkerneb mens.

Aus oler @g&'m’é'@n Aas wnbestimmten //44{6?422/5 )faé//
dass Ole %{t//’% CINES (LerrbeSyossintten /mfcf/w s22e 4
Aerm [ufegranden berenstmmsr, oAb

5—?{; (5%5»00& ) = yfc»c)/
denn : /st FSZMMW%?” Zw yf/ Aot or M
2o (Speiolx ) = Zo(FexawC)= Floxy = gex).

[l WiCle A Awssage (rssen Sich naa e/aige wichhio2
lnkegrale Von Guiendlfpunhionen Lom/Helbrr bestiriper,
wobel sich oke ,fo{;éradeﬂ Aussagen Skts au) den JeuerCooznt
%h/%bﬂéﬂ&bﬁ AHer Fundtion bezetben .

lichbhrae /mm von_Grtendfeenss onesn

174
NFir a+-—4 (7/'6%; jquxsaﬂ;x“*ﬁ—c

oenn: A /4 _ ,ot1 >, a
oAX a+4>< +C )= X

Z) fx“'fg{x :,Qm[XI +C

denn :
A.Fal: x7O. ﬁann‘?i&‘lx\—“—x aloo ZnlXx|=Lnx und

A _
W(ﬁm&%*c )-’)(



——L{ -
2.Fall: x <0 Dann gith |x|==X  also ln|x|=Lnl-x).
Jx der Ke#em‘eyaé erhaft 11

;'{/f(—(fn(*x)PC):_ix— (~1)=x""
2 _gex dx=e*+C , denn: %)Z'(ex‘f’c):ex

4 f[n(x)o(x: X nx — x+C

Aenn : 0—0(% [x-,émx-/)c-I«C):: A Bnx +-X- 1— — A= lnx

/m V\a?w';@é @/Wﬂ ﬁ’aﬂ%&nwﬁ haben wer gesehen, dlass
Wi deerch honseqgLeesn ves An wenden oloi Differensatrons —
regeln auch komplzicie Funkfionen defferensicen
Kénnen. D gesﬁ'mmwnﬁ unbestimmeer (nteymte Sogus
e/'nvfacﬁer Funehonen kaun @!ayﬁen sear Sc%wze'/—z}
sei1. Em 8@/’570/6/ da/&’o’r 1S¥ dee Funhon ?Ecx)=6"’cz/
oo bLel der é%m/bscéen ﬂ/ﬂm/m‘:ﬂfe/w 1 Her Shaves —
tik eme wesentliche lolle splelt. flan hkann Zwar zeipen,
dnss S olx exiotirt , des Eyeézu's Cassv- sich abes
mcht 1n emer” “elnfachen Fowmn Y Aurch wnsere
Standard fuenlionen ausdlrcztker: .
Loir werden /6&’&&2 e/}wj'az mztpimabeoche [Tetboder bebron—
deln, mdd Heren MY man schon ere [tage éa?,cﬁd@
Vorkommender Falle behandeln kansi.
NMeven Xen ,Eoé;eadeﬂ efhﬂadeﬂ //Mefmﬁ onsregelly wertesn
iy wns mid dor /Chiode s partelipn /ﬂé;/mé!m cenl
oley= Siclorbrtects o0 ézﬂé’/ﬁ}@ﬂ/ Kee /2 enper Geesamt —



— S__,
men ha/y wmel Her ?Wﬁ?eé WWK@?‘/@%WW
@%nﬁaj rech nusg Skehen.

Efesmentare /Wyyn‘aébnﬁfefdﬂ

1) Konslante Fakboren

fa-,’&x)afx :a*%&x}dx
2) /ufe;/rzz( einesr Summe

SCpexr+gex)) A = Spexdolx + § goed olx

3)Lineare Sudts'ttson " (Z’eﬁfnﬁéé/'faap\ff S.e. )
[st Fex) eme S/nmm,&mkﬁ'@ﬂ Voun vEcx), Aann y/'zfr‘m/;‘a +O

f.ﬁ(ﬁf/w‘j) Ax = ;’_t, Flax+b) + C
/

( lLreate Funtbrion von x)
denn : ;’{')(( (g— ]':(c,_x_pb).{— C ):_ gb_ . Q-F:(Co.x-l—b) :?Co_x-l— b)

Beispie !l
/

j(z><7'+><—3)o(><:z-5><zo{>< +S;<olx— 2. $1dx

2
5X-3-x+C

S -tz 55 d

x4 CeXolx =22nlxl-¥e*+C

18y A A 485'+
S(fog) Ax = = ',TB?CZ"‘g) C

Stn(%x)olx

j,’,_ (Zx,Qm(”><) 4—()4—C X Bn(dx)-x +C
2
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Q70/la.¢4j Sé‘%@xdng,’gfl:, o{)( :ﬁg&xdx

= ﬁ-»(;<&x-;<)4—6

no

ot0: S@a,u_bdx _ ieaac-#—b e
e

a>oAN a.¢‘4-'s ax d){:S ef'Q“a')'x o\, = _4— .Q_C'Qﬂa).x_}-—C: ../L— . CLX—F- C
na Lo

Fartwlle Integmtion

Ao der ﬁe;eé iir ol Wz%@ﬁﬁdh'@n ernes Trodekico Zwejier

Funitrionen /,&x)jm)/= Vf’(x)-joc) +ex)-glix) (st sich

eme sehr m'c%}e wun aa:zc,&; aneuw wendleqile /”“‘(27/’“ —
hons ﬁe;eé helr el ven .

Indemn rman auf belden Secten Her Frowectirepel Ans

Lnbesh mmeie /WW bl Coler undl beachtef, dass fex)-9ex )

eme  Stamm /&cm%ﬁon 2w (Lex) 19Ex) ) Lo, erAECF e n
(cx)-ﬁcx) = §‘f/"<)3 cx)olx + S‘f(")dqvlcx) ol X .

Darch Um o7dinen erBall man Arrzzws e

Formel A2 /akﬁé%n /. //M{Cf/rm ©@1

fg(x)-g,’cx)dx =.£o<)'3o<)— §vg/m -ng) olx

/n den ,@Cﬁaﬂd@ﬂ Z’e/s/wé/eﬂ werten wir sehest, we sich

diese [legel veruwenden Gasst.

Prinzipiell lEsst sich die Formel fur de /oarﬁéfée [r ke —

W'@ﬂ sian voll anwendori, wean

4/g(x) besti mm¥ werden hann wund Xro seece /a/e;/m/é
aul der rechier Serbe Gichler zu beshimmen jS¥ als das



—_ 7_ _
Mop/&f/ﬁ[/'cm /mgf/ué ,
Z) gex) bars i werelr feans aund mas emze @ée/&éakﬁ
{f&:ra(cw wnbeleannte e gl Ereenges haan.

Becop€: § .. e<odx

Zuniichst méissea wnr bibertgan, welhe der Feents oneer Prx)

tnd nelche g’CX) Sein soll.

rin 2/l hat sman daﬂp”r zwe: /Za}&%éa'leﬂ.

1 Neamen wrr ﬁ(x):e’( a«,&(g’fx)=)</ Hareznn co¥
Vf’txh e” u/tdgcx) = %)cz. (lenun wni Higs /n ctes
Formel ,6;5/-5&,@‘ /oauv‘ze'fée /MZW'&M e/nselees,
erfabren wr/ aa;/ Aoy recbies Sedfe e/ /me//ﬁ//
Olos pi S e/ felied,, sonalorn hkonyb 2 ster oo ¥ al=
Aas um/a%??/ﬂ&%e. Dase (Wbl i 4o alzﬁéé/j/(,mé.

2. Mebwen wA'r f(x)ﬂ( Len . g,‘(x)=ex, Hana [s*

Vf/CX) =4 endd g,c)c)=e’<_ E/nsefzern in dlee Fosmel
7&2’/’ 757, /aa%éf& /MW&W A.ZW
Sx-eXolx = x-eX = S4-eXolx = xeX -+

R VIS RN
~?cx) %'Cx) @cx)ﬁoc) ‘f'oc)gC)()

h//'chﬁj 2

Wie maz ohne viel Vi wmpraé/'efm “o//'e
flollen von fex) und g’c\c) veHe/Bl Girnt man
am besten durch UKBE/UOV



Be/f/o/e/.' 5)(2- 2> ol x

Wenn wa'r hrer ﬁ(x)—feu aﬂa{g 'tx)=x% watlen, M}L’f’(x)=3€3x
und gtxl= IxP,d.0. "oleo newe JWW” Wi Scheine —
P

Wenn wrr Aczege 1 ﬁw)=xzardg’a) =63’<szZZzn/ wr i
f’(x):Zx wrdA ?Cac) =g/€3x end e erbolien

3IX 3%
sz‘- 63x9()( = )(2' %’3 - S X - %"6 . X

bV vVovo Ty
\?‘"78'“) ,gcx) Scx) V[’cx) %C)c)

R 6'3*_ z SK'e’“OKK (not)) Mﬁa/fﬁéé@

= 5‘)( . — )
3 LU mleg/mefem,//
\Qc;d 8‘&)
S L & S gePalx
Vo Vv
doo) qex) Ve’od dex)
A2 %% 4.7 3K 2 3%
=dytoor_ L., Xe = . 4.
7X’e 53 + =4 é‘—e +C

Protie mé:j//cﬁ olurch ?I%effﬂ 26 1en Her rechien
Sere V D Ables ;(a/y muss den /n@/wfa’m erpeberr 4

3@/’5//9/6/: S 4 . 2nx oy ,der X7 0.
X

Wir wihlen fee)= Lnx und da,’(z)=—2— . Dann m‘vf’(xﬁi/

end gac):[n X . Somues
S Felnxdx = tnx-dax = (% qnx olx

) Y V) V] vy ooV
8'0() ‘ecx7 \?c;d 3CX) .@‘OO 89‘7
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Wir haben nan audf oler rechien Sete olees wo/»:z%%&
/Me;/rn@ Stehen ik ernem anoletren Vortoktor (c-1)).
Thamid hoben «r erne ;&‘C/“”f 7&7/‘ Olrvo cinbbBacentl
/m(e?«mf /@7@2&(@:‘/ e wir nen nach e wbebana —

en /m(eW M%Ka’ém konnen,

4 Laxdx = (4ax) =S L tac ol [+ 54 Buc ol
&2 (L faxole=Un)"+ C, | G eR |:2

& (L nxox=4 ) +4C CerR
fue Ader Mmézwnna/g Uen %C4=C erballerr o
/'nsgwam/?‘:
2
5%7&{0&: —?4:[,@4() +C

/m@gy/wébn Adurch Sulsoitution
Auch, o Welen ,«eﬂgzé der ?W'@Q/ecﬁmfﬁ Giar¥ o/
verwendlen , wm e/ne wz'c}%}z /WW&WW«
Loston. [st Sr‘de/&Ldrééﬂ von 20 Lef2H ano Hes
Wﬂ/‘e?@é [F'(gcm)w‘- C)/ = F/(jcm) '3,’00-’— ‘?(300) -8’6&).
Geht pran auef beelon Secten zum wnbermmien ‘74/6?4@6
bt end brachiet, dars f(/:(gcx) +C) olx = /:(0900) +C
Wi, 2r8aCt man e Suborts Yerthonsregel

_)r f(jéx)) '3/6)&) A x Z/C(ng)) + C Zjv?(u)a(oc
ik a:goc).

. . 16
ge/f,ocaf; f3)<7‘C3x3—4) of ¥
(O7r gulsrdsteecreren w=3x>—4

Pann gt Ll - §x* =2 du=$ x=ox



— A0 —

Tand eracGt man mef Q%A&ﬂ/&ﬁw [Liecksubrtatynts o0
53)(2( )460'{)(25 460{“2,,11{ 4}+C
A%
= 47—_( ) + C

i
TR3+8 | ‘
iy subrtitoworen u=x>+8 .

Lawn j/’@ﬂ ; ;%t_ = 3x% => %-a{%:xzdx

TCanuy erbaf man mot amcé/zéf}ezzdfr (R clesitbots btz on
1
¢ x5 dx“sgr—ﬁ du*»- LT +C
= —3— u ‘!’

Zwe. Amﬂg L orbo o menile W/&%f/e lassen s/ @ —

//z ar ;,zéen

4}/57‘ FS/&mm/ﬂwm%ﬁcM 2t f A a #0, 50;65/
J(foam—é)dx = EZ Flax+b) +(C (s.0.)

2) Ist g olifferentcrlni; dann gilf

j_g’_/(_)i)_dx:,émlﬁa)l-f'c
§Cx)

1Lt Hoer Sibts tetson w=gcx), d.b. du:j’cx)g{x erb o
ran (G plx= ( pla =Lalu(+C = algead|+ C

360
(C&)

3515/4/65 g x® +6x -3 AxX = Qu|xF+3xZ-3x+40[+C
X 4—3>¢Z gx +40

—

gcx)



&‘Cx) —ANA—

Zx zx 3
jc ol = - 4 ( L< . @&K:_L,Qw\ff—-ze?'(-i—c
N-3e™ & 1-3e 5

36&7

Besimm e /M@M

/. ,fcﬁf?erzafz/z noelzen Wiy vorres, dars Z- La,67 —>/R
/)g’e/qg P a aa/ [a, bl Gt ¥e@n Heas /M[a,éj /2
a }@Wmﬁz Vel nferstnltle Aeos W}e Ax= -" .

Q2 Q-4 Qn

l I 1 l I
o a+dx atzAx T 7 - Ctln-1)BX b= 0+in A X

Db Labl=la,,a,lvlaya, 1 U ... ULau-4 au]

Sed nun zunachst fex) 20 fir alle xe laé].

V4 \ff balreichnen iy olosn 71/4/ 9910820 Fren ¥tz Ono cresd”
cend md @'fﬁlm iy rmcebonr Feeattronoq e’ aﬁ/ olerst [n -
et [af_,,,afj/& 4., .

An Approvimation of the Integral of An Approvitiation of the Integral of
) = 2343410 fi) = ¥ 3%+
o the Interval [0, 3] oty the Interval [0, 3]
Usitg an Uppet Riematm Sum Using a Lower Riemanin Sum
@5 Arex 67365000 = O - \QO/ Area 1352125875 = U g
. o 5
10

Pattitions: 3 Partitionig: 5

— i) f(z)
Fur du Summe gor &cﬂédt,féd’é’zen%/ dann .
O, ZAX'ff+AKff% .- +A><79na/ = AX’ &— fd, ( Obersumme )
U, ZAX'@&*’A’(YEZ““L“— +Axwff,f =AX" Z: ngb (Unkerowsrrime )
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O, wteine oberw Schranke und U, ene unlere Schanke
VQZI— Hon InhalfF der Floche A awischen dem Graphen vonl und oler
x-Achse dber dem /ntervall e b1, o b Uy £ A2 0.
Lasst man nun dw Anzakt n der Teitgnvervalle wachsen, d-h.Ax k&ier
wrerden, so kann man (. ée/;yem%ad fmné‘;f/z Flents onen) beobachren, dass
U, and Oy immer dichter anemanderiicken (sfeke Bicder unken).

An Approvitation of the Integral of An Approximation of the Integral of
fl¥) = 233+ fix) = ¥ 33+
o1t the Interval [0, 3] on the Interval [0, 3]
Using anggper Riematin Jum Usiniz a Lower Riemann 3um
Areq 2055216000 = Yy 0 Area: 15 4BET0033 = u4o
10 -__'-I__—___ 1n —
3 7
6 é -
4 4 4
2 74
! I 1 0 T T
1 2 3 ] 1 2 3
-7 x -7 X
Partitions: 10 Partitions: 10
— i) — f)
An Approvimation of the Integral of An Approzimation of the Integral of
fx) = x"d 330 i) = x"d- 3340
 onthe [nterval [0, 3] on the Interval [0, 3]
Using an Upper Riemann Sum Usittg & Lower Rietatin Sum
Area 183701378 = Oy Area 1734552060 = Usp
10 l:‘-ugaq,ﬁ&& —h 10 ¢$“*‘$5$ Z
J e 1 =
ky ) o,
8 T qé\;: < E‘i
‘(t | 555
i 5
6 ] r fi e, 3
K X,
'tﬁ y X, z
4 4 4
27 7
D T T EI I T
1 i 3 ] 1 i 3
24 X 2 x
Partitions: 0 Paritions: 50

—f{x) — fix)



Vefenstion: Falls o 7464340%% byn G, ancl Zin U,

n->oo n—oe0

ex vtreren Ma( den slben W%M br beo/Veen, dann eyl
= j gex) ol x

bes b mmses /m%?/m( von [fix) ciber [o,6] .

D Funktron L hefof dann in vegreréar vber LaoT.
flan kaan Za;m/ Heer erre n (wferval/ Eq,éjs’%&é«&Mﬁbﬂ
Stedts teber La,b] /WWH’/Z‘M’M;‘.

Len, chammeﬂw; 2w Aen verker behandloien cnbesvsiim—

ven //xu@f/m&ﬂ X Sjezrmrm ﬂmkfz'aﬂeﬂ &2;&/1‘4!2}' )fa fmfz
MM% Saiz . %@m&ah &%Zw‘ et el eine g@necﬁ/w/‘zfg/

Corachraft fiir éz%émmvé fubegrats.

/2 ( /%mfp»éa/% Hes (nlegral rechrnens)
Sei fr LagoT >R andd F erne (belietye) Stammfunt-
ion Uvﬂvf Dann excoteert das beshmmbe /m(ef/m[ anE
oot [a,éj wund es /&

j Zecdolx = Flb) - Fla) .
(Zar#ééco/zarﬁ schrecbf man auch (&) -Fla)=Fcx) Ii’ )

ko@ /mfef/mf f’f( £ = Fix)-Fla) wf e/ne fﬂm&},&aﬁﬁ'oﬂ ez PECX/ -

Bolgorel: (e jx=13 a4 = 5= 24
Z ! ;
jfnx Ax = X- (LnX —//) \4 :Z(ﬁ”z‘4)"4'(£@_{‘4)=2fm2—/f
1 =0

—-/( _
§ L dx= 2alxl |7 = paloal =213l = 20 - 0u D=~ 03
—‘3 -3 =0

We wir awo oer /m'mf ;%z/w/z haben, berechned nuen
fir eine Funtfion £ sk fex2 20 fur alle xelab] el



~ -
oem: berfsmmpen [nhegral oles Flachke gerswen olees
Jraphon von [ wnd dor x-Aehse auf Hon inferzall [ab]
ok fex) wechselndes Voreeschen, so ge4en 1 ffoc) A x
Az F'Ycockmam/&afe Lnfertial- Aer x— Arae /zej@/&u
em. M f goc)f dx berechnel man dee Flache zweschon
Ao Wﬁw von f wundl abes x—Ahse, wobed alle ok -
ankeile Pt 26hGn,

Fler dhe konktete Z@fﬁéhﬂ%ﬂf benstight man hanfis, zss
pecr eme cber [a, 6.7 //L)QW Fentetron und a < < b

W gvz?lzc)d)c S Vﬁcx)ofx-l— S \JQC)()Q()(

Z’e/;o/’e /: Sel J{x):x FRE=FRE =K HC = (KD (x+4) (x=4)(x~2).
(i berechnen dao beibsmmit /A/CWW Vfai’é/—rm
/WW/@? [-3,2] .

S (x4 +x3 =Fx*=x +6)olx= T x* r%x” g—;&"» 4 x*rex \_3_—7—
2ur Gestimmung dor Fliiche tun'sdun dleor Dol crom £

M/MC Heir X %.e /2 /Wméf L-73, 37 bereSnin (zr-
5 [ Pex) | alx —S ga0) o +S ) gexdolx + Sc -£0)) olx

Z_, ALS

-1
(8 p N E L x= e

+(i§xﬂ"qx"—7§x3—f’z—xz+e X) !_:

+ (—%xi T x”‘+%‘x3+ 1 x*—tx) ( ¢

N 413
[/
~ 244 446 145
AS 15 60
- A553

(x—2) (x—1) (;:+ 1) (x+3)]




- As—
LI+ Rommen newn noe elnmal 2ef /WW&M{;Z/// Zlertic?,
e wrr um Z'Mmmw/m/? el Hon cecrdeAzimrssifens [l —
Wﬂ be/Ben liaten nd AZZWW Wee ezl bed
At [?%céw/g O et 071 121./2s /h//c7m,€e @ 2t prenle st
sl .

PoapteeHe /m(ewwéaﬂ Gze @St 00152 /w/e,pm%

T (cx)gex) Srézmm,ﬂum%ﬁan von (v?cx)jcx)]/ /oczy&x)f-v&z)j/»)

o W f ¢(x)jc)¢) -/—f(x)j/ac))o(x Pex) g \
\/_V_////
:Sif((x)g(x)dx-f—g\&x)g’(x)ab(

Ui ebliangy dor oiching Qfordt Los Formel fiir s

pa/nﬁzéée /W@W bec éMmm{eﬁ /pulerﬂfajg

Sifoc) dd(x)o{x— \Efx)ng)\ — S @ odg,cx)ofix

Berspire !
7—/
SCarbt)e ot mt a,b,7m+0.
o

fot ple)=arbt, gle)ze 4, A Pler=b gcer=-Fe"
Maé!en whr

Sfa cot) e At = (arbt) (- /\l}e
% U
Pt g’ff? ‘edfw g(t)
a — o 1 1 —rt T
e vl (2T

1‘75(“%”@’” af-Lu(e”-1)

gb (-£)e okt
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Subbwhon bed bestimmies (nfepraten

Foitrt- man i elnem bestiisimren Indegreel Erre Subors Feethoor
HoereP1, 70 w- 2t beACRIEN, Hppy CReech e ///a/ey/w%'awﬂeﬂm
f@é’aaﬁ'@w»‘ teron ecacen, 25 M&e /f%;éﬁ /&Z'/“dcé
Sty Ma/z bed LerAs »1m0fen 7/4/64942252/4

ce)

‘S- ,Z(gCXJ)g/Cx)dx_ 5 féw)du [u,:gcx))/

g,Ca.)

0!@/41»: ¥ S~ ) = 7?(“) daﬂﬂy",&/ ()
b

jf(gm)g x)okx = Flgen) |2 = Flgt) —Flga)= g@w@m
§)
Bavi piel - ngﬁr—??au
o
LI auAtuseren & xP= Y4 —w

Donn ot Z({)oé_ = —3x% —=> __%_OZ“:)CZ.OLK

Unkere %nze.-;c4:0=> u4=q—o3;
Obere Grenze : %=1 = w, =4 -4°=3
ﬁam/v)/ erdaifen M/-

5»&;7——’)570(><~jx JTo-x xZ%ol

:_%g (H-u) g("lu. —uz/z)o{(,g
3 s
- 1 Z__ z _ _?; = _ i /—
—gf 3('{’ 5“ i’s—s(éq T_Z_7_’(-I- '2»(3) 32)
2

Bews peel 5 —/ﬁ_i— ol x SwulAsteon: =™ , du=e olx
7 o
Z 0 2 %erz zen - x,= 0 = a;'=€0=14
——"‘0{(4 ,le/H—ul\ X, = 2 = w, =€

1+ U

1
A

= (1+e*) — 2n2



B der ?u/zé/%’éwungg von Subhtationen kann es passiern,
dazr i newe wnkere %)‘5/’536 ;/z&,’éwm%w e peece obere
jxﬁfﬂ%@ VDann kann man pertwenden, WM

j gex)Ax = —§ Pex ) olx

/Jckmnj 07 Berrm VetMawschen Her fzﬂex zen pommA- e1n Falrsy
(—1) dazu.

Berop 2l :
jlex o Subrtvetion: =g —e*
3R
4 €°7€ jz:—e => —du=¢€ Kol x
Z —
_C(e 4)4 X, =4 =2 wu =63—e=e( Z-—”)
= (—— -(z)du_ 14 = A <
ele—1)(e+1) =e (e—4)(e+ 1)
cle-1)(e+4) X,=2 =) Ly =e’-e*=e®(e—a)
— 4
B Pt o wt U, € L,
&(e—1)
ele-1)(e+4)
= Ll |
et(e-4)

= 2n(ele-1)e+1)) = L (ette-1))

= glitf, +2M +2un(era) = 2-Rne —,QV\M
= 1

=4

= Cule+a)—/



[ ﬁnafjsfs n zwel Vanabten

A1 . Funkbfionen mehrerer Vanabln

/n den Vo/aasi%e/zdm Kaf/'/él/ﬂ zeem Thema fnalysts haben wrr ans
@etsschlieSlich mit Aer Z/m@rsxcéaﬂj von Funktionen enel~ Variaélen
éefcéé"% f}‘. Eine realistische Besch xe/éu/zj ORONOMISChEr EuSanm nien -
ﬁ,d’/zje erforder? aber Wf mehrere Varablern. D A/a;é/rzye €roes
Veré rawchers nach emem Gt we 2. B. Buter éc’iffff nich? nar vom
Freis, sondern auch vom Einkommen wrnd den Frelsen Sogenannies
Substitute (2.5 ﬂa/fan'ﬂe} ab. Wir werden ans daher 1 den fol-
gendlen /979/’/2/4 it der é{n/ewcmfﬁ von Funknvonen mietrerer
Varablen Mﬂiﬁ@eﬂ.

Des sefet de Kemntnisse der nrialfe der lefzlen Kg@/}(e/ vomus 07
Zeern 5'45@;4 berrachien wir 2uwe/ Belsplele Skonom/scher F/ajes;@//m—

ﬁeﬂ Jn 2usammen éa/zf it Fanbboner meiarerel tarables.

Beispiel: In einem land wirfschaftlichen Berrek hing? e Frodukton,
A4 die fnzanl ) produzierder Emhelten vom investuerien Koprva/ K,
dem Arbeitseinsare L und der verwendeten Anbauflache | a6 .
/%u’o/y wird emn solcher chzmmenézzzy Aurch ee (obb —?azfj/as -
Fankbon, d-h. eine Funkrhon oes Tg0s

y=A KL TS
miY positiven Konstanten A, a, b,C, beschraben.
F/%jfﬁ!/é//éﬁ/yfﬂ kénnen 2 .B. sein.
- Wie Gndert sich o Anzahl der produzirien Eikeries, wenn Aes
Kapital erhont wird wund wie stark ist die Anderarg 2
~ Whas /oass/er%, wenn wir j/g/m 25/}?2 aas %a/o/}&/ uem)(z/aerﬂ , aver
Aen Arberrsemnsarz wd die Anbacflache erthdhens

Ee/_;o/e/ - Ein Unternehmern /)/pdaz/érf 2wer Grizter, wobel Aas A. Gier

zum P p, das 2. qut zum Prels g pro Einhert verkauft wira .



_.Z_

De Koskn fiir die /‘/ﬁto;@//wy und den Verkauf von x Emmielien Aes
1. Guses mdj Emheiten des 2. Grutes seren ocxz,/—/ﬁjz.
Dre &e/w)mﬁm khon des Unflernehmens laulet Somn#

G = px +2q - (ecx®+By%).
Han karn 2 B. unterouchen, bei welchen Werten fir x wnd q Aer
Giewinn maximal Loy -

Auch bei den [elgen den Kepleln  kénnen wnr im Zusammen hany
¥ Fanktionern von der Vﬂmé//wy ﬂaﬁe/zm, adnss &s sith 2. B wr
Nachfrage -, Anpebots - ) Kooks -, Fradakssons-, Aonsur:— aies Gre -
whnnfunkhonen handelt

Dn ernerselts Aje meisken K(szm('?/ée/)@? ber77 %&74{7 ven ener
20 2wel Vanablen entstehen, ardrersents dew brmgphen Vv Funkro -
nen, dre man Sih wipachsy als mear oder weﬂ('ﬁe/' j@éfz’o’mm/g
Flachen im dserdimensionalen Rawnm voroielen kanr, pi# #iéfe
ﬁf@fﬂ eter Spiare veranschau/icht werden Ksnner, werden wer
Funktionen von 2uei Varablen behanrdeén.

Grend/eqende Eeqnfie wund Definstoner?

ﬁe//'/z/ﬁ\'/m - Erme ;@e’//'e Eméﬁm’ L _von_zwel Yarnaden sy ene tuord -
nung, die. jedem jewdzze:(eﬂ Faar (x, x;) aus ener Mepge Lp< Ik ‘
cindenriy ene reelle Zanl, den Fankrionswert; exorine!.
Dy heifft Delinitionstercich von§, die Menge afler Furkronsperre
W heift Wertebercich von f
£ @’QQKZ >We e R, (x,, %)

>([X4) Xz)

Boi Funkbonen ven zwe/ banablen shrerben s hdaﬁj auch (< Y)
Statt [X4/ Xz).



_3._

Beze/‘ch/zwg 5t eine Funkson von zwel Varieblern x und g, S0 bezeln-
nen wir Wj den Wert von f an emer Stelle (x\4)mit 2= (1x y).
X und 4 heper dann m@ééa’:/?%&e Varzéie oder /4756073”!/6 von ¢
und z abhingme arabl/e.

In den M%f;cz%ﬁsmﬁeﬁsckaﬂw verweney man aduch Are Bezach -
nungen exapent Varablen fir x und Y wnd endogene valir bk s e

Bemenémg.- Auch bel Funrkbonen von zwe oder miehr arzéfey IS¢ be
der DefiniYion des Faﬂéﬁbﬂséﬁg{ﬁ AJe Fiﬁ/z{e/wg nach der Erviofee -
ﬁﬁée/z‘ der Za&/dﬂéwj m’chﬁ?_

Definitronsbereich : b/ir vereinbasen, a/m/aj z2U dem %976/29: ﬁ?’r feerk-
onen einer Varnablen, dass der @eﬁh/}éb/zsé areich aus allen 76&/% -
neten Zahlenpaaren (x4) ER®bestehen soll i du des Fen ks o7
berechnel weden kann, es sel denn, dass en anderer Jefaniv1005s -
beterch durch de %M(faém;;é//%f vorgegeben /sy
Da. der Defin/tionsbereich nun ene aimenge des R° ist, v dre Be-
5v4'm/nwy Acwc)ﬁj kompls 2erver

&/Lsp/é/ i beshmmern Aen @eﬁ'xzxﬁ'mséefe/&é von
£0x4)= Tx-1' ﬂ? .
Da die Warze! nur ,&'Zr ﬂ/'c/z//szaﬁ'ﬂe /47ummé dg/?hzéw‘ IS¥,
Mmuss je/s/e/z;
[x~420/1 J7/0> & (x 24 AUZO)
Somst /st Z%:f(x,g) ER? : x24 4 y2 04

Sizze des @e/xh/'ﬁbﬂséefe/'cés 7N der x J‘Ebf/zf ;
9

N
x
Y
AN
>

ccC
A\
Q

\
\
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Eemerka/g: Fur das nachste Beigole! ée/zé’ﬁ;e/? wir 7&%{7&7&!6” Sachvertalt.
Der Giaph von x*+y*=0%,472 0, besteht aus allen Pankten (xy) in der
xy-Ebeng, die vom Urqoreng den Abstend 1 habery ako aw) oerrn
fand des Krerses wm den U 1goreng ot Radus /r//‘eyexz. 577’5/)/6(/16/75/
/iegen die Funkle mrt X%t y*2a® snnerhall und die mit X y? > a2
au/éeréz/é Aes Lrelses wm den Ml?o/ﬂﬂj It Radias 7-

Ze/;;o/e /:

Y/ir bestmmen den @qﬁ/ﬂ/ﬁbﬂjb@‘e/[ﬁ vor f/’(/ )=l x=+ y> -t g’
Der Ausdruck untel der turzel darf nicht /zﬁaﬁ'/ werlrn, A 4.
)(HSZ -t 20 &> ><Z1-cdzz 4
Der C/)e/m/hms bereich beswht also aus allen Funtkr (y) eR? du
auf dem Rond oder auterhalb des Kieises um den Urprarg mit
Kadjus 2 &%}e/?, oAb $g=f(x15)e[€2:xz+32243
Stizze des f/?ﬁ&}z/}ébwéefg/cés .

| .
N

7

2) Wiy beshimmen Aen @aﬁhx'ﬁ'@ﬂsbefe/% vorr hlay)=18—-(xry®) "
Es q/ét. 3_&1,_&2) 20 &> x*r 3‘7‘ 29

Der @e’ﬂxhx}ébﬂsbefe/cé @,L:Z’ y)eR ¢ Xt \'jz 2 3 f besteht somi? aus
allen Funkten (X4) in der x - Ebene, dlie auy dem Tiand ader
[nerhalb des Kruses wm dern %7%/{1//(7 /7 fadies 3 //ﬁe/?.
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Strzze des @epﬂ'n/%m%efe/’ck5 ;
\ 4

T8= 083 _ hoay)
eg - gay)
Der Menner darf nicht Nl weden. 2usammen mit den [%er/?m(ffﬂ
i A) und 2) Jm/éf also :

@]e =7 9,0 @d‘?j \jey)eR?: ngzj)=03=§éxlg)elR2: 2 4><Z+32 235

Das ist der K reisnng, Aer ven den Kieisen wm den dfyomj/n/}‘ e
Kadien 2 wnd 3 cingeschiossen urrd, wobel der Rend des Hwenses rurt
Kadius 2. nich¥ 2um @eﬂ'/z/ﬁbﬂﬁ bere/ch von 7/ feéo"n‘.

St/ 22e Aes @e)ﬂ}z/}%'wzséefe/%5 ;

3)/ir bestpmen den Definitionsbercich von 7?()(, ﬂ)

Bemer/ewg * D &/e/'c%wzj (x—x, )"+ ( 9~ 50)2 =% 1 >0, bescheibt erren
Kiels um den F1iHelpunkt (xo,y,) mi7 Radius .



— é —_
35/'5/0/'5/ S beshmmen Aden @e///?/%b/zséeﬁe/cé ven .}f(x, )= 74 g -x%).
Da  der Lajan}%/mzé nur ﬁ?r /005/'7%'/6 /4{7&0%5/7»% d@é)z/é/% 157 muss
jle//m : 3—x2 >0 &> J>)<2

Som iV st De - f(x,ﬁ)éﬁz 'y >x2§ ‘(////
Stizze des @eﬂhx'ﬁbﬁb@%f&é& : \/ 1

7
[

\

N

A\

Az
1
¢ f——f—t t = X
-2 -4 © 4 2 4

Lincare, allfin lineare Funkbonen wnd FPolanome

Bei djesen Furktonen handelt es Sich um ;e/‘ éa"///z/kmé'/?{'? enfache Funk-
ronen, so dass wrr hier de Definstronen direk? fer den afoenesnes
Fall mehreter lanablen angeben wollen.

Beigore!: De /!/ac/zvfmje N nach Zucker ia den Ve/f/}z(/f&éﬂ Stratern 2ur5ckhes

1923 und 1335 wrurd n&%e/ﬂﬁm& beschricben At
Mpw,t)=108 83 —€.025% p + 0.16% W —0-91217¢

mit den drel Vanablern p ( Preis '&2’/‘ Zucker), w (ein Podukts ons -
mdex) wil ¢ ( Zeit, wobes =0 Aem fohr 1923 EnYso17C4Y.).
Die Vanablen p,w und t erschemen hier nur in der 4. Rtenz cnd
werden nur mit Konstanten mulfiphziert. tHinzu kommt nockh elze
addHve Konstanke. Solche Funtrionen hefen affin-/limnane Funéhonen.

@g/’/’ﬂ/'ﬁ'&/z : Eine Funkbon Aer Form C’Z()q X2 )=a, ra X ta, X,
mit be//eéﬁeﬂ reclen Honstanten a, a., a, he’ agpir=lneowe Fankion,

n den beden lariablen x, und x, .
falls a,=0 1SV, /ze//'jf Sle lneare Funkhon.



38/5/0/8// f[x,,xz) =5 = FXy + U %y ISF aﬁf/'ﬂ Cnear:
964, %) =T Xq+ e, Jst binear

Definstion : Eine Swmme von Ausdriicken der Form cxr ”-xf
i /7/'611%?@»6764 , fngczé/(?m Fokenzen k, und Ry hefot ?o?/m/f?-
Jer Grad des Paéaaoms ISFdie maximal vorkommende Summme oler
aufiretenden Povenzen.

Be/é/o/e/: fl3 %) =72 KXy £2 X K, f 1SV eln 7?9{7/70”1 vom Gradd 3.

géq,xl) STZIXY 22X, % + X%, st ein 7)0{7/20”7 vorm Girad S

Geometnsche_Derstellung von Funktionen zweier Variatler
Ber der A’zza/jse ven Funkbonen emer Vanablen haben wir gescher, oass es
kg Sehr nidellch 157, meéﬁ'a/zwém n elem KoordinaknSysier iz der
Ebene darzustelien. Funktionen von 2wer tarabler lassen sich ebenf2lls
durch 1hie Grphen, die Flichen in ol reidimensionaten Raun: brlder,
visualisreren . &mm’/&ﬁg bildet wieder e fecé/m)fé//jes /(@7%//’%@%575%
Aiesma/ mi 3 HNoordlnanachser, dre Jewells zuenander on%ﬁom/ S/
Jer Flnkt im deidsmensionalen Fawn st darch Angabe der Noortrake
als 777/'0e/ (Ko, Y0,20) rectier Zakhlen 7%5{719/77‘_

Die Gi/e/'c/zmj 2=0 wid von allen Fwéien

x=0 n einer Koordinatenebene , die von Aer

pY % .
| ‘:}E X~ and der y-Aehse augfpescannt wnid,
| ga le’—)&z//’é (Xj-/;éme).
(-5 " %E Ana/oy xz—-Ebene Vfd’,——jz0 A
WA S
Al SRR - Ebene frur x=0.
< & A i j
i




e —
Ahnlich ,w die Keordmatnachsen dlie Ebene in ¥ Cuadiantn antertertt, wnid
der dreidimensionale Raum durch die Koordinakncbernen i 8 Okstan ven evs -

yeé//f. Der Oblant {(xy,2)elf%: x301 4 204220 hafbt auch der pich? -

nzyaﬁm Ckiant.

Definiveon: Unter dem Guaphen ener Funktion 2=fixy) veroteht man die /ieye
fexg,2)€R*: (qy) €Dy, 2=fix )]

bt Cxo, o) €Dy eine Stelle im Definitronsbereich von ¥, S0 bestimmy man oz«
den zajeé o’bj@n Fanthonswer? zoz)f[ Xo,Yo), dler sich anschawlich als "Fohe”
I rerpreturen lissyt. Um eine Vmé//mﬁ von Funkhonsgrephen 2 bekommer,
muss mas a//eralfﬁs hinkerchend viele Funkfionswerte bestimmen. Eine au-
sateliche Sch m‘eﬂjée/'/ beskeht in Ader /9/?/'/'2/}9/“%&4 ?am@//mj 1 Aer 2eicher -
ebene , da wir nicht /edesm/ ein 3D-llodell bawuen awdllen. E/é/é;fﬁfe UnKer-
2 /%Mj erhad ¥ man ven k/&”&/ﬁ’&{d%ﬁm (0/%/&4)@?0/7/%/%/%6/7.

E/)z?ﬂac/z (auch ohne (@/npm@p/y/zmm) zu zeichnen sind liease and a4 -
Lineare Fankbonen im IR ol b. Funkbonen der Form 2=figy)=ax+by +C.
Ple Girapren Solcher Fankrionen sind Ebench in R> Um sich ere Vor-
5:@//44/@ ven der Zajﬁ clner Solchen EBbene i R 24 M?f%/zar%ﬁ , 1111 Hel)
man 2.8.die Schnittounkte mit den Hovrdinatenachsen. Durch dkse st ave
Ebene e/w/em? yfesér?e/ejf.

/376/3/9/6/.‘ 2= Y-4x -2y
Schnittpunt? mit der x-Achse , d-h. y=012=0, also
O=4-0GxX &) x=4
Der Schnitipunkt mit der x-Aehse ist also (1,0,0).
Schni Hounkt m/? der Y-Achse, d 4. x=0 120, also
O=%-2y &= y=2
Der Schnitounkl mit der g ~Athse 1stalso (0,2,0).



Shnitpunts mif der 2-Achse, d-h. X=04 g =0, als0
z=4

Der Sch n/'#p/c/z/é/ it der =-Achse st also
AT

(0,2,0)

(47‘

X

4/{75/77 ein ldsst sich jede Ebene in IR S durch eire &/f/cé/z/y Aer Ferm
/OX r g ‘y 1z =m

beschrerben. Far 7#0 kann man die é/e/c/wy nach e auflesen und er-
halb¥ eine leéhbﬂ{?/e/chdﬂf der oben dﬂjffebéﬁf/i Fermm.

Beispiel - Xantigpe Frohlich hat emen botrag von 100 € [fir den Kot venr
Adres Guictern 2ur Verf@%wzy ) deren Trelse 15°€ 10 € wnd 206 pro Eintier?
sind - Nowlt Xmﬁ//x? Frohlich x Einheiten oles 1., 4 Ennherten des 2. cond
z Einheiten des 3. Guuses, dann beénfeﬂ Hee Gresamtkosin
15X r403 +202.
wenn die gesam ten 100 € Mf?’g&?f? werdern Sollen, muss Som/? fe/;@/;.-
15X +40y +20 2 =400
Sinn vollerwelse sind hier aje Zed/k(zywyeﬂ X0, 420 220 2u Skler.
Aaflosen der ﬁ/e/'chmj nach z lefer: g=5- q3->< -y
Die Schnstpuntle m/t den Aoordhnarnachsen s
22, 00), (0,40, 0),



-4 0 —
Alle Punkle des Dreiecks mit den Eckaunéter (55,6, 0), (0,46, 0) und
erfillen de Gleichung #=S- Zx-4 Y wnd dje Zusafebadizs—

g4rgen x20,420,220.
(N

N 7
% (0,40,0)

7

Wit betrachten das Beispe! aus enem allpememneren Blikwenkd

Z’g[sp/e/ : FLr positive Konstanten p, g7 und m ses VzZ é/e/cﬁx/zj

PX T ? g t 7z =
jejeém. Djese é/e/chmi fann ﬁ(/fmde/m%éeﬁ Skonomisch iitespreturt’
werdlen. Eine Feroon habe cien &oﬁﬂj ” ,ﬁ;’r den Ko verz A Gzi -
derr 2ul /ex/é&ywy, deren Prelse p,g und + pro Einkeit betrrgen.
Nowf! du Peroon x Einkeiten des 4., Y Einkerten des 2. w2 Eneter
olas 3. Giuks, dann »ée/f/njeﬂ A Gesamyposter

pr+gy trz.
D &/e/’chwy pxt3yrrE=m ISt daher Aie Z’Mfeﬁ/e/'c@wj Mar
solche Trpel (xy, 2) kbnner feéaa// weraer, duw ol Mfe{j/e/cé/mj
erfiillen. D ,}ﬁeéa’h‘}e Lvene hejtt Zuﬂ/jefeée/ze. bl man 2uscl2ch
e J?ecz’/)gxﬁe/? X270, 420,220, 50 hat man als lel dieser Ebere das
Dreleck mi¥ den Eckpunkten %0 0), Qo 2.0,



z
R(9,0, _’:T)

7Y
62(0,—;;%,0)

X P(mp—lol O)

Dot auch wen(?er als das vorgeqebene Zxdjef m m%ejeéexz werden, o er -
haltl man du ﬁadﬁe%ﬁuﬂ(ﬁe

f(x,g,%)éﬂ?3: Px+gq+TE £m X320,y 20 z20f.
Sw bildet anschawlich enen dreidimensionalen Lepel; der durch He
Koodnatenebhenarr i de Zaz{ye/eféefw éé/;e/z;% .

Viveaulinien , #ohen linjen

Eine weivere /‘1{’7//66 ket der Visua //3/é/a/2j besteh? in ader Em/%Mf (n
Dagotellung von Niveaulinlen. Do Miveauline (Hohentthie) ener Fankhon ¢
2um Nireau (aaur FHohe) ¢ beskhd aus allen Tunkien (, j)é@ , e
dje é/e/cﬁzmy Floyl=c erfiillen. Es handelt sich somit am Linien, di
Punkte mit j/e/(km Funkbonswert miteinandel verbiider.

n konksesen /nwendun ger haben die Mivemuelinien off speziele Hamen.

Medel/ einer /v‘az{:/cw/af
mit S henl e profel
/n emner Gebrgslana —
Schalflf i der Nahe
der Chrnesischen [Cawer




._.AZ_.

Auf lardkarter %/Meﬂﬂw Kohen - Auf WetlerRartn finder rman sope-
Lnien,d 4. Linjen myr f/e/kéff/%le nam e lsobaren, d.b. liuien miv
Gber den Feerssoiege!. konsiantans Zf(/ré{/acé

SRERERE
3344444

O
o)

DEUTSCHER WETTERDIENST | TuM

e e ™

In Ekonomischen Aﬂwcndwﬁeﬂ pindet man 2 8. dd Begrifte

- |sokeostenimien : Su Stellen duw moyﬁcheﬂ Kombinationen ven E/nsafz-
mengen zuweier ?mdxéﬁm%/a/e/wen we 2-8. Kapltal und Arbert dar; dre
dle j/e/‘cheﬂ Woskn veruroachen.

‘ /50,96(0,/2 ten : Sw Stellen olie mé’?//céen Hombinatiohen 2weier Frodukloons-
fczé/m/z Adar, die den j/e/cée/z Ouiputt ereeigern.

Be/‘;/»'e/ © Der produziert Outpurt  eines dnternchmens ser i 444@{?’
ket vom Ka//l%/ K wnd vom Arbeitseimsarz [ durh dre (obb ~ﬁﬁﬁ/d$

Faﬂkh@/? 0.5 0.4
y(//\,L)=Z'I/( L, K, Lzo,
\7(\67658/7.

Cobd - @occj/as Fun éﬁLmﬂ

yek =2 K1



3
Zur Beshm mung oler Niveawbinien inveressieren uns d/’f/@{yeﬁ Wertepaare
(K,L) férd/'e }/(V\ LI mit einer Konsfanten c [ibereinstimmt. Da nack
Va/zwsse/%wzj K,.L20, muss cz0 sen.

Yik=c &> 2 K*7 7" =¢
Wir wellen die Niveawlinen im KL- Mawz//}zm@//‘fygkm darfellen
ZanGchst gt - ¢ =0 &> (U=0 v L=0)
Fér c>0 d.h (K704 >0)Llesen wir die ob ‘ie é/e/chwg nach K aza/ :

Z'Z<a51iaqzzc <?£> b(o - Z"L

Niveaulinien der Cobbs-Douglas Funktion Y=2&%°7%4

Ficr unlerxchiedliche b/erve 7]
von ¢ egeéen sich nan
Q/e/chw‘zje/? '&Z’r verschre -

olene Niveaw/inier 2.8 :

-0.8
c=4: K=2% L7 :
c= 2 KZL..O,S 1_‘
c=73 5[&:'%'L;ag |

y T y T y T y T T 1
1] 1 2 3 4 5
L

Zu Voxyﬁeée/wm Output
VK L) =c kann man nwn
auf’ den oguanten ‘Z’/z%/aﬂjh/an dern ", um dre verochiedenern Kermbryea -
7%2?/75/77%’7//&%6/)@1 von V\%a/Vn/ K und Arbeitsemsalz | abaulesen, dre zu
dresern Ousppuct fihten.

So e/jebefz 2.8. dee Wombinastionen (A,4) und ( 7z,32) densatbern (lert
2 r,”[o'r den Chetput

| c=1 o=2 =3 c=4 c=5




— oy -
Beispiel: Sei Z[x,g)sw.
2ur Besﬁmmuaﬂ der Niveaclinren interessiercrn uns d/'g/éﬂ{’ﬁeﬂ lJerte -
prare (yl, fir die foy) mit einer Konstanfen ¢ (bereinstipmny .
Nach @Q’ﬂﬂ/'ﬁ}m der Funktion muss cz0 sen.
Fir CZOj/Zz‘: foay) =c & Txrrg' =C &0 Prf=c”
Hier lohnt es nich#, nack g auwfz/Ssen, da man erkenny, Azss
e &/e/'chw/y Xt y==c enen Kigs wum den Unprang m ¥ fadiie s
C beschrerb¥.

In oer nebenskehen Aer

o 51’2’&/)/1/79 swid neben derz
: \ &/zc/aéen von fiy), en
%/5/5/54575/ mit 370//2‘5 /72
Urpranq, auch die Ay veate-
linjen far c=1,2,3,4,¢
e/‘ﬂfeze/'cm et

Be/is/‘w'e/ : S /(x, j) = x>t 32.
Auch hier suchen wrr wieder zcor ZeSré)anj Aer Msveac/snien dve
Werepacse (x,y), Lir Are die Furnkhon mi¥ emer Konstansen c diberem=
SAmme. Nach Dafin/tion der Funthon muss weuder c20 s
Fir Csz/f;‘: fox,j)s C & ;<2+SZ= c
Da Niveaulmien sind auch hier wieder Urelse wm dlen é{mp/zaﬂy/
diesmal @bel pust Radiws Tc”
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Beispie!/: Wir 26(?”/ Aass alle Werlepaase (¥, y), /m die xy=2 67/’ Gl /st
af eier Miveawlinie der Funktion fixy)= &‘bﬂl liegen.

Dazu Sefeen wilr XY= 2 mn die Funtbon e und ethalten

3(xX4+° _ B(zeaY _ 22
(xy)" - 21 6

Alle Wertepanse (xy) mit x4=2 ,d.h. y=2- %, liegen Som/t duef Aer-
selben Wiveaulinie mit der "Hone' c=4%.

4/{?9/)76/” j//z‘ weger Dp=7xg)eR*: x#0ny# 0] emn entsorechenazs
fesulfar auch fir alfe Werkpaase (xy) mit x-j:K | K Honsrante, K#0.
Dies liegt darary dass der Werf yon flqy)nur vom Werl des Frodikses

XY xéhiiny/. So ethdlt man z-B. durch Einselzen von x-sz n die
Funkfion {(x 5) f&‘r

K=-3 die Uiveawlinie 4= 3L 2ur Héke' c= =
K=-2 die Mveaulinie y=-2% sur'Wke’ c=77
K=-1 die Viveawline y=- X 2ur "Wohe" c=0



.—46_—
K= 1 die Mivealinie  y= Y 2ur Hohe' c=412
K=2 die Niveaulinie = 2% 2 Hhe' c=EF

16
’ . . - 174 “— 46
K=3 die Mreaulinie  y =3% 2w "Hone' c=3%

1
Hiveaulitien von £ (X‘J: t 1)
r

— =12 c=27/16 c=16/27 c=0 c=316 — o=4/27

S»éhj/wh‘ von Funkhonen ven 2wei Variabten

Bereits bei Funktionen yon emer Vanablen hatten wir ﬁsﬁeﬁa/;% Aass J,Qﬁj _
keit dwrch die anschauliche Zasc/z/e/éwzy "Celchnen des Gimpher, ohne
den SHiF abseleen 2u mussen ' unter marhemotischen Giesichispiunkren
//o”///(? unzu reichend /st. Ficr Funkfonen von 2wei ariabten  sY efne Solhe
ZZ@SChM/éWZj oﬁméwd{q Amm?’f//'cé.

Eine simnvolle Zehmémﬁ ISt nur mr? /%/Z/e von Girenziveron m?}//éé.

$%//m'ﬁ0/z C 2, R ﬁexﬁ/ Gienziert von f[x, {j) fﬁr xy) Geger (o, Yo), e
yer alle Folgen [ % Sment Zgﬂﬁ?fmew it (X Ym) €Dy “”d,f’ﬁ?wxm =%
i Ym=Yo gl Aass  C71 flm)ym )= 20 /5Y.

m=)co Ve el

Man Schre/b¥ dann Crim f (x 5/ 2o .

(414)—>(X0,40)
£lx, ﬁ) heior 5161iq 1m Funk? (xo)Yo), wenn (X0 40) €Dy wend
chJ)—vc»co, Yo) f()(/ﬁ) YE[xa’ﬂ ) 15t
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Be{s,o/e/ © Wiy befrchien als Z’e/?wif/ Ase Sﬁmzxm@ 7&/&%{&%

PASIEE ) X+0 vU=%0
\gfxl\‘j) - {)(q f_sz ld
O ) X=0nAy=0

OQgensichtlich st hier de Stlle (xo,y.)=(0,0) problematisch.

AT unferquchen die Funkhonswerte au spezielen Linies im @%}W ons-
bereich, duw durch (0,0 verluten. Spezrell (7/’5%'

+ par X=0: f(o,4y)=0
- far 5:0 - fx,01=0

2 X5 X
o ~ -2 ! . 2\ = P
. Z Z.(_ 2
« gar y=-x* mit x20 : fx=)= x:( +(_:2)); d

Somrt f//’L 2.8. f[x, x?) —=> 1 fir x—> 0O

oder auch  Plx-)—>-4far x = 0

aber nach Defntion Ader Funthon (0,0 =0, d.4. du Fentfion 5+ un-
St an der Skle O, o) = (0, 0). Dee é{ber/ﬁmjm 202 AU Olzss
es 1m /4/{76/72 e/nen nicht reichy, das Verhalten in /?/bé/ﬂ/fj der Kovretina -
knachsen eu ciberpriden parabslate

/lan seh? her é’éﬁ('feﬂs
rht dewtlich, dass die
ﬁcm/e//wzy Solcher Un-
Séﬁjlée/kﬂ auch mi¥
leistun js,vl’d%(/fe/z @oy)mér-

/o/zymmmen beschrzinks

/SY.




42@‘4’{ é%ﬂﬁ&(@ﬁ@%g ifé’r Funttzonen yon 2uwei Varigblen

WIT ennnern uns 2undchst an f/bga Zwmmeﬂéaf/sz /é’r [Lnkzonen
von einer Varablen, die wir in Kapite/ J behandlely haber.
[st f:R—>IF Funkhon emer Varablen, so veokht man wntkr dem 2 -

renzengu otentern dAen Ausdruck
Afex)  pix+h)-fix)  flx+h)—L0x)
AX T (x¥h) =X = n

Der Difpercn Zeﬂgumfm;‘ j/Z Y e Qarzhschnifiche JM@%{%W von f
Lber dem intervall von x bis x+h an. Geomedsich I3t dies dw V%yé//zy
der Sekanken durch de Punks B (%, fex)) und 72’/)(;%,/(,({—/1)).

Den Z///efmzé&/gam%z/m b20. dee 1 Ablertrg erialt man aus e
Dfforenzenguovenien, mdem man Hen Grenzwess fir b —> 0 blzer
A4

) h40.

d;ééx) oy . éﬂﬁ
oAx —‘ﬁ(X)-f—/—;% Aax

Der . efmz‘/'cz/?xaﬁén% j/é% de momertane /4/;%6‘/54{?75/%/@ von f an der
Stett X an. (reometrvach ISt dies de 5%{/7%/7 Aer EW an den Girgpher
von © an dpr St x.

St/ " man Sich auf den Graphen einer Funktion yon ener lbraa bl so far
man nur ene mo("f//cézf ”/?/’céz‘éf/y ) e/ oem Guphen “entlang #. oan -
demn| némlich 1 x- /?/Zé/é(/y. £Es jﬁﬁ/ Aann entedlel jasy, renrs ader
blerb] awf derse/ben Hhe.

Bel ener Funkhon yon zwel Vanabkr (St dles anders. kit man auf dem
Grrayhen enter Funkhon von 2wer Vanabkn (man kann sith 2. 8. ernfach enre
Gebigslandshaff vorblien), so kann man prinzjpiel 1 beliebly yiek /5 -
/wyexz ‘wandern”, Wihwend ¢s in ener f/'cé/zyﬁ Sty Z%erér‘, fgé% es

i einer andlewen Kichtng m@/x&éefw/se sanft beignt oder bleity auf
j/e/céer the. Es ist nan /zaéf//geﬂd, o &ﬁmmfm 2unachst aeef
soeziele, Qageh/ih [ [ /'chz‘aﬁjm , Namlich de der %W/’zw?/m'céézyﬁ/f



_.Z_.

en2UShITNken und die durchschnblichen bzw. monentmen JM@%@S -
jakn 11 x- b, y-Richtung 24 wkgsuchen. Dazn hilt man ene Varakle
fzst wund (@sst nur /4714’%4/67@/7 n der anderen Varieblen zu.

Z{”/;O/f/ i Wir betrrihien die Fanktrevr

Yy -
f’p(’(lff): ))gqﬁf_ 3«4 +§ +1

Wenn wir fur g emen festerr Wert z/ogebeﬂ, erhalten unr eme Funktion,
e nor von X aéﬁm‘jvé 2.5
g= 0 - 7/ (x) = f(x ol= -%34-’1

Der Gimph von ﬁ st der Schnif des Ginphen von fixy) mit der Ebere,
dre Senkrch? el )Enybe/ze Aurch die Greraqe y=0m aer Xy-Ebene

Vef/al'cﬂ
y=1: f (x)= ,{(x,//)* Xq‘;’ft oy
Der Giraph von nf /51 der Schnitt des Gugphen vor ftxy) mit der Ebene,

die Senkrecht zur X Y ~Ebene durch dje Grerade 4z 111 der xy ~Ebene

Ver/éé)ﬂ/ .

In der xj-EAe/ze sind eﬂ“/k'?z
Tarallefen zur x-Achse 2 g1z
ﬂ'ffezc)/cﬁ/ze/ .

Die Schwareen Aurven eny -
5ﬂezhm Aent Ehjck/iﬁé%/ﬁe/z
der Funkrion awf” diese
Farallelen in Delinsvions —
bereich.
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Entoprechend kann man x 7/55/ mﬁeém LN ahElF damn exte Funktion,
die nwr von y Q‘MZW/ 2.3
x=0: fly)= 040 izt
Der Giraph von / /st ﬂ{er Schni¥f des Guaphen von fey) mit oter Ebene,
Adie Senkiecht 2ur Xj-Eée/n? durch de Gerade x=0 i1 der xy-Eene
//er/cw,//
x=1: fity)= ‘mﬁ)— y T e q

Der Giraph von f /st dler SC/M/# des Graphen von (L, y) mif der Ebene,
Aie Senkiechy wrx5~Eb€/ze Auwich dw Grerade x=1 i der Xy =Elperne

Ver/a:&’/%.

In der {7—5194/79 s f/'ﬂ{?é
Farallelon zwr yﬂ/%se 7 G/

é, 7 e/?yezg/zhw%

De Shwareen Aurven eny -
5/&697 Aen E/'ﬁs%/&%/cwsz
Aer Funtherr awy diese

g Famllelen im Deflin/vrons e -

2 Hich:

\\;‘
RS

=040 — kY )

Farticlle_Ableitungen ;&’Zr Funkhonen von zwer Varablen

Die vorvehenden Uﬂ/ﬁer/ﬁmyeﬂ ./a%lfﬁ wuns aeef dlee Definitint von parte/er
Differenzierbarkert and. parfieler /%/ze/'z‘ééﬂi. D parhiele /4/9/5/7%/7 arrer
Fankfion £ von uwer Vaneblen nach X bedeures fe/m’z Aee /%/g/%%f von
£ rzach x, wenn 4 konstant Jeralten wird. Enfqorechend /s de pastiche
45/%‘&6@ nadh y Gerade dee Jé/e/ﬁwf von fnach 4, wenn X konshart



jm/m Ll . Gienauer halteh orr ,fesv/ :

J?f/m/hm Sel P eine Funkton m? V/ D, SR> R wnA (x 5*)61&.

D heyyy an der Sl (<", y*) partiel digfeienzierbar bzgl. < , wenn der

Orienzuser? e £OH 03,80~ g¥)

£x0 ax
existiert. Der Guenzwert wird mit (x4 oder m/¥ %?CX .
bezerhne! wd hedbt 1. parteate /%/exﬁfwéq von frach X an Ael
Stlle (<", %)

st f an (/eafer Stle (xy) ey partill nach x 0%@5/22/5/@@1— 0 4oyt
. bz 5}@ erne_parvelle 4&/5/% yon / QAN X.

2) f heysf an der Slle (x f/’é} /oarz‘/e// a’/@%mz—/eréar ézq/ &, wenn der

Grtenz lserf i OLx*, g+ 0g) - w%(*b*)

AY>0 D j
cxishirt. Do Grnzuert wnid mit {(x% ¢*) oder mit 55 (<99
vezeichne! und hegt 1. partille Apleireng von f P4k 4 an dc’r

Salle () ¢¥).
/¥ 'f an /edef Stelle  (x, J)é@f /062%2// nach g A ff%/mg/erw/‘ o heyst
{7 b2to. 554 eroke parﬁe//e 45/5/%4/167 von / nach y.

3) st die Funktion f an allen SIe//eﬂ (x ﬂ/ezpf Sowohl nach x als aach
nach y partell dfferzieroar, So heyst dee Funkhon partell 2o/ -
Zierbar
Sid ausareich de partullen Ablertergen (i wndd fy Hohg, so hest
f sterq partel Alferenzierbar.

Wir haften reddy emnmal 7/@5% arss mef den Vﬂfdﬂjﬁaﬂjé/z% Lﬁéff/ym -
gen und Definrtionen ’/0/7% Apss fi A momentane /444’%4/55@/@
bz(ﬁ/ X bl kRonsSiant feha//e/wﬁi 4 wun Pé Ao nompntine Ande -



/ﬂ/ZjS/d/e b%7/ Y bel konsiant \764&/%%8/72 X bedeuleF

Die chﬁ'mmxﬂj Aer /pamé'e//e/? %é/@'m/ﬁeﬁ emier Funéton von zaes Larr-
’blen 1t nicht allzu Scﬁme'/zj/ wenn man A 4&/5/94475@75//2 par Fnt -
Honen einer Varabien beherrscht ¥

Wyt man 296' beshmmens, so denkl man sich y als Konsianke und Aiffe-
fenziert £ nad Aer Varablen X 0, als ob f nur von X aééaﬂjé/f wrde.
Entprechendes j//f ﬁor 24 Somi? werden alle Abler vrgsrepein, die 1
bereits besprochen haben, hier weeder verwendet .

Konhref bedewder Ajes fo{ym aes -

%749/4 /J&r dre Zefech/m/ﬁ /mnéé//er 46/3//@75//‘ wnty- Aer szzwse/@//zf,
onss ol aufredenden Ab/e/%z{ygﬂ exsotieren.

Faktoren, de nichf von del Varnablen aéﬁﬁrgm 1A dem//ﬁ%/m 2utt,
wird,, bleiben erbalven .

2

gx(cmucx )) ceyy- 2 (x )
2 _ w
T(CCX)'UL(x, )),ch)--—f9 (x.v)

Scem men feje/ - Dee /oa%e'//e 46/1?/%%4\7 enier Summe [@]’{feff/z 2) 15¥ Aee
Sernme ( Diffferen 2) der artedllen /%/e/kz(ym.

2
a X

g-ts—-(wxlgh U‘Qﬂ)) = Wyl Y) + Uy (X, Y)

(CLCX 5)1—0’0( 5)> Wy (X, Y) + U;_<C><15)

Frodu k?‘/‘&fe/ :

gx ((,u,x 4)- u*(x,g)> Uy (X Y)- U’Cx,3)+ UexY)- Ux (x, 3)

93— (%C)(zﬁ) - V’(Kllj)> = u56x, 3) : lf()(,fj)-r‘ (/LCX@)' %O(I&j)

J



anﬁém@ﬂfeje/ .
2 ( wexY) > _ Uy €x YY) - U, 3)—-(1_643) < (X,Y)
2x LUty [reay T
2 ( wehY) > Uy €X 4] - U Y) — U Y)- Vg (<8
2y LUKy [veay) TP

Einfache Ketensege/ - £ixg) = wlolay), v:Dr SR—>R,u-B, <R >R

Fx (1Y) 2%57(0'093))' 22 ¢ y)
( "é,ZoI@erc” “Yianere L’Ab/e/m/zj)

by (1Y) ohr = (Uy) - 25 (x,Y)

2y

Beispret. Wir bestmmen du parfiglen /4%/9/54#7@/7 yon
foay) = xCy + Z)(ZUZ— #x +3y =xy
Fér dew $crechnm3 von 2& betrachien i g a5 konsfant und x als vanakel.

%’E— (X.%j):3><7‘g +2'2><82~3L~—4'3 = 3x%Y + Uxy =T -y
Fiir dee Ze/echnunj von %é befrachien i x ab konstant und (7 als vanabel.
—;g—\g—(x, ) = X3+ 2x2 20U 4370 =X = x4 L&ng)+63—><

DBeisprel - _ Xy +4 _ exy)
7 )P(x,g)_ xzﬁwng - U’Cx‘j)
Es 9/CF: Uetx, y)=2xy Ux (1Y) =2x y*
Uy i Y)= x> Uy (x,\tj): szﬁ +H33
Somd¥:

_QJL(X ) = 2xY(x%9*+y1+2) — (x%y +1) 2xy*
2 X 3 (xz +3”+2)z

_ 2xy(xty* 1—5‘4—2 x2uZ—y) - 2x4( Y-y +2)

(x*y* +y +2)* Cx232+3”+2)2
Speziell z.8. 2 _ 4x h =X
oeziell 2 gf-(x, 1) o) Zum Veﬁ/e/a/z f(x,ﬂ 3

_o_{__zxzwlg _ 2X(xH3) —(x*4)-2x . 4X
AX (xz3 3 7 (X%+3)7% T (x*+3)F



24 XE(xFw+ul42) = (xFu+)(2x29 +493)
(ij) (xPy +y+2)2

X WPr xZy 25— 2xH Y2 U xPY -2y — U y3
()42\311-5“ +2)2

—x1w2- 2 x2yY¥ 2 x®-2x2y -4 4>
(x?y* 1—5“ +2)%

Soeziell2.8. 24 (2,4)= A6 @ -2y 8 -gy-4y3

2 Y (Y 314—5‘44—2)2
2un Veraleich - _ Yy+4
g g =
ol géf&w/ i _ Yty F2) 4y ¢1)(8y + Y y3)
AgLigrg+z 3 7 (47 FgT2)?
_ A6 -A291 B9y -Yy>
(y <37‘+L\5”‘+2)7—

Bespiel: e y)=yTo rx-ed , Dyp=7ay)eR?: xz0§

4
fx()(,fj) =y %)( Zted

:._':j.-- ,l_e‘j

2T
.‘?3 (X,(j):m‘f')('@%

Beigpiel: fixy) = xy-€nlx*+y)
Da. der logardhmus nur fiar pevtive Argumenk definicdf ¥ gief
Gperithimics nur i peolbie Agument asfiniend < 7
Dp=] 6y eR’™ y>-x§
Stizze Mes ?g//n/ﬁ ONSereichs /




Es j/’(r‘: fexiy) = x Y wlotqy) mit wlv)=enlv) | vixny)=x*+Y
Nach. der einfnchon Kerentege! j/}ff-

;—xgén[xz,«—g)f: )Z%ts C2X —gen()c +5)j 1y -
Mun konnen wrir de /aa)/zé//eﬂ /%/e/mfm von )/m// HAer ?W}‘/?d

beshimmen :
2
fx("zfj)zg ;4'6"&2”3) X )2121‘— Y 2x{ = J {eﬂ(’cl+fj) T i:ﬂj g

fg(x,y):x[//fn[x%g)ﬂ!—g- :%(U f fén(x +ﬁ)4— ey }

Beisprel: _XTY o ouead)
/O #l)([fj)'— ex,j - U_,(xl‘j)

Es j/ff “X(xtj)= A1 , U;(Xlﬁ) = H-QX%
uy )=t Uyooy)= x-€3
Somit erhallen wir fir da partullen Aé/e/%mym von f:

4) Y _Ade 9 _(x-y)-ye*3 _ 31 - (x~y)9) _ 4 -(x~4)y4
X 1 C xt;s)?_ Ce;q,)z exY

-1.@ “_ (x- y)-x-e 3 R &9 (-4-(«-4)x) _ —A—(x-4)X
gﬂcxtj) C xt;))?-— = (e"‘.’))z— Ei = €><\3

Beispiel: Eine Untersuchung der Nachirge Mpm) nach Hith i 45/25/5779—
ke yom selativen Frels p >0 und dem Familienciakommen m >0 erpat
oen Zasammeﬁémj

Nlo,m) = A
it eler Konsfan fen /4 >0.
Wir beshimmen A parfielen r%/e//'/wym Aer d/azé.//?y%ﬂwz’%,

9;/[/9/”?) A-L1.5)- p‘zg 0f 2L (o, m) = A-2.08 p"’sm/w‘67

o8
2 -1.5 2.0¢

_—A,P .m /

/ am
¥ /4//0 und mposfﬁl/sfﬂd, 15t 5?‘(/0,/77)40/ %(p/m) >0/ Al 17
wachsendem Preds nimmi de //aﬂz/rrye bei enem faston Enrkormymern ab and
bai wachsendem Emkommen nlmm) dee W,ﬂ/zye bel ehem ){és@ﬂ Trei zu.



Tarticlle_Ables moeﬁ hoheres /Q/d/zm

Fir eme Fméﬁm £ von zuwei mezé/e/? Xund g sind A ersten partielies
Abler /wzjen wieder Funktonen von x und 4

Sind dsese wieder partiel/ Afferenzierbal; sokdnnen wirdie partiellen
Abteisungen zwm/er &/z(naﬂj bilden, A 4.

2.(2)- 2% -t 2(3)- W—m

)

5_7(995) oX9Y ‘95 %g{gkg) 93 = $44

wnd. entoprchend auch partele Mé/»f/%aﬁm hherer vty

D partiellen 4é/ex'mfm erner una zuwer ﬂ/mm? solele el dler
Jesbmm ung vor ExtremalSielien ene wihhge ol

Lesprel: Wir beshmmen alle mfée//e/z /é/zevém(ffﬁ eroter wed 2ares A -
niung )&cr {( )= e
Fex4) = 3x° 8
fg(xts) x> 25 ets =2x° Y e
L & \tj) 6x -3
\&3 (x 5) 3 25 63 = (X2 Yy 63
Lux (4, 4)= 6X° 365
fay 5= 23 (5 + g 248 = 28 2 )
In diesem 36/5/3/3/ 1sF ij 00 Y) =fyx (1Y), A h-es spiel keine Rolle, ot
wir fir de Sr?yf/zdﬂm@n féM/Lsc/u@ﬂ 4&/@/&'/1//?7@4 et rach x wrd Aanrr
nach Y oder myf/eeé% Aifperenzieren. Wir werden an gpiteres Skelle /12 -
reichende Zm’/)ﬁmlje/z Jlr diese Verfauschbarke oyl

Ze/jg/pfe/ - Wir beshmmen alle. partielen A’é/e/éz/ym s ar 2wernien Orel -
mmj yon 7{’[ j) X3 st %420,
fér e @//{é;e/z/m;‘/m nach 4 Is ffzx, j) @Z”[x K eg"pﬂw beackren.



fzfxdﬁg%g%
‘,fjéx,j):@?(x)-e
» (xlﬂ]=ﬁ/‘j~4)')<3—2
) (0 4)= X3+ u-Gnie) x¥ = XAt y-6i00)
y Y J 9
(X y)= L-x3 +enlx) K= N+ y-nta)
Yt X g J
Ines) =[enc)]* - x 3

7
g-&ex)_ Enix) x3

Safz von Shwarz : Be einer jem/seh/m partielen /%/e/%wy k-ver ﬂ/d///%f
aarf d &%fn[o@f der einzelnen Dpfercn fianionsschrie vertaussht werden,
wenn de potidlen 4&/foj€n k-Afer Oztn ung stetrge Fenteroonen s

Bevor wir wuns mit e /9er Chonomischen Anwendlungen bafpsser, 7&7/4/6/?

Wi i usammenhang mit partielen Ableitingen nech e Bezeih -

rungen e, de wns an godteser Sklle in Zisammentieny ruit A Be-

sﬁm»wﬂj )lativel~ Extrema niifzlich Sen werdlen.

Uqucd/&/z/ und_ fesse - Hatrix

Deferition: fasst man de partelen /é/e//w/j efskr AN Enter Fenkran

Ly SR>~ 2u cusam Lekrzr zusanpien So e/ttt s Hen

. x (x;4)
Griadienton vor 7/ W;ﬁéﬁj/-: 2 ) ) )
Dee partellen 4é/e/¢éz{zfm 2uerfer z?xzf/m/zf Wraon 12 evres W/&Z -

Wichen 2x2-l@irx, der [tsse-[Tatnx @upeomtnel
ﬁ’ o« }:(ﬁxx C’([S) ‘ﬁ’“j C)(l(j))
e 1Y Lyx ¢x,y) By Oy

Beisplel: frxy)= eX*% +y Cn (x+1)

ex+23+ 2XY

xZ+1 €
[ = K. 41 0)=
3 {le) (Ze”zﬂ—l- €Vz()<2+4)) )’ 5 / f[/ / (Ze+€n[2))

e 2y X 2 B e et
Hﬂ(xzﬁ):( (x%+4) XE+A /Z-fb’. ”1?(4,0)5( )

e g2 Zett Y



~A41—

Ckonomsche /4m4m¢(mz gen_pestiellel /4é/e/9éaz4€/7
Beispiel: wir baﬁncﬁleﬂ ee /&zxz&(mnécé@f///cée Pleduktronsfunkson
VCKL), wober Y die AnzanC produzierter Emhesin in /%éwgyfée//
vom inveshierten Kapifal K and Arber tsemsare [ bezachnes
——XCK/L) st die momen farne 4ﬂd€/%/{75/23/€ Aes Oupputs b33/ X,
wenn | konstant feha/;!eﬁ wi/A wdl ol Gurentporo Aekt Aes
Kow/ lals gernann s -
Entsorechend hoft 51K, L) Guenzprodukt oo Arbest
Wir nehmen nun an, dass dew Produktionsfunkioon ene (obb -Douglas
Fankhon /st, d.4.
VK, L)=A-K*L° K L>O
mi't positiven Konstanken Ao, b. Doon /st azs
brken 20r0duks Aes /(af//d/s VKL ) =Aa kTP
Grrenzprogukt der Aot < V) (K1) = A-6-K*
Unier der Annahme, dass K und L posit sind, $imd Aee Gren 2pore -
Aakle ebenfalls positry. Das ey, dass ene Emdthung oles Lagorja/s
bei konsfany yeha/;@ﬂem Arboerisansate und wnverdanderver Anbacfache
2u emner Er/w’%my olel progezlerien /@%fﬂ feitint-
Entoprechond W crte Erhohung des Arbevsernsalees bo#on -
Stantm Kepilalynsale ebenfals 2u cvres Erteohutg A porevt -
2EFINn mfm
Werter i 2. B. Yuu (V2] = A-ala-1) K0P
Far a<a st Yeu (4 L)< O. s bedewser e abpehynenaes
Grrenz produkt des ng}%@. Eine E’éo"/zwﬁ aes @//2/5 i awes
2u einer ErAa”éMf Aes Ohespuess ( Yo > 0), dler Ansrag jexé/cé tabtr m¥
abnehmendler ke (Vi < 0) ( ﬂdﬂf%s/’yﬁ Whchsyeerr K).
Fira>4.st  Yeu (K L) =0 Das bedule! eunetmernizs Swenzprodukt



Aes Kaﬁ/}%& Erze E; réc%ﬂ/y Ales /([?0/)%6 frturr u enner E/%zék/z/ﬁ
des Owlputs (VY >0), a/zr%?.sﬁej j%c/m%/ mu} eiver zunehmicnen
Rate (Y >0 (/omi/wg/’//es Whchstum [)

Beisprel: Es se/ x i Index des &esam/beﬁﬁfs der Giter, du i1 ener
Geesellschafl produziest ind kenSumsert werden und s esr Fap ’ﬁZrﬂ/M
VemchMWSW Ao Umuelt Werler nehmen wir an, dlass wix,s) ez
Furdetion rst, dw dns fesam/é A/ah/éeﬂ/zdeﬂ V. a éese//gcmﬁ’ MUSSY
wir whertegen, welhe Vorzachern far wy (xs) und uUs(x,s) u ervarten
sind yund was Okonomert jewzi‘/w//'ch fir das Verzelthen von g (i)
ANNEAMEN .

Es /st sicher /J/azas/be/ an 2UNEAmen, Aass bel fonstanter L(m/aﬁ/fée/asﬁz/ﬁ
Aas Uoé/é%//)z&t’aﬂ S/é{% wenn e /10576 Aer Giisver 5@%/ 4. U (X,8) > 0.
EndprechonA 1A bes bonstan? f@/zﬂ//«%f/ /1#7{ Aer Giirer Aas
Wohlb zﬁiﬂﬂﬂ/eﬂ ber wachsender Um we/%ée/ﬂs%aﬁj abnefmely A 4 Uscxs)<O.
Wenn man nun von Wy (x,s) die partele /%/e/%wﬁ nach S betrachrer,
untersich¥ man, ot das Wachsiurm der Z%ﬁdeﬂhwf ber' zunes -
mender Umeltbelasiuny Stirker odler féﬁﬁfef /sY- flan kann Eriar-
fen, dass Ao /4/25:%@('7 m /z/a/z/ée//'ﬂpleﬂ Aewtch mehr Giiiter bel Sra -
Wr /{mw//ée/as/aﬁﬁ j{fﬂ}?jel’ wird, d b . Uxs Cx,5) < O.
(D SIeyeﬂmj Aes A)aé/égﬂ)zdmﬁ Adurch e zwertes Stack Kuchesr Ist
I emem Verawcherenr Ken Sicher W}zfer als 1n enemt urr it
Wcher lu//. )
Ein 38/’5/)/’6/ fur eme Funktion mit Solcher 5‘754%/@/4, are als [loatel/
fir du oben gmmfc #u/jaéefzs/e//x@ abel sichel gu eaflich wake, 1sY
Lecx,s) =_;4-;—5—,' (1), x,520.
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Far x,s > Oj/’ér‘;

1 Z2X 304
L(.)( ()(15);-’4—4'5—1')(‘2_{,4 70 25
20

1
R (X :FM—-'& 2 A1) < O 15
8] 15) Zm‘g{ C)( + ) ﬁ.\\\‘“\ 9 N
PRI TERPPE -

Rich m/\z/am/e/mg uad E://'ae/zsc/za,ﬁ@, des Guadien fer

Bister haben i nur momernfane /445(6%0575@/'% n Richtang der Voor-
Aina fenachsery oA-4. partelle /46/6/3%4/(2784 betrrchtet. Dies wollen wer
nun yem/(/yeme//z ern. Tazu befmchion 1nr zuniichst wieder den fall
0y CR=R. Bei den parhcllon Ablerkngen betrachiet man die Andenity
Aer Funthon n Kichtung der fardesischen Einherss vekioren d.4- 1 fiihtag
von 2= (3) und 2=(2) ako

A
_ o £(X+h'4ﬁ%h'0);‘£0(/ﬂ
e (le) h(i/g; h (x,4+h)
h'e,
fyexy)=Eim Plxr h.O,Z+h.4)—£a{,i) gz )
A0 > X
(o]

Vir lassen nun auch andese Richlengsvektoren 7= (o) )it |51 =ToFro'=1
zu. Damit erg/bl sich Ve/a{/?eme/}zemﬂl -
Gende Deliniton fir dve @M/Mfsaé/e/mﬂ
Adh ﬂo/“dw mOmen (ane /fzaiéfwysm/e /‘il““""'b*“"’z)
ainer Fukbon 6%76 & it 1571= . x4




Z)%f/'m'ﬁb/z: Sel 'F @,e SRR . D /?/'c/z/zwasaé/flmﬂ (der Ansrtug) von £
i /?/d:ma put 7171 (st Aefinlert a/s

Plxct -0y, Yrhv2) —flay)
fgg A - 9(—}?12[’(/‘7)/

fa//s der Grenzivert exwtzesr.
flan Sieht leich? ey dass muan spezlel fir =&, bew. F=&, A par-
veelles? /%/e/laxzjeﬁ erha/t, A4 .

25 $e0y)= el y) und g, Pexy)= fj(x@)

lst dje Fanlehor stefi partel] Affernzioroal; d.4. ecoumen Ao par-
Fu/len Aé/@/’WE/? und sind Stefi, so lessen Sich e /?/az/a/@saé/é/km~
gen sehr engach mit MG der jorstulen Ableiiinger berechnen

Der 7/{/76/2440 Sale [5* deker fr prttische /LQZCW/?W yon Wr Ze&zﬁ%ﬁwj

Sarz . Se/ ,f ) < R*—7/R 5;éﬁj /oanée// a&ﬁ/e/eﬁi/eféar Ty j//r‘ /a e
Richiungsablereng von { 1 Fihtang 7 mi? 1511 -
7= ,fa/,j) f (y)+ Vg 2y y)
f//&dﬁac,y)>
36/50/9/ {ng)— § - x* ‘1‘5 ) o= T‘%( )
Es j/@v‘/ ‘— Tzver =1 pad 7@&(1%(\&/) / )
SondX it 9571f(xlj)“<727(-4)1 (-292)721/2'7 CZ’“'XSS)'

An der Skl (< ¢*)=(1,1) gitt 2.3.
Ll A)=2 , fy(41)=-&, 97 P 1)=77 6 =312

Ber§o/€/.' f(x,j]zﬁﬂ(f-)d ) o= %/;) 4
Es gilt (= T4+ 3" = 1 und f/rwi{cz,y): ( gfjvx)ﬁfz,—x Cg)

SR
Cy-u
h’l// /5# 9"71?(//\7) < ( ) %z—x(2‘3>7 5_‘-(—3;:—):)-



_45‘_—

n o S (¢, 142 gk 2.3
36([-/2)*’? ] fj(//?,)— 5 —7V€( 4/2)‘%

Im Foﬁé/ldfﬂ nesmen Wy zunichSt weder die nschawg 2 Hife wd
Stellen wnS vo, dlass wiran enel Sklle 1 eher éz-eé/'y$/dﬂdf$cédﬁ5/€/€/7
wid die ‘/'e/l{?e /?/'ch/twﬁ suchen, die wns den Sterlsten 4/25&{7 bzc). /4é5;ée\'7
ae/j»/ Herawf [assY sich Yalfsachiich ene a{/?eﬂze/ﬂ j[i/y%'fe Antlomt j?féf/?.
Des Ist von W/Ze/n [OIRRASALN Nteen i Z%Mwéﬁﬁﬂ/ﬁ 2y 49@77';% -
men zur éogwg von ﬁ,o%m/fm/gf)ffaé/eﬂ?m wenn man 2 3. ausges end
von einem Starounks’ schhitweise immer weedler i /?/c/w@ﬂjaﬁfs Sterlshen

Anjﬁﬁs by, Abjhejs fm/;cmen@ﬂ will, wm [WWS‘“/‘%) 20 ememt
[aimum bo. [lnimum zu je/azzfeﬂ.
Um verstehen zu konner, was marheriatisch ahinter Skt muss man wisser,
dass s el /Zé;//cé/ee/k/? A, mnere Prodekse ( 5é@/a,70/zdaéé/ von Léé -
foren zu berechnen.
Sind & =(ay) and T=(3)) awes Vektoren in RE so ait

<&, B>=12 15| conL(ZF) =a,b,+a, b,
(robes dei klemere Winks/ 2w nehmen I5Y.
Da sich Lfizr gine 5!@@ partiell Aifporenzieroase Fanktion die Fichiungsas e -
kg wber das jnnere Prodeckt <& grad Lex, 402, | =1, berechnen [asst,
j//r‘ also

D= \6&5)— | & ] l@/rad*p(x,j)\ Coo L(7, W{aﬂ))
Der maximal nwf//e/ze Wert 7&4 en (esinus /st 1 bei einem kel vond°
und. der min/ mal méj//bée Wert ist -4 fiir enen Winkd von 180 °.
D /?/Cééc@mé/e/ﬁaﬁ O fex,y) wid also maximal, wem i und f/zzd,/ l 4)
m dieselbe /?/'CA?—/KJ% 2@(7@/7 wnd munimal, wenn & wd fw{?fa@) V1 Hew

e/z{qgexyeseéﬂe /?/ch/tmy Zq?eo.



~ /’6 ~
Zzwmmen’ﬂassexzd e/f/éf S/ich Som/iv

Stz Der Gradient 2&{5% VZ /Q/b/w/a(y des Stk /4/25;%(}5, oler /zﬁaﬁﬂe
7/1&&1’/@07‘ 2&{77‘ VZ, 7‘?/6/1%%7 Aes Swrllsven 4&5/%{5}5.

ﬁe/’éo/‘e/ L Wiy bebrachlen dee Funkvion

u(x,s)=7%-?—* (x*+1) y

die w1y schon i einem ,E/zZ/;efe/? ﬁefs/y/f/ wnkrsucht haber.
Allgemein ist die Fich des Sterlsten Anstaeas
g chtury o 5

-
1 2
, T2X A e
W“CX/S) ‘(T;gﬂ x‘z._],/] ) 2 Tatsy® &[)( 4)
3Tz

B x| 0.42
ﬂ{ W oK) = A ‘D 3,1)= bt )x(
An der Skl (<5¥)=(3,1) 2B, prd ul37) (%ﬁ-@m) 044

x,szO
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Eme wellere Ejeﬂscha'ﬂ/ des Gradienten enchlieft sich mit Hilfe ’&fmder (tber-
legung. et o i Richtung der Eﬂjﬁﬂ/m aner Niveaulinie, so st die ihtings -
aé/e/'/my n Richbung yon Ev’f/e/cé Wall, da sich der Funbhionswerf auf einer
Wiveawlinie nicht @rdert. In diesem Fafll 1t also

Iy flx1g) =< v W'&x,jp =0.
us innere Frodukt zweier Vekioren s aber genat Aznn M, wenn Are
Vektoren ar/éﬁmﬂ/ 2ueinander sind, alo 7 | W‘?&, 9).
uSam men @556/20( erhalien wrr:

/2 Der Gradient Steht senkpechl awf olen Mveawlinien



45, OQ'mie&zg%/jaéeﬂ ohne /(/ébmé@z’//'eaa@qeﬂ

n diesem Kcyg/'f-% besm‘ﬁejeﬂ Wiy uns mut der Froblen skilung, (okale wiol
j/oéa/e Exsrema von Funétrionen mehrerer Warablen 2w besfzrmner.

Lir haben betarts notusen d/je und  hinteichende Zecﬂ/hjuﬂﬁ@n bo

wun terschicdichen Differen zierbarke; fseigen schaften 7&27 Funt -
honen von ener Vanablern a/zjgeém. Viele der mieressanten Ghonom/schesn
Opvé/h/etw?fspmé feme /z&%fm /em /zcwﬁy von emer lielzah! von
Vanablen ab. Ein Verbiawcher wéhlt /ijm von vielen vesochiedener:

Gl tern , um emen mo{?//'cksf jfﬁ/gt?/? Netzen zu erseichen. En Unfernchmen
veroucht die Kosten fir Lohn, Za.feréa/%ﬂj ([ @schineneisar? , Jrarspst?
ek 7&27 em myejebe/zes Produk Ponszie/ mo(”j//'cés I fe’j}ff 20 halves.

Da auch hier dje ffz};&@ﬂ &Am&y@@ bere/#s bern é{éeﬁdzﬁ ven Eer
2u 2we Wanablen entstehen, und wir Liir dlre Behar a’/wg ven Fenk -
tonern Von aver Vanablen dre jfz?oéxlscﬁm /Zﬁ//céé erfen der Zam/e//adj
von Fméﬁ’m&mﬁm und Miveawlinsen natzen konnen, behanrdelr
wir hier P/vbfemﬂéf&mg en mitawel a/zaééé’ﬁ(ﬁ//'aen Verrraboters .

Bevor wir o &jrv/?z [okale und ﬁ/aba/e Extrema plafinierer massen
uns zunachsy mit emem anderen 7ipma égscka’//y?m. LV ermmnern wns
an /ntetvalle als 7&/7/7;3/7\75/7 der reellen Zakler, du oz piel! 52,
halbsften oder czéfasaé/asse/z Sein konner, NG nachdem, ot /nirvall -
1227 dpunéke mzajeéé}e/v oder nicht.

K Fanktonen yon zwer Wanablen ist der @%ﬁ/'ﬁbﬂ\shﬂf/&h ete Jer/ -
menpe des R? und kann Sehr unterschied/rche E{?e/?JM/a@? azg/wf/—
sen. M/Wj n Aen ’fok/ygxwleﬂ Eﬁé/é'faﬁm s Aje 2?/%% Ffene, abge -
schlossene, beschizinkie und wunbeschignkte /fMjefﬂ, 1hnere Fentte Jfanapocntt.



Deprnition - Sei S eme el menge des R?

1) Ein Punkt (% \L]"‘) €S A@;/Sf [nnewer Funkt von S, wenn €s en £ >0 Ny,
so dass alle Puntle von Us(xy?)=f,4)eR eV «5*)24 £y
m S liegen. Daber beschre/b? Uglx™, 5*) die Funtte
eines Kwises um (X, 4%) mit Fadjus £, die
nicht aul den Krelsmnd //’efe/z. .

2) S huiBt offen , wenn Sk nar aus inneren
FPunkien beskeh?.

3) Einn Punkt (x* 3%)6 2 heffst andpant! von S, wemn Jeder Keis am ey
Sowoh! Renkfe von S ak auch Funkfe , dew nichrzu
S je/aé‘/e/l, enthilt.

V) S hoftt abgeschiossen, wenn das Komplment von L
Sin IR b ol Henge RNS, an ist. fnschautich bedecter dles,
Aass feder Randpunk? von S ze S je/zé“m‘.

8) S haofst beschrankt | wenn es eien (hinweichend 7)7&”) Ul gt
Aer S enthity.

331'5/)/}3/:
1) Ky =i gleRe:x>ry? < 4§, Mieis wm (6,0) mit Radius 2 /’sx‘aéjaxébm‘
2) K, = i(xlj)é/l?z.‘ (x-4)*+ (y-2)"< 15, Kieis wm (4,2) mst Radre s 1 /st aﬁp%
3 K = J)é//?z: A€ xEry? < U (st weder offfen noch Qéjascé/osse/?.

A3




-.-3_

Beispiel: Du (Budget~IHenge Bejexg)e R px+gy em, x20, y 20}
mit Preisen p and 2, /‘Q/zje/? X und y fiir 2wel Geieter wund Enkoniren
mSO st aéjesch/osseﬁ. Da Randpunkte  m f\b
von B sind \7612’646 dw Serten des Drelecks,
das durch B beschreben (o - s x

m_
P

Mach diesen Vwbemeréwyen wenden iy wuns nun dem //ez%éééem aJzses
Ka/az'/e/s 2 und jeben 2unachst eine E/zw/le/zmy Aer Zﬁn/{/e bzql. j/aéa/er

wnd lokaler Extrema ,&Z’r Funktaonen von 2wel Vanablen an.

Definition: S ¢ Dy <R*—=R und (x* y*) e Dp.

1) Gilobale Exsrema

a) f het an der Stelle (%) g™ en j/aba/eé [Onimum e *), wenn
£xy) 2 £, §*) fiir alle (x,4) eDp.

b) ¢ hat an der Stelle (<, 4*) ein lobales laximum i<, 4*) jwenn
{Cxlﬁ) = {ZCX""S“) fZZr alle (x4) €Tp.

susammenfassend vetwendet man auch de B@n%/e Gprirmarl- ) Exsre -

malStellen und Gopimal-, Extemuerte.

2) Lokale (relarive) Exhema
& $ 70 bezeihnen oy mik Ug (X Y die offere Kieisscherbe wm |
(<% y*) mit Radjus =, d.4. ag(K'\,{\lj*}:Z&,yé//??(x%’()zi- (g ~J*)Z< &5

a) £ hat an der Stelle (' YY) ein lokales Lielatives) Hlinimum {0 %), enn e
e/ 570j/197‘ , So dass fixy) 7 f(x", y *)ﬁ?r alle (xy) € Uley)n Dy .

b) f hat an der Steffe (< 4*) ain (okales (relatives) Haximum L0y, wenn es
ein £>09/61, so dass flxy) < f(x*,d*‘) flr alle (x\g)elUglx,y)n Dy.

Zuammeﬂﬁassmﬂi verwende! man auch de Begnyte lokale (reltatsve)

Extwemalstelien und Extremuerte bew. Extrema.




...L{._

Lhr éeschﬁ'é’ﬁ@&m uns nun mit Knteren ,wann Finima und ltasma ewsteren
wd mif [ehoden  ww man diese findet. In diesem usammentang cripnem
WT UNS ndchSt an em hinteichendes Kriverium ﬁc’/ A Excotenz von
Extremivertert ﬂz’r Funkbonen von emner Vanablen, das wir i lefzlerr Se -
mester &emzeﬂje/em/ haben.

Sate: Sei f: Lap1—7R Sktg o einerm abgeschlossenen nfervall Lol
Dann exwhert (mindestens) ein X, € le)bd, in dem £ en Minimum besite!
und (mindestens) e x,¢ Labd, in dem ¢ an arimum besitet; oA 4.

,féxo) £ fix) _é)E(xJ} Fir alle xe Lab]

Dieses Reswlfat lisst sich nun awf Funkironen von zwel larnablen &éerﬁajfw/

wenn man Aje Vorcwsser%wzjen jeeyfw/ yem/{jeme/h ert.

Sate: St POpeR™>R Stetiz auef Dy, wobel De#{ 5, Up abgeschlessen wd
beschinkf sein soll. Dann exwtirt tnindestens) epn (<% 47Dy, in clom ¢
ein flinimum besifet und (mindeskens ) an (x™; 4™, in dem ¢ e /ian/-
mam besired, d.4.

)((x"/j"‘) é}f(x/j) é‘ffx’w/g’u) f&ff’a//e (X/J)é@yf'

A/fc/uéj 2t bemerken ist, dass der Saty e fintichendes Krikz e Lidferf.
Werter muss Up nichy der maximal! mo'y//'che @e,é}z/}%'wzséere/ck Sens, sondlers
wesenHicks 1st, Aass o Vmwoe/zzwfm an Dy (nichi/eer, QW/QISK/Z/
beschriinkt) e/fd/ (¥sind. Bei dem Hesulfat handel¥ es sich wm einen 1¢/1e
ExsStenzsale ohne An faée g/nes Ver,fahwns, wee da Extrema za £25/7m-
men Sind-

Im A’//ﬁpme//zeﬁ siacl zur Bestimmung glokaler Extroma prinzppied fo/en-
Ade Punkte abzucrbeifen :

- gesé'mmmzﬁ aller lokalen Extrema im Innern



- ﬁﬁeéenenﬁ//s Un lesouch wung der Funtton

*an Randpintlen des DefinsVionsbereichs

o Giren zbe/mch%a/?je/?, wenn Variablen gejen +<ob2i). —0 gehen

o an Definitronslicken
sind [linimam and Maxiynum ener Funkhon 2w bestimmern, e avl
aner d%?exh/asseﬂeﬂ und beschrgnkren 72;//71@/%76 Aes R ﬂl«%h/’é/fmd
dorf Skhq 15t s0 méssen alle lokalen Extrema im Ihmenn and da gt -
kn bao. kleinsten Funkronswerl awf dem Rand wunkersucht werder.
I werdlen wns insbesondere damit ée}fasse/?, W man unter jéé@ -
reten Differenzierbarkeitsvomiss e/éwzjeﬂ an da Funtron lokae Eix-
Lema in Inneren @nes @eﬂh/}ébﬂsbefe/tées bestimmen fearn.
Anschawlich kanrn man Sich 2unschsrt 7/0(/726115{65 klas mech en.
Steht man in ener ”&eb/’gs/andscm// “an errem [okalen Jinimum, So
beoletef djes, dass der Lleg dorthin (lobal) aus einer beliebigon k-
r%mj kommend monoton }/a//e/zp/ und danach monotfen wacksendd ;5
Enrsprechend /st der Ug [lokal) 2 enem lokalen flainwm 2unachst
monoton wachserd wnd ab dem [laximemn monston 7[&//444’.
Insbesondere gt - Ist 2y 4% loknles [linimum bews. flagmurm, danr )'sF
o{%c",' 3‘@) insbesonclere auch ein lokales /liimam bzw. [laximam et Aen-
Jenigen Kurven, oie durch olen Schnett von fex, ) mit glen Ebenen olureh
x=x"bao. y=y* beschricben werden. Existeren da jertilen Ablerierige,
so mussen diese an der Stelle  (x* y*) Mull sein.
faximum an der SHlfe (x%q*) =(0,0/.
Die Kurven auef der /75 ch diayeh den Funtt
(9,0, /0,0) in Rick ;Zm? (- batw. y ~Achse
sincl durch dickere schwarze linien hervor-
36/\1966/1- Serde Kurven Sino konkay:




Hinimam an der Stelle (x*, y*)=(60).
De Kurven auf der Flache olwrch olen
Funet (0,0, fte,0) in Richtung x- 2w
y-Achse sind durch di'ckere Schuwnrze
Linler hermgeéobm. Berole Kurven
Sindl kenvex.

Auch in djeser é/z?oé//é s die Kurven auf
der Flache durh (0,0, £c0,00) in Richting -
b2L)- j~4éh5€ Aurch Asckest Schawasze li1/en
ge/ee/w 2b/chnef. flan erkennt, dass man
ber der Wurve 1 xv/t’/'Cﬁ/wy an der Stelle
(6,0) en fliimum, bei der in Y «ﬂ/&hmﬂg
em faximam M/Z/é/&i&/@" Eine Karve jg#
konvex, du andere konkar: Einen solchen Funkt nenmt man @uch Sailel -
punkt . Obwoh! Aw 515{7{4/2‘76ﬂ badler Kurven an des Stelle (0,0)Mul] Si7d,
handelt es sich weder um ein Flinimum noch um e faxomurm .

Damit haben ry anschaelsch /0\/79/7/«?5 sber (et

-0

1.0

No¥ mnd/qe Zeo{/nqwzc; fm relative Extema
Ser £ ZD'g cIR 2—3 IR 5;{9963 partrel] ﬂ[nge/f/m/erba/‘ Weiter bes/lee fan der
Stelle (x*y%) im Inneren yon Ty ein refakives Extemum. Dann L7//;‘
fx (x“,ﬁ*) =0 und V%(x", 5") =0 , kurz jmdf(x‘fj*)=3,

Bermerkung: WAnschawlich bedewtet dee Bedingung, dass du durch f beschié-
bene Fliche an erem Extremum ene zur” xy-Ebene pamlefe langensial -
ebene besifot- (Val. auch Lineare Approximaten - lienn W x5 g% =0,
dann (st t(xy) = ,f[x", 3*) At Gilesch urg Ader Enjemé'a/eéme,)



_.7__

2) Dee Eed/hjaﬂy j/ad)f/x*, j*‘)=57 /5t eine potwerdige Bedinguns, ste
16¢ nicht hinseschend.

3) Punkte (x* *) , ar de dee notwendige 3@’//3740%7 N2 ) =0
erfi/lt ist, /za/ééﬂ Stwbonare Bunkte.

7)Han sprchf auch von notwendiger Bedingung 1. Ominng, weil her dis
particllen /é/e/%u%jeﬁ 1, ﬂ/zz’/wmf betrachle! werden.

Zum 4%,/7//&010/7 mherer lokaler Extrema cine stehr partzel! d/%fffﬁ%/éféa/e/z
Funktion missen aleo 2unachst alle Stationiren Funkk bostimmy weseden.
Doz muss ein n oler /?pﬁe/ nichtinenares &/e/chmfa;js/m fé/o?/ werles,
was zlemlich komplhzierf Seql kann. Es ist lepler nich/ méf//cé, an “skess
ﬂméﬁbﬂ/'e/eﬂdés Kechrezep! “an zfafe/oeﬁ. Es hilft nur sz?/zwj/f/wfs
Wben @ W man nach ’4“74//” Aen stationGrer Funkle entscheiden feann,
0b es Sich wm Extemalstellen handek; weden wir behandeln, nacholen
war 6//)/"78 Bersolele f@/féﬁ/&éf haoen.

32/5/3/6/ Wir bestmmen ol sfrtfioncsen Funkte von )/(x, g)=3xy —x5- \3
Es g/t : W{(x, y)= @ Kdé);z)
grad fre,q)=0 & ; 42)) J _}: i
Auflosen von 1) nach g y=x*
Einselzen von y:xz in2): x=—x"=0&>x(1-x%)=0
=) x=0 vy x=-1
Dee Zujeha”n\’ieﬁ j«Uere erhallen wrr aws 7).
X=0jn 1) : \y =0
x=Ain1): y=1
D Funktbion besitef also de beiden Stationcren Funtte T, (6,0), B (1)
Se sind "Kandyadaren "r&?r (okafe Exvemalstlen



Manchmal kann es auch h/{/fe/’c/v Sen, duw

Adurth de Bedingun V0,4) =0 gegebe-
ngung grad fag) =0 g¢

nen Kurven in der x y - Ebene 2w SLI2zieren.

Beispiel: Sei Lo y) =X fnlx? 1'32) ID{} R*\j0,0).

gt e )= (‘“(’lig” o 3)

X% +yz
1) encx?ey?) + 255 =0
?/n:w()f(x,j):O <=>§ 2: J X {—3
2) 24— =0

/464)2/056/4 von2): 2x4  _ o & X=0Vv Y=0, abernicht beiole

’2.{__ ‘
3 7/6[0% z,g/}éﬁ Nt/ ( vg!. Nenner)
Einserren x=0in 1) 5/1(52] =O<=>32’= 1& y=_Ivys=- 41

Einselzen Y=01in 1) In(x¥)+2=0&D X=e?ed x=' v x=-e*
De Funkton besizFalso die vier Skafiongren Funkte F,(0,1), 7 (0,-1),
e /0)/73{( e /0)

e man an der Grphi'k ei-
kennen kann, handlelt es sich
net ber' B ound % wm lokale
Exhema /sle//en.




Be/;slpie/: f(xlj) :—'sz—‘jz.,— U X+ L(,a -3
-l x +L{)

WKKK{j):(-Zﬂ Py

_ ~ U=0 x=A
i d P
g feg)=o" = -2y +4 =0 =2 y=2

Pc1,2) ist somi? e/'ﬂZ{?er Stahonares Puntt. n diesem 9042/8//«9/7 Ke-
sp/e/ kann man recht e/'ﬂ/ach feotstellen, dass { an dor Skelle (1,2) ei
Hlaximum besitzt, das sogar j/aba/ ISH
Dazu bn’nir‘ man da Funkbon mitels W&(méﬁsehﬁ E/ﬁé’/zzaﬂg
aud dw fosm f(x,j}sa,,(x~é4}2+az /5«@)27%, Ab.

fexy) = =2(x* -2x+1) -(y® -4y +4) -3+2+ Y4

=-20x-1)°=(y-2)% +3

Do due ?acaolrakﬁcmn Terme (x-4)° und ( ¥ ~2)% Sfets hicht negatev
Sind und mes /zejczz/fyen Fakioren muliplize Hf weres, wid
maximal fir (x-1)° =0 and [j~2)2= O, dl.h.x=4, 4=2.

fHin teichen de Bed/’ﬂjmﬁ f&’r [okale Extxma

Wie wrr jeseéefz haben, micssen Skaboniire Tunkke nicht Extremalstellen
ener- Funkton sen, sondern es €énnen z.8. auch iz%aﬂé/e I/Or//fféﬂ.
WIT Suchen nun nach hinrelchender Kriterzen f&’rdé Entscheidlung, ot
an einem Sfahioncen Funkt ern lokales Extsemurnt oder ez &szé/
Vor//'cﬁ% . Dazu Stellen wir zuncchs? Pz%(/?e/wéz ﬂber/eycmy ar.

Ser (x* f/’é) en Stationdrr Funkt einer hinpeichondl ot ﬂl/‘}%éﬂ 206 40 ren
Fenktion f@ c R*=R in Inneren von @f-

Wir befmchien qundchst den Fall, oass £ an der Skelle (x*y*) e lokales
[laximum besifzt.

D Funkhonen 3(x)=)€(x,3*) und h{fﬁ)&x",j) beschreiben das Verkalben
von { en%/axzj der Gueraden f/:j’é baw. X=x*.



gex) bzw. hiy) méssen n < bzw.
3* ein [okales flaximum bes/ feen,
A.b. S missen konkav Sein.
Anders awsyedréléf :

~acTL;? gex¥) = b (x4y4) £ O und

.Z%L Wiy *) = gy (< 4) 2. 0

Gult Sogar 02{(———‘12 9u)=<0 uno

2> h(g") < O, darn garntier?
oies, dassj und b palsdchlich

in x* baw. 5* lokale [Maxima [Sﬁm Strikie) besitzen. Ander W{?ed//é’&év‘

qaranfiewn de Zed/'/zﬁu/zjeﬂ fux % y*) < O und fyy (X4%)<0, dass

¢ em [okales [loximam hat in den Richtungen olurch (X, 4%, dee parale!

2ur x~ bew. y-Achse sind. “Digs saﬁ/ aber nech nichts aus dber das ler-

2090

halten von f, wenn wnr ans von (x'14*) aus i andere als diese berolen

/?/'cérfwzieo éewejen.

Wir ennnern ans daran, dass man unler feeyéxzeéfz @/ﬁfefm zierbarkerds -

Vomsse/zanje/z olie /?/c/zlamjsaé/e/%a/zy von £ 1 /?/cé/&wj 152 als
95 )&x,j) = <W7€CX’5)’ FZ=f(ay) oy + §yay)o

berech nen kann.

ﬁ/ﬁfe renziert man dieses noch einmal in /?/'chkmﬁ 7, S0 erhG@@ man
9;, f(x,j) =< W(ﬂ((x,g)elxj,+‘€\7a<,3)~uz), v

. (£xx (14)-va +Pxy (0 Y) '()’z) 7>
frg () Ua+ fyy ) 0z

-

=l ) UF + 20y (48 U, Uy + Pyqy) Uy
- 2T H£ C’(ij) E}
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f nun {Cx*, 4%) = G’TH@ (x*\y*) T < O, dann jamn/ien‘o{/éS, Aass \f ein

lokales Maximuwm in I?/'C/Lm/i? 7 besitet. Wenn dies }ﬁl’rcz//e F it |11

oder aguivalent dazu ficr alle Ot O eHillt ist) haben wir tatsachlich

du Camnte Liren (strikles) lokales [taximum.

Aus der Lineaten /4/\?66/22 wissen wr, odass de Bed/'agamﬁ

Dﬂ—H\g (x* j*) F<o (Jir alle 7 +06 gerade ol Defanition fir A reqa-

tive @eﬁm}%e/}‘ Aer fesse- Hatrix Ho (x*\y™) von L an dler Stelle (x* 4

/st In der Linewren /4/58//0% haken Wil awch 355@/1.9/1, wie man Ol

/@Qja,h)/e @e/m/}% e/t mit oem Murwr 2 - Krverium p/iz;&ﬂ feanr,

das fir den Fall emer 2x2- Fatnx in der unten Stehonden Bedssz -

qung )&Zr lokale Extrema dickt e/'ﬂjeje/%% wird.

Im Falle lokaler /Minima /éﬁ/mﬂ dna/cffe %%5//6174(/78/4 (konka o derch

konvex evelzen ) auf o M%%z'&’zméem'fﬁwzy FTHy (K g0 >0 far

wlle 77¢0, d-h. des pooltwe Defsnithed der Hesse~tatnk ty % 4*) an

dor Stelle (x¥, ﬁ”).

Wit )Fassm i Ergebnisse nun wsammen. Dazu bezeichnen lorr noch myt
Z_\.\e (<*, 3") = dleof H‘g(x“, y*) = Fox (5147 Ly (< 4 £ (5 4%)

die Deverminanite oler Hesse—- [latrix.

Hinreichende Zed/'/ﬁa/fy )&Z’r (okale Extrema

Ser 122/ SRR 2weimal S/eﬁﬁ /Oar/ﬁf// Aippereneierbar und (x¥, y‘)

awo dem Inneren von By i Stationcrer Funkt von f. Dann j/'f/.-

VIt Dp(*,4*) >0, dann besitet { an der Stelle (x*4*) en (strkles)
lokales Extremum.
a) Ist zasdtzlich fux O g*) < O (oder £y (x* 4™ < 0), dann liegt err
relatives flaximum vor
b)Ist ausarelich fu (<5 yI>0 (oder fyytx, y™) Z0), dann liegl €

relabives [Trnimum vVor.
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2) Ist Lplx" 4¥) <0, dann besitet f an der Sklle (x*,y*) einen Sattelpunkr.
3) s+D F( X @*) =0, so lésst sich mit dlfesem Kyiterium kenie 44155@36

machen.

Bemerszg Cfac O ) Z0 und Dp (™) >0 bedete! nach dem M-
wife-riferium | dass Hp(x* %) peatiy Aefinit /ST, fue(x*y*) <O
und Dplx*, 3") >0 dajéjeﬂ, dass Hp (<% 4 /zejmé‘yg(e/m% /'SF.

Wiy wenden das hinreichende Krferiam nuan aa{ die verker bere/és
betrac b lefen Ee@o/e/e an.

Z)’e/'sp/'e/’ f(x,ﬂ) = 32(5 - X3 - 33.
Die stationisen Punkbe von £ sind (0,00 und To.(1,4).
Es j///- /—/F(x,\(j) _ (—Zx ~:
J
Da. Apl 0, 0)=-9 <0 i5t, besitet ,E an oder Stelle (0,0) eren Sate/-
punget
Wagen foc4,4)=-6 <0 und A\g(/fﬂ) =220 {folgt, dass g an Aer
Stelle (4, 1) e lokales [laximum f(/!, 1) = 4 bes/tzr

) ) Agcx,3)= 36xy—3

Beispiel:  fuqyl=x-enlx*+y®) , Dp= R*\i0,0].
De stationdiren Punkle von f s/w( R(0,1), B(0,~1) Ble 0), Bl-e10).

3/‘4.0( f[x,g) = (fh[x vt +xz+5)
2xY

x*+yz
Es j//;‘ : 2x(xZ +34?) 2yLy*— x%)
sz-_r_%ZJZ c)<z+_az)z
H, (Y )=
f 2409*=x>) ZX(X*—y?)

(x*+y*)* (x*+y2)*

R e

- l+(><" —4%) Y (> Z)(xzﬂ_)
) (K43~ y') = () (x 4—\3

2




2 Z)((O,4)=*‘f< O und N (0,-1) ==Y <O, besitet £ an den Stellen (0,1)
unol (0,-1) Satelpunkle.

Wegen frx e, 0)=2e >0 und Aple™ 0)=Ye® > O folgt, dass f an der Stlle
(e~ 0)ein lokales finymum Ple 0)=-2¢"" bos/tef.

Wogen Foc (-€7) O)=~2¢ < 0 und Lp (-€7) 0)=le* > 0 fol4Y, dass f an der Skelte
(e 0) ein lokales [Taximum §(-e"*0)=2e~" besitzt.



14 Handwerksz DiLLe rentralrechnaniq 1 metieer Lanaber?

. diesem Kapitel werden wii wichrige [Cthoder fiir den prakuscien
Um 9a7g mi? Faunkbionen ven  2uwel  lenabir in Zaxmmanémj »u¥
der Q/g/efe/zz‘/'a//ech/zw kennentzines. e //zw/zdm‘fe/z widl Llyoretaraonen
prden dabe) lrenn mo:’?//(ﬁ an pend Skonomiher Baisel erlaufert.

BorerH In der 4/%(/79/'5 T haben cir jeseéeﬂ, Loze wzé:éﬁ;% Au %eéénfej% 7&2}
s Be/ech/%wj von Ables Wj{ﬁ ISY. bhr werden wuns daher auct )&Z’r
Funktonen von zwei lariab@n mit erer SM/‘a/gé//M/ﬂeﬂ /Gﬁéé/ﬁge/ b2 -
schahgery due im Spezialfed wrader e uns beter¥s bekannker Fegetn ligfert’
Hatefpg 4! €5 Ewsamment. éhfe | I JeNen Enie. Funtlaove nichl 1 expliz -
fer Fowm, Sondern /'M/y//?// Aurch emne é/f/’céwy fejééf% V.~ 4 /ﬁqfe
dler impliziten Dpereriiarzon, bei el wedernm He /@W/(efe/ eine
m’chﬁd'ae Ko/le 5//‘5//, konnen wir solche Fanlhronern we el unrtersicher.

De_Ue //emeuge/

i vielen okonomischen Medelen werder verketeke Frnktsovien verwe/aer
Taber handelt es Sich wm Funkbronen von eirer oder mehrren U674 -
blen, n denen Ave Varablen Sebsr wwder Funthones wn erner oer
mehreren Vanabien Sihd.

Im lefeten /@o//e/ haben wir bererts anen Soedialfal behandled] s -
lich Tf(x,j)= (/C(U’()(/jj) mit WD cR—=> IR, D)y CR* >R

Ziel ist-ee Rogel fardie q:m'//e/@%/e/méaﬁm arer Fnkrhion e R =R
boy) > fiay) nach ein bew. 2we Farmetern (Varablr/ £ bzw. urdl S
an %(ﬁebeﬁ, wenn x und g ihrersels von t bz, tund s abhanges-

dur Erganzurg lid de ﬂc</7emz/}ze K e,é(ozﬂ(éfe/ )&Z}ﬂfé Djerenfarroon vo?
OB SR IR, Cayy - 2,2 by e 30 ) 12K B[22,y 10, 200, 07
Kooy X Vron Zent Tarmmesan 45, J= 1., m, aééa?ye/z.

Bevor wir algmoine fegeln formulieres, befmckben wr) aricge Ze/é//é/@.



.--.Z...~

Belspiel: Wir befrachlen die Funkhion fiqy) =xCy, wobes Are Werélen
X wund g von emner Vanablen ¢ jemé/’é x=x{t)=%4¢, j—’-j/f#fz
dééé’/tfe/?. Fir (/’ex’es LM st (xlE) j/zf’) ) enr Funbt in der x ¢y —Ebene
und (xtt), yit), z(2)) mi# 2 (8) = fIxlE) j/ﬁj err Funks der dwch abe
Funkbion beschrichenen Fléche .

Wir gewnnnen gundichst mit Kiife aner bhrtetabelt cire Vomtellung azvon,

welche Punkle in der xy-Ebene drch (x(t), 4 lt) beschreeben werder.
tl-3|=2]|4]o | 1] 2|23

xA|-= [-1 |- o £ | 1 =
gétf) 3
t=-2

Y4 1 0 1 Y¢ 3
te2 Es handelt sich her also um ene para-
ée{/é’rmﬁe Kurve  bei der man 2usc 1z/ich
Neth Informationen notisren kans, welher
Vanablenwerf (man ch/ auch Torzoeker—

wert) von ¢ 2w beshimmiken Funkren ge-

Jedem (xl#) j/f)/ wird nun durch dee Fapkbonsissachinl en Fanthrons -
wert (eine "bihe ") Zlifeomef. Dies bedewtet Aass man Senkrechien 2u oer
Xj—Eéé/)e Aurch dee Kurvenpon ble
(xtt), ytt) ernchiet ind dese m?
der Hurch f (1 q) beschrusenen Flathe
Shneidet. Dadurch wirAd acs Her
Fliche eme Kwrve Mffe&cé/z//é(eﬂ/
Aie allerdings in der /??e/ kone
cbene Kutve mehr (st sodlen um
/4/L/7€me/&€/7 eme Ratemburve.
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Unteraucht man nun die Fanktzen i #éééfﬁﬁée/;z vom Tesaniekr ¢, So
bedense! dies anschaulich, azss man aw) Aeser Kurve (‘eiigm be-
Shmmien W Z &eé/ye ‘) fn%/a/zf wandert. D 5/4;{7/4/7? aveser Kive
15 @50 dee fYlesteng des Funthion nach ¥, d 4. A momentzre Andle -
/Wg&/ﬂ/@ 57/ £. Diese berechien (v 2unlchsy videm wer /77 dee
Funkhensqleich wung A Ausdlische fer X und g 7 Aééé%j/jéf/%z von
t emserzern

{[xzf), jm )= (g%)z 4= g—ft/ = f/f)
Do dies nur neth, von fﬂé/m’fﬁff/ konern WIr nun ki nach z‘ﬂ’//;/e«

ten 2ieren, A4 o i
@C—f—m =4

Um nun den Zusammenharg m/z‘/é/e/%/ye/? von £ genaer 2raly ~
Steren . konnen, Schreiben wir zundgchst en/ge Auslrcocke j&%ff/z%
anf.

o x a
yEs (£) = >

2 _ 2L _ <
9_;%&&), yil)=2xtK) g (8) 7 (el ytb) = (xit)
und. berechnen
Aupere Abl. von [ nach; X Auere Abl. von L nachy
/\/’“\
% (<), 34&)) (f) + —J%?) (xtt), 3’(19)/-
[nnere 4é/. Von X /’za(ﬁf
— AL g7 1 4 .z _ .3 _ d
= 24t¢ . L o+ T = ¢° = O-L—f(xéf/,géﬁ)
St de Ausdiccke fir xt9) und ylt) enzuselzen und anschlepend rach
t2u d/,%w%ém erhalten wirdasselbe Erpebnss wenn wi

e ) K fe) 4 e & () ytt)- ;ﬁ%t ) berechnern.

Bevor wir ene a/geme/'/)e /?ge/ f@rmx//é/% betrachken (- nech e Ze/;wif/
mit ehwas komplizierverer Funkronen.



Be/ soxe/ Wir befrachren eine //czch{/aﬁa/méﬁm
M, m) = p "% m*
n Abhingigkert vom Piels o dnd. Einkommen m .
Wir behande/n nun das Foblermn, dass sich Freis und Evkormnes
mit der Gat ¢ dndern , A.b. Funkfronen pltd, ml8) der Zer# sia,)
2.8. plt)=1. 05 m1t)= 1.07%
Sefet man dies i den Funknionsacsolruck (s olie /VW ers, SO
erhalt man
Nplt) mit)) =(4.05%) " (1.07%)*
= 4,05'4'5{; 407 = /&7[6)/
A 4. eine Fankbon, die nwr von der Variablern (demr 72sameter)
t aéh&‘fﬁﬁ Dea Fm%e nach der- meomen ranen /JM@W&%A@ der fbch -
{raage myt der 2at ¢ [gsst Sich nun mit den flethaden Aer Ana -
%s/s 1 beantrworien, wenn wir beackiery Arss L7//;‘

~ ~ 7
/05 1.5+ 846’19 €na05) , 407_3{— zt - @n(1.0¢)

Oam /'/ erhalten wrr:

-1.5C 2¢ 4. 2¢
o{f N (4) = —4.5-60(1.05)1.05 - 40F 4405 % 2.000102) 1.07

= (2O (U0Y) - A5 En(105) 105 107"
g 72
~0.06213...

D momenizre /4,/20.’ QWS@»@ Aer /VQWé “ 4éé££/%{7/éw'/
von der 2at 15F also in diesem Fall peotiv, d-h. du //a&ﬁ//a/z /SF
b/ der Zat ¢ mj MONoren (Jachsend
Wrr begcmf%jm uns nun myt oer F/z(77e e man af/f@é/ ohne Emnselzen
von plt) und m (t) de momentare Jnde/u/yém/c o{t’ [p,m) bestinmes
kann. Um den oben erhallenen Ausdreck Jenauer w(/%s/efen 20 feon e,
Schnesben wrr uns 2nachst e/kuj'e /%/e/i/éwfg%al/&‘cée weeder eply2it

a«[ Es j//% ;




B

£14)= 01 (405). 105

IL(ptey mtt) = 1.5 ) (n/f)) AN (oreymit) = 2fptt) it

9 pct /H
= 45105 107" = 2405 " 407
Damcit berechnon war
< 240 (p(e) merl) 42 (t) + 20 (pl imit):

-2.5t t
= =4.5.14.05 ~4.07‘z : €n(4.057'/f.0§f

ta0s 20070,
= (2 entt09) ~1560105)- 105" 1077 = AL (o) mit)
Stk de. Awmlbicke fiir plt) und mlt) ernzaseszen und arnschigfent
nech ¢ u diffrenzsen  kann man - analéy zam WW Ber -
5pce'€

(ptt), m/f)) )+ 9———(pzf/, mltr) - f—f}/ﬁ berechren

9 péf) mt)

Man suht, dass dies formelmifiq genanso aufgebany (st i im erten
Berspie.

Tatsachlich kann man ?fa‘/jfﬂ de a//fem ane //ﬁ”ﬁé/ fomz/g//exeﬁ,

Speziclle Kettenreqel - Sei i y) ﬂaﬁj fartiet! &t’/f]{e/mzf/éfm/” und x:[R IR,
y {R—>IR dpperenzieroar. Dann (7/'5/ :
fﬁﬁf—(xw, get)= 28 (xieye) .;if&zf) +—g—§—ﬁxlﬂ, 40) .ﬁf— @ -

Wenn dlfe Fanktonen Xit),ylt) explizit ﬁejeéen sind , jst es prinzjpietd
jmmer méglich, uery dee Ausdiiche 1n die Funkbon e selzen,
was aber Wj un /O/n/eh'gcé /st Mot der /(6%/4}75/ lassen sich 2unachst
@/gerneine Qz/o/e//mym herlerven, in de man aann ﬁeée/z eﬂ7éc//5
soezle/le Funtlonen einserzen kann.



._.é_

Beispiel: Wir betfrachten wuder die lardunitschafliiche Frodukhonsfuk-
Hon VK L) =A K™ L,
Lobes nun Aas %@//n/ K un der Arberdsemsar? L Funélfonesn
der 2eit t sein sollernn myt K, >0.
Dann 15# (i aége,éé/a/er Schrerbwelse ):

szyx'Kf* VL'Lf
=Aa K*'" + AbK*LE
:AKQLb-ga-Kii—b-—Lf—j

=Y jo- Ko ) Le }
Wenn wnr .ﬂ,’;r >/% O die &/elchanj Aurch }/a’///—zb(/él?ﬂ,@%a/;@ﬂ loz) -
Y o, Ke L
7 -—Qa K +b Lt
Die rlatve Jnderwﬁsm)@ Ye des Omfpmés bzsl. oler Zei? 157 also eve
jemc/u@@ Summe dler /Ma’mznjsm/eﬂ yon Kapxw Lend Arbersenn —
sa/z.

Beispiel: wcx,s) sei eine Funkhor, die das Gesarite (Joklheidter ener Ge-
sellschaf¥ m/sst, wobel x el Index fir die in der &efc//xéa// prodezier-
en wund konsumierten Giter wund s en Hag far den Verschmureiengs ~
f/mi der Umuwelt bezeichned /(7/ auch Basple! in lefekr %@/Ze/) _

w sel swrhq parkell differenzierbar fir x.s >0 wnd fir dre partelen
/4é/f/¥¢4/%780fe/aé U (x)5) >0 us (x,5) < O.
Li7r nehmen nun an, dass der Grad s der é{mw/)‘ée/dskl/zj eme

plxﬁ%ﬁen Zlerbare 5»%@ monoron wachsende Fankfion pon x wt A. 4.

s= sCx) msf ”i(si‘) >0.
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In diesern Fall st dann ik, se0) =) ene Fankbon, de nut von
X czéhc}ingx‘. [ir besbmmen nun a//j@/ﬂf//l eine na%md/je Zed/’AfMj
Aaficr, olass aex) an ener Selle x>0 ein Faxmum bes/tet-
/I/m‘wend/gc 3@!/)57@7 gor en Haximam von & an emer Stefle X 107
(/. Analysis T) - Z2(*) =0
MK Hilfe der Heblersege| erhakon wir:

AL ()20 &5 L (Kseh) = 0

ED Un (X SCK"))'&’@ + Ug (x¥; 50¢¥) ';—%%C&*) =0

-
Uk (K 50¢)) + g (x, scx"))'i%f—&") =0

A/s S/oezz'e//es Be/‘sp/e/ betrachien wir die Funktron
Wex,s)= b xZ+82)=2n(s) put s=5cx)=Y3x% +16 " .
Fiir x>0 ist auch $s>0 wund es f//?‘:

Ui (x,8) =B 50 ) tlxs)=Bis —2 =220 <0

- 3 3
d s 1 Y 3 3_ 4x _ 4x
A X <=3 (3x +46) 12x

TSR Eac ) (se0)®
Die /z@s/(oe/zﬂlf'je 3@0&(7%\7 6{7/777‘ mn dresem Fall s

2. - 2x% ¥ xS 12 wd awf A’wya%xz@zef
X% + [sel® t o= +Hse1?) -sex) [ 1% =0 brz'njeﬁ
3
> Xlsoal =Ux®  _ g4 ‘ . Menner{(# 0)

(x%+ [56x03%) T ]®

&= X} [scx)J?’-Ll)(”j =0

o nach Vﬁmsse#mg X >0, erhallen wrir darous nackh Einselzern
von [scoP= 3x"+ 46 die dguivalente novwendige Bedingung

16 -x* =0
Wyeder wegen x>0 st x=2 dre €/'02</76 Z&Scmj dreser &/f/'chwg.
Mach den 0@{?@/7 Wmfm (SF



>0 fcfrx <2 und <O)E[£rx>2

~ /\__/‘———\
oAx aA K (<% Hse0PP) 50013
"

70}&’2r)<70

Somit st {(x) sﬁe/g monoton wadsend fir xe (6,2) und sreng
monsron fallend frer xe (g o).
* s ulxteo) el A e/)(z/&ezeane/ea Lrnre

\76&/ es @lso buy zur Stalle

(<, 56¢9) =02, ¥) s/ i cnd
danach abuwatto.

Bem er/éa/Zj c Als 2usgreichke

049
III,3§
02| 5T - ~ :

B %6%/% kennen S 2um Ver-
0.3 f/e/bh auch esot scx) im wlx,s)
ainsefzen andl geo flacrman

beshimimern.

I:I ID.- g = == :____..... IE

Bisher hoben wir nur den Fall befrachiet, dass de Varnablen von £ ven

elaes Voriablen (emen Posameter) aééa'%fe/y. Wrr wenden uns nan HAem

@/{7@075/)2@@4 Fall 2¢c, /7 dern e bariablon ven 2aes Furareferr ab —

ningen und geben s Vertuflng dee allpererine Ketionségel frr Feveeso -

nen von 1 Veriablen an, wo de Varablon von w1 ummetern abhinges.

Hetenrege! bei 2we Taramekern  Sol T € R*—>R, (xy)—> ficy) et
XD ER* SR, 14s)—>xl4s) , y Oy R*—> R, (4 s)—> y(3).

@a/mj/'lff
2L -2¢ 2x L 2L .24 ; 2L _9f£ 2x L 2L .2
2¢+ 92X 2t+93 ot ’ Eg'ax 954”935%

wober hier 2ar /e/ﬁ/'zﬁzéwy Aer Shrabivelse dee /Wmem/e wgye/afgexf A



Be/'s/oie/: Sel £exy) =Z)<Z+332 mit x=t"-s /ﬁ=t’+2$3

Yann L?/gf'. %%= Yx-2¢t t6y 1 =Y (t*=s)-2t +6(t+253)
=g+ -Qst +6t+42¢3

% =UX ) +69-657=H(t=5)(-1) + 6(t+25>) 65
=-UL"+Us + 36t 5T +F2 °

X , . V-w . t
Beispiel: Ser £Cv,w)= g mut v=e S =gt

Es j//f: 2¢ _2£.2v L 2& 2w
°ot 2v 2t 2w ot

_Llviw)=lv-w) _ttS | —(viw)-(v-w) . .t5
T (v w)® e + (v+w)? >e
t+5 t5s
:_z_sz.e Z_l/_..._-s
(v+w) (v+w)

t+s 5
61&4—5 _ .

S

=7 et .
(8‘t'+s +6ts)2
t+S+ 1S

-9. e
= z (/{"5) .(et“‘s-{-ets)z

95 " 2v 2 W 25
2w S 2v s
(v+w) (V+w)?
++5+5E
:2’(4"[3) (t3¢ets)?

In Gkonomischen Pmb/emsk//a@w kommy es haufiger vol; dass nichf alle
Funktionern ezc/a//'zz}‘ aﬂjﬁeb‘m sid- Her ist das Beherrschern der Aeterr -
fge/ besenders wich ﬁj.
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/mpllz/es /D//fefeﬂ z/ere/
De Keten h’ﬁﬁ/ (GSSY Sich j&of /xr die /(mfersucéwg von Fankronen
verwenden, die nicht i1 expl'e/ver; sonders 17 inpole/Yer Forne ge5e-
ben smd. Um mit dem Thema vestrawl au werden, besrachiess (o)
zunccchst den Fall ener unabhinglgen Varablen X. bplizv beden-
tet, dass dje &éﬁé’/ﬁ\/j’?e Varizble expli2/} i1 del Form y=gec) ge-
qeber 157 | mpl21F bedket; Arss der funktonale tusammenhzrg
von X wd goo ia Ferm eper é/e/ZéMj angezeber /57, Alfe sich
mo’y//bﬁerm/ée g nicht nach yex) auwflesen (@sst
Das Fogmde f//% auch, wenn die durch de Gleichung beschre —
bene Kurve kem /——wzéhb/zswk s

Ze/sp/}s/: chx)er 3><z:j (x) =13 =0
Diese é/e/chémj lasst sich nicht einfch nach Y awllosern.
Jroredem kann man Funkie emitéeln, die ac’ dem Gugohen lizgen.
Serzen wrr 2.B. x=2 in die &/e/chmj ain, o erhal¥en wer

Ly P+ 12 y@) - 13 =0

Han sieht leichf ein, dass ycz)=1dre &/f/'chw? erfalld, A -h. oler Funkr
(2,1) //'ey/au)/ der durch dee & /e/'c/mﬁ besch rebenen Kurve.
latsachlich beschielbl duw &/e/chmj Ale 11 der unten Stehenden Greywh#
e/)zgech/chxze;@ rote Kurve. Bilder von solchen inplizi# gegelenes Nurven
lassen Sich in Agemeinern nuf-mst /e/;cész/é%/;m ﬁz/y/zmmm ek /len.

25—

c2/1)




—q—
Wir méchlen nun die %57“/57 der 7Zznje/z¢m an den Wurvenpunkr- (2,1)
bestrmmen . Dazu d//’feﬁmg/e/eﬂ wer dre é/e/c&mﬁ unter V@‘Mﬂdwzﬁ
der Aerernegel awf beiden Seifen nach x wnd emalkn
3 [500]2'3'0() +EXY0)+3 x"g'oc) =0
G g‘CK) f 3[3@)]2 + 3&23 = —é><30<)
Far Lyeol®+x*$0 [dsst sich dies nach y'cx) aufleser :

( - 6xycx)
gt (x)= 3(xF +Egcx)]2)

Fir den Funkt (2,4) ergibt sich somr? g’lz):——} als 5»42(/74/? der
/Z/Zjeﬂ dert durch oen Kurvenpunkt C2,4), die in der oben Skhern -
den Graphik blac ein 9 2e/chner /st

Be/'f;/oie/: ' [5a<)]3 + [3ch F4]e = x+2
Fizr x=0 6/\7/57‘ sich durch Emsefeen i dje 6/@/'Chaﬁj
yo)r4=2 &5 jco): 4
Der Punkt (O 41) //'gj/‘ also auf” dAer dlurch Au 6?/6/2%4%7 oeschreebe —
nen Kutve. lm da Slagung der Tasgenten an disen Kurverpocrib?
2u ermifan, diferen seren wr wuder de &/e/chwg awf berken
Serten nach x:
2 X chx)]z +3x* [Sm)]“'ﬁ Ylex) +5’0<)'6_)<—[:50<)’rfl—_(ef>< = 1
& lofde )[jix)]%ej‘i = 1-2x[4e0]® +Lye +41e™
>0

. ( y _ A4=2xLycx]3+[yca+ 41
= C =
< g 3&7'[8&4)]7'-{— e ™

E/nselzen von x=0/5(0}=4 //'e’/en‘: ((7’/0)= 3
Da E/ﬁe/zé am Kurvenpunkt (6, 1) hat alko de S’%aﬂjf .

Fpn2ipiell kann man )&Z’r Funehonern von mphirerr Venabler? Grabg

vorg eher, was wir exermpolarsch an é/kz{fexz Z’e/ﬁs//?/e/z 2&(}5/?.
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Basplel: 2y sei implezit gegeben ALrch Ao 6/6/'%/(/{7
x=2y-3z0qy) + Lecq 1’ -2
Sefeen wnr2.B. x=Yy = 0 eny o erbalten wir die guadmusthe lleshung
-3200) + [2c0)]1%=-2

S 20021 y 20,0 =2

D beiden Funkte (6,0,4) und (6,0,2)
//’f?m also auf der Awrchr Ase Gled -
c/wmj beschriebenen Flache .

Damit isf auch klai; dass es sich

bei 2 y) nicht um eine Funétion
handelt.

Wiy difpmensiesen de &/e/c/mxzj auf beiden Seken partil nack x aid
ertalten: A -3z.009)+22004) 2ulxy) =0
fZr ztqy)¢ 3 (Gsst sich dies nach2¢ 0 y) auflGser

1
oyl S 3-220¢Y)

Im Funkt (0,0, 1) (st somit 2.=1, im Funét (50,2) degegers 2=~
Difperentiarion der & /e/cha/zj auf belden Seiten nach g ert

-2 - 3@&,3%2&&,3}%&,\«1): 1,
Far 2(qy)+ 5 ldsst sich dlies nach 2y y) anflosen:

2y (Xzfj)-‘-ﬁg(@jg
Im Punkt (0,0,41) /st soms¥ 2y =2, irm Kurvenprnkr 4,0,2) 151 2 =-2.
Bemerkung: Her konnte man prinzjpiell dw 6 leichung 2una &8/ rach
200 y) auflosen; 2exy) = %tm und musste dann beide Lor-
zalchen der Wurzel beachren.



Geisprel: Du xje/zcmm/e Ner/ove —ﬁ/xgs&d Produkvsonsfenkron V(K L)

ISt Impliz/¥ durch dee Gleichan

A+cenlyiK,L))
yis, o) T g P , KL >0,

mit positiven Konstanten A, « 3 definier?.

Wir beshmmen Ausdriecke ficr de Grenzpiodwktivfiten von (K, L)

b2q! s Kﬂ/)/él@ A wund ézy/ des Arbertsansaizes [, d.4. Ausdrietke

Far Vi (K, L) wnd '\ K, L),

In diesern Berspre/ 5t dre (ke Seike 2lemlich kompliziert: [ verwen-

den deker enen Tnik, der auch in vielen chnlichen Siveeationen bt -

Keich Sem kannr. Da beidle Seifen der &/e/&/zaﬂf EITY SNA RSN €7 (I

awf’ berden Serikn den narciriichen L ?7477}%/77/45 anwenaer nd er-

habkn daraus unter %fm)ma{zmy der Rechenregeln Fiir den ZWQ/?)%/W&-
[+ ln (YKL (VK L)) = b (A4- K% 1P

Diese &/Q/W Ayfftrenzieren wir nun aul beider Seitrr partid aach K-
It Y (L) _ Ao KL

Yk (K, L)
C chyw (Y 0)+ [+ lnlyliL) VD = A kTP

= Al%f_gmzwn(yc«,u)f = X

_ « :xym,L)
<= YrlKL) KA+ 2¢ enlY(K,)3

Em/s/o#ec/w/zd ethallen wni durch partielle @/}%/mﬁ'mé’m nach L.

3\ IK,L)
K,L) =
Vbl L {142¢ Zﬂ(Y(k,L))}

Als 2usareliche Lé_éa/ﬁ Sllen Se elnmal versuchen, de /444?7@/5?5—
y/e/céwy ohne mfﬁer/jes Zc?]ﬁa nthmiercrr Airekt partill nach K
b2 L 2u dufforenzierer, um auwy dee Awsdricke far Yy (K L)
wund ] CKL) ke kommen. Welchen Trick benctsgf mas, wm Hee
linke Serte zenachst jee(/f’/ze/ um zu scheeroen
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Grenzra fe der Sebstite o7

De lethode des [l fen W/W 2lerns (st auch feeﬁaaf s NMyisead /s nien
einer Funkhon /:/62—7 R genauer 24 unrersucherz, da drese acch Wg
i inpl'zifer Form vorkommen ( va!. %70/)@/ 41).

st eme Niveaw/inie durch d Gle/chung Flny)=C bestimmy, und be-
Yra chrenn wir g Yz /45/1527‘/?/&6/7 v X, SO haben w1

if(xldoc)) =C.
?/ﬁﬁ%e/z fiation W,[ beiden Sesien /zacﬁ X //q[e;—/
fx (x ﬁ"") o{X +{7 (x L7c)<)) )

d.h. kirz 7 ——ﬁ— ]fa//s 7%#0
Fior Aas /f/ﬁaaéye d/est Aucd reecks haben Okonomen een 70@/5//@%
Nemen. Es [s¥

(<Y ) . L.
Rt!" =fj—f%—§r—)' die Grenziare der Substrtu oo Va/zj alurch X

Diese B\ﬂﬁnfﬁséﬂdw? Soll dewrch des 7/0(/76/2&’6 Ze/ér/a/é/ e vierH weress.

Baspiel: E5 ser y(K,L)=K2-L mit K, L >0 eme (obb~Dowglas Pro-
A éﬁbﬂ%ﬁméﬁaﬂ wd V(K L) =108 die & /e/'c/zzmy der /50%&4&/2—
fen (Wiveaulinie) zum Outpout 4108, A .4

Kz' L = //OC? <=> L = 4;5 10
Fiir die Grrenzrarte der Sibstvtiorn ]
von L fir K git¥: ) P

Ry, = LwCKiL) _ ZUL _ 2L ]
Lk = yLCK L) B K* A A

Dasus erhily man 2 .B. fror ' & o
P4%): Ru=F=3325 i}
Q(6,3): RLK:4 °3 2 4 6 . 10

R(8 %) Ruc&r=0424825



I
In allen Punkten F.6, R werden jewels 108 Ejpher'ter prode 2/t .

In P oA Wﬁ wa//éz/ wund viel Aberfsansarz venvendst, wn 408
Einhelten 2w produzieren Die Skigung &et oguantke i P st - &, ah
die GRS (Guenzrate der Substitusion) betrigt 5. Do Inkeiporese -
ion ISt nun so, Aass man niherangsweise durch tufeigung vorn
A Einhert /\0//7&/ in etwa & Ernherten Arbeitsensal? we/zyer auf -
wenden muss, tm das Niveaw des Ouppufs 24 halkers; £ Einhosten
Arbertseinsarz konnen durch 1Einie? Kff//‘n/ SctbSH /et e
Dagegen kann man (m Funtt & i etwa A Embert wd im Punkl K
nur &7 Einhenten dusch 1Einkect Kaprial Substirueren.

Beispie!:. Wir bestimmen dee Gienzrate der Skbotsdectson fir
pesy)= &(szf-g"g"‘ +2)

¥ x
R ExCayg) o TSy 2 4 X
gy L ey
2»&4—53“4«2—




15 Qpﬁm/eﬂmg mit Restaklrones

/n %aﬂ/;@/ 13 haben wir uns dams¥ bescéé;%jé Extrema. von Funktooner
21 bestimmen, d-b. &/orém/em/zf5p/pé/e/;;e ohne ﬂ/eée/zbea’/ﬁy wnger /
Restrktronen 2u [65en. In wielen Beonomischen 7oblemsiedivegeay misser
die Variablen aber geurnsse //eééﬂée%ﬁﬂ/yeﬂ/x%sh;éﬁﬁ/iﬂ/ ez;/é%%

Beispie!: Emn Verbrauchesr mochie /@775/2 X end y fhr 2w/ Geiiter So be-
Stimmen, dass Ay Wuteenfunkhon ucqy) maximal wid. Daves mauss
er selne 3&@’382‘565%/&’/%[(/9 pXrgyem beachrer.

Beispjel: Ein Unternehmen mochle sene Produkteonskoster i ener be-
SHMm fen Ze/'fés/ﬁmze mo’f//cksr‘ jé/?'/Zj halrers. 444/ tnal yen Voribe -
5%/«/373/7 MuUss aber ene /‘Z/'/m’es%/ﬂzmye /orm,%zzézf werer -

Do die Suche nach dem Flaximum einer Funkbon ,f é’fm'/d/e/y/ 2u des
Suche nach dem finimum yon =f 151 beschranken wnr uns haufg anf
dre Beﬁzzchm/zj von M/b/'mzémzfzjs/amb/emm.
Spezie werden wir Aas Seqenannte Laf/zz/yschz /’éuff;’a&kafﬁyeﬁ/meﬂ
Ll d ?mééms/ef&mg
min flqy)

50 dass g(x,g) =0

behardeln.



Zaj/anjex/zés [lu! ﬁp'//}éa/ﬁTVCr{&éfm
Wiy erlgikern 2un@chst anschalich an entem Bespie!, awf’ wekhern
éZée//efMjexz dreses Vez;éé/exz berahy.

Leispiel: LJir betrachlen das Froblem
min flayg) = x“+y?
S50 dass jfx;jﬁg + X 32 =0
zunachst an fand e/iner Giagpohik .
Dié Funktion § beschrelb? dlue grau Schartirte Flache im R>.
2ur Ke/dw%//'c/zwy S
e/"ﬂ{'?e Nveaeliniesn von
f schwase f/'ﬁezz/cém%.
Durch f[’(’ )= O orrd dez
N der X (lf Ebene e/'ﬂfe -
2e/chnele bleae Parabel
beschrieben. Shrconkt
man £ atf Arefenfrer
(x,4) ein) olee e Re -
Strktron e/;fé’//eﬂ, SO
erhiltman A aaf

Extrema mit Restriktionenen

der Flache i blaw /Lcryo/yeéaée/ze Kurve. lnas dieser Kurve sotes
nun lokale EFxtrema besbmm? weraler D lokalen Hinimne wndl das

lokale Maximum Sipd in der Graphik dewrtlich 2u erkeenner. Di
2ugerongen Niveawlinien sndl awf der Flécke wnd iz der Xy -
Ebene in (7/&3/1 bew. m%y[affesk//f

Man sieht, dass die blawe Kurve aw) der Fliche die rok bzew.
Wéne Wrveau/inie berihtt



_—3_

Wit betrachken dje Silwaton in der xy-Ebene noch ernmal gernauer
D Restrik ronskccrze
wnd dre 2ce den [oka~
len Extremal/stesern
jehé',«mdm L veme -
[inien  berzliren Sich
an don lokalen Exve—
ma/ste/ler. Andlero qus -
fedwl‘aéé haben Aiese
Mrvea/ner1 wnd e
Restritbronsturve an
den Extrenials telicy

Extrema mit Restriktionenen

/€ wells dieselbe S lz{fxﬁf
In Kaprte! TV ( {7/ Abschnitt Grenziate der Swbshietion) bhaber i
fe&eﬁeﬂ, e Mmarsl e S/e{'fzc/zjm Aer 7ple/? ﬁejwe/zeﬁ Wurves
Foqy)=c Mveaet/inien) und Ghay)=0C Restrrbtaon) berechnet
Dies ’fw/y/// aeef’ e é/e/'cﬁzzﬁj
_xoa) | gxxay)
Py Yy’ 3y 60 Y)
( 545{'74@7 Niveawl1nse) ( 5/&/(?44/9 Cesvrehfron!

b2w. andeso @w/fﬁsMée/Z

Px ay) f,g (Xzﬁ)

5x(x,3) N 9y &, y)
Diese Gleichhert kann man nun auch so beschrerbes, Aass Lir
em AelR Aie beden Q/K/Cééé/?je/?

Lxlxy) _ £y lxg) _
getsg) “t g5 %50 =7

b
fxfxlg)‘;)g,(&,gj) =0 wund é(x,fj)'?gﬁfx/y);a
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erfillt sein missen. 2usammen mit oler [lestriktion haber
Wl far unser Ze/;cp/}e/ e Ares &/e/'céﬂ/zjm:

D) belqy) =29, (xy)=2x=-2Ax =0 &2 x(1-7) =0

2) fyy)=A94 o y)=2y =4 =0 &2 4 =2y

3) g&(,g)-‘—gmz—% =
Wegen 1) x(4=2)=04> x =0V A=A unterscheiden wir gewer Fetle -
1 Fall: X=0

Einsefeen m 3) liefert .,,L%

Einseleen in 2) liefert = 3
2.fall: A=41

Einsefzen in 2) liefer! éﬂ_—g—_’

Einselzen i 3) //"e)&n‘ x=4 v x=—1
Die Funkle F,(0,2), B(1, &), B (-1 L) kommen also als Kandidatn fir
Extpernalstellen in F/aﬁe.
Es j/'/f P00, 2) = 3 istlokales Haximum, £(7, ?,1]=Vf[~//} Z)= 5 sind lo-
kale Hinima vor £ anter der f?f‘fbm“” festriktion.

Bevor wir die Flethode, die uns notwendige Zeaf/'/gmﬁe/? fi /okale Extena
ber Optimierungsproblemen mit Veoen beding ungen lrefert, 1 allgem ener
Form amjeéen, Schauen war Afe aégm Zed/@aﬂym noch emma! forma/
aus einem anderen Blickwinkel an.

2w dem Froblem aus wunserern Bagpiel definieren wir e Wifslank-
fion ( Aagmnje/m/eh'm) ourch

Lixyia) = finy) —73&,\7).

Dic Forderung, dass grad llxy;2)= O fibsf auf

Lx [x,g,ﬂ) = fx [x,y) - ??gx [x,ﬁ) =0

Lg[x,y,ﬁ) =fqlay)-294 tqy) =0

Lalyid)= g y) =0
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Dies sind genau dieselben (uleiChunger, dre wnir aus der 2undczsy an-
schawlichen Alyumem%/wﬂ hergelestet haten.

Mt Kt dler chxzmye)&mkﬁm lGsst Sich nun dee Z&ﬁwyesc/u Sl -
fiol1 kalormethade. sebr algemen formulleren

e e 2undchrt flir den Soeziellen fall elner Fankipa
mek z2we Vanablen mef emner /I/eéméed/'/zgag an.

lagrangesches /Zx/sé/‘a//)éﬂ/ﬁryerﬁﬁ ren
Es seien (g F2—> R siehy particl diffornziirbar Fankhioner h dos
Vanablen xund g (<, y*) ser ein nnerer Funkt von Ly 0 Oy Fer-ater
Guradienfen von g je//e : Wg(x’jg“’/#ﬁ’?
Eine notuwendsge Zedfhgmﬁ daflir, dass | an der Sle (< 4% eme
lokale Extemalsee (unler 5@/&6&9/8&9?%/7 AHer festrrbheor f(xf g% =0
besit2Y, st dass der Giradient der /af/a{f%/zméﬁé//

Llx g A) = e y) = A glx,y)
verschwindet. D.h. es muss ane reelle fah/ 71 (den sogenan/#on
LW ~[nplikater) exnrisen, so Aass

Ly(xy;A) =0
Ly(xy;A) =0
[’3 Cxlj/;)) =0

8emer,ézug ' Da gea’/'/é?uaﬁ L40qy7)=0 entSonchy @race dev Aeber: -
ézafmgwg 7% %m/émfs/omé/emg.



-6 —

Be/sp/e/ : Das Unlernehmen Zack- and-TFack hat yon der Backertss Knack -
und -Back enen /4%/:%1? wr //ersé//a/g von Keksschachteln erhalfen.
De oben o%{e/reﬂ Schachfeln sollen emn /—Zz%anfs /erméjexr von V=2048cn>
haben und. eme %admh'scée @mdf/a”(ﬂe ves/feen. Ansonsken ble/hr
die Wak€ der Abmess ungen dem Hersweller uberlasser.

T
h
\L V=oE l=2048 cim®

7z

Q

¢

Zack~ und-Fack mochte die Makrialkoskn zur /feryﬂé//mj der Shachteln
minimieren. éu [osen (st also das Froblem

min fla,h) = o’ +4ah

sodass a°h—-2048 =0

ax —

De Lajmﬂgeﬁmkhm (st

Llah;A)= {(a,h)*ﬁg(a,h) =a*+Yah -A(a*h-204&).
Du particllen Ablertungen sind -

Lolah; D)= 2a+th—-20ah=2(a+2h-Dak)

Lylah;2)=%a -2a*
L (a,hiA)=~(a*h-2048)

D /wyfweﬂd/?eﬁ Z:’ed//'zguﬂyeﬁ Jauten also
1) a+2h—Adah =0 '
2) Ya -Aa’ =0
3 ath=2048



Aus S)fo/jf 2unachst - a+ Oa ht0.

Division von 2) durch a0 liefer : 2)' Da =Y

Einsefeen von Aa=4 in 1) liefer : 1) a+2h-Uh=0 > a=2h
Cinseren von a=2h in 3) liefert: 3)' 44°=204¢ &> h*=¢
Mt A) und 2) ergibt Sich damus: a¥=46 | A=

Als finimalstelle kommt also nwr (a* 4*¥) = (46,8) mi¢ ™= ;’Z‘ VY
F/afe

Der 6/aa(/en/mnj/s* ylzw(g(ah =(lah, o ) und de(a L¥)=167(1,1)"
Da Bed/nﬁx/g Wf(a L* )4 0%t aleo er/a//%.

7—

Bei5/>/'e€ . Ein Verbraucher bestrmmy Sernen Nulzen mi't /Alﬁ emer (obb -
@azcj/as Funtlion Ulxy 2 )= XFx2 mit X, % 20.
Er un /‘c’r/u'ﬁr‘ der Zadgc/éﬁéhﬂiﬂ/cm,j X, + Xy = 10.
(a soll er X, und x, wih@n, dami¥ sen Nelzen Ulx,x;)maxmal wi? €
Das 2w jééaﬁfé 0/)’9”7/@/1(”\75//?5@”1 Coufet
max Ulxi, x;)= X% x
so dass g(xﬂxz): Xy Xp A0 = O
Zaj ranje‘fwz/chbﬂ :
L%y %, ; A) = xZ %, = A X+ Xp. - 40)
TarHelle A‘é/ez'ﬂmym aer Mg*f&nye[m/aﬁ'&n .
Ly, (XiXo i A)= 2hyxs = 7
Ly, (KaXo;A)= 3K x5~
La (% %y jA)= =244 4 =110)
LT erhaben somit die Z@d//ﬁanfm
1) I xy =7
2) =7
3) X+ %=410
LIir ksnnen in diesem Beipie€ ohne Enymku»y verausseries, dass x,



wnd x, von Mull verachuwidlen Sind, da Sonstder Aeelzen Mull wund
somit gicher nicht masimal Ist.
Gileichselzen von 1) und 2) f/’é{”m‘.'
LXex: = 3x2xy | 2x,% (40)
T) rp = 2%,
Einsefeen von %,= 5% in 3) Gefert: x+ Bx,= 104=> X= 4
Einsefeen von x, =4 in 1) &eP/M‘ Xy=6
Einsefeen von x,=Y) %= 6 in )bz 2) ufest: A =172&
Der Giradent yon g /st ;mdg (x, xz)=(1,1)7 = g()(,f*, x*) €0

Die einziqe migliche (Cokal ) Extremalitetle von £ unter dler Busler-

beschmankung ist somi¥ (x %)= (4 6).

Da oler Aurch Aue Qudge%beschrinéuﬂj bescmb bene Bewrch ane abge-

SchComone und beschrankle @_/Zme/rje des RE/t bat de&ﬁ‘ e

absolurkes flaxamam. Fir (4 6) wd alsoder Alulzeor unfer der

J’S’adje/éesc/m%’/z/rwg maximal pit WY 6)= ¥2 6% 3456,



