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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Elemente der Mengenlehre

1.1.1 Definition (Menge)

Als Menge bezeichnet man eine Gesamtheit unterschiedlicher Objekte, die Elemente genannt werden. Von
jedem Objekt steht fest, ob es zur Menge gehort (Element der Menge ist) oder nicht.

Eine Menge, die kein Element enthiilt, heifit leere Menge und wird mit dem Symbol { } (oder @) bezeichnet.

1.1.2 Beispiel
a) Menge der Zahlen 2, 3, 5, 7.

b) Menge der Telefonnummern in Wuppertal.
Schreibweisen:
e Mengen: grofle Buchstaben, z.B. A, B, ...
e Elemente: kleine Buchstaben, z.B. z, v, ...
e r € A: x ist Element von A
e r ¢ A: x ist nicht Element von A
Beschreibung von Mengen:
e Aufzihlende Form: z. B. {2,3,5,7} = M;

e Beschreibende Form: z. B. {z : z natiirliche Zahl, 1 <2 <7} = M,

1.1.3 Bemerkung
Kommen Elemente mehrfach vor, so éndert sich die Menge nicht, z. B. {,0.3} = {3} = {0.3}.
Eine Menge ist unabhingig von der Reihenfolge ihrer Elemente, z. B. {1,3} = {3,1}.

1.1.4 Definition (Teilmenge)
Eine Menge A heifit Teilmenge einer Menge B, wenn jedes Element von A auch Element von B ist.
In Zeichen A C B.

1.1.5 Beispiel
{3,7} C My, M;C M,

1.1.6 Definition
Zwei Mengen A und B heiflen gleich, wenn A C B und B C A. In Zeichen A = B.



Mengenoperationen, Rechnen mit Mengen

1.1.7 Definition (Durchschnitt)
Als Durchschnitt zweier Mengen A und B bezeichnet man die Menge aller Elemente, die zu A und zu B
gehoren, d. h.

ANB={zx:z € Aund z € B}.

Ist ANB ={ }, so heiflen A und B disjunkt.
1.1.8 Beispiel
Mit My = {2,4,7,8} gilt
MyNMs={2,7}.

1.1.9 Definition (Vereinigung)
Die Vereinigung zweier Mengen A und B ist die Menge aller Elemente, die zu A oder zu B gehoren, d. h.

AUB ={z:2 € Aoder z € B}.
Dabei ist zugelassen, dass ein Element aus A U B sowohl zu A als auch zu B gehort.
1.1.10 Beispiel
My UM; =1{2,3,4,5,7,8}

1.1.11 Definition (Komplement)
Seien A und C' Mengen mit A C C. Dann definieren wir das Komplement von A in C als

A={reB:x¢gA}.

1.1.12 Definition (Differenzmenge)
Seien A und B Mengen. Die Differenzmenge von B und A ist die Menge aller Elemente von B, die nicht zu
A gehoren, d. h.

B\A={ze€B:xz¢ A} =BnA.

1.1.13 Beispiel
Mi\Ms = {3,5}

1.1.14 Definition (Kreuzprodukt)
Seien A und B Mengen. Unter dem Kreuzprodukt von A und B versteht man die Menge aller moglichen
geordneten Paare (a,b), wobei die erste Komponente aus A und die zweite Komponente aus B ist, d. h.

Ax B={(a,b):a€ Abe B}.

1.1.15 Beispiel

{1,2} x{2,3} = {(1,2),(1,3),(2,2),(2,3)}

Veranschaulichung von Mengen durch Venn-Diagramme



AcCB ANB

1.1.16 Satz (Rechenregeln fiir Mengenoperationen)

AUB = BUA

ANB = BNA
uBUC) = (AUB)UC
NBNC) = (AnB)NC
uBnC) = (AUB)N(AUCQ)
N(BUC) = (ANB)U(ANCQC)
(AuB) = AnB
(ANB) AUB

1.2 Zahlenbereiche

1.2.1 Definition (Zahlenmengen)
a) Natiirliche Zahlen: N = {1, 27 3 } Ny ={0,1,2,3,...}
b) Ganze Zahlen: z =A.., -1,0,1,2,...}

c) Rationale Zahlen: Q = {m tm € Z,n e N}
n

= {z : = endliche oder periodische Dezimalzahl}
d) Reelle Zahlen: R = {z: z endliche oder unendliche Dezimalzahl}

1.2.2 Bemerkung
a) Falls x € Q, dann ist x durch eine endliche oder unendliche periodische Dezimalzahl darstellbar, z. B.

1 1 — 3
1= 0.25 = 0.090909...=0.09 3= 0.375

b) Unendliche, nicht periodische Dezimalzahlen heiflen irrationale Zahlen, z. B.

V2 =1.414213. .. T =3.141592. .. e = 2.71828...



1.2.3 Satz (Rechenregeln)
Seien z,¥, z € R. Dann gilt fiir die Addition

x4+ (y+z) = (z+y)+z (Assoziativgesetz)
r+y = y+a (Kommutativgesetz)
r+0 = =z (0 ist neutrales Element)
r+(—z) = 0 (—x ist inverses Element zu x)
Fiir die Multiplikation gilt
x-(y-z) = (z-y)-z (Assoziativgesetz)
Ty = y-x (Kommutativgesetz)
z-1 = =z (1 ist neutrales Element)
z-z7! = 1firz#0 (27! =1 ist inverses Element zu z)
Weiter gilt
x-(y+2) = x-y+ax-z (Distributivgesetz)
Rechnen mit Potenzen
1.2.4 Definition
Seien a € R und n € N. Dann ist
1
a“=a-a-a-...-a, a "=—
~—_— an

n-mal
Weiter wird vereinbart, dass a® = 1 sein soll.

Ordnungsrelation und Betrag
Fiir zwei Zahlen z,y € R schreiben wir

y, wenn z kleiner als y ist,
y, wenn z grofer als y ist,
y, wenn z kleiner oder gleich y ist,
y, wenn x grofler oder gleich y ist.

8 8 8 8
IVIA VA

Héufig treten in Ungleichungen Variablen auf, und es ist die Losungsmenge zu bestimmen. Dazu sollte man
die folgenden Regeln beherrschen.

1.2.5 Satz
Seien a, b, ¢, d € R. Dann gilt:
a<b <= a+c<b+c bzw. a<b <= a+c<b+c
Firc>0gilt: a<b <= ac<bc bzw. a<b < ac<bc
Firc<0gilt: a<b <= ac>bc bzw. a<b <= ac>bc
a<bb<c = a<ec bzw. a<bb<c — a<ec
Seien a > 0, b > 0 und n € N. Dann gilt:
1 1 1 1
a<b << —-—>- bzw. a<b <= -—>-
a b a b
a<b <= a"<b" bzw. a<b <<= a"<H"
a+b

Vab <




1.2.6 Beispiel
Behauptung: Fiir a > 0 gilt

1
Beweis: Setze b = —. Dann gilt:
a

) T
S
Lessss
Il

{zreR:
{zreR:
{z eR:
{reR:
{reR:
{zreR:
{zreR:
{zreR:

1=+Vab

1.2.7 Definition (Intervalle)
Seien a,b € R mit a < b.

a<z<b}
a<z<b}
a<xz<b}
a<x<b}
x> a}
x> a}
x < b}
x < b}

Py

A
|
)
+
=
|

abgeschlossenens Intervall von a bis b)

links abgeschlossenes, rechts offenes Intervall von a bis b)
links offenes, rechts abgeschlossenes Intervall von a bis b)
offenes Intervall von a bis b)

1.2.8 Beispiel

Wichtig bei der Darstellung ist die Kennzeichnung, ob die Randpunkte zum Intervall gehoren.

—|— " ] ] ] " —|—>
o i1 2 3 4 5 8
[1,5]
4 3 2 1 06 1 2 3
(_372)
- 1 7T [ [ [ —l—>
3 2 1 0 1 2 3 (—2.2)

Betrag reeller Zahlen

1.2.9 Definition (Betrag)
Sei € R. Dann ist der Betrag von x, in Zeichen |z|, definiert durch

o = {

Geometrisch ist |z| der Abstand von x zum Nullpunkt auf der reellen Zahlengeraden.

z fallsx >0
—x fallsx <0



1.2.10 Beispiel

2l =
|—75 = 75
U
7| = =

1.2.11 Satz (Eigenschaften des Betrages reeller Zahlen)
Seien z, y € R. Dann gilt:

[zl = 0
z| = @
[z]=0 < z=0
lzyl = =yl
Il = m, firy #0
y [yl
|l +y| < |z|+ |y| (Dreiecksungleichung)

vz = |z

1.3 Auflésen von Gleichungen und Ungleichungen

Lineare Gleichungen
FEine lineare Gleichung hat die Form
ar+b=0,

b
wobei a,b € R mit a # 0. Sie hat genau eine Losung x = ——.
a

Quadratische Gleichungen
Eine quadratische Gleichung hat die Form

ax2+bx+c:0,

b c
wobei a,b,c € R mit a # 0. Dividiert man diese Gleichung durch a und setzt p = — und ¢ = —, so erhilt
a a

man die dquivalente Gleichung
2% + px + ¢ = 0 (Normalform)

Diese kann mit Hilfe der pg-Formel gel6st werden

2
Bezeichnen wir mit D = (g) — q die sogenannte Diskriminante der quadratischen Gleichung, so gilt:

a) Ist D > 0, so hat die Gleichung die beiden reellen Lésungen
l‘lz—g—‘r\/ﬁ, $2:—§—\/5.
b) Ist D =0, so hat die Gleichung genau eine (doppelte) reelle Lésung

z=-2
2.



¢) Ist D < 0, so gibt es keine reelle Lsung.

Biquadratische Gleichungen
Eine biquadratische Gleichung hat die Form

azt + bz’ +¢=0,

wobei a,b, ¢ € R mit a # 0. Man erhilt nur dann reelle Lésungen, wenn die quadratische Gleichung at? +
bt 4+ ¢ = 0 reelle nichtnegative Losungen besitzt.

Zum Losen von Gleichungen oder Ungleichungen, in denen Betrige vorkommen, miissen diese in der
Regel aufgelost werden. Dazu ist stets auf exakte Fallunterscheidung zu achten!

1.3.1 Satz (Auflésen von Betrigen)
Sei ¢ € R. Dann gilt:

a) || <c <= —c<z<c
b) |z|<¢ <= —c¢<z<c
¢) || >¢c < =z < —coder xz>c

d) |z| >¢c < z< —c oder z>c¢

Beweis:
a)
|z] <¢ <= (z<0und —z<c)oder (z>0und z <c)
<— —c<x<0oder0<z<ec
— —c<zr<c
b) analog
c)
|z] >c¢ <= (x<0und —z >c)oder (x >0und z > c¢)
< (z<0und z < —c) oder (z >0 und z > ¢)
< zx>coderz < —c
d) analog

1.3.2 Beispiel (Auflosen von Betragsungleichungen)

Bzxr—1<2 & —-2<3z—1und3z—-1<2

1
=3 —ggxundmgl

1
€|—5,1
@ e |-31]

L = [—%,1]

[4z+3|>6 < 4x+3>6oderdz+3<—6

& x>§0derx<79
4 4

o e o2
BN



Alternativ kann man die Losungen auch mit Hilfe von Fallunterscheidungen ermitteln. Dies empfiehlt sich
insbesondere, wenn in einer Gleichung oder Ungleichung mehrere Betrige auftreten. Dies soll an folgendem
Beispiel dargestellt werden.

1.3.3 Beispiel
Gesucht sind alle reellen Losungen der Ungleichung

22 4+ 1] — |z — 3] < 2.

1. Fall: 2z +1 > 0 und = — 3 > 0. Dies ist dquivalent zu x > —% und z > 3, d.h.
x> 3.
Losen der Ungleichung fiir diesen Fall:
2z+1)—(x—3)<2

— xr+4<2

<— < -2
Da in diesem Fall aber nur > 3 betrachtet wird ist

Li={}

1
2. Fall: 2z +1 > 0 und x — 3 < 0. Dies ist dquivalent zu z > —3 und z < 3, d.h.

x € [—%,3).
Losen der Ungleichung fiir diesen Fall:
2r+1)+(x—3)<2
<— 3r—2<2

= <4
< =
-3

1
Da in diesem Fall aber nur z € [—5, 3) betrachtet wird ist

14

Lo = [—575]

1
3. Fall: 2z +1 < 0 und z — 3 > 0. Dies ist dquivalent zu =z < —5 und x > 3. Da dies fiir kein x € R

erfiillbar ist, ist

Ly={}

1
4. Fall: 2z +1 < 0 und = — 3 < 0. Dies ist dquivalent zu z < —3 und z < 3, d.h.

< 1
T < —=.
2

Losen der Ungleichung fiir diesen Fall:
—2z+1)+(x—-3)<2
<— —ax—4<2
— —6<=zx

1
Da in diesem Fall x < —3 betrachtet wird ist

1
L4 - [—6, _5)
Die Gesamtlosungsmenge ergibt sich nun durch Zusammenfassen der vier Fille, d.h. als Vereinigung der
Losungsmengen:
4

L=LiUlyUL3UL4 = [—6,5}



1.4 Prinzip der vollstindigen Induktion

Das Induktionsprinzip ist eine wichtige Methode zum Beweis von Formeln, die von natiirlichen Zahlen n
abhéngen. Das Prinzip lidsst sich folgendermaflien formulieren:

Ist eine Aussage (z. B. eine Formel) fiir eine natiirliche Zahl ny wahr, und folgt aus der Wahrheit der
Aussage fiir eine natiirliche Zahl n > ng die Wahrheit der Aussage fiir n + 1, dann ist die Aussage fiir alle
natiirlichen Zahlen n > ng giiltig. Der Beweis erfolgt somit in drei Schritten.

a) Induktionsanfang: Die Wahrheit der Aussage wird fiir n = ng gezeigt.
b) Induktionsannahme: Wir setzen voraus, dass die Aussage fiir n wahr ist.

¢) Induktionsschluss: Wir zeigen, dass aus der Induktionsannahme die Wahrheit der Aussage fiir n + 1
folgt.

1.4.1 Beispiel
Behauptung: Fiir alle n € N gilt die Formel

nn+1) '

14+243+...+n= 5

Beweis:
a) Induktionsanfang: n = 1. Es gilt
1-2

1=-—=
2

b) Induktionsannahme: Wir nehmen an, dass die Formel fiir n wahr ist, d. h.

nn+1)

1+2+3+...+n= 5

c¢) Induktionsschluss: Wir miissen zeigen, dass aus der Induktionsannahme folgt, dass

1 2
1+2+3+...+n+(n+1):w

gilt.
Mit der Induktionsannahme gilt
+1
14+2+43+...+n+n+1) = %Hnﬂ)
—n(nt1)

n(n+1)+2(n+1)
2
(n+1)(n+2)
2

Insgesamt gilt somit die Formel fiir alle n € N.

Zur Vereinfachung der Schreibweise fithren wir nun folgende Notation ein.

1.4.2 Bezeichnung (Summenzeichen)
Das Summenzeichen » wird verwendet, um Summen aus mehreren Termen, die regelmiifig aufgebaut sind,
in ibersichtlicher Form darzustellen.

n
a1+a2+a3+...+an:Zak
k=1



1.4.3 Beispiel

6
14+4+49+16+25+36 = » K’
k=1
14+3+45+7+9+...+2n+1) = > (2i+1)
=1
7
1 1 1 1
I _ 4 _ 4y _Z = —1)=
2 +4 + 7 . ( )j
=2

1.4.4 Satz (Geometrische Summe)
Sei g # 1. Dann gilt fiir alle n € Ny die geometrische Summenformel

1— qn+1
Y-
Beweis:
a) Induktionsanfang: n = 0. Es gilt
P£=1=1" «
1—gq

b) Induktionsannahme: Wir nehmen an, dass die Formel fiir n wahr ist, d. h.

qu _ l_qn—i-l

k=0 l=q

c¢) Induktionsschluss: Wir miissen zeigen, dass aus der Induktionsannahme folgt, dass

ntl L 1— g2
> dt = 1-q
k=0
gilt.
Mit der Induktionsannahme gilt
n+1 n
S = S
k=0 k=
1— qn+1 n+1
= 11— + q
_ 1— qn+1 + qn+1 _ qn-‘rQ
1—g¢
1 — qn+2
= T

Insgesamt gilt somit die Formel fiir alle n € Nj.

1.4.5 Beispiel
Der Gewinner eines Schachturniers soll folgendermafien belohnt werden. Auf das erste Feld des Schachbrettes
(64 Felder) soll ein Weizenkorn, auf das zweite zwei Weizenkérner, auf das dritte 22 auf das vierte 23 usw.

10



kommen. Wie viele Weizenkorner kommen auf diese Art und Weise zusammen? Es sind insgesamt

63
20 4ol 192 4 4963 _— Zz’“
k=0

147264
1—-2
= 18446744073709551615

1.4.6 Satz (Bernoulli-Ungleichung)
Sei x > —1. Dann gilt fiir alle n € N die sogenannte Bernoulli-Ungleichung

1+2)">14+nx
Beweis:

a) Induktionsanfang: n = 1. Es gilt
1+z>1+1-2

b) Induktionsannahme: Wir nehmen an, dass die Formel fiir n wahr ist, d. h.

1+2)">1+nx

¢) Induktionsschluss: Wir miissen zeigen, dass aus der Induktionsannahme folgt, dass
A+2)"" >1+n+ 1)

gilt.
Mit der Induktionsannahme gilt

L+ = (142)(1+a)

—— ——
>0 >1+nz

(1+2)(1 4+ nx)
1+ (n+ 1)z + na?
1+ (n+ Dz

Y

Insgesamt gilt somit die Formel fiir alle n € N.

Der binomische Lehrsatz

Weiteres Ziel ist es nun die bekannte binomische Formel (a+b)? = a? +2ab+b? zu verallgemeinern, d. h.
wir wiinschen eine allgemeine Formel fiir (a + )™ mit n € N beliebig. Dazu bendtigen wir zunéchst noch
einige Definitionen und Bezeichnungen.

1.4.7 Definition (Fakultit)
Sei n € Ng. Dann definiert man “n-Fakultdt” durch

n! =

1 firn=0
1-2-3-...-n firneN

1.4.8 Beispiel

3l = 1-2.3=6

41 = 1-2.3-4=24

5 = 1-2-3-4-5=120
6! = 1-2-3-4-5-6="720

11



1.4.9 Bemerkung
Die Fakutat 148t sich auch rekursiv definieren durch

o =1
(n+1)! = nl(n+DfirneNy

1.4.10 Definition (Binomialkoeffizienten)
Seien n, k € Ny, n > k. Dann definiert man die Binomialkoeffizienten “ n {iber k& ” durch

(Z) n(n — 1)(711 - 2)3 (: —k+1)

0 -

1.4.11 Satz (Eigenschaften Binomialkoeffizienten)
Die Binomialkoeffizienten besitzen die folgenden Eigenschaften.

a)
(Z) - k'(nn'k)' insbesondere (g) — <Z) 1

<Z) - <n ’ k)

n+1 _ n n n
k+1)  \k k+1
1.4.12 Bemerkung (Pascalsches Dreieck)
Die Binomialkoeffizienten lassen sich aus dem Pascalschen Dreieck ablesen. Dazu werden die Identitéiten a)

und ¢) aus Satz|1.4.11| benutzt.

Allgemeines Prinzip: Die dufleren Binomialkoeffizienten erhilt man aus a) in Satz [1.4.11] Mit c¢) ergibt
sich fiir die iibrigen Koeffizienten, dass sie sich als Summe der beiden links und rechts dariiber stehenden

Koeffizienten berechnen lassen.

N4+ S
(o) () ()
N+ N
(o) (2) (=) (s)
Dies ergibt mit Zahlenwerten:
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

12



Wir betrachten nun einige Potenzen von (a + b).

(a+0)?* = b*+2ba+ a?
(a+b)?® = b*+3b%a+ 3ba* + d®
(a+b)* = b+ 4b3a+ 6b%a® + 4ba® + a*

Man sieht, dass in diesen Beispielen die Koeffizienten mit den Zahlen in den entsprechenden Zeilen des
Pascalschen Dreiecks iibereinstimmen. Dies ist kein Zufall, wie der folgende Satz zeigt, in dem nun die
gewiinschte allgemeine Formel fiir die Berechnung von (a 4+ b)" angegeben wird.

1.4.13 Satz (Binomischer Lehrsatz)

Beweis:

a) Induktionsanfang: ng = 1. Es gilt
1
1
> <k>akb1—’f =a+b
k=0

b) Induktionsannahme: Wir nehmen an, dass die Formel fiir n wahr ist, d. h.

(a+b)" = En: (Z) akprk

k=0

¢) Induktionsschluss: Wir miissen zeigen, dass aus der Induktionsannahme folgt, dass

n+1
1
(a+0)"=>" (”Z )akb"“—k

k=0
gilt.
Mit der Induktionsannahme gilt

(a+b)" = (a+b)(at+b)"

= (a+b) Zn: (?) albn!

=0

_ Z( ) i Z+Z<Z> akpnti—k

=0

n+1 n n n
— kpn+1—k kin+1—k
= Z(k_1>ab + O(k)ab

k=1
R n kpn+1—k nt1
= +Z{( 1)+ k)}ab +b
=("¢")
n+1
_ Z A
k

k=0

Insgesamt gilt somit die Formel fiir alle n € N.
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Kapitel 2

Lineare Algebra, Teil 1

2.1 Determinanten und Cramersche Regel

Im Zusammenhang mit der Losbarkeit linearer Gleichungssysteme spielt die mathematische Grofle Determi-
nante eine zentrale Rolle. Wir betrachten zunéchst ein lineares Gleichungssystem mit zwei Gleichungen fiir
die beiden Unbekannten z; und z5. Geometrisch sind dies zwei Geraden im R?. Sei also

gegeben:
(1) an1z1 + ar2z2 = by
(2) a21@1 + agewe = bo

Wir suchen nun Wertepaare (x1, x2), die beide Gleichungen erfiillen, d.h. geometrisch gemeinsame Punkte
der beiden Geraden.
Dafiir gibt es drei verschiedene Mdglichkeiten:

a) Es gibt eine eindeutig bestimmte Losung.
(geometrisch: Die Geraden schneiden sich in genau einem Punkt.)

b) Es gibt unendlich viele Losungen.
(geometrisch: Die Geraden sind gleich.)

c¢) Es gibt keine Losung.
(geometrisch: Die Geraden sind parallel.)

Rechnerische Losung: Es wird vorausgesetzt, dass alle Koeflizienten ungleich Null sind.

(1) c a2 (2201171 + G22012T2 = a22b;
(2) - (—ai12) :—a12a2171 — a12a2222 =  —ai2by
(1) (a11a22 —aizaz)r1=b1azs — baaiz
(1) : (—azl) 1—0210117T1— A21A12T2 = —a21b1
(2) sain - 1102171 + G11022T2 = a11by
(H) (a11a22 —012021)$22011b2 —az1b

2.1.1 Bemerkung
a) (I) und (II) sind Bestimmungsgleichungen fiir 1 und x2. Man kann nachrechnen, dass (I) und (II)
auch giiltig sind, wenn Koeffizienten Null sind.

b) Der Wert D = aq1a92 — a12a21 bestimmt (determiniert) die Losungsméglichkeit von 1) und 2). Genauer
gilt:
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i) Ist D = aj1a22—ajza21 # 0, so hat das lineare Gleichungssystem die eindeutig bestimmte Lésung

_aby —aizbs _airbs —az1bh
rH=—" o= —""
11022 — 12021 a110a22 — A12021
11) Ist D = a11a22 — 12021 = 0 und @22b1 — a12b2 =0 und a11b2 — a21b1 =0 , SO hat das lineare
Gleichungssystem unendlich viele Losungen.
iii) Ist D = aj1a22 — aj2a2; = 0 und  (ag2by — a12by # 0 oder a11by — az1b; # 0) , so hat das lineare
Gleichungssystem keine Losung.

2.1.2 Bezeichnung (Determinante)

ailr  a12
= 11022 — 412021
a1  G22
Nt
heifit Determinante zweiter Ordnung.
Ebenso:
by a2 air by
Dzl = b = b1azy — baai2 und DIQ = b = a11by — az1by
2 (22 a21 2

2.1.3 Bemerkung
D,, und D,, erhélt man aus D, indem man die 1. bzw. 2. Spalte durch die rechte Seite des Gleichungssystems
(1) und (2) ersetzt. Damit gilt:

(I)D-zy = D,
(IND -z, = D,,
und (vgl. Bemerkung [2.1.1])
D, D,
a) D # 0. Dann ist 1 = Dl o D2 , also

{(55)

d. h. die Geraden schneiden sich in genau einem Punkt.
b) D=0 und D, =0 und D,, = 0. Dann wird aus I) und II) 0 = 0, also
L = {(z1,22) : a1171 + arpwa = b1},
d. h. die Geraden sind gleich; alle Punkte der Geraden sind Losungen.
¢) D=0 und (D, # 0 oder D,, # 0). Dann ist I) oder II') nicht erfiillbar, also:
L={ 1},
d. h. die Geraden sind parallel.

2.1.4 Beispiel

2
201 —3x9 = 3 ( < r9=-1+4 31‘1)
L + 2| = 2 L
—T1 4z = Ty =2—-x
3 1 2 2 3 1
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2.1.5 Bemerkung
Die oben hergeleitete Losungsmethode heifit CRAMERSCHE Regel

Im folgenden soll die CRAMERsche Regel auch fiir die Losung grofierer quadratischer Gleichungssysteme
hergeleitet werden. Dazu werden die notwendigen Begriffe auf lineare Gleichungssysteme mit n Gleichungen
und n Unbekannten, n € N, verallgemeinert, d. h. wir betrachten

(D) a1z + aroze + -+ + a1pxp + -+ + a1n®yp = b1
(2) ag11 + agexo + -+ + G2y + -+ + A2y = bo

. *
(1) a1 + apx2 + -+ + aixTi + 00+ AinTn = by ( )
(N)an1 1 + Gpa®a + - + ApgTr + - + AppTp = by

In der i-ten Gleichung gehort zur Unbekannten zj, der Koeffizient a;g.
Analog zu der oben angegebenen Methode werden die Koeffizienten des Gleichungssystems in einem qua-
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dratischem Schema, der Determinante n-ter Ordnung zusammengefafit.

a1 a2 -+ Al o Qip

a21 QA22 -+ A2kt A2p
D =

Qi1 Q2 Qi Qg

an1 an2 o Qpk o Qpn

a;x, steht im Kreuzungspunkt der i-ten Zeile und der k-ten Spalte.
Entsprechend erhilt man wieder durch Ersetzen der k-ten Spalte durch die rechte Seite des Gleichungssy-
stems.

aip o A1,k—1 b a1,k4+1 - Qln

D az1 - G2k—1 by Aop41 o0 Gop
T — .

an1  *°° Qnk—1 bn Qnk+1  °°* Qnpn

Wie man solche Determinanten n-ter Ordnung allgemein berechnet, wird weiter unten behandelt. Zunéchst
gilt:

2.1.6 Satz (Cramersche Regel)
a) Ist D # 0, so ist

DCEl DIQ Dl’n
DD D
die eindeutig bestimmte Losung des Gleichungssystems (k).

b) Ist D =0 und mindestens ein D,, # 0, so gibt es keine Losung.

¢) Ist D =0 und alle D,, = 0, dann gibt es unendlich viele Loésungen (z.B. Schnittgerade, Schnittebene;
genaueres spiter).

Um die Cramersche Regel konkret nutzen zu kénnen, muss man nun wissen, wie man allgemein Determi-
nanten n-ter Ordnung berechnet.

2.1.7 Definition

Streicht man die i-te Zeile und die k-te Spalte einer Determinante n-ter Ordnung, so erhilt man eine
Unterdeterminante D;; von (n — 1)-ter Ordnung. Multiplikation mit dem Vorzeichenfaktor (—1)*** liefert
A = (—1)”’“Dik. A;i heifit algebraisches Komplement des Elementes a;.

2.1.8 Beispiel

1
3 7 9
D=|-1 3 15
9 _1 1
2
3 15
A = (-1)2 L
2
1
— 7
Agy = (—1)°| 3
-2 -1

17



7 9 5 3

-2 1 -1 4

D=1 1 9 3 4
9 -8 7 —6

9 5 3
Ap=(-1°]1 -1 4
2 3 4

2.1.9 Bemerkung
Der Vorzeichenfaktor (—1)"** von A, lisst sich dem folgenden ”Schachbrettmuster” entnehmen.

+ o+
S+
+ 0+

Die Berechnung von Determinanten n-ter Ordnung erfolgt durch Zuriickfithrung auf die Berechnung von
Determinanten zweiter oder dritter Ordnung.

2.1.10 Satz (Entwicklungssatz von Laplace)
a) Entwicklung nach der i-ten Zeile: Fiir jeden festen Zeilenindex i € {1,...,n} gilt

D =Y aiAi
k=1
b) Entwicklung nach der k-ten Spalte: Fiir jeden festen Spaltenindex k € {1,...,n} gilt
n
D= auAi
i=1

2.1.11 Beispiel
a)

1 2 1
D= 2 1 =2
-1 3 1
i) Entwicklung nach der 3-ten Zeile
2 1 1 1 1 2
b= _1"1 —2‘ 3"2 —Q‘H"z 1‘
—(—4—1)=3(-2-2)+ (1-4)
= 5+12-3
14
ii) Entwicklung nach der 2-ten Spalte
2 =2 11 1 1
D = 2"—1 1‘*1"—1 1‘3"2 —2‘
= —202-2)+1(1+1)-3(-2-2)
= 2+12
= 14

18



1 -1 0 O
2 31 -3
D= 4 -2 1 -1
1 0 2 -2
Entwicklung nach der 1-ten Zeile
3 1 =3 2 1 -3
D = -2 1 —-1]+1-]4 1 -1
0 2 -2 1 2 -2

Entw. n. 1.Spalte Entw. n. 1.Zeile
1 -1 1 -3 1 -1 4 -1 4 1
ola Sleln SP L Sl Sl
= 3(-242)+2(-2+6)+2(—2+2)—1(-8+1)—3(8-1)
= —6

Mit Hilfe des Entwicklungssatzes von LAPLACE lésst sich ein einfaches Rechenschema nachweisen, dass
aber nur fiir Determinanten dritter Ordnung gilt.

2.1.12 Satz (Regel von Sarrus)
Fiir Determinanten dritter Ordnung gilt folgendes spezielle Rechenschema.
ST ST
a1 a2 a1z | ai a12
G21 Q22 Q23| G21 a22
az1 a3z Az | asi a3z
NeF Nt Nt

= (11022033 + A120230a31 + 413021032 — A31022013 — 432023011 — 33021012

2.1.13 Beispiel

1 2 1 1 2
2 1 =2 2 1
-1 3 1] -1 3

—14+4+6+1+6—-4=14

Durch geschicktes Anwenden der folgenden Rechenregeln lisst sich der Aufwand zur Berechnung von Deter-
minanten oft erheblich vereinfachen.

2.1.14 Satz (Rechenregeln fiir Determinanten)
a) Schreibt man in einer Determinante die Zeilen als Spalten auf, so bleibt der Wert gleich.

b) Vertauscht man in einer Determinante zwei Zeilen (Spalten) miteinander, so &ndert sich das Vorzeichen.

¢) Eine Determinante wird mit einer reellen Zahl multipliziert, indem alle Elemente entweder einer Zeile
oder einer Spalte mit dieser Zahl multipliziert werden.

d) Addition eines Vielfachen einer Zeile (Spalte) zu einer anderen Zeile (Spalte) ldsst den Wert der De-
terminante unverandert.

e) Sind alle Elemente einer Zeile (Spalte) Null, so hat die Determinante den Wert Null.

f) Sind zwei Zeilen (Spalten) zueinander proportional (oder gleich), dann ist die Determinante Null.
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g) Hat die Determinante Dreiecksgestalt, d. h.

ail a2 Gp ap 0 -0
O a22 e agn bZW as1 a99 0 :
: 0 . : : i . 0 ’
0 -+ 0 apn p1 Qn2  *+  Gnn
so ist ihr Wert gleich dem Produkt der Diagonalelemente, d. h. ai1 - as2 - ... apn-
2.1.15 Beispiel
a)
1 2 3 1 4 7
4 5 6|=12 5 8
7 8 9 3 6 9
b)
1 2 7 1 7 2 0 3 1
1 4 1|=—-|11 4|=]11 4
01 3 0 3 1 1 7 2
c)
1 2 3 1 1 3
2 4 -5 |=2-12 2 =5
1 6 -1 1 3 -1
1 33 9 11 3
3 2 2 —5|=12 2 -5
1 3 -1 1 3 -1
d)
1 2 7 . 1 0 7
1 2 3 o 1 0 3
3 _1 9 ((-2)—faches 1. Spalte zu 2. Spalte) 3 _7 9
e)
1 0 1
2 0 1|=0
3 0 1
f)
1 1 2
2 1 =0
3 1 6
1 1
1 = =
2 4
1 7 10 |=0
2 1 1
2
g)
1 e s
0 2 101000 | —=1.2.3=6
0 0 3
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2.1.16 Beispiel
Berechne
‘ 1050 550

|21 11
168 88

8-21 §-11 ‘:O

2.2 Vektoren

2.2.1 Grundlegende Definitionen

Physikalische Grofien wie Temperatur und Dichte lassen sich durch die Angabe einer skalaren Grofle (Zahl)
beschreiben.

Andere Groflen wie Kraft und Geschwindigkeit erfordern zusiitzlich die Angabe einer Richtung. (An-
schaulich: Pfeil mit bestimmter Linge und Richtung.)

Pfeile mit gleicher Lénge und gleicher Richtung werden zu einer Menge von Pfeilen zusammengefasst.

2.2.1 Definition
Ein Vektor besteht aus allen Pfeilen mit gleicher Léinge und gleicher Richtung. Jeder Pfeil eines Vektors heifit
Reprisentant des Vektors.

Schreibweise: B
a b, é..., PO, PR,...
P, Q2 Ry
P Q1 Ry
PP Q1Q2 R Ry

PPy, Q1Q2, R1 Ry sind Reprisentanten desselben Vektors.
Die Punkte P;, @1, Ry heiflen Angriffspunkte, die Punkte Ps, Q2, Ro heiflen Zielpunkte des Vektors.

2.2.2 Bemerkung
a) Ein Vektor wird durch jeden seiner Repriisentanten eindeutig bestimmt.
Zur Vereinfachung bezeichnen wir auch einzelne Reprisentanten mit Vektoren statt mit ” Représentant
des Vektors”.

b) Zwei Vektoren sind gleich, wenn sie die gleichen Pfeile enthalten.

¢) Anschaulich entsprechen Vektoren Verschiebungen.

2.2.3 Definition (Nullvektor)
Der Nullvektor 0 ist derjenige Vektor, dessen Elemente Linge Null haben. (Anschaulich: keine Verschiebung)

2.2.2 Vektoren im rechtwinkligen Koordinatensystem

Vektoren lassen sich mit Hilfe rechtwinkliger Koordinatensysteme veranschaulichen. Im R? verwendet man
das Koordinatensystem mit Achsen 1, 3, die senkrecht aufeinander stehen. Im R3 benutzt man sogenannte
rechtshéndige Systeme, d.h. die Koordinatenachsen x1, x5, 3 werden in der gleichen Reihenfolge gewéhlt
wie Daumen, Zeige- und Mittelfinger der rechten Hand.

2.2.4 Definition (Ortsvektoren)

Pfeile mit Angriffspunkt im Nullpunkt heiflen Ortsvektoren. (Dadurch wird ein bestimmter Reprisentant
des Vektors festgelegt.) Die Festlegung eines Vektors geschieht daher durch die Angabe der Koordinaten des
Zielpunktes des Ortsvektors.
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2.2.5 Definition (Betrag eines Vektors)
Unter dem Betrag eines Vektors versteht man die Lénge seiner Pfeile, d.h. den Abstand des Zielpunktes des
Ortsvektors zum Ursprung.

2.2.6 Bemerkung
a) Im R2: Der Ortsvektor ist festgelegt durch Angabe des Zielpunktes.

- a1
a =
a2

Jeder Pfeil kann durch Verschiebung des Angriffspunktes in den Nullpunkt so dargestellt werden.
Mit dem Satz von Pythagoras erhiilt man fiir den Betrag (die Léinge) des Vektors:

|@]> = a? + a2 = || = \/a? + a3

X, A
/'\ OIH
\2 !
§9O ‘Oa,
D H
oo oo >
al 1

b) Im R3: Der Ortsvektor ist festgelegt durch Angabe des Zielpunktes.

a1
a= a9
as

Fiir den Betrag (die Linge) des Vektors gilt:
jal = \/ai + a3 + a3,

d* = a? 4 a3 und |@)* = d* + a3

= |d| = \/a? + a2 + a3

denn mit Pythagoras gilt:

¢) Im R™:
ai
a2
a= |d’\:\/a%+a§+...+a%:
an
2.2.7 Beispiel
2
i—| -1 @ =vIT1+9=V1d
3
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2.2.3 Rechenoperationen

a) Addition/Subtraktion von Vektoren @ und b
Geometrisch:

X, A
0 ay+by
U
b,
‘0
O
a2 -
a T T >
a  ath X
b,
X, A
>
0 X,
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Rechnerisch:

al bl ay + bl
o az b2 az + by
a+b = + = .
an by, an + by,
ai by a; — by
- as ba as — by
a-—-b = — =
an by, a, — by,
2.2.8 Beispiel
Fiir
1 —4
a=| -2 und b = 5
0 3
gilt:
1—-4 -3
a+b = —245 | = 3
0+3 3
144 )
a-—-b = -2-5 | = -7
0-3 -3
Rechenregeln:
i) Kommutativgesetz:
d+b=0b+a
ii) Neutrales Element:
a+0=a
iii) Inverses Element: (zu —d s.u.)
i+ (—ad)=0

iv) Assoziativgesetz:
a+ (5+6) = (d’+5) +é
v) Dreiecksungleichung;:
|d +b| < |af + (0]

b) Multiplikation mit einem Skalar: p-d, d-p,p € R
die Richtung von @, falls p > 0

Die Lénge von p-@ bzw a@-p betréigt |p|-|@|, Richtung von p-a@ bzw @-p ist { entgegengesetzt zu 4, falls p < 0

Geometrisch:
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5//

a
Rechnerisch:
ay p-aq
. az p-as
p-a = p =
an P ay
a1 ay-p
. a2 az - p
a,~p = p:
ap Qn - P
A
3
2
14
T T T g
-4 -3 -2 -1 1 2
_.1_
-2
_3_
_4_
_5_
—6-

2.2.9 Beispiel

Fiir
. 2
a =
3
gilt:
1, 1 . -2 . —4
a4 = , —a= ,  —20 = .
7 () = (5) 2= ()
Rechenregeln:
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i) Kommutativgesetz:
ii) Assoziativgesetz:

iii) Distributivgesetze:

(p+q)-@ = p-dtq-
p-(&'—&-g) = p-d+p-

Sl

2.2.10 Definition (Einheitsvektor)
Ein Vektor, dessen Betrag (Léinge) gleich 1 ist, heifit Einheitsvektor.

2.2.11 Bemerkung
Ist @ # 0, so erhilt man den Einheitsvektor in Richtung von @ durch:

1
denn: @ hat die Richtung von @, da —- > 0. Fiir den Betrag gilt

|d

ay
al

an

an
al

2.2.12 Beispiel
Fiir

gilt:
1 -1

Ql=vV1+44+9=vV14und @ = —-| -2
|al 7 ;

2.2.13 Bezeichnung (Kartesische Basisvektoren)
Die Einheitsvektoren in Richtung der Koordinatenachsen heiflen kartesische Basisvektoren.

Im R2:
L (1 . (0
€1 = 0 5 €2 = 1
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Im R3:

oL
Il
[en it
DL
Il
—_
S
Il
o o

7

Im R™: Beim i-ten Einheitsvektor ist die i-te Komponente 1, alle anderen sind 0.

1 0 0

0 1 0

€ = 0 ) €y = 0 ) ) En =
: 0

0 0 1

2.2.14 Satz (Basisdarstellung)
Jeder Vektor @ € R"™ lasst sich als Linearkombination der kartesischen Basisvektoren darstellen.

n
ad=a1€1 + a2y + ... +apé, = E ap€l-
k=1

Beweis:
al 1 0 0
1
an 0 O .
a= = ay + as +...4+ay-
an 0 0 1
2.2.15 Beispiel
1.5
a = —-0.5 =15-¢,—05-€,+2-¢3
2
4
-1
b = 0 =4.-e1—1-é,+3-e4,+2 €5
3
2

¢) Inneres Produkt (Skalarprodukt): < @,b >
Wir betrachten zunéchst die Darstellung der Koordinaten als senkrechte Projektion auf die Achsen.
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Da im rechtwinkligen Dreieck bekanntlich cos ¢ das Verhiiltnis von Ankathete zu Hypothenuse angibt,
gilt im R?%:

Im R? ist zusétzlich noch :

=|d| - cos < (€3, a)

Allgemeiner definieren wir nun das innere Produkt (Skalarprodukt) zweier Vektoren.

2.2.16 Definition (Inneres Produkt, Skalarprodukt) _
Das innere Produkt (Skalarprodukt) zweier Vektoren @ und b ist definiert durch

< d,b>=|d|-|b| - cos ¥ (@,b),
wobei als Winkel < (@, b) zwischen den Vektoren @ und b immer der kleinste genommen wird.

Fiir den Nullvektor legt man fest, dass dieser immer senkrecht zu jedem beliebigen anderen Vektor
sein soll, d.h. cos < (@, 0) = 0.

2.2.17 Bemerkung
i) Achtung: Das innere Produkt zweier Vektoren ist eine reelle Zahl!

i) Ist b einer der Einheitsvektoren, so ergeben sich die oben genannten Darstellungen der Koordina-

ten.
Geometrisch: .
. <a,b> -
ay=—=—"b
[b]?
ist die senkrechte Projektion von @ auf I; denn es gilt:
dy
cos 4 (@, dy) = | || und < @,b >=|al - |b| - cos I (@, ay)
a
L .. <db>
= |dz| = |d| - cos 4 (@, E)ZT

ED:<6,5>.~

—t C_i = =
0]

| —

7l

S
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Entsprechend ist

<a,b>
|a?

S
1
I

die senkrechte Projektion von b auf a.

O(a,b)

e o e )
| B|kos (a, b)

i) Seien @ = 3 30° betragt, d.h. cos30° =

2.2.18 Beispiel
( V3 > und b = ( V3 ), wobei der Winkel < (a,b)

1
5\/?: Es gilt:

<@b>=1d-|b|cos 3 (@0) =2-v12- ? —6.
ii) Seien
3 3
5 o 2
a= 2 und b = 1 |-
3 _
2

-,

1
wobei der Winkel < (@, b) = 45° betrégt, d.h. cos45° = 5\/5 Es gilt:
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Die Projektion von a auf b ist

a

! 7 3 -
= || -8 = || - cos45° - B = TVIOP",

S

die Projektion von b auf @

Bi = (5] - @ = |5 - cos 45° - @ = %VSaO.
A
3_ Y\
2]
14 e )
o §J &
| bj[os( &, b) ?O @Q
én (@9{\((\05‘\%‘@ >
= o g

Rechenregeln:

i) Kommutativgesetz:
ii) Fiir alle p € R gilt:

iii) Distributivgesetz:

[

Vv
+
N
!
Qﬁl
\Y

<d+bc>=<a,c
iv) Orthogonalitétstest (da cos 90° = 0):
<@b>=0 < alb
v) Zusammenhang zwischen Betrag und innerem Produkt (da cos0° = 1):
il = V<d.a>

vi) Cauchy-Schwarzsche Ungleichung;:

denn:

IA
Sl
=



Im folgenden leiten wir eine andere Berechnungsmoglichkeit fiir das innere Produkt her.

Da cos90° = 0 und cos 0° = 1 ist, gilt fiir die kartesischen Einheitsvektoren im R?

<€1,€2> = ‘€1|"€2|'COSQOO:0
<€1,€1> = ‘€1|"€1|'COSOOZI
< €9,80 > = ‘€2|"€2|'COSOO:1

und allgemein im R”
& o 1 ,fallsi=j
Chf 7TV 0, fallsi £

Damit ergibt sich fiir das innere Produkt zweier Vektoren im R?

<d,b> = <ai€]+ asés,bié + baey >
= ai1by < éq,e] >+arby < €1, €x > +ashy < €3,€1 > t+aghy < €y, €5 >
— — —— ——

=1 =0 =0 =1
= a1by + agbs

Analog gilt allgemein im R™:

n
< &',5>: airby + asby ...+ apb, = Zaibi
=1

2.2.19 Beispiel

Seien
0 1
a= 1 und b = 2
1 b3

Bestimme b3, so dass @ L b.

= <d,b>=0 <= 2+b3=0 < b3 =-2

)

QLA
S oy

a
L

2.2.20 Beispiel

(al) 1 ( a2 ) denn: ajas —aga; =0

a2 —a

(al) 1 (—a2> denn: —ajas +asa; =0
ag aq

Vektorielles (suBeres) Produkt im R3: @ x b

Achtung: Diese Rechenoperation ist nur im R? definiert!

2.2.21 Wiederholung
Drei Vektoren @, b, ¢ € R? bilden in der angegebenen Reihenfolge ein rechtshéindiges System, wenn
man sie in dieser Reihenfolge Daumen, Zeige- und Mittelfinger der rechten Hand zuordnen kann.

2.2.22 Beispiel
Die Vektoren €7, €3, €3 bilden ein rechtshindiges System.

Wir geben zunéchst an, durch welche Festlegung @ x b definiert ist. Eine konkrete Rechenvorschrift
leiten wir dann anschlieflend her.
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i) Fﬁrd’;«éﬁ, 57&6und d’;éc-g, c € Rist @ x b definiert durch:
nd (@xb) Lb

ilden ein rechtshéindiges System

= |@| - |b] - sin < (@,b) (kleineren Winkel nehmen)

oderl_;:(joderc_i:oacGRistEixgdeﬁniertalsixgzﬁ.

g

2.2.23 Bemerkung
Achtung: d x b ist ein Vektor!

Geometrische Interpretation:

zu i. Der Vektor @ x b steht senkrecht auf der durch @ und b aufgespannten Ebene.

zu ii. Diese Eigenschaft gibt an, welche der beiden mdglichen senkrechten Richtungen aus i. fiir @ x b
genommen wird.

zu iii. Der Betrag (die Léinge) von @ x b ist gleich dem Flicheninhalt des von @ und b aufgespannten
Parallelogramms.

g,zsmq(a,z?) — |@xb|=|d-h=]|al-|b| sind(a@b)
a
B ! B
'h
0(&,b) B
a
——
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2.2.24 Beispiel
€1 X €5 = €3,
denn:

i)

é3 L el und €3 L é5

ii) €7, €3, €3 bilden ein rechtshindiges System.

iii)
lé1] - €3] -sin< (€1,€3) =sin90° =1 = |é3]
~——
=1 =1 =90°
Ebenso:
€3 X €3 = €1 und €3 X €1 = €3
Rechenregeln:

i) Achtung: Das Kommutativgesetz gilt nicht! Das vektorielle Produkt ist antikommutativ:

b=—(bxa)
ii) Distributivgesetze:
ix(b+¢) = axb+axc
(@+D)xC = AxC+bx¢

iii) Fir c € R gilt:
c-(@xb)y=(c-axb=ax(b-c)

iv) Achtung: Das Assoziativgesetz gilt nicht!
v) Berechnung des vektoriellen Produktes:

ixb = (a1€1 + a2y + az€s) X (b1€1 + baés + b3és)

= (albl) (é& X 51) +(a1b2) (51 X 52) +((11b3) (51 X gg)
———

=0 =& = 7(53 X 51)
e —€2
+(a2b1) (é'g X 51) —l—(a2b2) (52 X é'g) +(a2b3) (52 X 53)
——
—(51 X 52) =0 =c
= —83
+(Cl3b1) (53 X 51) +(a3b2) (53 X 52) +(a3b3) (53 X 53)
—eq =0
= (agbs — a3b2 1+ (agbr — a1b3)€2 + (a1ba — azby)és
a2b3 - a3b2
= CL3b1 — a1b3
albg — CLle

vi) Mit der Regel von Sarrus bestétigt man leicht die folgende Berechnungsvorschrift:

€1 € €3
axb= ay a2 ag
b1 by b3



2.2.25 Beispiel

Fiir
1 - 2
a=1| 0 und b = 5
4 -1
gilt:
= €1 €3 €3
axb = 1 0 4
2 5 -1
= é)2'8+_'3 5—20'€1+62
0 0 20 0 -20
= 8 |1+ 0 |- 0 +1 1 ]= 9
0 5 0 0 5
axb B 1 —30
|@ x b V400 + 81 + 25 5
-20
1
= _— 9
506 5
2.2.26 Bemerkung
Fiir @ x b # 0 stehen
axb axb bxa
— und — = = =
|d@ x bl |@x bl |a@xb]

senkrecht auf der durch @ und b aufgespannten Ebene und haben den Betrag 1. Es sind die sogenannten
Normaleneinheitsvektoren der Ebene.

Spatprodukt [a, l;, a:

Das Spatprodukt ist zusammengesetzt aus dem inneren und und dem &ufleren Produkt:
[@,b,d =< axbé>

Es gilt die einfache Rechenregel:

a2b3 — a3b2 C1
- P s.0.
<axbc> = < asby — aqbs , Cc2 >
arby — azby C3

agbzcy — azbacy + azbicy — arbzca + arbacs — agbics

ay az ag
= b1 ba b3

C1 Co C3
2.2.27 Bemerkung

i) Achtung: Das Spatprodukt [d, b, @) ist eine relle Zahl (Skalar)!

il) Geometrisch ist |[d, b, )| das Volumen des von den Vektoren @, b und & aufgespannten Spats.
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=V = A-h
= ||@xb|-|ccos (@ xb,&)
= ‘<a><5,8>
= |la,b,d|
2.2.28 Beispiel
Fiir
2 . 0 1
a=1 0 |,b=1| 4 und ¢=| 2.5
0 0 4
ergibt sich:
. €1 €3 €3 0
axb = 2 0 0|=1|20
0 4 0 8
0 1
Vo= |<| 0], 2,6 | > =32
8 4
bzw.
2 0 0
0 4 0|=32,d h V=32
1 25 4

2.2.4 Lineare Abhingigkeit von Vektoren

2.2.29 Beispiel .
a) Jeder Vektor ldsst sich mit Hilfe von @ und b ausdriicken

¢=sd+th

b) nicht durch @ und b beschreibbar.
@ und b sind linear abhéngig.

Es gibt kein s,t € R, so dass ¢ = sd + th.

35



c

2.2.30 Definition (Lineare Unabhingigkeit)
Gegeben seien die Vektoren dy, ds, . . ., dg.

a) Jeder Vektor b, der sich als
k
b=c1dy + codo + ...+ cpdy = chaj
j=1

mit Koeffizienten ¢; € R, j = 1,2,...,k, schreiben lésst, heifit Linearkombination der Vektoren
61,6/’2,...76k.

b) Ist die Gleichung
101 + oo + ...+ cpdr =0

nur fiir c; = ¢ = ... = ¢ = 0 (triviale Losung) losbar, so heiflen di,ds,...,d; linear unabhdingig,
sonst linear abhdngig.

2.2.31 Beispiel
a) Die kartesischen Basisvektoren sind linear unabhiingig, z.B. sind im R3

1 0 0
er=1 0 |,&a=| 1 ],e&5=10
0 0 1
linear unabhéngig, denn
C1 0 Cc1 = 0
C1€1 + o€y + 363 = 0 <— C2 = 0 <~ Co =

s}
o
w
e}

C3

(Es ist keine andere Losung moglich!)
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4 -
b) @ = (6) und b = (69> sind linear abhingig, da

401 +6€2 =0

d+cob=0 < —s o =3
@18+ 620 = —6c1 — 9¢3 =0 aT T

d.h. es gibt z.B. die nichttriviale Losung ¢; = 3, ¢c3 = —2.

Geometrisch:
2 linear unabhéngige Vektoren liegen nicht auf einer Geraden,
3 linear unabhéngige Vektoren liegen nicht in einer Ebene.

2.2.32 Bemerkung
Im R? sind mehr als 2 Vektoren stets linear abhingig.
Im R? sind mehr als 3 Vektoren stets linear abhéingig.
Im R"™ sind mehr als n Vektoren stets linear abhéngig.
Durch 2 linear unabhiingige Vektoren im R? kann man jeden Vektor im R? ausdriicken. Entsprechend fiir
R3, R™.
2.2.33 Definition (Basis, Unterraum)
a) Eine Menge von n linear unabhingigen Vektoren im R™ heifit Basis des R™.

b) Die Dimension ist die maximal mogliche Anzahl linear unabhéngiger Vektoren.

¢) Fiir k linear unabhéingige Vektoren @y, ds, ..., dr € R™ heifit die Menge aller méglichen Linearkombi-
nationen
{c1@1 4 coda + ... + ckd) : c1,¢a,...c; € R}

k-dimensionaler Unterraum des R™.

2.2.34 Beispiel

a) Die kartesischen Basisvektoren €7, &, ..., &, bilden eine Basis des R, z. B.
1 0
el = , €= Basis des R?,
0 1
1 0 0
ci=|0 |é=|[1 |é&=| 0 | Basisdes R>.

1
[1
b) Die Vektoren
1 0 1
ai=|1|,d=|1],d=]0
0 1 1

bilden ebenfalls eine Basis des R®.
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1
c) Seid; = | —1 |.Die Menge
0

{01(3:1 NGNS R}

ist ein eindimensionaler Unterraum des R?® (geometrisch eine Gerade durch den Ursprung).

1 1
d) Seiend; = | —1 und do = | 0 |. Die Menge
0 1

{0151 + cods : c1,09 € R}
ist ein zweidimensionaler Unterraum des R?® (geometrisch eine Ebene durch den Ursprung).

2.2.35 Satz
Jeder Vektor im R™ ldsst sich in eindeutiger Weise als Linearkombination aus den Vektoren einer Basis

darstellen.

2.2.36 Beispiel

Sei

6
2
5

S
Il

Wihlt man die kartesischen Basisvektoren €7, €a, €3, so gilt:

b= 66, + 28 + 5¢3.

1 0 1
Wiéhlt mana; = | 1 |,d=| 1 |, d =] 0 | als Basis des R3, so gilt:
0 1 1
F=3a+ La+
Tt g2 s
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Kapitel 3

Lineare Algebra, Teil2

3.1 Matrizen

3.1.1 Grundbegriffe

3.1.1 Definition (Matrix)
Ein rechteckiges Schema von m - n Elementen aus R mit m Zeilen und n Spalten heifit (m x n)-Matriz.

ail a1 ce a1k N QA1n
a1 a9292 .o ast NN a9n

A= . .
;1 Q2 ... |Gk | ... Qip «— i-te Zeile
am1 Am2 ... Gmk ... GOmn

!
k-te Spalte
Ist A eine (n x n)-Matrix, so heiit A auch quadratische Matriz.

3.1.2 Bemerkung
a) In einer Matrix A konnen z.B. die Koeffizienten eines linearen Gleichungssystems stehen.

b) Die Elemente einer Matrix kénnen auch andere Objekte als reelle Zahlen sein, darauf werden wir aber
nicht eingehen.

3.1.3 Bezeichnung

Sei A eine (m x n)-Matrix. Wir bezeichnen mit R™*™ die Menge aller reellen (m x n)-Matrizen. a;; heifit
Matrixelement,

1 Zeilenindex, k Spaltenindex,

m Zeilenzahl, n Spaltenzahl.

Das Matrixelement a;, steht im Kreuzungspunkt der i-ten Zeile und der k-ten Spalte.

Schreibweisen: A, A € R™ ™ (a;r), (aik)i=1,....m .

ey
k=1,...n

3.1.4 Beispiel

1 2 1
A= 2 -3 1
2 5 3

A ist eine reelle quadratische (3 x 3)-Matrix, A € R3*3. Matrixelemente sind z.B.

ai1 =1, azp = =3, az2 =5
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3.1.5 Definition (Gleichheit von Matrizen)
Seien A, B (m x n)-Matrizen. Dann ist

A=B <= aqj =by firjedesi=1,....,mund k=1,...,n.
Die Gleichheit von Matrizen ist also elementweise definiert.

3.1.6 Definition (Transponierte Matrix)

Sei A (m x n)-Matrix. Die zu A transponierte Matriz AT = (a;,)T geht aus A durch Vertauschung der Zeilen
und Spalten hervor, d. h. die Zeilen von A werden als Spalten von A7 aufgeschrieben. A7 ist dann eine
(n x m)-Matrix.

3.1.7 Beispiel

3.1.8 Satz
Es gilt:
(aT)" = 4

3.1.9 Definition (Symmetrische Matrix)
Sei A eine quadratische (n x n)-Matrix. A heiit symmetrisch, wenn AT = A, d.h.

a;rx = ay; fur jedesi=1,...,nund k=1,...,n.
3.1.10 Beispiel
1 2 5
A= 2 7 9 | = AT ist symmetrisch.
5 9 3
ay
3.1.11 Bemerkung ,,
Ist A€ R™*! d.h. ) , dann ist A eine Spaltenmatrix (ein Spaltenvektor).
am,

Ist A € RY™" d.h. (a1,as,...a,), dann ist A eine Zeilenmatrix (ein Zeilenvektor).
Aus einer (m x n)-Matrix A lassen sich

a) n Spaltenvektoren bilden

a11 a12 a1n
. a21 . a22 N a2n
ay = , a2 = ) y Gn =
Gm1 Am2 Amn
b) m Zeilenvektoren bilden
-1 —m
a :(allaa127~--;a1n)a'~-7a' :(a'7rLlaam27~-~7am7L)
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3.1.12 Beispiel

2 1 3
4= < -1 0 5 )
S 2 . 1 - 3
Spaltenvektoren: d; = ( 1 ) , Qg = ( 0 ) BT ( 5 )
Zeilenvektoren: @' = (2,1,3), @ = (—1,0,5)

3.1.13 Definition
a) Eine (m x n)-Matrix heifft Nullmatrix, wenn alle Matrixelemente Null sind. Sie wird mit N oder N, ,

bezeichnet.
b) Eine quadratische (n x n)-Matrix heift Einheitsmatrix F bzw. E,, wenn e;; = 1 fiir ¢ = 1,...,n und
e = 0 fiir ¢ # k gilt, d.h.
1 0 0
B, —F— 0 1
0
0 0 1
3.1.14 Beispiel
100
Es=E=|( 0 1 0 | istdie (3 x 3)-Einheitsmatrix.
0 0 1

3.1.15 Bemerkung
a) In den Zeilen bzw. Spalten der Einheitsmatrix stehen die Einheitsvektoren.

b) E spielt bei der Multiplikation quadratischer Matrizen die Rolle der “1” bei der Multiplikation reeller

Zahlen.
3.1.16 Definition (Rang) Zeil
Fiir eine (m x n)-Matrix versteht man unter dem { szllf:;ﬁ a%qg} die maximale Anzahl linear unabhingiger

Zeilenvektoren
Spaltenvektoren |-

3.1.17 Bemerkung
a) Der Zeilenrang einer Matrix stimmt immer mit dem Spaltenrang iiberein. Man spricht daher auch kurz
einfach vom Rang einer Matrix A und schreibt Rg(A).

b) Der Rang einer Matrix spielt bei der Frage nach der Losbarkeit linearer Gleichungssysteme eine wichtige
Rolle.

3.1.18 Beispiel

1
Es=1[ 0
0

O~ O

0
0 hat den Rang 3,
1

da die Einheitsvektoren €7, €a, €3 linear unabhéngig sind.

1 3 0
A = -2 -6 0 hat den Rang 2,
7 1 1
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da -2 1,1 0 linear unabhéngig
7 1
1 3 0
und -2 1, -6 |, 0 linear abhéngig, da
7 1 1
1 0 3 0 3
3 -2 1 -20 0| = 6 — 0 = —6
7 1 21 20 1

3.1.19 Definition (Regulire Matrix)
Eine quadratische (n x n)-Matrix A heifit regulir, wenn Rg(A) = n ist, sonst singuldr.

3.1.20 Satz
Eine (n x n)-Matrix A ist genau dann regulir, wenn die aus den Elementen von A gebildete Determinante
ungleich Null ist.
kurz:
A regulir <= det(4) #0

3.1.21 Folgerting
Aus Definition [3.1.19| und Satz [3.1.20| folgt fiir eine quadratische (n x n)-Matrix A unmittelbar:

det(A) #0 <= Die Zeilen- bzw. Spaltenvektoren von A sind linear unabhéngig.

3.1.22 Beispiel

1 2 1 2
A:<1 0),det(A):‘1 0

3.1.2 Rechenoperationen fiir Matrizen

‘ = —2 = A regulér

Im folgenden ist jeweils zu beachten, von welchem Typ die Matrizen sind, die durch die angegebenen Re-
chenoperationen miteinander verkniipft werden!

a) Addition/Subtraktion zweier Matrizen:
Fir Ae R™*" BeR™*" sind A+ B=C und A — B =D mit
C = (¢ix) € R™*™ und D = (d;,) € R™*™ elementweise definiert durch

Cik = ik + by und dip = a;, — b

3.1.23 Beispiel

Fiir
AZ(S ;1 gl)undB:(_e‘Q —32 —42>
gilt:
avn = (556202 500 )=(6 0 3)
a-p = (056 0% s )=(5 1 7))
Rechenregeln:
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i) Kommutativgesetz:
A+B=B+A

il) Assoziativgesetz:
A+ (B+C)=(A+B)+C

b) Multiplikation mit einem Skalar:
Firp e Rund A € R™*" ist B = p- A mit B = (b;;;) definiert durch

bi = p - aik

3.1.24 Beispiel
3. 34 -1\ (33 34 3-(-1)\_ (9 12 -3
0 2 5 30 3-2 3-5 L0 6 15
Rechenregeln:

i) Assoziativgesetz:

ii) Distributivgesetze:
(p+q)-A = p-Atqg- A
p(A+B) = p-A+p-B

¢) Multiplikation zweier Matrizen:

Fiir A € R™*" und B € R"*! ist C = A - B mit C = (c;3,) € R™*! definiert durch

Cik = <C_L’i,bk>

= apbig + abop + ...+ Ainbnk
n
= 2 b
i=1

wobei @ den i-ten Zeilenvektor von A und l_;k den k-ten Spaltenvektor von B bezeichnet.

3.1.25 Bemerkung
i) Die Spaltenzahl von A muss mit der Zeilenzahl von B tibereinstimmen!

i) Die Produktmatrix hat die Zeilenzahl von A und die Spaltenzahl von B.

Schematisch:
b11 ce blk RN bll
b21 . bgk- . bgl
b1 ... bpr ... by
a11 a12 <. Qip
a;1 a;2 Ain - Cik
Am1 aAm?2 e Amn
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3.1.26 Beispiel

Fir
-2 6
A<g ‘21 _51>undB 3 -2
4 =2
ist
-2 6
an = (S80S
4 -2
B 3:(=2)4+4-3+(-1)-4 3-6+4-(-2)+(-1)-(-2)
- 0-(-2)+2-3+5-4 0-6+2-(=2)+5-(-2)
B 2 12
- 26 —14
und
-2 6
B-A = 3 -2 (3;“;)
4 -2
(=2)-34+6-0 (=2)-4+6-2 (=2)-(-1)+6-5
= 3:3+(=2)-0 3-4+(-2)-2 3-(=1)+(-2)-5
4-34(=2)-0 4-44+(-2)-2 4-(-1)+(-2)-5
-6 4 32
= 9 8 -13
12 12 -14

3.1.27 Bemerkung
Wie das Beispiel|3.1.26|zeigt, sind A-B und B-A (wenn iiberhaupt definiert) im allgemeinen verschieden!

Fir A € R™*™ gilt:

E, A=A-FE,=A
Nlﬂn A= Nlm und A - le = Nm7l
Rechenregeln: Unter der Voraussetzung, dass die jeweiligen Rechenopreationen definiert sind, gilt:

i) Assoziativgesetz:

(A-B)-C=A-(B-C)
ii) Distributivgesetze:

A-(B+C) = A-B+A-C
(A+B)-C = A-C+B-C

3.1.28 Definition (Inverse Matrix)
Seien A, B € R"*™ quadratische Matrizen. Gilt A - B = E,,, so heifit B inverse Matriz zu A. Man schreibt

dann B = A1

3.1.29 Satz
Sei A € R™*™ quadratische Matrix. Dann gilt:

a) A regulir <= Die inverse Matrix A~! existiert.
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b) A singulir <= Zu A existiert keine Inverse.
c) Existiert A=, dannist A- A=t = A"1. A=E,.

3.1.30 Beispiel
Zu

existiert die Inverse und ist durch

gegeben, denn

3.1.3 Matrizen und lineare Gleichungssysteme

Seien A € R™*" Z € R” und b € R™. Dann gilt:

A-T=0b
a1 ai12 N A1n I b1
a21 a2 e a9n T2 b2
<> . —
Aml Am2 .- Gmn Ty, b
1121 + @12%2 + ... + A1p Ty by
ag1x1 =+ a9 + ...+ aAo2nTn bg
e =
Am1%1 + Am2T2 + ..« + AGmnTn bm
a11x1 + a12T2 +...+ A1 Tn = b1
a12T1 + ag92xo + ...+ a2nTy = by
<~
Am1X1 + G2 + ... + Gn®Tn, = bm
Also ldsst sich jedes lineare Gleichungssystem mit m Gleichungen fiir n Unbekannte x1, o, ..., x, in der

Form A-#=0bmit A € R™*m 7 € R™ b€ R™ angeben.

3.1.31 Beispiel

T
G, — 2z + 3x3 = 1 1 -2 3 . 1
{ 3.’1’,‘1 + 23)2 — 5.1'3 = —4 } = ( 3 2 =5 ) 2 B < —4 >
3.1.32 Bemerkung

Ist A € R™™" reguliir, d.h. A~ existiert, dann gilt:

AZ=be (A1-A) F=A4""}%
f:

—
= At b ’
d.h. das lineare Gleichungssystem ist eindeutig 16sbar und die Lésung ist £ = A~! - b.
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3.1.33 Beispiel
Die eindeutig bestimmte Losung des linearen Gleichungssystems

(D()-()

A
ist 9 1
1 = -
7= 3 (1 _ 3
0 1 1 1
3 3

—_——
A-1

3.2 Gaulsches Eliminationsverfahren

Fiir groflere Gleichungssysteme ist die CRAMERsche Regel nicht effektiv und nur auf Gleichungssysteme mit
n Gleichungen fiir n Unbekannte anwendbar. Im folgenden wird daher ein allgemein anwendbares Verfahren
vorgestellt.

Das GAUSSSCHE ELIMINATIONSVERFAHREN besteht zunéchst in der schematischen Umformung des Sy-
stems in ein dquivalentes, sehr leicht 16sbares Gleichungssystem.

Es beruht auf folgenden Aquivalenzumformungen:

e Gleichungen diirfen miteinander vertauscht werden.

e Jede Gleichung darf mit einem beliebigen von Null verschiedenen Faktor multipliziert werden.

e Zu jeder Gleichung darf ein beliebiges Vielfaches einer anderen Gleichung addiert werden.
Wir behandeln im folgenden beliebige lineare Gleichungssysteme bestehend aus m Gleichungen fiir n Unbe-
kannte.
3.2.1 Erlduterung des Verfahrens an Beispielen

In diesem Abschnitt erliutern wir das Verfahren und die strukturell unterschiedlichen Ergebnisméglichkeiten
zunéchst an Hand von Beispielen.

a) Gleichungssystem:

1 1 1 €1 2 T, + Ty + x3 = 2
2 31 X9 = -1 <~ 2x1 + 322+ 3 = —1
3 1 4 T3 13 31+ 2 +4x3 = 13

Die Koeffizientendeterminante ist von Null verschieden, d.h. es existiert genau eine Losung.

Gleichungssystem Rechenschema
Koeflizienten rechte Seite | Rechenspalte
Ty + o + x3 = 2 1 1 1 2
2z1 + 322+ x3 = —1 2 31 -1 -2
3%1 + X2 +4.’E3 = 13 3 ]. 4 13 —3
Ziel: Elimination von z; aus der 2. und 3. Gleichung.
Dazu:

Addition des (—2)-fachen der 1. Gleichung zur 2. Gleichung.
Addition des (—3)-fachen der 1. Gleichung zur 3. Gleichung.

e Die Faktoren werden in die Rechenspalte eingetragen
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e Die 1. Gleichung bleibt unveridndert und wird markiert.

Gleichungssystem Rechenschema
Koeffizienten rechte Seite | Rechenspalte
1 + x2 4+ x3= 2 1 1 1 2
X9 — T3 = -5 0 1 -1 -5
— 2z + x3= 7T 0 -2 1 7 2
Ziel: Elimination von x9 aus der 3. Gleichung.
Dazu:

Addition des (2)-fachen der 2. Gleichung zur 3. Gleichung.

e Die Faktoren werden in die Rechenspalte eingetragen.

e Die 2. Gleichung bleibt unverdndert und wird markiert.

Gleichungssystem Rechenschema
Koeffizienten rechte Seite | Rechenspalte
X1 + To + Tr3 = 2 1 1 1 2
T2 — I3 = -5 01 -1 -5
— x3=-3 0 0 —1 -3

Man erhilt so ein gestaffeltes Gleichungssystem, d.h. ein Gleichungssystem in Dreiecksgestalt, das nun
einfach zu l6sen ist, indem man die Gleichungen von unten nach oben auflést. Damit erhélt man fiir
die Losungsmenge des Gleichungssystems:

L={(1,-2,3)}
oder in Vektorschreibweise:
1
T = -2
3
b) Gleichungssystem
3 1 2 1 2 3r1 + To + 2x3= 2
2 11 T2 = 1 S 2I1 + ro + xr3 = 1
3 =2 5 I3 -1 3.’£1 - 21’2 + 5353 =-1
Rechenschema
3 1 2 2
2
2 1 1 1] —=
3
3 -2 5 -1 -1
3 1 2 2
1 11
3 3 3
-3 3 -3 9
3 1 2 2
1 1)1
3 3 3
0 -6

Das zugehorige dquivalent umgerechnete Gleichungssystem lautet:

3r1 + To + 2x3 = 2

1 11
372 3737 73
0.1’3 = —6

47



)

Die letzte Gleichung ist offenbar nicht 16sbar, d .h.

Gleichungssystem
2 1 1 X1 1 2131 + X2 + Tr3 = 1
4 1 2 T2 = 0 < 4r;1 + x99 + 2x23= 0
2 0 1 T3 -1 201 + xr3 = —1
Rechenschema
2 1 1 1
4 1 2 0| —2
2 0O 1|-11|-1
2 1 1 1
0 -1 0| -2
0o -1 0| -2|-1
2 1 1 1
0 -1 0| -2
0 0 0 0
T 1 I
1 -z Z
2 2 2
0 1 0 2

Generell werden alle Zeilen, in denen nur Nullen stehen, gestrichen, da sie keine Bedingungen und
Informationen liefern.

Die Dreieckstruktur im Rechenschema ist nicht vollstdndig. Sie wird ergénzt, indem an die entspre-
chenden Stellen in der Diagonale eine 1 und auf der rechten Seite ein Parameter eingefiigt wird. In
diesem Beispiel bedeutet das, dass eine dritte Zeile ergénzt wird. Fiir das Gleichungssystem heif3t dies,
dass der Wert fiir x3 ein frei wihlbarer Parameter ¢ € R ist.

0
0

o RN
)-AC;[\J\H
~ N =

Das Dreieckschema ist nun wieder vollstéindig und die Rechnung wird wie im ersten Beispiel fortge-
setzt, nur dass nun in den Rechnungen der Parameter ¢ statt einer Zahl vorkommt. Also lautet die
Losungsmenge des Gleichungssystems

1 1
oder in Vektorschreibweise
~1/2 ~1/2
T = 2 |+t 0 ,teR.
0 1

Die Losung héngt von einem beliebigen Parameter ¢ ab. Dieser Parameter kann jeden beliebigen reellen
Wert annehmen. Geometrisch liegen alle Punkte der obigen Losungsmenge auf einer Geraden im R3.

Gleichungssystem
1 -3 5 —2 T -1 xr, — 3%2 + 51’3 — 2!,64 = -1
—2 6 —10 4 To . 2 — —2r1 + 6xyg — 10x3 + 4dz4 = 2
3 -1 3 —10 T3 o -19 3v17 — xo + 3x3 — 10x4=-19
1 -1 2 -3 T4 -5 xry — Tro + 21‘3 — 332‘4 = -5
Rechenschema
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1 -3 5 —2 -1
-2 6 —10 4 2 2
3 -1 3 —101| —19 -3
1 -1 2 -3 -5 -1
1 -3 5 -2 -1
0 0 0 0 0 | streichen
0 8 —12 —4 | —16
1
0 2 -3 -1 —4 1
1 -3 5 -2 -1
0 8 —12 —4 | —16
0 0 0 0 0 | streichen
1 -3 5 -2 -1
0 1 —-15 =05 -2
0 0 1 0 t
0 0 0 1 s

Also lautet die Losungsmenge des Gleichungssystems

71 1 3
L={(-T+5s—5t,2+ s+ : R
{(=7T+35s—5t—2+5s+ 5t Ls): s, €R}

oder in Vektorschreibweise

-7 7/2 —1/2

- | -2 1/2 3/2
T = 0 +s 0 +1 1 , s, teR.

0 1 0

Die Losung hingt von zwei Parametern s und ¢ ab. Diese Parameter konnen beide jeden beliebigen
reellen Wert annehmen.

3.2.2 Allgemeine Beschreibung des Verfahrens

a) Durch Zeilenvertauschungen, Addition geeigneter Vielfacher der obersten relevanten Zeile zu anderen
Zeilen, erfolgt im Rechenschema die Umformung auf Zeilenstufenform. Dabei bedeuten die mit e ge-
kennzeichneten Stellen von 0 verschiedene Zahlen, die mit x gekennzeichneten Stellen kénnen beliebige
Zahlen sein.

[ . * dl
0 e x * * | do
0 0 e % * | ds
0 0 o % * | dy
0 e x * | dp
O 0 O d7'+1
0 i e e 0 0] d
b) Ist eine der Zahlen d,41,d, 42, ...,dy, ungleich Null, dann gibt es keine Losung!
Ist dyy1 = dpyo = --- = d,, = 0, dann geht man folgendermaflen vor. Die r + 1-te bis m-te Zeile wird
gestrichen. Die in der Zeilenstufenform zu den Spalten ohne o-Stelle geh6renden Unbekannten sind freie
Variablen und werden gleich den Parametern ¢4, to, ..., t,_, gesetzt. Die entsprechenden Terme werden

im Gleichungssystem auf die rechte Seite gebracht. Anschlieend wird das System in Abhéngigkeit von
den Parametern gelost.
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3.2.1 Bemerkung
Durch die Aquivalenzumformungen dndert sich zwar die Koeffizientenmatrix, nicht aber ihr Rang. Dieser
ldsst sich dann an der Zeilenstufenform unmittelbar als Rg A = r ablesen.
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Kapitel 4

Folgen und Funktionen

4.1 Relationen und Funktionen

4.1.1 Definition (Relation)
Seien M und N Mengen. Eine Teilmenge
ACMxN

heifit Relation zwischen M und N.

4.1.2 Beispiel
Seien M = {1,2,3} und N = {a, b, c}.

M x N ={(1,a),(1,b),(1,¢),(2,a),(2,0),(2,¢), (3,a),(3,b),(3,¢)}
Relationen zwischen M und N:
A= {(17 a)7 (17 b)? (27 a), (276)}7 B = {(17 b)? (23 b)7 (37 b)}

Graphische Darstellung:

N A N A

c c

b b

a- a-
T T I > T I I >
1 2 3 1 2 3

4.1.3 Bemerkung
a) Die Zuordnung muss nicht eindeutig sein, d. h. einem Element aus M konnen verschiedene Elemente
aus N zugeordnet werden. Auflerdem kann verschiedenen Elementen aus M auch das gleiche Element
aus N zugeordnet sein.
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b) Nicht alle Elemente von M x N miissen in der Relation vorkommen.

4.1.4 Definition
Sei A C M x N eine Relation. Dann definiert man

a) den Definitionsbereich von A durch

Dy={z € M: (x,y) € A fiir mindestens ein y € N},

b) den Wertebereich von A durch

Wa={yeN: (z,y) € A fiir mindestens ein z € M }.

¢) Fir (z,y) € A heit = ein Urbild von y und y ein Bild von x.

4.1.5 Definition (Umkehrrelation)
Sei A C M x N Relation. Dann heif3t

Al ={(y,x): y€ N,z € M,(z,y) € A}
Umbkehrrelation zu A.

4.1.6 Bemerkung
a) Hiufig vertauscht man bei der Angabe der Umkehrrelation die Namen fiir  und y, d.h. man schreibt

AT ={(z,y): zeN,ye M, (y,2) € A}
b) Fiir die Definitions- und Wertebereiche einer Relation und der zugehorigen Umkehrrelation gilt
DA—I = WA und WA—I = DA.

4.1.7 Beispiel
a) Wir betrachten die Relation “<*

A={(z,y) eR?: z <y}

YA

Xy
3_
2_
B
T T a T T T >
-2 -1 1 2 3 X
_1_
_2_
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3_
2_
@
T T a T I T >
-2 -1 1 2 3 X
_1_
_2_
X2y

Die zugehorige Umkehrrelation ist:

A7 ={(y,x) eR?*: z <y} ={(z,y) €ER®: y <z},

b) Die Relation A sei gegeben durch:
A={(zy) €R?: z=y?)
Elemente der Relation sind z. B. (4,2), (4, —2), (2,v/2), (2, —v/2) etc. Es gilt
Dy =10,00) und Wy =R

YA

< ¥

Die zugehorige Umkehrrelation ist:

AV =A{(y,2): 2 =9} ={(z,y): y=2?}
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Es ist
DA—l =R und WA—I = [07 OO) .

17 \

I _]
N

I _]
[N

o
=
N —
<V

4.1.8 Definition (Funktion)
Eine Relation A C M x N heifit Funktion von M nach N, wenn die Zuordnung eindeutig ist, d. h. wenn aus
(z,91), (z,y2) € A folgt, dass y1 = yo gilt.

War betrachten hier Funktionen zwischen Teilmengen der reellen Zahlen:
M,N CR.
Schreibweise:
f: M— N
x—y oder y=f(x).

wobei f eine Rechenvorschrift (d.h. Formel, Fallunterscheidung etc.) mit der Variablen z ist. = heiflt un-
abhdngige Variable oder Argument, y heifit abhdingige Variable.

4.1.9 Beispiel
a) f:R— R,z — 22 -2
Df = R7 Wf = [—2700).

b) Betragsfunktion: f: R — R,

o x falls x € [0, 00)
f@) = =] = { —z falls 2 € (—00,0)

c¢) Signumfunktion: sgn : R — R,

—1 fallsx <0
sgn (z) = 0 fallsz=0
1 fallsz >0
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3_
2_
1_
T T T a T T T >
-3 -2 -1 1 2 3 X
Abbildung 4.1: Betragsfunktion
YA
1_
T T T T T T »
-3 2 -1 0 1 2 3
-1

Abbildung 4.2: Signumfunktion

4.1.10 Definition (Gleichheit von Funktionen)
Zwei Funktionen f; und f> heiflen gleich, wenn sie gleichen Definitionsbereich haben, d. h. Dy, = Dy,, und
fi(z) = fa(x) fiir alle  aus dem gemeinsamen Definitionsbereich gilt.

4.1.11 Beispiel
fi(z) = Va2 und fo(z) = |z| sind auf R gleich.

4.1.12 Definition
Eine Funktion f5 heifit Erweiterung einer Funktion f;, wenn

Dy, C Dy, und fi(x) = fo(x) fir alle x € Dy,
gilt. Man nennt f; in diesem Fall Finschrdinkung von fs.

4.1.13 Beispiel
a)

:Q—Q, z—a?.

Dann ist z. B.
fo it R— R, ox—=x

eine Erweiterung von fi.
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fi:00,00) — R, fi(z)=1=z.

Eine Erweiterung ist
fo: R — Rmit fo(x) = |z|.

Fiir die Darstellung von Funktionen gibt es verschiedene Moglichkeiten, die wichtigsten sind:
a) Funktionstafel: Tabelle von Wertepaaren
b) Funktionsgleichung: Rechenvorschrift, Formel in unabhiingiger Variabler
i) Explizite Darstellung y = f(z), d. h. aufgelést nach y.

ii) Implizite Darstellung: F(x,y) = 0, nicht immer nach y auflosbar.

iii) Parameterdarstellung: z. B. © = z(t), y = y(¢),
werden in Abhéngigkeit von einem Parameter ¢ angegeben. Der Wert von z und y héngt beispiels-
weise vom Zeitparameter ¢ ab.

c) Funktionsgraph: Schaubild in der R?-Ebene

4.1.14 Beispiel
a) Messwerte

b) Funktionsgleichung:

i)
[ 2z +1 falls x €(—00,0)
f(z) = { x+ 1 falls z €[0, 00)

ii)
y+siny+cosx—1=0

Ist z.B. £ =0, dann ist y +siny =0, d.h. y = 0.
iii)
x =cost und y =sint, t € [0,7]

Ist z.B. t =0, dann gilt © = cos0 =1 und y =sin0 = 0.

¢) Funktionsgraph:
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YA

< ¥

Wir kommen zum Begriff der Umkehrfunktion.
Eine Funktion y = f(x) ordnet jedem Argument z € Dy genau einen Funktionswert y € Wy zu.

YA

/7 D 1

s

T "1 Y2 ! !

kot CoTTTTT "I Ya | |
! ! ! : >
X % 0 % %y X

Abbildung 4.3: Zuordnungsvorschrift Funktion

Bei der Umkehrung stellt sich das Problem, zu vorgegebenen Funktionswerten (y-Werten) die zugehorigen
Urbilder (a-Werte) zu bestimmen. Dabei handelt es sich im allgemeinen nur um eine Relation. Damit es sich
um eine Funktion handelt, muss fiir die Umkehrung wieder die Definition einer Funktion erfiillt sein, d. h.
jedem Funktionswert muss eindeutig ein Urbild entsprechen. Damit ergibt sich folgende Definition.

4.1.15 Definition
Eine Funktion f : Dy — Wrheifit umkehrbar (oder injektiv) mit der Umkehrfunktion

f ' Dpr =Wy — Wipo1 = Dy,

wenn aus f(z1) = f(z2) stets z1 = x2 folgt, d. h. zu einem Funktionswert ist das Urbild eindeutig bestimmt.
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Yol 77777770 >

Ys[™ 777" = !

AR Y, !

fa--mee- IRRRRREES y, 5
' ' ' ; .
X X 0 X X, "

Abbildung 4.4: Zuordnungsvorschrift Umkehrfunktion

4.1.16 Beispiel
Wir bestimmen die Umkehrfunktion zu

f@) = Jo+1

S
- - - - - - - - - - - - - - -~ 1
2 1 :
1- o
I T | T T i i
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3
n

Abbildung 4.5: x — y = %x +1

Es ist die Gleichung y = %x + 1 nach z aufzulésen. Dies ergibt
r=2(y—1).

Daher ist die Umkehrfunktion f~1(y) =2(y — 1).
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YA

L e I

Abbildung 4.6: y — z =2(y — 1)

Abbildung 4.7: y — = = 2(y — 1)
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Die rechnerische Bestimmung von f~! in expliziter Form geschieht durch Auflésen von y = f(x) nach der
Variablen z. Dies liefert z = f~!(y). Oft tauscht man nach dem Auflssen die Namen von z und y aus, damit
die unabhéngige Variable wieder z und die abhiingige wieder y heifit, d.h. y = f~1(x).

4.1.17 Beispiel

1
f:R—R f(x)zyz;v—i—l
= [y =r=20y-1)
Tauscht man nach dem Auflésen x und y aus, damit die unabhéngige Variable wieder z heift, so erhélt man

ff1:R—R f_l(a:):Q(x—l).

Den Graphen der Umkehrfunktion f~!(x) zur Funktion f(x) erhilt man durch Spiegelung von f(z) an der
ersten Winkelhalbierenden (bei gleichem MaBstab fiir die Koordinatenachsen), bzw. durch Vertauschen der
Rollen von z und y in der Wertetabelle.

yA

<V

+3-

Abbildung 4.8: y = 3z +1, y=2(z—1)

4.1.18 Bemerkung
Ist f: Dy — Wy umkehrbar, dann ist auch f~!': Wy — Dy umkehrbar und es gilt

=

bzw.

FH(f () x fir alle x € Dy,
f(f ' (y) = yfiraleye W;.
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4.2 Grundlegende Eigenschaften reeller Funktionen

Im folgenden sei stets f : Dy — R eine Funktion mit Dy C R.

Es werden nun einige grundlegende Eigenschaften reeller Funktionen vorgestellt. Teilweise ergeben sich
mit den Mitteln der Differentialrechnung einfachere Moglichkeiten fiir den rechnerischen Nachweis solcher
Eigenschaften. Wir werden daher fiir die mathematischen Grundfunktionen diese Eigenschaften nur angeben
und Beweise spéter fiithren.

4.2.1 Definition (Beschrinktheit)
a) f heifit nach { 1%)7?(31} beschrénkt, wenn ein ¢ € R existiert mit {;ggz} fir alle z € Dy.
b) f heifit beschrinkt, wenn f nach unten und oben beschrinkt ist.

4.2.2 Bemerkung

f beschréinkt <= Es gibt ein ¢ > 0 mit |f(z)| < ¢ fiir alle z € Dy.

4.2.3 Definition (Monotonie)

. monoton wachsend . D< (22
a) f heiBt { “ponoton fallend }’ wenn aus 21,2 € Dy mit z; < 23 folgt: {ﬁi;i%ﬁz; }

. streng monoton wachsend . S f@)<F(z2)
b) [ heift { streng monoton fallend }’ wenn aus 1, oy € Dy mit z; < x5 folgt: {f(wi)>f(fv;) }

4.2.4 Beispiel
a) f(x) = 2? ist streng monoton fallend auf (—oo, 0] und streng monoton wachsend auf [0, 00).

b) f(z) = x® — x ist streng monoton wachsend auf (—oo,—?] und [@,oo). Die Funktion ist streng
monoton fallend auf [—@, g]

¢) f(x) =sgn (z) ist monoton wachsend auf R

4.2.5 Bemerkung
Wenn f streng monoton ist, dann ist f umkehrbar.
Wegen der strengen Monotonie folgt aus f(z1) = f(z2) unmittelbar z; = x,.

4.2.6 Definition (Symmetrien)
a) f: Dy — R heifit gerade, wenn der Graph symmetrisch zur y-Achse ist, d. h. wenn gilt:

i) LUGDf = —I'GDf
ii) f(—x) = f(z) fir alle z € Dy.

b) f: Dy — R heifit ungerade, wenn der Graph symmetrisch zum Ursprung ist, d. h. wenn gilt:
i) xe Dy = —x €Dy

ii) f(—z) = —f(z) fir alle z € Dy.

4.2.7 Bemerkung
Ist f ungerade und 0 € Dy, so gilt insbesondere f(0) = 0.

4.2.8 Beispiel
a) f(x) = 2? ist gerade.

b) f(x) = x ist ungerade.

c) f(x) = 23 ist ungerade.
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d) f(z) = 2% + x ist weder gerade noch ungerade.
e) f(x) = |z| ist gerade.
f) f(x) =sgn (x) ist ungerade.

4.2.9 Definition (Periodizitét)
f: Dy — R heifit periodisch mit der Periode T' € R (kurz T-periodisch), wenn gilt

a) .CEGDf - I+T€Df
b) f(x+T) = f(x) fir alle x € Dy

4.2.10 Beispiel
a) sinz und cosz sind 2w-periodisch.

b) tanz und cotx sind m-periodisch.
4.2.11 Definition (Nullstelle)
Sei f : Dy — R Funktion. ¢ € Dy heifit Nullstelle von f, wenn f(z) = 0.

4.3 Mathematische Grundfunktionen

4.3.1 Polynome
4.3.1 Definition (Polynom)

Ein Polynom p : R — R ist eine Funktion der Form

an T+ ap_1- 2" V. 4a -z +ag
n

= E akxk
k=0

mit n € Ng, an,ap_1,...,a1,00 € R, a, # 0. n heift Grad des Polynoms, die a; Koeffizienten. Mit a,,
bezeichnet man den Leitkoeffizienten.
Weiter setzt man p(x) = 0 als Nullpolynom.

p(x)

4.3.2 Beispiel
a) Quadratische Funktionen sind Polynome vom Grade 2.

b) f(z) = 32® — 22% — 42 + 1 ist ein Polynom vom Grad 3.

Auswertung von Polynomen:
Die Auswertung eines Polynoms p(z) in der Darstellung p(z) = >_)_, axz” an einer festen Stelle zq erfordert
2n — 1 Multiplikationen und n Additionen. Verwendet man statt dessen die sogenannte Horner-Darstellung
p(x) = (.. (apz + ap—1)x + an—2)x + ... + a1)x + ag, so bendtigt man nur n Multiplikationen und n
Additionen.

4.3.3 Beispiel
a) P(x) = 22%+42% —10x — 12 soll an den Stellen zo = —1, 71 = 1, x5 = 2, 13 = —2 ausgewertet werden.

P(xo) = ((2.270 + 4).1'0 — 10)1‘0 —12.
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a |2 4 —10 -—12
r=-1 2 -2 12
2 2 -12 0 =P(-1)

aw |2 4 -10 —12
=1 2 6 4
2 6 —4 —16 =P()
a |2 4 —10 —12
z=2 416 12
2 8 6 0 =P_)

a |2 4 -10 -12
z=—2 -4 0 20
2 0 -10 8 =P(-2)

b) P(x) = 2* + 23 — 92% + 92 + 7 soll an der Stelle 2o = 2 ausgewertet werden.
P(l’o) = (((.’Eo + 1).%0 — 9)%0 + 9)%0 +7

a |11 -9 9 7
zo = 2 2 6 —6 6
1 3 —3 3 13 =P(2)

Allgemeines Hornerschema fiir Polynome 3. Grades:
P(z) = a32®+ axr® +ayx + ag

= ((agx + az)x +a1)x +ag

ag as as ay ao
T = xg asTo (azzo + a2)xo ((aszo + a2)xo + a1) o
az as3xg + a2 (agmo + GQ)SC() + aq ((agxo + ag)l‘o =+ al) To+ayg = P(l‘o)

4.3.4 Satz
Ein Polynom P(z) vom Grad n ldsst sich mit dem HORNERschema an jeder Stelle zy durch n Multiplikationen
mit zg und n Additionen berechnen.

4.3.5 Satz (Nullstellen)
Sei P(z) ein Polynom vom Grad n.
a) Falls P(xzg) =0, so ist P(z) = (x — x)Q(z), wobei Q(z) ein Polynom vom Grad n— 1 ist. Q(z) ergibt
sich durch Polynomdivision:
P(x)
r—x0

Qz) =
b) P(z) hat hichstens n verschiedene Nullstellen in R.

4.3.6 Beispiel
Sei P(x) = 223 + 422 — 102 — 12. Es gilt: P(—1) = 0. Polynomdivision liefert:

(223 + 422 — 10z — 12 )/(z+1)=222+22—12
2%+ 222
2z — 10z
2¢2 4+ 2z
- 12z — 12
0
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Also gilt:
P(x) = (22 + 2z — 12)(z + 1).

Divisionsschema kubisches Polynom / Linearfaktor

(azx® + asr® + azxr + ag) |/ (x—m9) = =azx?+ (a2 +azro)x
asz® — asTox? +(a1 + agzo + azrd)
(as + azzo)r? + axr + ao
(ag + azzo)r? — (a2 + azzd)z
(a1 + agwo + azxd)r + ao
(a1 + aswo + agzd)r — (a170 + azxd + azzd)
0

4.3.7 Satz
Sei P(z) ein Polynom vom Grad n mit P(zg) =0, P(x) = Q(z)(x — zo). Dann stehen die Koeffizienten von
Q(z) in der Ergebniszeile des HORNERschemas fiir P(zg).

4.3.8 Beispiel (Polynomdivision mit Hornerschema)
Sei

P(z) = z* — 323 — 1222 4 52x — 48.

Es gilt: P(2) = 0.

Hornerschema fiir x = 2:
1 -3 —-12 52 —48
r=2 2 -2 28 48
1 -1 —-14 24 0

Wie erhalten also: P(2) =0 und P(z) = (z° — 22 — 14z + 24)(z — 2).

4.3.9 Satz (Faktorisierung)

Sei P(x) ein Polynom vom Grad n. Dann hat P(x) stets eine eindeutige Produktdarstellung aus linearen
Faktoren (z — x;) und irreduziblen quadratischen Faktoren (22 + pyx + q;) mit p7 — 4y < 0, pr, g € R.
Genauer ist

P(x) = an(z — 1) (x —22) - (x — 2) - (22 + prov + 1) (2% + pox + @) - - (2 + prz + )
mit m + 2l = n.

4.3.10 Bemerkung
a) Fiir Polynome vom Grad 2 liefert die quadratische Formel die Faktorisierung.

b) Fiir Polynome vom Grad 3 und 4 existieren Formeln, die allerdings sehr kompliziert sind.
¢) Fiir Polynome vom Grad 5 und hoher gibt es keine allgemeinen Formeln.
Bei vielen Polynomen ist es moglich, Nullstellen mit Hilfe des folgenden Satzes zu ermitteln.

4.3.11 Satz n ]
Sei P(z) = apx™ + ap_12" 4+ ...+ a1z 4+ ag = Zaixl mit ay € Z.
i=0
a) Ist P(xg) = 0 mit zp € Z, dann teilt z¢ die Konstante ag, d. h. wenn es ganzzahlige Nullstellen gibt,
so sind diese Teiler von ag.
a

b) Allgemeiner gilt sogar: Ist P(%) = 0 mit § € Q (in gekiirzter Form), so ist a Teiler von ag und b Teiler
VOI G
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4.3.12 Beispiel

Sei
P(z) = a*+42% —112% — 302
= z(2® + 42 — 11z — 30)
= zQi(x).

Fiir die Bestimmung von Nullstellen von @ (z) kann man nun die Teiler von 30, d. h. £1, £2, +3, +5, ..,
£30 testen.

1 4 -11 -30

r=-2 -2 -4 30

1 2 =15 0

Damit ist
P(z) = zQi(x)
= z(x+2)(2? + 2z — 15)
= z(r+2)Qax).
Die Nullstellen von Q(x) ergeben sich mit der quadratischen Formel zu 2z = 5 und # = —3. Insgesamt erhilt
man also

P(z) = z(x +2)(z + 3)(z = 5).

4.3.13 Beispiel
Sei
P(z) = 32% — 2% + 62 — 2
Fiir die Bestimmung von Nullstellen von P(z) kann man nun nach Satz [4.3.11| die Werte £1, 42, :I:%, :i:%
testen.

3 -1 6 -2
=3 1 0 2
3.0 6 0

Damit ist .
P(x) = (z — g)(3:c2 +6)

Da das quadratische Polynom Q(x) = 322 + 6 irreduzibel ist, d.h. keine reellen Nullstellen besitzt, ist dies
die vollstiandige Faktorisierung.

Mit Hilfe von vollsténdigen Faktorisierungen lassen sich nun auch Polynomungleichungen l6sen, wenn man
dabei folgende Aussagen beriicksichtigt.

4.3.14 Satz (Polynomungleichungen)
a) Zwischen benachbarten Nullstellen éndert ein Polynom sein Vorzeichen nicht.

b) Als Losungsmengen von P(x) > 0 bzw. P(x) < 0 erhéilt man abgeschlossene Intervalle, die durch die
Nullstellen von P(x) begrenzt sind.

c¢) Als Losungsmengen von P(z) > 0 bzw. P(z) < 0 erhélt man offene Intervalle, die durch die Nullstellen
von P(z) begrenzt sind.

4.3.15 Beispiel

at— a2 — T2+ 132 -6
= (@ =1z +3)(x—2)

IAIA

0 (vollstdndige Faktorisierung)
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Damit erstellt man nun eine Vorzeichentabelle fiir die einzelnen Faktoren auf den durch die Nullstellen des
Polynoms begrenzten Intervallen.

T -3 1 2
(x—1)72 ] + + + +
(+3) | - + + +
(x—2) | — - - +
¥ - - ¥

Die Losungsmenge fiir die Ungleichung lésst sich aus der Vorzeichentabelle unmittelbar ablesen:

L=[-3,2

4.3.2 Rationale Funktionen

4.3.16 Definition (Rationale Funktionen)
Seien

P(z) = ana™ + 12" '+ . ax+ag= Z apz”
k=0
und
m
Q@) = bma™ + by 12™ + bz by = Y bt
k=0

Polynome vom Grad n bzw. m, wobei Q(z) nicht das Nullpolynom sein darf. Dann heifit

rationale Funktion mit dem Definitionsbereich
Dy =R\ {z: Q(z) = 0)

4.3.17 Bemerkung
a) Ublicherweise bringt man rationale Funktionen auf eine gekiirzte Form, indem man die Faktorisierungen
von P(z) und Q(z) bestimmt und gemeinsame Faktoren kiirzt.

P
b) Liegt die rationale Funktion f(x) = Q(axc)

in gekiirzter Form vor, dann sind die Nullstellen von f die
Nullstellen von P und die Polstellen von f die Nullstellen von Q.
4.3.18 Beispiel

Die rationale Funktion
x3 — 3z — 2 (x+1)*(z—2)

fla) = 3 —z22 —x+1 - (z+1D)(z—1)2
besitzt Nullstellen fiir £ = —1 und x = 2 und eine Polstelle fiir z = 1.
4.3.19 Satz
Falls n > m, so lisst sich f(z) schreiben als
R(z)
f(x)=N ;
(@) =M@+ 5

wobei N(z) ein Polynom vom Grad n —m und R(z) ein Polynom vom Hochstgrad m — 1 bezeichnet.

4.3.20 Bemerkung
a) Die Polynome N(z) und R(x) erhélt man durch Polynomdivision.
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b) Die im letzten Satz aufgefithrte Darstellung rationaler Funktionen werden wir insbesondere bei der
Integration rationaler Funktionen benutzen.

¢) Fiir groe Werte von |z| ist f(z) = N(z); N(x) heifit Asymptote.

4.3.21 Beispiel

32243
Wir betrachten f(z) = w

pp— Polynomdivision liefert

x
(x3 - 2z 4+ 3) :(#P-—z-2)=x+1+ >
2 - 22 - 22
z? + 3
2 - x - 2
r + 5
d. h. +5
T
= 1
N(z) =z + 1 ist Asymptote von f(x).
4.3.3 Potenzfunktionen
4.3.22 Definition (Potenzfunktionen)
Die Funktion
f:D;y —R, flx)=an
mit m € Z,n € N heifit Potenzfunktion, ebenso
f(z) = (¥x)™ oder f(x)= Vam.
4.3.23 Beispiel
a) meN, n=1
fx) =, f(z) =2, f(x) =2 flx) =a',...
sind spezielle Polynome.
Dy =R
by meZ, m<0, n=1
1 1 1
f(ir):x_1257f($):$_2_?, f(x)zx_3—x—37

Dy = R\{0}

¢c)m=1,neN:

Df = [0,00)

d) allgemein:

Schema der Funktionsgraphen
Monotonie, Umkehrbarkeit, Definitionsbereich kénnen diesem Schema entnommen werden.

4.3.24 Bemerkung
a) Es gilt f(1) =1 fiir alle Potenzfunktionen.
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— v 2mtl
f(x)=x“", mON,
yA

Abbildung 4.9: Die Funktionen z, 3, 2°

fX)=x*" mON

yA
3_
2_
T T T a T T T >
-3 -2 -1 1 2 3 X
_l_

Abbildung 4.10: Die Funktionen 2, x4, 6

b) Esist f(0) = 0 oder f(0) ist nicht definiert.

4.3.25 Satz (Umkehrbarkeit)
Sei f: Dy — R. Falls f(z) nicht auf dem maximal méglichen Definitionsbereich umkehrbar ist, schrénken
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f)=x2"1 mON
17 |

1 1 1
Abbildung 4.11: Die Funktionen —, —, —
x x3 xd

f(x) =x 2" mON

1 1 1
Abbildung 4.12: Die Funktionen 5 "I %
2’ 24 o

wir den Definitionsbereich auf Dy = [0, 00) bzw. Dy = (0, 00) ein. Dann ist

m

f~Y(z) = @ Umkehrfunktion zu f(z) =«
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bzw.

f(x) =x™" 0<m/n<1
YA

Abbildung 4.13: Die Funktionen /z, \/z, 2%/4

f(x) =x™" m/n>1
yA

<V

Abbildung 4.14: Die Funktionen 2%/4, 3/2, z5/2

f~Yx) = Vo Umkehrfunktion zu f(z) = ¥/am™.
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f(x) =x™", m/n<0
YA

<V

Abbildung 4.15: Die Funktionen z=2/3, =1, z=1/2 z—1/4

4.3.26 Beispiel
a)
f[0,00)—>[0,00) f_l: [0700)—7[0,00)
f(z) = a? fHz)= Ve
Die Einschriinkung des Definitionsbereiches auf [0, 00) ist notwendig, da f(x) fiir den maximal mogli-
chen Definitionsbereich nicht umkehrbar ist.

b)
fR\{0} — R\{o} 71 R\{0} — R\{0}
flx) =27t flz) =271

c)
£e00.00) —0,00) [~ 10,00) — [0.00)
f(a) = ot fHa) = of

d)

f:]0,00) — [0, 00) ft:[0,00) — [0,00)
fa) = V2 i) = VR

Die Einschrankung des Definitionsbereiches auf [0, 00) ist notwendig, da f(z) fiir den maximal mogli-
chen Definitionsbereich nicht umkehrbar ist.

4.3.4 Exponentialfunktionen

4.3.27 Definition (Exponentialfunktion)

Die Funktion
fiR—R, f(@)=d

mit a > 0 heiit Fxponentialfunktion. a heifit Basis.
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4.3.28 Beispiel (Verschiedene Basen)
Wertetabelle (mit zum Teil gerundeten Werten):

x -3 -2 -1.0 1 2 3
2° 3 i 3 1 2 4 38

(Jr=2=| 8 4 2 1 L 1}
3® > s 3 1 3 9 21
11® 075 083 091 1 1.1 1.21 133
e? 0.05 0.14 037 1 2.72 7.39 20.09

e @ =(4)"]20.09 7.39 2.72 1 0.37 0.14 0.05

f(x) =a*
yA

1 x
Abbildung 4.16: Die Funktionen e=* = <) , 0.5%) 1.1%, 2% e*, 3%
e

4.3.29 Beispiel

a) Wird zum Zeitpunkt ¢ = 0 ein Betrag B mit einem Zinssatz von p angelegt, so betriigt das Kapital
zum Zeitpunkt ¢:

f(t) = B(1 +p)’
b) Radioaktives Material zerfillt nach einem Gesetz der Form
f(t)=Ke™k
mit einer positiven materialabhéngigen Zerfallskonstanten k.
4.3.30 Satz (Eigenschaften der Exponentialfunktion)

Sei f:R — R, f(z) = a” mit ¢ > 0. Dann gilt:
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a) f(x) besitzt keine Nullstellen.
b) Fiir a =1 ist

flz) =1 =1.
c¢) Fir a # 1 ist

Wf = (0, OO) .

. streng monoton wachsend | .. [a >1
d) f(x) ist { streng monoton fallend } fiir {CL < 1}'

e) Fiir a # 1 ist f(x) wegen der strengen Monotonie umkehrbar.

4.3.5 Logarithmusfunktionen

4.3.31 Definition (Logarithmus)
Sei a >0, a # 1, u > 0. Dann ist der Logarithmus von u zur Basis a definiert durch

log,u=s < a° =u.

4.3.32 Beispiel

logy 8 =3, denn 23 =8
log, 2 = % , denn 4z =2
log1 9= -2, denn (3)72 =9
3
log;, 10000 = 4 , denn 10* = 10000

4.3.33 Bemerkung
Seia>0,a#1,u>0,s€R. Dann gilt

2)

aloga Uy ,
denn a® = u <= s = log, u.
b)
log, (a®) = s,

was unmittelbar aus der Definition des Logarithmus folgt.

4.3.34 Satz (Rechenregeln fiir Logarithmen)
a) log, (u-v) =log, u+log, v

b) log, (%) =log, u —log, v

)

)
c) log, (ut) =t -log, u
d) log, u =log, b-log,u

Beweis:

zu a)
log,u=s <=
log,v=1t =

Also ist a**t = u - v, d.h. log, (u-v) = s +t.
zu d)
1) log,u=s <= a°= u
2) log, b=t < a'= b
3) logypu=r <= b0 = u



zu zeigen: s =t -r
aus 1) und 3) folgt u =a® = b"
mit 2) (b= a') folgt daraus durch Einsetzen:

4.3.35 Beispiel (Anwendung von d) aus Satz |4.3.34])

log,ou =log;yb - log, u

logyo u
=1 = —
BT Togyb
1
bzw. log, u = %

d.h log,, lasst sich durch log;, (oder In) berechnen.

4.3.36 Bemerkung (Spezielle Basen)
Fiir einige hiufig vorkommende Basen gibt es es gesonderte Bezeichnungen.

logipu = lgu Zehnerlogarithmus
log,v = Inu natiirlicher Logarithmus
logou = 1lbu Zweierlogarithmus

4.3.37 Definition (Logarithmusfunktion)
Seia>0,a#1.
f:(0,00) = Rmit f(x)=log, x

heifit Logarithmusfunktion.

4.3.38 Bemerkung
Fiir Logarithmusfunktionen f(z) = log, x mit a > 0, a # 1 gilt:

a) WfZR

b) log,z = y <= a¥ = z, d.h. Exponential- und Logarithmusfunktionen sind Umkehrfunktionen
zueinander.

¢) log, 1 =0 ist einzige Nullstelle jeder Logarithmusfunktion.

d) log, ist streng monoton steigend fiir a > 1, streng monoton fallend fiir 0 < a < 1.

4.3.39 Beispiel (Lésen von Exponentialgleichungen)

a)

e =4 «— e =1In4

<— 2x+3=1In4

1
= xzi-(ln4—3)
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f(x) =log, x

<V

Abbildung 4.17: Die Funktionen log, /. z, log; ; z, log, z, Inz, logg =

2 —
Ine® =lne™®

z2-lne=—-z-lne
2 =—x

2 4+x=0
z-(x+1)=0

z=0oder z = —1

rreeee

72e—1 _ g3wz—2 _ w2z+l _ g3a+2 . g3w+2 _ g3u-2 _ 2o+l _ g2z
— 3390(32 _ 372) — 72:5(7 _ 771)
— (B)-zZ
72 35
<~ «zln (33> =1In ﬁ
72 5-7
33
PN _ lng?
72
e 3In3—-In5—In7
3In3 —2In7
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4.3.40 Beispiel (Lésen von Logarithmusgleichungen)

1
In = = eMrm =l
24 x
< L =
24z
— 24z=1
— x=-1

4.3.6 Trigonometrische Funktionen

4.3.41 Bemerkung (Bogenmaf)
Das Verhéltnis
f;
oo omians gy 0065
Durchmesser

ist fiir alle Kreise konstant. 7 ist irrational.
Der Umfang des Einheitskreises betrigt 2. Fiir die zu einem Winkel a (in Grad) gehérende Bogenlidnge

am Einheitskreis gilt die Verhéltnisgleichung
a(in Grad) =z

360° 27’

d.h. die Bogenldnge betrigt
9. @ (in Grad)
T 8600

Abbildung 4.18: Winkel und Bogenlénge am Einheitskreis
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4.3.42 Beispiel

N o
E = 30
i = 45
; = 60°
5 = o
%W = 120°
%W = 210°
?T( = 600°
—gﬂ' =  —450°

10/3r
v

Ff

2/3n

£5/21
7/6m

N
T

Abbildung 4.19: Winkel im Bogenmaf3

4.3.43 Definition (Sinus, Cosinus)
Sei (r,s) der Punkt an dem Einheitskreis, der langs des Kreisbogens die Entfernung = von (1,0) hat. Dann
ist (r,s) = (cosz,sinx).

Wertetabelle
T T T T 2 3 5
] 0 | & | & | 5 | 5 |irlde|r]n]
sinz ||[0=3V0| £ =3V1 §:%\@ @:%\/3 1=1v4 § g ! 0
cose | 1= 4vE| F = 1vB| E = 1va| 1=4vT [o=4va| 4[| £ [
4.3.44 Satz

Fiir die trigonometrischen Funktionen sin und cos gilt
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1
SinX [~----=------- »
/I : \\
! [
1 1 \
/ VoY
1 X ! 1
I — >
-1 0 cosx ;1 r
-1

Abbildung 4.20: Punkt auf dem Einheitskreis, sin und cos

Sin X, COSX

Abbildung 4.21: Die Funktionen sinz und cosx

a

Dsin = R7 Dcos =R.

b) Wein = [-1,1] Wees = [—1,1].

d

)
)
¢) sin ist eine ungerade, cos ist eine gerade Funktion.
) sin und cos sind 27-periodisch.

)

e) Die Nullstellen von sin sind
{..,=2m,—m,0,7,2m,3m,...} =4k -7: k € Z}.

f) Die Nullstellen von cos sind

3 T3 s

4.3.45 Beispiel
Sei f:R — R, f(z) =sin(2z). Es gilt
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a) f(x) ist m-periodisch, denn

flx+7) =sin(2(z + 7)) = sin (2z + 27) = sin (2z) = f(z)

b) f(x) ist ungerade, denn

f(=z) =sin(2(—x)) =sin (—2z) = —sin (2z) = — f(x)

4.3.46 Satz (Wichtige trigonometrische Formeln)

a) Trigonometrischer Pythagoras

b) Additionstheoreme

¢) Formeln fiir doppelte Winkel

sin 2a

cos 2a

d) Formeln fiir halbe Winkel

4.3.47 Beispiel

a) Berechne sin §.

sina 4+ cos?a =1

sin(a+b) = sinacosb+cosasind
cos(atb) = cosacosbFsinasind
= 2sinacosa

2

= cos’a—sina=1-2sin?a=2cos’a—1

+1/=(1 — cosb) falls
—1/=(1 — cosb) falls

+1/ = (1 + cosb) falls

HTMHMH

- 5(1 + cosb) falls

LT
sin - =
8

— im 1. oder 2. Quadranten

— im 3. oder 4. Quadranten

im 1. oder 4. Quadranten

— im 2. oder 3. Quadranten

\}

(Wegen sin § > 0 ist bei der Wurzel das positive Vorzeichen zu wéhlen.)

b) Berechne cos 3.

— = — 1 1_|_ g
COSS7T = 5 COS47T
1
- 30
1 1
= —/=(1-2V2
(1-2v2)

(Wegen cos %7‘( < 0 ist bei der Wurzel das negative Vorzeichen zu wéhlen.)
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4.3.48 Beispiel
Wir betrachten noch einmal die Funktion aus Beispiel 4.3.45, d.h. f: R — R, f(x) = sin (2z). Es gilt

a) f(x) ist m-periodisch.
b) f(z) ist ungerade.

¢) Wertetabelle

o[58 7 ]3]3 Jir|ie]5]
2z 0 % % % % %77 %ﬂ' %7‘(‘ T
sin2z || 0| 1 §§ 1 §§ I

d) Nullstellen:

sin(2x) =0 < 2zx=%k-7m, keZ

— x=k-—-, keZ

B

e) Funktionsgraph: Der Graph der Funktion entspricht dem Graphen der Sinusfunktion um den Faktor 2

gestaucht.
sin 2x
A
1_
Tt ut 211 37T 2X
N i ! —
-T2 0 T2 T 32 X

-1

Abbildung 4.22: Die Funktion sin (2x)

4.3.49 Beispiel
Sei g: R — R, g(x) = sin (Q:Jr %)

a) Wertetabelle

« |-#[0] 5 3]
r+E[ 05151513
g(x) AEAEAE

s

b) Funktionsgraph: Der Graph von sin (z + §) entspricht dem der Sinusfunktion um & nach links ver-
schoben.

4.3.50 Satz (Allgemeine Sinusfunktion)
a) Sei f(z) = sin (wz). Dann ist

sin(we) =0 <= wr=k-m, keZ

— z=k-L kez
w
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sin (x+T176)

0 1y Tll 3/% T 2|T[

T T
-T72 0 W2 T 321 2m

Abbildung 4.23: Die Funktion sin (x + %)

Sin W X
A
1_
1T ) Tt 21m 81t WX
i i l i >
-Tr'w 0 W 21w 3w X
_1_

Abbildung 4.24: Die Funktion sinwz

Das bedeutet: Der Graph von f(z) ist der der Sinusfunktion, aber gestaucht (falls |w| > 1) oder gedehnt
falls 0 < |w| < 1 um den Faktor w. Fiir w < 0 ist der Funktionsgraph noch zusétzlich an der y-Achse
gespiegelt.

b) Sei g(x) = sin(wz — ¢) = sin (w(z — £)). Dann ist

g(x)=0 <= wr—p=k-m, kel

k-
S x:ﬂ, keZ
w

Das bedeutet: Der Graph von g(z) ist der von f(x) = sin(wz), verschoben um £ in x-Richtung
(Verschiebung nach rechts, wenn £ > 0, sonst nach links).

¢) Sei h(xz) = a - sin (wx — @), a # 0. Der Graph von h(z) ist der von g(z) = sin (wz — ), gestreckt um
den Faktor a in y-Richtung falls |a| > 1, gestaucht falls |a| < 1. Fiir a < 0 wird der Graph noch an der
x-Achse gespiegelt.

4.3.51 Definition (Tangens, Cotangens)
a) Die Tangensfunktion ist definiert durch

tanx:wmit th:R\{k~7T—|—z : k;EZ}
CcosS T 2

b) Die Cotangensfunktion ist definert durch

1
cotxzc,osxz mit Deot = R\ {k -7 : k€ Z}
sinx tanx
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sin (W Xx—¢)

0 T 2'T[ 3'11

J
1 I I
P/l TMw 21w 3w

Abbildung 4.25: Die Funktion sin(wx — ¢)

asin (x—9)

Abbildung 4.26: Die Funktion a - sin (wz — ¢)

Wertetabelle ) X .
v 10| 57|35 |2| 57|17 | 6™
; 1 [ V2] V3 V3 V2 1
ST 0 3 5 5 1 5 5 5
V3| V2| 1 1 V2 V3
cosz || 115515 5 |0 -3 |—%|—%
tanz || O ? 1 V3] = —\/§ —1 —?
cotz || —[v3]| 1 ? 0 —% -1 |—-v3
4.3.52 Satz

a) Die Tangens- und Cotangensfunktionen sind ungerade.

b) tan, cot sind m-periodisch.

¢) Die Nullstellen von tan sind

{k-m:kelZ}
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tanx, cotx

f ]
-T2 0 T2 T 321t 2T

Abbildung 4.27: Die Funktionen tan z und cot «

d) Die Nullstellen von cot sind
™

{k-m+ 5 - kelZ}
Beweis: zu a)
tan (=) = sin (—z) _ —sinz

cos (—x) cos T

zu b)
fan (2 + 1) = sin (z 4 ) _ sz

cos(z+m) —cosz

zu ¢)
tanx =0 <= sin(z) =0 <= z=k-m, k€’

zu d)

cot(z) =0 < cos(z) =0 < x:k-7r+g,k€Z

4.3.7 Arcusfunktionen

Mit den Arcusfunktionen werden Umkehrfunktionen zu geeigneten Einschrinkungen der trigonometrischen
Funktionen bezeichnet.

4.3.53 Definition (Arcusfunktionen)

a) sin : [—%, g] — [—1,1] ist streng monoton steigend und umkehrbar.
arcsin : [—1,1] — [—%, 5] ist definiert durch

arcsine =y <= siny ==

b) cos: [0,7] — [—1,1] ist streng monoton fallend und umkehrbar.
arccos : [—1,1] — [0, «] ist definiert durch

arccosxT =9y <— Cosy ==
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sin X, arcsinx

1_
T T T >
-Tv2 /P T2 T 321 X
_1_

Abbildung 4.28: Die Funktionen sin « und arcsin z

COSX, arcco

T T T
0 W2 T 32m
_1_

Abbildung 4.29: Die Funktionen cos x und arccos x

c) tan: (—g, g) — R ist streng monoton wachsend und umkehrbar.
arctan : R — (—% %) ist definiert durch

arctanr =y <= tany=ux

d) cot: (0,m) — R ist streng monoton fallend und umkehrbar.
arccot : R — (0,7) ist definiert durch

arccotr =y <= coty==x

4.3.54 Satz
a) arcsin und arctan sind ungerade und streng monoton wachsend.
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tanx, arctanx

-n -2 P w2 T

-3

Abbildung 4.30: Die Funktionen tan z und arctan x

cotx, arccotx

A
3

2

- T >
-T2 P T2 T 321 X

Abbildung 4.31: Die Funktionen cot z und arccot x

b) arccos und arccot sind streng monoton fallend.

4.3.55 Beispiel (Losen trigonometrischer Gleichungen)
Lose
sinz = 0.4 mit x € R.

T 3

a) Alle Losungen eines Periodenintervalls, z.B. x € [—57 §7r]:
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® n [-5.5)

x = arcsin(0.4)
(ii) in [5, 37

—

x =7 — arcsin(0.4)
b) Alle Losungen (27-Periodizitéit):
x = arcsin(0.4) + k - 27
oder

x=—arcsin(0.4)+7+k-2m, k€Z
= —arcsin(0.4) + 2k + 1)w, ke Z
L ={x:2 = +arcsin(0.4) + 2km oder x = —arcsin(0.4) + (2k + )7, k € Z}
4.3.56 Beispiel (Lésen trigonometrischer Gleichungen)
Lose

sin(3z + T

2
2) = g mit z € R.
Substitution: y = 3z + 7, d. h. wir 16sen zunéchst

siny =

“[%

a) Alle Losungen eines Periodenintervalls, z. B. y € [—

i) in [—g, g] :
y = arcsin (?) = %
ii) in [3,37] :

. < \/§>
y=m—arcsin [ —
2
b) Alle Losungen (27-Periodizitiit):

3
yz%—i—lerodery:Zﬂ'—i—Zkﬂ, keZ
Riicksubstitution:

3r+ 5 =% +2kn  oder 3x+g:%7r+2k7r, keZ
= 3r=—7 +2km oder 3v = gm+2km, keZ
<— xz—%—&—%kw oder le—g+%ﬂ', keZ

Insgesamt ergibt sich also

m 2
L= R:z=+—+- Z
{z e x 12+3I<;7r,ke }
4.3.57 Beispiel (Lésen trigonometrischer Gleichungen)
Lose

tan?z + 2tanz — 1 =0,
wobei tan? x = (tan x)? bezeichnet.

Substitution: © = tanz, d. h. wir l6sen zunéchst

u? +2u—1=0.
Nach der quadratischen Formel sind die Losungen gegeben durch

u=-1+v2.
Fiir die Losungen der Ausgangsgleichung (Riicksubstitution) ergibt sich: (tanz = —1 4+ v/2)
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a) Alle Losungen im Periodenintervall (—g, g)
x = arctan (—1 + v/2) oder z = arctan (—1 — v/2)
b) Alle Losungen ( tanx ist m—periodisch):
& = arctan (—1 + v/2) + kr oder z = arctan (—1 — V2) + kr, ke Z
Insgesamt ergibt sich also

L= {x : & = arctan(—1 + V'2) 4+ kr oder z = arctan(—1 — V/2) + kr, k € Z}

4.4 Zusammengesetzte Funktionen

4.4.1 Definition (Verkniipfungen von Funktionen)
Seien f: Dy — R, g: Dy, — R Funktionen.

a) f+9, f—g, f-9: Dy N Dy — R sind gegeben durch:

b) a-f: Dy — Rist fiir a € R gegeben durch:
(af)(z) =a- f(z).

o
N
\

ch : (DfNDy)\{z eR: g(z) =0} — R ist gegeben durch:

(-1
4.4.2 Beispiel

a) Polynome entstehen aus f(x) =z und Konstanten durch Summen- und Produktbildung.

b) Rationale Funktionen enstehen aus Polynomen durch Division.

4.4.3 Definition (Verkettung von Funktionen)
Seien f: Dy — Rund g: D, — R Funktionen mit W, C Dy. Dann heifit

fog: Dg — Rmit (fog)(x) = f(g(z))
Verkettung der Funktionen f und g.

4.4.4 Beispiel

fw) = va g@)=1-a?
Dy =[0,00) Wy = (—00,1]

(fog)(z) =+v1—2a?ist fiir |z| > 1 nicht definiert!
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4.5 Grenzwerte

4.5.1 Definition
Eine Funktion f mit Dy = N, W, C R heifit reelle Folge:

f*N — R
fn) = a,

an heifit n-tes Folgenglied.

4.5.2 Bemerkung
Schreibweise fiir Folgen:
ai, az, az, G4, ...

oder (an)nen oder (ay).

4.5.3 Beispiel

a) 1,2,3,4,... = (n)nen
111 1
b) 13;77“-(2)
1'9°16 n? )
11 1 1 (—1)"
) _2’+4’_8’+16""_< 90 )nEN

4.5.4 Definition
(an)nen heifit arithmetische Folge, wenn

anp=a+(n—1)d,neN

mit a,d € R, d. h.
(an) =a,a+d,a+2d,a+3d, ...

bzw. rekursiv a,+1 = a, + d fiir n € N und a; = a.

4.5.5 Beispiel
a) 2,4,6,8,10,12,...: Folge der geraden Zahlen (a = 2,d = 2).

b) 1,3,5,7,9,11,...: Folge der ungeraden Zahlen (a = 1,d = 2).
c¢) 0,—10,—20,—30,—40, .. .: negative Vielfache von 10 (a = 0,d = —10).

4.5.6 Definition
(an)nen heiit geometrische Folge, wenn
an=a¢"" ', neN

mit a,q € R, d. h.
(a‘n) = a, aqa aq25 e

bzw. rekursiv a,1 = a, - q fir n € N und a; = a.

4.5.7 Beispiel
a) 1,10,100,1000,10000,...: Zehnerpotenzen (a = 1,q = 10).

b) \/572a2\/§7474\/§,8,...1 a:q:\/i
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4.5.8 Definition
Eine Folge (an)nen heiit alternierend, wenn

Gnap4+1 <0, neEN
d. h. a,, a,4+1 haben unterschiedliches Vorzeichen.
4.5.9 Beispiel
B
274 87167

Die Begriffe Monotonie und Beschrénktheit sind aus dem Kapitel iiber Funktionen bekannt. Da Folgen
Funktionen auf N sind, sind die Begriffe auf Folgen anwendbar.

4.5.10 Bemerkung
a) Eine Folge (ay,)nen heifit monoton wachsend, wenn a,, < a,41 fir alle n € N bzw. monoton fallend,
wenn a, > a,41 fir alle n € N gilt.

b) Die Folge (an)nen heifit streng monoton wachsend, wenn a,, < a,41 fir alle n € N bzw. streng
monoton fallend, wenn a,, > a,1 fiir alle n € N gilt.

4.5.11 Beispiel
a) 1,3,5,7,... = (2n — 1) ist streng monoton wachsend.

1
b) 1, .= (n) ist streng monoton fallend.

11
)3747"

N | =

¢) 2n+(-1)™) =1,5,59,9,11,11, ... ist monoton wachsend, aber nicht streng monoton.

4.5.12 Bemerkung
a) Eine Folge (a,,) heiit nach oben beschrinkt, falls C' € R existiert mit a,, < C fiir alle n € N. C heift in
diesem Falle (eine) obere Schranke von (ay,).

b) (an) heifit nach unten beschrinkt, falls C' € R existiert mit a,, > C fiir alle n € N. C heifit dann untere
Schranke von (ay,).

¢) Eine Folge (a,) heifit beschrdinkt, wenn sie nach oben und unten beschrinkt ist. Dies ist genau dann
erfiillt, wenn C' € [0, 00) existiert mit |a,| < C fiir alle n € N.

a) Die Folge

4.5.13 Beispiel 1-3n 1 1
( > ist beschrénkt, da |a,| = ‘ - 3‘ =3-—<3.
n n

b) (2n — 1) ist nach unten beschriinkt, da 0 < 2n — 1.

1
c) (—) ist beschrénkt, denn
n

|
— | <1
n

4.5.1 Nullfolgen

4.5.14 Beispiel
a)

1 _ 1111
n)oen 2783747577

Die Folgenglieder liegen fiir groles n “beliebig nahe” an 0.

“Beliebig nahe” heiit: Fiir jedes € > 0 (beliebig klein), n “groff genug” ist |a,| < e.

89



1
Fiir € > 0 und n > — gilt |a,| < €, denn
5

1 1
— | <eg—= -<n.
n €

1
Fire >0 und n > \[ gilt |a,| < €, denn
€

, 1 1
g <= n >- << n> -
3 9

E
4.5.15 Definition
(ay) heifit Nullfolge, wenn zu jedem e > 0 eine Zahl N, € N existiert mit

lan| < e  fur alle n > N..

4.5.16 Beispiel

<1) T N L
\/’E ’ 27 37 47 57

1 1
<e &= Vn>- = n> .
e &€

Sei ¢ > 0. Es ist
1
#

1 1
Also: Fiir € > 0 beliebig und jedes n > gilt “ < &. Somit ist (

1
= 7 > eine Nullfolge.

vn

4.5.17 Beispiel

Es gilt:

3n 30 3
2
d. h. Folgenglieder haben mindestens den Abstand 3 von 0. Also handelt es sich nicht um eine Nullfolge.
4.5.18 Beispiel

(an) = (1+ (=1)") =0,2,0,2,0,2...

ist keine Nullfolge. Fiir € = 1 ist |a,| < & fiir ungerades n, aber nicht fiir gerade n, d. h. es gibt kein N, so
dass |a,| < ¢ fiir jedes n > N gilt.
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4.5.19 Beispiel

@)= (E) = —1g-g g

1
lan| < e <— n>g

Sei € > 0. Dann ist

1
Also gilt: Fiir N, > — ist stets |a,| < ¢, d. h. (a,,) ist Nullfolge.
€

4.5.20 Satz
Sei (a,) eine Nullfolge, (b,,) beschréinkt. Dann ist (a,b,) eine Nullfolge.
Beweis. (by,) sei beschrénkt, d. h. es existiert C' > 0, so dass |b,| < C fiir alle n € N.

Sei € > 0: Da (a,) Nullfolge ist, existiert zu &€ = % ein Ns mit der Eigenschaft |a,| < & (n > Ng).
Damit gilt:
lanbn| = |an|lbn| < |an]-C <&-C=c¢

fiir jedes n > Ng. Also ist (anby,) eine Nullfolge.

1

1
n)’ (b,) = (sinn). (n> ist eine Nullfolge, und (sinn) ist eine beschriinkte Folge.

4.5.21 Beispiel
Wir betrachten (a,) = (

Somit ist <smn) eine Nullfolge.
n

4.5.2 Konvergenz

4.5.22 Definition
Sei (a,,) eine Folge. a € R heiit Grenzwert von (ay,), und (a,) heifit konvergent gegen a, wenn es zu jedem
€ > 0 eine Zahl N, € N gibt mit
|an, — al| < e fiir jedes n > N..
Man schreibt dann
lim a, =a
(“Limes a,, fiir n gegen unendlich”) oder

an, —a (n— 00).

4.5.23 Bemerkung
a) Jede konstante Folge konvergiert, d. h. fiir (a,,) = (a) gilt a,, — a fiir n — oo.

b) Jede Nullfolge konvergiert gegen 0.
¢) ap — afirn — oo <= (a, — a) Nullfolge.
4.5.24 Satz

Aus lim a, =a und lim a, = b folgt a = b, (d. h. wenn ein Grenzwert existiert, ist er eindeutig).
n—oo n—oo

4.5.25 Definition
Nicht konvergente Folgen heiflen divergent.

4.5.26 Beispiel
(an) = ((-1D)™) = —1,1,—1,1,... ist divergent.

4.5.27 Satz
Jede konvergente Folge ist beschriankt (die Umkehrung gilt nicht, vgl. néchstes Beispiel).

91



Beweis. Sei (ay) konvergente Folge mit lim a, = a.

n—oo

Wegen der Konvergenz gilt mit der Wahl e = 1, dass |a,, — a| < 1 fiir alle n > N; oder dquivalent
an € (a—1,a+ 1) fir alle n > Ny,
d. h. nur aq,as,...,an, -1 kénnen auflerhalb von (a — 1,a + 1) liegen. Das Maximum der Zahlen
laslylasl, ., lany -], Ja — 1], Ja + 1]
ist eine Schranke von (ay,).

4.5.28 Beispiel
a) (an) = (n) ist nicht konvergent und unbeschréinkt.

b) (an) = ((—1)™) ist nicht konvergent und beschrinkt.

4.5.29 Satz
Sei ¢ € R. Seien (ay,), (b,) konvergente Folgen mit lim a, = a, lim b, = b. Dann gilt:
a) an + b, ist konvergent mit a,, + b, — a + b.
b) a, — b, ist konvergent mit a,, — b, — a — b.
¢) apb, ist konvergent mit a,b, — a-b.
d) ca,, ist konvergent mit c¢- a,, — ¢ - a.
Qp . ., Gn a
e) . ist konvergent mit RS falls b, # 0 (n € N) und b # 0.

— 0.

4.5.30 ? ispiel
7 (x)
n

0 () () () e

4.5.31 Beispiel

1+ 3n + 5n?
G t n)=—m—m——].
renzwert von (a,) e )
Kiirze durch die hochste Potenz von n im Nenner.
1+ 3n + 5n?
a, = ——————
4n?
1 3n
2
o 4n?
1 3
-+ -+ 5
_n n
4
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Jede einzelne Folge konvergiert, also gilt
1 3
lim — + lim —+ lim 5

li L= n—oo N n—oo N n—oo
nirco & lim 4
n—oo
0+0+5 5
4 4
d. h. (ay) konvergiert und lim a, =
4.5.32 Beispiel 2
3n® +2
Wir betracht n) = .
ir betrachten (a,) <4n—|—1)
B+ 2 2
Csn242 \7MTR)" dnt o
o 1

a, = =
n+1 <4+1>n 4+ —
n n

2
ist nicht beschrankt, denn es gilt 3n + — > 3n, ferner ist 4 + — < 5, also
n n

2
3n+ —
- = 3n,
44—
n

und dies ist nicht beschrénkt. Somit ist (a,) nicht konvergent.

;1{.5.33 BEISplel( ) 302 1+ 4
onvergenz von (a,) = .
vergenz v n B

Kiirze durch die hochste Potenz von n im Nenner.

0, = n n3 _n 7}3 .
n3 (1 + nlg) +—
Jede Einzelfolge konvergiert, also gilt
3 n 4
Jim aq = lim 2 = T
14 o3

4.5.34 Satz P(n) m l
( ) mit Polynomen P(n) = Zaknk, Q(n) = Z bn®, anm, #0,b; #0
k=0 k=0

Die Folge (a,) = o)

a) konvergiert gegen 0, falls Grad (P) < Grad (Q),

b) konvergiert gegen ab—m, falls Grad (P) = Grad (Q),
1

c¢) divergiert, falls Grad (P) > Grad (Q).

Wiederholung:
(an) konvergiert = (a,) beschriankt. Die Umkehrung gilt i. a. nicht. Es sind Zusatzvoraussetzungen nétig.
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4.5.35 Satz

(an) sel monoton {W%Cﬁlesgéld} und nach {gr?tee%} beschrankt.

Dann ist (a,) konvergent.

Heuristische Uberlegung: Sei (a,,) monoton wachsend, nach oben beschrénkt. Falls a,, nicht in die Nihe von
C kommt, kann C' verkleinert werden (sozusagen, bis C' optimal ist in dem Sinne, dass man keine kleinere
Konstante finden kann).

4.5.36 Beispiel
Sei (a,) = (¥/2). Es gilt a, > 1, d.h. die Folge ist nach unten beschriinkt. (a,) ist monoton fallend, denn

An+1 <ap, & n+\1/§ < {L/E
PN ( n+\1/§)n(n+1) < ((L/i)n(n-&—l)
oo 9n S 2n+1
& n<n—+1

Also ist (a,) konvergent. Der Grenzwert wird spéter bestimmt.

4.5.37 Satz (EinschlieBungssatz, Sandwichsatz)

Seien (ay,), (by), (¢,) Folgen mit lim, .o a, = a, lim, . ¢, = a, a, < b, < ¢, fir alle n € N.

Dann ist lim,,_. b, = a.

Der Satz gilt auch, wenn die Ungleichung a,, < b,, < ¢, nicht fiir alle n € N, sondern von einem Index N an
fiir alle n > N gilt.

4.5.38 Beispiel

Wéihle

Es gilt lim,, . a, = 0, lim,, . ¢, = 0 und

Lop, <2

n n
Also gilt mit dem Sandwichsatz

lim b, =0

4.5.39 Beispiel
a) (an) = ¥/n.

Wir zeigen spéter mit Methoden der Differentialrechnung, dass lim,, ., ¢/n =1 gilt.

b) (a,) = ({/a), a > 1 konstant.
Behauptung: lim,, .., ¥/a =1
Fiir n > a gilt:

1< {/a < n.

Dann folgt die Behauptung mit dem Einschliefungssatz.

94



¢) (by) = (¥/b), 0 < b < 1 konstant
Behauptung: lim,,_, Vb =1.

Setze a = 7 a > 1. Dann ist

1 1
Vb= (/- = it a>1
Vb \/; wmla

1 1
lim Vb= — =2 =1
Jim Vb= e =g

Mit dem vorigen Beispiel folgt:

d) Zusammen ergibt sich lim,,_,o, {/c =1 fiir ¢ > 0 konstant.

4.5.40 Beispiel

(an) = (¢"),lal <1

Behauptung: lim, ., ¢" = 0 Die Behauptung ist klar fiir ¢ = 0.

Sei im folgenden zunichst 0 < ¢ < 1. Dann gilt nach der Bernoullischen Ungleichung (¢ > —1, n € N =
(I1+a)”>1+na):

und daher

und, da der Term auf der rechten Seite der obigen Ungleichung gegen Null konvergiert, die Behauptung folgt
wieder mit dem EinschlieBungssatz.

Fir —1 < ¢ < 0 folgt die Behauptung aus der Darstellung ¢ = (—1)"|g|™.

Fiir ¢ = 1 gilt lim,, o, ¢" = 1, fiir ¢ = —1 und |g| > 1 ist die Folge (¢™) divergent.

4.5.41 Beispiel 1\" 1
Man kann zeigen, dass (1 -+ ) monoton wachsend und nach oben beschrénkt ist. Also ist (1 + )
n n

n

konvergent und es gilt

1\ "
lim (1 + > = e ~ 2.7182818284 . ..
n— 00 n

(Kein Beweis)

4.5.42 Definition (Teilfolge)

Sei (ay) eine Folge.

Sei k1 < ko < ks < ... eine unendliche geordnete Teilmenge aus N.
Dann heifit (ag, ) Teilfolge von (ay,).

4.5.43 Beispiel

d. h. k, =3n (3,6,9,12,...)

- (02

= (l1,(14,(19,...d. h. k‘n :n2(1,4,9,...)
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4.5.44 Satz
Sei (a,) konvergent gegen a und
(ar, ) eine Teilfolge von (a,). Dann ist auch lim, o ar, = a.

4.5.45 Beispiel

1 3n 1 n?
14+ — —eund (1+ — — e
3n n?
4.5.46 Definition (Uneigentliche Grenzwerte)
Sei (an)nen eine reelle Folge. Man schreibt

2)

lim a, = o0
n—oo

falls zu jedem C > 0 (,,beliebig grofi“) eine Zahl N(C) € N existiert mit a,, > C fiir n > N(C)

b)
lim a, = —c©
falls lim (—a,) = oo d. h. zu jedem C' < 0 (,beliebig klein“) existiert N(C) mit a,, < C fiir alle
n> N(C)
4.5.47 Satz

a) Gilt lim, o a, = {J_r } 00, dann ist (a,) nach {l?r}l)t%%} nicht beschriankt und nur endlich viele a,,

sind { negativ }

positiv
1
b) Falls lim,,—,o, b, = 0 und b,, > 0 dann ist lim,,_, b= 0.
. L 1
¢) Falls lim,, o0 b, = 0 und b,, < 0 dann ist lim,,—, . = —o00.
n
. L. 1
d) Falls lim,, . |¢n| = 00, dann ist lim,, oo — = 0.
Cn
4.5.48 Satz
Sei lim a, =a, lim b, = b mit a,b € RU {00, —co}. Dann ist:
lim,_.o an + b, = a + b, auler fiir a = +00,b = —00 oder a = —00,b = +00.
lim,, o @n — b, = a — b, auller fiir a = +00 = b oder a = —oco0 = b.
lim, o0 Gn + by = a - b auller fiir a = +00,b =0 oder a = 0,b = +o0.
Dabei setzt man z 4+ 0o = 00, £ — 00 = —00, £ - 00 = oo fiir x > 0, z - co = —oo fiir x < 0.

4.6 Grenzwerte und Stetigkeit von Funktionen
Im Folgenden betrachten wir nun wieder reelle Funktionen.

4.6.1 Beispiel

1
Seiy=2a2, Py = 3 4) fester Parabelpunkt,P = (x,x?) variabel.
Die Steigung der Geraden durch Py und P betrigt
I
fl@) = R
o=
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Die Steigung hingt von x ab, ist also eine Funktion von x.

by -my 1}

Frage: Was passiert mit f(z) fiir 2 — 3 ?

z |04 049 0499... 0.6 051 0.501
f(@)]09 099 0999... 1.1 1.01 1.001...
Allgemein ist fiir z € Dy

1
1'2—1
f(x) = il
T
A
RS TAGE
o 1
o=
2
= x-i—l
N 2

Vermutung:
1
f(x)—>1fﬁrw—>§

Grenzwert einer Funktion f: R — R fiir x — x.
Test mit Folgen (x,,) mit den Eigenschaften

(1) Ty € Df
(2) =, # x0

(3) lim z, = a9

n—oo

Untersucht wird, ob lim f(x,) fiir alle solche Folgen existiert. f soll in einer Umgebung von z( definiert
n—oo

sein, mit Ausnahme von z( selbst.

4.6.2 Definition

Ua)={zeR:|z—a| <e,z#a}

heifit punktierte e-Umgebung von a.
Es ist:

Ud.(a) = (a—e,a+¢)\{0}
= (a—¢g,a)U(a,a+¢)

Der Grenzwert von Funktionen wird nun iiber Folgengrenzwerte definiert.

4.6.3 Definition

f:R — R sei (mindestens) in einer punktierten e-Umgebung Us(xo) definiert. yo heifit Grenzwert von f fir
x gegen xo, wenn fiir jede Folge (x,,) mit z, € Dy, x, # xo, lim, o =, = o die Folge (f(z,)) gegen yo
konvergiert.

Man schreibt dann

lim f(z) = yo.

T—To
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4.6.4 Beispiel o

1
a) Sei f(z) = J;_ f. Berechne lim1 f(x).

2 rT—y

Sei (z,,) eine beliebige Folge mit den Eigenschaften (1), (2), (3), d. h. z, € R, z, # § und lim,, o0 2, =

%. Dann ist
2 _ 1
22 1
lim f(z) = lim >~
n—oo n—oo 'rTL — 5
1 1
— lim (zn + 3) (xln - 3)
n—oo Ty — 5
. .1
= lim z, + lim =
n—oo n—oo 2
1 1
i
2 2

Dieses Ergebnis gilt fiir jede beliebige Folge (x,) mit den Eigenschaften (1), (2), (3).
Also ist lim f(z) =1.

T— 35

b)
3 _ 2 -1 -1 3
lim =~ sa” + Su lim L )
z—1 x—1 z—1 x—1
liml(:z:f 1)2=0

Anschaulich bedeutet lim f(z) = yo(< lim f(z,) = yo fiir alle (x,) mit z, € Dy, ,, # zo, limy 00 p, =
T—x0 n—oo

xo), dass f(x,) ,nahe bei“ yq liegt, wenn x,, ,nahe bei“ ¢ liegt.

4.6.5 Satz

f(x) sei in punktierter Umgebung von zq definiert.
Genau dann ist lim f(z) = yo, wenn zu jedem € > 0 eine Zahl § = §(e) existiert, so dass
T—xT(

|f(z) —yol <
fiir jedes © # o mit |x — zg| < 6(e).

4.6.6 Beispiel
Wir zeigen, dass lim,_., /2 = v/a fiir a > 0.
Es ist [vx — V/a| < e fiir |z — a] < 6(g) zu zeigen.

Wz —Va| <e
& Wr—Va|(Ve+Va) <e(Va+a)
& |z —a| <e(vVz+ Va)

< |z—al<eva

Setze also § = y/a. Damit gilt:
Zu e > 01ist §(e) = ev/a, so dass |/ — /a| < ¢ fiir alle x mit | — a| < () =e/a

4.6.7 Beispiel

g YEFI-1 Vet T- Do+ T41)

z—0 x z—0 z(vVz+1+4+1)
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i r+1-—1

= lim ———

=0 z(v/ax +141)
)i

= lim ————
2 A F T )

1
+1

DN =
>

Was ist lim, o /z =7
Problem +/z ist nicht fiir < 0, also nicht in punktierter Umgebung von 0 definiert.

4.6.8 Definition (Einseitige Grenzwerte)
a) f(x) sei in (29,20 + ¢) definiert.
yr heiit rechtsseitiger Grenzwert von f fiir  — z¢ wenn f(x,) gegen y, konvergiert fiir jede Folge
Ty — T, Ty > TQ.-
Dann
lim f(z) = y,.
KE*)(L’O
b) f(x) selin (zg — ¢, zp) definiert.
y; heifit linksseitiger Grenzwert von f fiir © — xo wenn f(x,) gegen y; konvergiert fiir jede Folge
T, — Tg, T, < o Dann
lim f(z) = y.

T—x

4.6.9 Beispiel

a)
lim vz =0
z—0t
b) Sei
0 fir z<0
/(@) {1 fir >0
Jim flz) = 1
liré{f(x) =0
¢)
3
— <
flo) = o 1l<x<3
T —2 z>3

lim f(z) = lim(z—2)=1

r—3+ x—3
Iim f(z) = lim—=1
r—3" f( ) r—3 X

4.6.10 Beispiel
lim0 a® =1, fallsa > 1
Wir wissen

. 1
lim a» =1

n—oo
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daher ist auch

. 1 .
lim ¢ » = lim —— =1

d. h. zu beliebigem & > 0 existiert N(g) mit |a» — 1| <e¢, |a~% —1] <&, n > N(e) d. h.

1—5<a%<1+€ und 1—8<a_%<1+5
—_—— —_———

aﬁ<1+g , 1—5<(fﬁ (4.3)
Wihl 5(e) !
dhle nun 6(¢) = —
N(e)
Dann gilt fiir jedes x mit |z — xo| < d(¢g)
1
<d(e) = —
ol <56 = 75
- ! <z < !
e e —
N(e) N(e)
(daéfl) 0"V < a® < aVO
= l—-e<a®unda® <1+e
= l[a® — 1| < e

4.6.11 Definition
a) Sei f(z) Funktion mit D; = (a,00),a € R.
lim f(z) =y,

wenn lim f(x,) =y fir jede Folge =, — cc.

b) Sei f(z) Funktion mit Dy = (—00,a),a € R.
lim f(z) =y,

wenn lim f(z,) = y fir jede Folge x,, — —o0.

4.6.12 Beispiel
Fiir beliebige Folgen (x,,) mit z,, — oo ist

1
lim — =0 also lim ——0
n— oo xn r—0o0 U
. 1 .
lim — = 0 also lim — = 0
n—oo I r—0o0 U

1 1
lim — =0,keN, also lim — —0

n—o0 x];; T— 00 $k

4.6.13 Satz (Rechenregeln fiir Grenzwerte)
Seien f(z), g(x) Funktionen mit lim,_,,, f(z) = fo, lim;—4, g(z) = go. Dann ist:

a)
Jim f(@) * g(x) = fo* g0
b)
lim ¢- f(x)=c- fo

T—To
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lim M = @
z—z0 g(T)  go

falls gg # 0

4.6.14 Beispiel
a)
lim sinz = lim sin(xg + )
T—x0 £—0 N——
x

= %irr(l)(sin xg cos € + cos xg sin &)

= sinzg-1+cosxzgy-0

= sinxg
b)
lim cosx = cos xg
T—x0
c)
lim a” = a™°
r—xg
d)
lim tanz = tanzg fiir x¢ # il +km, keZ
T—TQ 2
e)
lim cotx = cotxqg fiir xg # kw, k € Z
Tr—x0
4.6.15 Satz
a) Sei limy_,,, f(z) =0 und f(z) {2}0 in einer punktierten Umgebung von .
Dann ist i
lim — ={+}
A8 g~
b) Sei limy—,,__ | f(z)] = oc.
Dann ist 1
lim — =0
4.6.16 Beispiel
a)
lim [tanz| = oo
ZL’*}%
lim = lim c.osac =0
z—Z tanx z—Z% sinx

4.6.17 Satz (EinschlieBungssatz, Sandwichsatz)
Sei lim f1(z) =yo = lim fo(x) und fi(z) < f(z) < f2(z) in punktierter Umgebung von zg.
Tr—I0 r—Xo
Dann ist
lim f(z) = yo.

T—x0
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4.6.18 Beispiel

Wir wollen zeigen dass
. sinz
lim

z—0 X

=1

1.Fall: 0 < z < g Dazu vergleichen wir die folgenden Lingen: (vgl. auch die Def. von Bogenmaf, sin und

tan am Einheitskreis)

. sinx
sinr <z <tanr < cosr< —<1
T

. . . sinx
Da limcosz=1=1lm1l1 = lim =1
x—0 x—0 r—0t X

2.Fall: —g <zr<0,dh 0<—-2z< g) Also gilt (vgl. oben):
sin(—z) < —x < tan(—z) & —sinz < —z < —tanz
sinx
& 1< —<cosz
x

Da limcosz=1=1lml1 = lim smle

x—0 x—0 r—0— xX

Insgesamt folgt somit die Behauptung.

4.6.19 Definition (Stetigkeit)
Sei f(x) in einer Umgebung von x( definiert. f heifit in x( stetig, wenn gilt:

lim f(x) = f(x0)

T—xo

4.6.20 Bemerkung

lim f(z) = f(ro) <= lim [0 +h) = [(z0)

Tr—Io

4.6.21 Beispiel
a) v/, sinz, cosz, tanx, cotx, a”, |z|, Polynome und rationale Funktionen sind auf ihrem gesamten
Definitionsbereich stetig.

b) f(z) =L ist in 2 = 0 nicht definiert, also dort nicht stetig.

¢) f(x) =sgn x ist in 0 nicht stetig, aber in allen x € R\ {0}.

4.6.22 Definition
f(z) heifit rechtsseitig stetig in xzp, wenn

lim f(z) = f(xo).

f—?])o
f(z) heifit linksseitig stetig in g, wenn

lim f(z) = f(xo).

T—x()
4.6.23 Beispiel
1 fir z>0

f(ac):{ 0 fir z<0

ist in O rechtsseitig, aber nicht linksseitig stetig:

dim f(@) = lim 1=1= f(0)
Jim f(e)= = lim 0=0#f(0)
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4.6.24 Satz
f(z) ist in x¢ stetig, wenn f(z) dort rechts- und linksseitig stetig ist. (d. h. rechts- und linksseitiger Grenzwert
miissen existieren und gleich dem Funktionswert sein.)

4.6.25 Definition
f i [a,b] — R heifit stetig auf [a, b], wenn

a) f(z) in allen a < zp < b stetig,
b) f(z) in zo = a rechtsseitig und in x¢ = b linksseitig stetig ist.

4.6.26 Satz (Rechenregeln)
a) Seien f(z) und g(z) in xq stetig.

Dann sind f(z) + g(z), f(z) — g(z), f(z) - g(x) in x( stetig, f(@)

g()

ist stetig in z¢ falls g(x) # 0.

b) Sei g(z) stetig in xg mit g(xg) = yo und h(z) stetig in yo.
Dann ist f(z) = h(g(x)) stetig in .

¢) f(x) sei stetig in 2o mit f(x¢) = yo und habe eine Umkehrfunktion f~1(y).
Dann ist f~1(y) stetig in yo.

4.6.27 Beispiel
a) f(z) =sinz 4 cos (2x) ist stetig fiir beliebige xp € R

b) f(x) = e %sin (wx) ist stetig fiir alle g € R

c) flx)= Sl N stetig fiir alle xp € R\{0}
coszT —
d) f(z) = 1.2 ist stetig fiir xp € R.
4.6.28 Beispiel
a)
mit A(y) = eV (stetig auf R) und g(z) = cosx (stetig auf R).
Daher ist
f(z) = h(g(x)) stetig auf R.
b)
fl) = sin(2?) = h(g(x))
mit h(y) = siny (stetig auf R) und g(z) = 2? (stetig auf R).
Daher ist
f(x) = h(g(x)) stetig auf R.
c)

flz) = V1+a?=hg(x))

mit h(y) =y und g(z)=1+2%

Da W, = [1,00) C Dy, gilt Dy = Dy = R und h(y) = /y stetig auf Dy, = [0, 00) sowie g(z) = 1+ 2
stetig auf D, = R. Daher ist

f(z) = h(g(x)) = vV 1+ 22 stetig auf Dy = Dy =R.
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1
f@) = sint = n(g(a)
1
mit h(y) = siny (stetig auf R) und g(z) = — (stetig auf R\{0}).
x
Es ist W, = R\{0} C D, =R, also ist

1
f(z) =sin - stetig auf Dy = R\{0}.

¢)
f@) = = hl()
mit h(y) = 5 (stetig auf R\{0}) und g(z) = sinz (stetig auf R).

Daher ist
f(z) = h(g(x)) stetig auf Dy = {z € R:sinx # 0} = R\{kw : k € Z}

4.6.29 Beispiel
a) log, x ist stetig auf (0, c0) fiir beliebige a > 0,a # 1

b) arcsinz und arccos x sind stetig auf ihrem Definitionsbereich [—1,1].

¢) arctanz und arccot  auf ganz R.

4.6.30 Satz

Sei f(x) stetig auf [a,b] und f(a) - f(b) < 0.

Dann ist f(z) = 0 fiir mindestens eine Stelle x € (a, b).

4.6.31 Satz (Zwischenwertsatz)

Sei f(z) stetig auf [a,b]. A= f(a), B = f(b).

Dann existiert zu jedem Wert C zwischen A und B eine Stelle = € (a,b) mit f(x) = C.

4.6.32 Beispiel
Sei f(x) =10 —x — 2. Es gilt f(x) ist stetig und f(0) = —1, f(1) = 7. Also ist

f(z)=0firen0<x<1.

Es gilt f(%) =10 — % — 2> 0, also ist

f(x)zOﬁirein0<x<%.
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Kapitel 5

Differentialrechnung

5.1 Differenzierbarkeit reeller Funktionen

Gegeben sei eine “glatte” Funktion f(z), die in einer Umgebung
von z( definiert ist. Gesucht ist die Steigung der Tangente an den Graph von f(z) an der Stelle xg.

Betrachtet man den festen Punkt Py (20, f(2¢)) und einen variablen Punkt P (z, f(z)) mit & # xq, so
gibt der Differenzenquotient
Ay f@)— flwo)

Az T — X = s(@)
die Steigung der Geraden durch Py und P an.
Der Grenzwert

i o) = Jim, 3
f(@) = fo)

= lim
T—Io Tr — X
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— lim f(xzo+h) — f(z0)
h—0 h

(h =2 —x0, d. h. x = h + x) ist , falls er existiert, die Steigung der Tangenten an den Graphen von f(z)
an der Stelle xzg.

5.1.1 Definition
f(z) sei in einer Umgebung von zq definiert. f(x) heifit an der Stelle xy differenzierbar, wenn

f(xo) = lim f(@) = f(zo) — lim J(xo + h})L — f(z0)

T—To T — X9 h—0

existiert. f'(xo) heiit erste Ableitung von f(x) an der Stelle xg.

5.1.2 Bemerkung
a) Ubliche Schreibweisen fiir die erste Ableitung von f an der Stelle z( sind:

dy df (z)
/ / 13 h 9 “ h 2
F(®@)y Yoz I x:z()’ dy nach dx dr |, df (z) nach dx
b) Flao + h})L — f(z0) heiflt Differenzenquotient,
. xo+h)— fx d . . . )
]&11)% f(@o f>L f(@o) = é(azo) heifit Differentialquotient.

5.1.3 Bemerkung
Da f'(xg) die Steigung der Tangente an den Graph von f(x) an der Stelle zg ist, ist

Ty () = f(x0) + f'(0)(x — 20)

die Gleichung der Tangente. Ty, (z) ist lineare Approzimation an f im Bereich von zg, d.h. in einer kleinen
Umgebung von xg gilt die Ndherung

f@) = f(@o) + f'(xo)(x — o)

5.1.4 Definition
f(z) heifit an der Stelle x¢ rechtsseitig bzw. linksseitig differenzierbar, wenn

lim f(zo+h) — f(zo) — lim f(z) = f(zo)
h—0t+ h z~>10+ T — X9
bzw.
o @) = f@o) L f(w0) = flao —h)
h—0— h h—0+ h
o J@) = F0)
=z T — To
existiert.

Die Grenzwerte heiflen rechisseitige bzw. linksseitige Ableitung von f(x) an der Stelle .

5.1.5 Definition
f(z) heiBt auf [a, ] differenzierbar, wenn

i) f(z) differenzierbar an allen inneren Punkten zo € (a,b)

ii) f(x) rechtsseitig differenzierbar am linken Rand z¢ = a
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ili) f(x) linksseitig differenzierbar am rechten Rand zg = b

ist.
Wenn f(x) differenzierbar auf [a, b] ist, dann gilt:
f'(x) ist eine Funktion mit Definitionsbereich Dy = [a, b].

5.1.6 Satz
Sei f(z) an xo € R differenzierbar, dann ist f(x) dort stetig.

Beweis. Fiir h #£ 0 ist
f(zo+h) — f(xo)

flxzo+h)= Y b+ f(zo).
Daher gilt:
i f(g + ) = fim HE0ED 200 g
= f'(wo)- lim b+ f(@o)
= f(=o)

Somit ist f(x) in zq stetig, da limp_q f(zo + h) = f(z0) gilt.

5.2 Ableitungen der mathematischen Grundfunktionen

5.2.1 Satz
Fiir f(z) = c gilt f'(x) = 0 fiir beliebiges = € R.
Beweis. A B - f(x)
, . r+n)—flzg) ... c—c
fleo) =l == =% =°
5.2.2 Satz

a) Fiir f(z) = 2™ mit n € N gilt f/(z) =n-2""! an jeder Stelle z € R.

b) Fiir f(z) = 2% mit a € R\ {0} gilt f'(z) = a- 2%~ ! fiir beliebiges z € R (fiir a = 0 hat man den Fall
der konstanten Funktion f(z) =1).

Beweis. Zu a) Mit dem binomischen Satz erhilt man

" — pm
flz) = ;{%M

Fiir den Beweis von b) benétigt man eine Verallgemeinerung des binomischen Satzes auf gebrochene
Exponenten.

5.2.3 Beispiel
a) f(r) =z = f'(z) =1
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5.2.4 Satz

1
1 -2 1 .
78 = —=firx>0

3 v

Fiir f(x) =sinz und = € R gilt f/(r) = cosx.

. .. . a
Beweis. Mit sina — sinb = 2 cos

lim

sin(z + h) — sin(z)

h—0

5.2.5 Satz

Fir f(z) =Inz mit z € (0,00) gilt: f'(x) = %

Beweis. Wir benutzen die Hilfsaussage:

1
von der der Spezialfall § = -~

bekannt ist.

1
lim(1+06)0 = e,
6—0

(n € N), d. h.

1 n
lim (1 + ) = e
n— oo n

/
=1
fla) = Jim =
1
~ im Lo 2R
h—0 h x
1
= lim —
h—0 X
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- §i folgt:
in 5 g
. 2 t+h+x . x+h—=x
= lim — cos - si
h h—0 h 2
. T+ h Sin%
= lim cos
h—0 2 h
2
h sin &
= lim cos i - lim h2
h—0 h—0 &
2
2x
= ‘—~1
cos 5
= coszT



h
Wir benutzen nun die Substitution — = ¢ und beachten, dass wegen h — 0 auch § — 0 gilt. Wegen der

x
Stetigkeit von Inx lassen sich die Reihenfolge von In und lim vertauschen. Dies ergibt:

flx) = = hm In(1+ 6)%

T 6—0

-1y (hm(l + 5)%)

X

1 1
= —Ine =-—
T T

5.2.6 Satz (Rechenregeln fiir Ableitungen)
Seien f(z) und g(x) differenzierbar.

a)

y=c- f(x), c € R konstant = ¢’ =c- f'(z)
b) Summen- bzw. Differenzenregel
y= 1) g(x) = v = f'@) £ 4(x)

¢) Produktregel

d) Quotientenregel

e) Kettenregel
y=1[(9() = v =[1"(9(x)) ' (x)

f) Ableitungsregel fiir Umkehrfunktionen

Ist y = f(x) umkehrbar mit z = f~'(y) = (f_l)/ (y) = 7(@)

Beweis. Zu a) Konstanter Faktor: Firr y = ¢ f(x) ist

¢ flet+h)—c-f(x)

y = Jim h
o fEE D)~ @)
h—0 h
= ¢ f'(x)

Zu b) Summenregel: Fir y = f(z) + g(x) gilt

flet+h)+gx+h) — (f(z)+9(x))

yoo= i h
flx+h)—f(z)  glxz+h)—g(r)
= jim h + h
flx+h)—f(z) .. glx+h)—g(x)
= fim I + lim, h
= fl(z)+4'(x)
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Zu c) Produktregel: Fir y = f(x) - g(x) ist
;e St h) gl )~ f(2) - g(a)

vy = h—0 h
_ oy JE D) g@th) — f@) gz +h) + f@)-glz+h) = f@)- g(x)
h—0 h
= %%wg(x+h)+f(m>w}w

flz+h) - f(z) gz +h) —g(x)

- i i h -l
Jim, Jim g(a +h) + f(x) - Jim,

h
= f'(2)-g(z)+ f(z) ¢ (2)

Quotientenregel, Kettenregel, Regel fiir Umkehrfunktion werden dhnlich bewiesen.

5.2.7 Beispiel
Berechne die Ableitungen von

a) y=4x® —52% — 6
x®—2x -3
x?2—1

c) y=2a3 sinz

b) y=

d) y=+va2+1.

Lésung. Zu a) Nach der Regel fiir konstante Faktoren und der Summenregel differenziert man das Polynom
termweise:

y = 4(1’3)/—5(.’172)/
= 4-322-5-22
1222 — 10.

Zu b) Ableitung des Zihlers: f(z) = 2% — 20 — 3 = f'(x) = 32% — 2,
Ableitung des Nenners: g(z) =22 — 1 = ¢/(z) = 2x.
Nach der Quotientenregel folgt:

/ f'(@)-g(x) = f(z)-g'(x)

i’ (9(x))?
o (Ba?—-2)-(a?—1) — (2% —22—-3) -2
- @2 —1)2
- 3zt — 522 +2 — 22* + 422 + 62
a (22 — 1)
_ zt — 22+ 6242
R

Zu ¢) Anwendung der Produktregel gibt:
y' =3z -sinz + 2 - cosz.
Zu d) Die Kettenregel ist anzuwenden: y = f(u) = y/u mit u = g(x) = 22 + 1.
y = [f(9(x) g'(x)
= _ 2%

2vVx2 +1
x

Vo2 +1
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5.2.8 Satz

a) y=cosz = y = —sinz
b) y =tanz = y = — =1+tan’z
cos?
_ /! 1 _ 1 2
c)y=cotx = y =——5—=—-1—cot’x
sin®

d)y=e® = ¢y =e”

Beweis. Zu a) Mit der Ableitung von sin z sowie der Kettenregel ergibt sich wegen y = cosz = sin (x + z)

unmittelbar

y = f(9(2)) g'(z)
= coSs (x + 5) -1

= —sinzx.

Zu b) Man verwendet die Quotientenregel und die Ableitungen von sinz und cosz und erhilt mit
sinx

y= die Ableitung:
cos T
, sin’ z - cosx — sinx - cos’ x
y = )
cos?x
cosx - cosx —sinz - (—sinx)
cos? x
2 2
cos“ T + sin” x
cos? x
1
cos2z’

Die vorletzte Zeile lasst sich alternativ auch so umformen:

. cos?x+sin?z  cos’z  sinz

5 = 5+ 5 =1+ tan®x.
cos? x cos?x  cos’w

Y

Zu d) Es wird die Rechenregel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion und die bekannte Ableitung von
Inz angewendet. Zuniichst ist y = f(z) = e® <= x =Iny = f~!(y). Daher

_ 1 1
(f 1)/(y) = g = f/(l')
woraus folgt:
fllx)=y=e”
5.2.9 Satz 1
a) (arcsinz) = Wit z e (—1,1)
—1
b) (arccosz) = Wit x e (-1,1)
1
¢) (arctanz)’ = 172 ° eR
-1
d) (arccot z)" = 152 ° eR
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Beweis. Zu a) Wir benutzen die bekannte Ableitung von siny sowie die Rechenregel fiir die Ableitung der
Umkehrfunktion. Es gilt fiir z € (—1,1)

. . m
y=arcsinz < z =siny, |yl < 3

Es gilt

also

= — da|y|< ,d. h.cosy >0
| cos y|

\/cos?y
1

1 —sin’y

1
\/1 — sin”(arcsin )
1
V1—a?

5.2.10 Satz
2) (log, z)' = —
@ z-lna

b) (a®) =a® -Ina

nz\" 1 1
Beweis. Zu a) (log, )" = 1) ==
na z Ina

Zu b) Man stellt a® mit Hilfe der Exponentialfunktion dar und wendet die Kettenregel an:

@y = (m)
( mlna)
exlna Ina

a®-lna

5.2.11 Satz (Ableitungen der Hyperbelfunktionen, Ubung)
a) (sinhz) = coshz

b) (coshz)’ =sinhz
1

¢) (tanhz)' = —5— =1— tanh? z
cosh” z
-1
d) (cothz) = —5— =1— coth? z
sinh” x

5.2.12 Satz (Ableltu{lgen der Areafunktionen)
a) (arsinh ) = ——
) ) V1+a?
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b) (arcosh z)’ = ——

1
¢) (artanh z)" = T
-z

1
d) (arcoth z)" = 1.2 |z| > 1.
-

5.3 Hohere Ableitungen

Sei f: Dy — R differenzierbar, dann ist f’'(z) eine Funktion mit Dy = Dy.
Falls f'(z) differenzierbar: f”(x) = (f')’ (z)
Falls f”(x) differenzierbar: f"”/(x) = (f") () usw.

5.3.1 Beispiel
Beispiel fiir eine beliebig oft differenzierbare Funktion und hohere Ableitungen:

f(z) = sinz
f'(z) = cosx
f’(x) = —sinz
f"(x) = —cosx
f@(z) = sinz usw.

5.3.2 Definition
[+ Dy — R heiit n-mal differenzierbar, wenn alle Ableitungen f’, ", f",..., f(") existieren.

d™ dan
Schreibweise: (™, y(") J’ ay
dz™’  dzn
5.3.3 Beispiel
Ableitungen von f(z) = Ina:
f(z) = Inx
1
! = —
@ = 5
@) = (@) = (-1)-272
(@) = (*zfz)/ =1-2.273
f////(x) — (2 1’73)/ _ 12 3 x74

5.3.4 Beispiel
Ableitungen von f(z) =2z", neN:

fl@) = "

f) = nean!

() = n-(n—1)-2"2

f'(@) = n-(n-1)-(n—-2)-2""
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@) = n-(n=1)-...-(n—k+1)-2"*

n!
= —— g% firk<n

(n—k)!
f(”)(:r) = nl-2° = nl
fr@) = 0

5.3.5 Satz (Leibniz-Regel)
Die n-te Ableitung eines Produktes zweier Funktionen kann man mit der Leibniz-Regel berechnen:

(f(z (n) Zn:( >f(k) (n—k)(x)

Beweis. Mit vollstandiger Induktion

5.3.6 Beispiel
Sei h(x) = x - sinx. Gesucht ist K19 (z). Mit f(x) = z und g(x) = sinz ist

10
R0 (z) = Z <1k0>f(k)(x)g(10k)(x)

= 3 () rne

= f(@)g" (@) + f(z)g®

= —xsinx + 10cosx

5.4 Eigenschaften differenzierbarer Funktionen

5.4.1 Satz
Sei f: (a,b) — R differenzierbar und zg € (a,b) ein Punkt mit der Eigenschaft:

f(zo) > f(z) fiir alle z € (a,b)
d. h. f(xp) ist groBter Funktionswert. Dann ist
f/(xO) =0 )

d. h. f hat eine waagerechte Tangente bei x.
Ebenso fiir den kleinsten Funktionswert (wenn er an einem inneren Punkt des Definitionsbereichs auf-
tritt).

5.4.2 Beispiel -
Maximum von sinz, 0 < z < 7: 1 = sin 5

5.4.3 Beispiel
Minimum von coshz: 1 = cosh0

5.4.4 Bemerkung
Fiir die folgenden Aussagen ist die Annahme wesentlich, dass Dy ein Intervall ist.

5.4.5 Satz (Satz von Rolle)
Sei f : [a,b] — R differenzierbar und f(a) = f(b). Dann ist f/(§) = 0 an (mindestens) einem Punkt
& € (a,b).
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5.4.6 Satz (Mittelwertsatz)
Sei f: [a,b] — R differenzierbar. Dann ist

b—a

fiir mindestens einen Punkt £ € (a,b), d. h. die Tangente an mindestens einem inneren Punkt ist parallel zu
der Geraden durch (a, f(a)), (b, f(b)).

5.4.7 Folgerung
f: [a,b] — R sei differenzierbar mit f/(z) = 0 fiir jedes x € [a,b]. Dann ist f(z) konstant.

Beweis. Wenn f(x) nicht konstant wiire, gébe es x1, x2 € [a,b] mit f(x1) # f(z2).
Zwischen z1 und x5 ist dann an einer Stelle ¢:

f(x1) — f(x2)

Tl — T2

f1(§) = #0

wenn f(x1) # f(z2). Da aber f/(z) iiberall 0 sein soll, muss die Annahme, f(z) wére nicht konstant, falsch

sein.

5.4.8 Folgerung
fyg: [a,b) — R sei differenzierbar mit f'(x) = ¢'(z) fiir alle € [a,b]. Dann ist f(z) = g(x) + ¢ mit
konstantem c € R.

Beweis. (f(x) — g(x) hat die Ableitung 0, daher ist f(x) — g(z) eine Konstante).

5.4.1 Monotonie

5.4.9 Satz
f: I — R sei differenzierbar, und Dy = I sei ein Intervall.

a) f(x) ist monoton wachsend, genau dann, wenn f’(x) > 0 fiir alle x € I gilt.

b) f(z) ist monoton fallend, genau dann, wenn f/(z) < 0 fir alle x € I gilt.

5.4.10 Satz
f+ I — R sei differenzierbar, Dy = I sei ein Intervall.

a) Falls f/(x) > 0 fiir x € T gilt, so ist f(x) streng monoton wachsend.
b) Falls f'(x) < 0 fiir = € T gilt, so ist f(x) streng monoton fallend.

5.4.11 Beispiel
a) f(z) =Ilnz. Es gilt f/(x) = 1/x > 0 fiir alle € (0,00). Also ist f(z) streng monoton wachsend auf
(0, 00).

b) f(z) = z+sinz, z € R. Esist f'(z) = 1+ cosz > 0, da cosz > —1 ist. Damit ist f(z) monoton
wachsend.

1 1
c) Fiir f(z) = S TE€ R\{0}, ist f'(x) = -2 < 0, aber der Definitionsbereich ist unterbrochen, d.h. f(x)

ist streng monoton fallend auf (0,00) und f(z) ist streng monoton fallend auf (—o0,0). Die Funktion
ist in Bereichen, die 0 enthalten, nicht monoton.

5.4.12 Beispiel
a) Fir f(z) = e®, z € Rist f'(x) = e® >0, d.h. f(x) ist streng monoton wachsend.

b) f(x) =23, # € R, ist streng monoton wachsend auf R, aber f’(x) = 322 ist null fiir z = 0.
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5.4.2 Extremwerte

5.4.13 Definition
Sei f: Dy — R eine Funktion und zy € Dy.

a) f(xo) heiBt globales Maximum von f(x), wenn f(zo) > f(z) fiir alle z € D gilt.
b) f(zo) heiBt globales Minimum von f(z), wenn f(x¢) < f(z) fiir alle z € Dy gilt.

¢) f(xo) heiit lokales Maximum, wenn es eine Umgebung U = (zg—¢, zg+¢) von xq gibt mit f(zg) > f(z)
fir alle z € U.

d) f(zo) heiit lokales Minimum, wenn es eine Umgebung U = (xg—¢, xg+¢) von xq gibt mit f(zo) < f(x)
fur alle z € U.

5.4.14 Satz (Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema)
f(z) sei in einer Umgebung U von xq differenzierbar. f(z¢) sei lokaler Extremwert. Dann ist

f/(CC()) = O

5.4.15 Beispiel
a) f(x) = 22 hat ein Minimum fiir x = 0.

f'(x) =2z, f/(0) = 0.
b) f(z) = sinz wird maximal fiir = g + 27k, k € Z.

f'(z) = cosz und f’(g +27k) =0, k € Z.

¢) f(z) =23 hat an der Stelle x = 0 kein Extremum.
Aber f'(z) = 322, f/(0) = 0.
Die Steigung der Kurve bei z = 0 ist null. Links und rechts davon ist die Kurve monoton steigend!

5.4.16 Satz (Hinreichende Bedingung fiir lokale Extrema)
f(z) sei in einer Umgebung U von xy n-mal differenzierbar mit

Fl(@o) = f"(wo) = ... = " (o) =0
und £ (zq) # 0.
a) Falls n gerade, dann hat f(x) bei xo ein

i) lokales Maximum fiir f(™)(zq) < 0.
i) lokales Minimum fiir f (z0) > 0.

b) Falls n ungerade, so hat f(z) kein lokales Extremum an der Stelle .

5.4.17 Beispiel

a) f(z) = a3
f'(x) = 322, f(0)=0
f'(z) = 6, f7(0)=0
f"(x) =6, f"(0) #0.

d. h. bei zg = 0 liegt kein Extremwert.
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flx) = 2z-e * 422 e % (=1)
= x-2—xz) e "
Esist f/(z) =0fir z =0, z =2.

Dort liegen moglicherweise Extremwerte.
Betrachtung der zweiten Ableitung:

f(x) = ((2x—x2)~ e ™)
- (2—2x)-e_“‘—(2x—x2)~e_£
= (2-4x+2%)-e "

!

£7(0) =2 > 0: Minimum fiir z = 0
f7(2) = -2+ e 72 < 0: Maximum fiir z = 2.

5.4.3 Kriimmung und Wendepunkte

5.4.18 Definition
Sei f : I — R, I ein Intervall.

a) f heifit konvez auf I, wenn fiir alle 21, z2 € I und jedes A € [0,1] gilt

FO@1 4+ (1= Naa) < Mf(x1) + (1= A) f(x2)
(Der Graph beschreibt eine Linkskurve.)

b) f heifit konkav auf I, wenn fiir alle z1, z2 € I und jedes A € [0, 1] gilt

fAz1+ (1= ANz2) = Af(21) + (1 = A) f(z2)
(Der Graph beschreibt eine Rechtskurve.)
¢) xg € I heifit Wendestelle, wenn eine der beiden folgenden Bedingungen erfiillt ist

i) Es existiert ein 6 > 0, so dass f|(z,—s,2,) konvex und f|(;, z+s) konkav ist.
(Der Grph geht von einer Linkskurve in eine Rechtskurve iiber.)

ii) Es existiert ein § > 0, so dass f|(z,—s,2,) konkav und f|(z, z,+s) konvex ist.
(Der Graph geht von einer Rechtskurve in eine Linkskurve iiber.)

Unter geeigneten Differenzierbarkeitsbedingungen kénnen auch diese Eigenschaften mit Hilfe von Ablei-
tungen tiberpriift werden.

5.4.19 Satz (Charakterisierung des Konvexitéitsverhaltens)
Sei f : I — R, einmal bzw. zweimal differenzierbar auf /. Dann gilt:

a) Ist f/(x) auf I monoton wachsend bzw. f”(z) > 0 fiir € I, dann ist f auf I konvex.

b) Ist f/(x) auf I monoton fallend bzw. f”(z) <0 fiir « € I, dann ist f auf I konkav.

5.4.20 Satz (Charakterisierung von Wendestellen)
f(z) habe in einer Umgebung von zy n Ableitungen, n > 3, mit

F(@0) = f"(x0) = ... = F" ) (29) =0

und f(™(zg) # 0.
Ist n ungerade, so hat f(z) bei zg einen Wendepunkt, ansonsten nicht.
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5.5 Rechenmittel fiir Grenzwerte

5.5.1 Satz (Regel von ’Hospital)
Seien f(z) und g(x) in z¢ € R differenzierbare Funktionen mit

lim f(z) =0= lim g(z) oder lim f(x)=foo= lim g(z).

T—T T—T T—To T—To
Dann ist: ,
o S@ L f@)
T—T0 g(x) T—T0 g’(([;)
!
falls lim f'@) existiert.
22 @)

5.5.2 Beispiel

a) Vom Typ “ 27
1 1
lim —— = lim £ =0
b) Vom Typ “ 0- (—00)”
1
1 bl
lim z-Inz = lim 2T lim —£— =0.
x—0t x—0t 1 r—0+ 1
’ a2
c¢) Vom Typ “ 227
1 x e% 1. eil)
m — = — = Im — =0
Tr— 00 1’2 xr— 00 2:[ Tr— 00 2
d) Vom Typ “ 0°”
lim 2% = lim e®? =0 =1
r—0Tt r—07t
(nach b) und weil die Exponentialfunktion stetig ist).
5.5.3 Beispiel
Der Grenzwert
. 22 -9
li
z—3 12 — 21 — 3
vom Typ “0/0” ldsst sich auf zwei Weisen berechnen:
a) Losungsweg: Faktorisieren
(x—=3)(x+3) . x+3 6 3

lim 2RO =22
23z _3)(x+1) asril 4 2

b) Losungsweg: L’Hospital
22 -9 . 2x 6 3

lm —o 7 fim =22
o3 2 —9r 3 ans2r—2 4 2

5.5.4 Belsplelx L sing

Will man lim ———— vom Typ “ 2”7 mit der Regel von L’Hospital berechnen, so stellt man fest, dass
r—00 x

(r+sinz)’  1+cosw
x’ N 1
fiir x — oo nicht konvergiert. Die Regel von L.’Hospital ist in diesem Fall so nicht anwendbar!

(Berechnung des Limes: lim rrsmr lim <1 + Smx) =14+0=1).

Tr— 00 €T Tr— 00 €T
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5.6 Kurvendiskussionen

Zweck: Beschreibung der charakteristischen Eigenschaften einer mathematischen Funktion.
In einer vollstdndigen Kurvendiskussion werden folgende Eigenschaften einer Funktion behandelt:

a) Definitionsbereich

=3

Symmetrien

Nullstellen

o

jol

Monotoniebereiche

@

L)

Wendepunkte und Kriitmmungsverhalten

Verhalten fiir x — 0o,  — —oo und x gegen Randpunkte des Definitionsbereichs.

o

)
)
)
)
) Extremwerte
)
)
)

h) Skizze des Graphen

Bei der Anwendung einer Kurvendiskussion auf ein technisches Problem kommt es auf die Fragestellung
der Untersuchung an, ob alle diese Punkte zu behandeln sind. So wird es in der Elektrotechnik haufiger
vorkommen, dass Extremwerte einer Funktion von Interesse sind, nicht aber Kriimmung und Wendepunkte
der Kurve.

5.6.1 Beispiel

Kurvendiskussion von f(z) = %
a) Definitionsbereich:
Dy =R\ {-1}.
Ableitungen:
, (224 2)(2+1) — (-2 422 1)
=) = (z +1)2
_ 2?2 +22 -3
(@ +1)?
_ (@+3)(z—-1)
(x+1)2
g (2242 +1)? - (2?4220 -3) -2z +1)
flw) = - (@ +1)3
 (z+1)-8
T (@t
_ 8
(x4 1)3
= —8(z+1)73

F@) = 24(@+1)7

b) Symmetrien: Da Dy =R\ {—1}, kann f weder gerade noch ungerade sein.
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c) Nulistellen:

fx)=0 — —a2?’+4+22—-1=0
—= —(z-1)2=0
— z=1

d) Monotonie: Fiir x € Dy gilt:

) <0 <= —(z+3)(z—1)<0
— < -3oderx>1

d.h. f(z) ist streng monoton fallend auf (—oo, —3) und auf (1, c0).

f(z)>0 <= —(z+3)(z—1)>0
— -3<ax<l1

d.h. unter Beriicksichtigung des Definitionsbereichs ist f(z) streng monoton steigend auf (=3, —1) und
auf (—1,1).

e) Extremwerte:
Notwendig: f'(z) =0 <= z=—-3oderz =1

8
f"(=3) = e > 0, d.h. f(—3) ist lokales Minimum.
(1) = 5 <0, d.h. f(1) ist lokales Maximum.

23
f) Krimmung:

8
1 0 - 0
') <0 <« IR
<~ z+1>0

= z>-1

d.h. auf (—1,00) ist f(x) konkav (Rechtskurve).

8
11 0 _ 0
f(z) > = EFEIE >
— r<-1
d.h. auf (—oo, —1) ist f(z) konvex (Linkskurve).
g) Wendepunkte:
Keine, da f"(z) = —ﬁ # 0.
h) Verhalten am Rand des Definitionsbereichs:
1
—xz+2—- -
lim f(z)= lim 7156 = 400
x
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A S =g =
T
<0 fir z<—1
( )?
—(x—1
1. = 1. —_— =
Jm f(e) = lim — e = e
N——
<0 fiir z<—1
<0 fir z>-1
( )
—(rx—1
li = 1l _— =
z—}I—nl‘*' 1(@) I_Enﬁ x+1 oo
N——
>0 fiir z>—1

d. h. Polstelle mit Vorzeichenwechsel.

5.7 Extremwertaufgaben

5.7.1 Beispiel
Bestimme das Recheck grofiter Fléche bei gegebenem Umfang U.

F=x-y

U-—-2 U
5 - 572 (konstant)

U=22+4+2y <= y=

I _ 24U
F(x)xya:(2 x) :17+2 x

Extremwert: i
F’(x):—Qx—i—?:O = =

F'(z)=-2<0dh. F ((Z) ist Maximum.

U U
Rechteck mit x = Vs d. h. ein Quadrat.

5.7.2 Beispiel

Ein Zylinder mit vorgegebenem Volumen V' soll eine moglichst kleine Oberfliche haben.
Volumen: V =72 -7-h
Oberfliche: F = 2r2m + 2rm - h v

Zusammenhang von 7 und h: h = —
r2.m

v 2V
— F(r) = 2r°r 4+ 2rr—— = 2r°r + —.
r2m T

o/ V.

2
Minimum:F’(r):élrwf—‘Q/:O<:>4r37r72V:0<:>r: 5
T ™

4V Vv
F'(r)=dmr+ — >0,dh F <13/ > ist Minimum.
r 27

A72 V 4
Minimale Fliche fiir r = {/ K, h= ZL =y % C— =/ W 2V/2r.
27 r Ve n m
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5.8 Taylorformel

5.8.1 Beispiel
Sei f(z) = e”. Dann ist das Polynom ersten Grades

To(x) = f(0) + f(0) -z =1+

Tangente an f an der Stelle xy = 0.
To(z) hat an der Stelle zp = 0 denselben Funktionswert und dieselbe Ableitung wie f(z).
In der N#he von zg = 0 ist To(x) = f(z).

Bessere Niaherungen: Polynome héheren Grades, die an der Stelle xg auch gleiche Werte wie f fiir Ablei-
tungen hoherer Ordnung besitzen.

5.8.2 Satz (Satz von Taylor)
f(z) sel in einer Umgebung von zy (n + 1)-mal differenzierbar. Dann ist

f(m) = Two,n(aj) + Rn(x)

mit
" (n) T
Ton(e) = Jao) + o) @ —a0) + T8 @ gy L) g
n ) (g
= > oy

k=0

" F0+0 g
R(e) = ) @

mit & zwischen zg und z.
Es gilt

Two,n(wo) = f(mO)
Tyyn(x0) = f'(w0)

TéZ,)n (xo) = f(n) (Io)~

5.8.3 Beispiel
Taylorpolynom vom Grade 5 fiir f(z) = sinx bei zo = 0:

f(0) = sin0=0
f(0) = cos0=1
f7(0) = —sin0=0
f70) = —cos0=-1
fH0) = sin0=0
) = cos0=1
Also ist
" (5)
P(z) = f'(0)-(xz—0)+ f 350) (- 0)* + ! 5!(0) (z —0)°
ol 1
6 120
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Fehlerabschitzung falls —0.1 < x < 0.1:

fO(&
|Rs(z)] < | (6)(!) |z —0|°
|7Sin£‘ 6 1 6 _9
= < a8 < - 0102 141070,
|Rs(z)| < = |z |_720 0.1~ 1.4-10

Bei der Abschétzung wurde | —sin £ < 1 und |z| < 0.1 verwendet. Eine bessere Schranke erhiilt man, wenn
man die schérfere Abschétzung | — sin £| < |£| < 0.1 verwendet.

5.8.4 Bemerkung n
Ist f(x) ein Polynom vom Héchstgrad n, d.h. f(z) = Zak 2", so gilt
k=0

n )
F&) = T nle) = 3 T2 (g,

fiir jedes g und es ist R, (z) =0

5.8.5 Beispiel
Enwicklung von f(z) = 22 + 7z + 1 an der Stelle 2o = 1:

fla)=20+7  f(1)=9
Flay=2  f1) =

Somit ist

2 f(k)
T1’2(x) — Zf k'(l) -(.Z‘—l)k
k=0 ’

@+ P-4 Ty
9+9-(z—1)+1-(x—1)°

(ausmultipliziert und zusammengefasst ergibt sich wieder die obige Darstellung von f(z)).

5.9 Numerische Berechnung von Nullstellen

5.9.1 Beispiel
Nullstellen von y = f(z) = e* — 3z.

Die Gleichung e* — 3z = 0 kann nicht explizit nach x aufgelést werden.

Aber: f(0) =1, f(1) = e—3 < 0 und f stetig auf [0,1]. D. h. es existiert eine Nullstelle z* von f im
Intervall [0, 1].

Idee: Eine Approximation Z fiir * wird dadurch verbessert, dass man Z durch die Nullstelle der Tangente
im Punkt (7, f(Z)) ersetzt.
Tangente im Punkt (z, f(Z)):

T; = f(@) + f'(@)(z — 7)
also Nullstelle der Tangente bei
@
f'(@)

Im Newton- Verfahren werden mehrere solche Verbesserungsschritte durchgefiihrt.
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5.9.2 Definition (Newton-Verfahren)

(2°: zu wihlender Startwert)
5.9.3 Satz (Konvergenz des Newton-Verfahrens)
Ist * € Dy mit f(z*) =0, f stetig differenzierbar und f'(z*) = 0, so gilt

lim zF = 2*,
k— o0

vorausgesetzt, z¥ liegt nahe genug bei z*. Es gilt dann sogar
| ftl —a* |<C |2 — 2" |2, k=0,1,...
mit einer Konstante C.

5.9.4 Bemerkung
a) Die letzte Ungleichung sagt, dass die Konvergenz — wenn sie auftritt — sehr schnell ist. Es geniigen
normalerweise 5-8 Iterationen, um 10 oder mehr korrekte Dezimalstellen von x* zu erhalten.

b) Wie nahe 2° an x* liegen muss, ist i.a. nicht bekannt.

k+1

¢) Man stoppt in der Praxis, wenn sich x und z* nur noch geringfiigig unterscheiden.

d) Mochte oder kann man f’(x*) nicht berechnen, so ersetzt man z.B.

fa*) — fa*h)

xk — k-1

f(a*) =

und erhalt die regula falsi

E\(pk _ k=1
gck-s-l:xk_f(x )(@ ) k=12, ...

f@@b) = flak=1) 7

mit 2 Startwerten 29, z!.

5.9.5 Beispiel
Nullstelle von y = f(x) = e* — 3z

Startwert z° =

Newton-Verfahren

Iteration: 0, : 1.0000000000, :-0.281718171

ol

X

f(x)
Iteration: 1, x: 0.0000000000, f(x): 1.000000000
Iteration: 2, x: 0.5000000000, f(x): 0.148721270
Iteration: 3, x: 0.6100596549, f(x): 0.010362228
Iteration: 4, x: 0.6189967797, f(x): 0.000073723
Iteration: 5, x: 0.6190612833, f(x): 0.000000003
Iteration: 6, x: 0.6190612867, f(x): -0.000000000
Iteration: 6, x: 0.6190612867, f(x): -0.000000000

Startwerte 2° = 1,21 =0
regula falsi
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0.5

-0.5

—1-

Iteration: 0, x= 1.0000000000, f(x)= -0.2817181715
Iteration: 1, x= 0.7802027171, {f(x)= -0.1586936192
Iteration: 2, x= 0.4966786101, f(x)= 0.1532184781

Iteration: 3, x= 0.6359522470, f(x)= -0.0190368325
Iteration: 4, x= 0.6205603912, f(x)=-0.0017111128
Iteration: 5, x= 0.6190402694, f(x)= 0.0000240192

Iteration: 6, x= 0.6190613123, f(x)= -0.0000000293
Iteration: 7, x= 0.6190612867, f(x)= -0.0000000000
Iteration: 8, x= 0.6190612867, f(x)= 0.00000000000

125



Kapitel 6

Integralrechnung

6.1 Einfiihrung

6.1.1 Definition (Stammfunktion)
Sei f : I — R Funktion , I Intervall.
Jedes F': I — R mit F'(z) = f(z) fiir alle € I heifit eine Stammfunktion von f(x) auf I.

6.1.2 Beispiel
a) Eine Stammfunktion zu f(z) = cosz ist F(x) = sinx.
b) Eine Stammfunktion zu f(z) = 2? ist F(z) = 32°.

6.1.3 Satz (Alle Stammfunktionen)
Ist F(z) eine Stammfunktion zu f(z) , so erhilt man durch F(z) + C' mit beliebigem C € R sémtliche
Stammfunktionen von f(z).

Beweis. Zwei Funktionen F(z), F5(z) mit derselben Ableitung f(x) unterscheiden sich héchstens durch eine
additive Konstante (vgl. 2. Folgerung aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung).

6.1.4 Definition (Unbestimmtes Integral)
Sei F(z) eine Stammfunktion von f: I — R, d.h. F'(z) = f(z).
Dann heifit die Summe F(x) + C,C € R, unbestimmtes Integral von f(z):

/f(;v)dm =Fx)+C
C heifit Integrationskonstante.

6.1.5 Bemerkung
Fiir Funktionen, welche eine Stammfunktion besitzen, gilt

d
= [ f@rdo = sa).

Beweis. Mit einer Stammfunktion F(z) zu f(x), d.h. F'(z) = f(z) gilt:

%/f(x)da: = %(F(ﬂf) +C) = f(z)+0.
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6.2 Unbestimmte Integrale

6.2.1 Unbestimmte Integrale von Grundfunktionen

6.2.1 Satz »
a)fx”d:c:f;1+0, neNy, zcR.
b) [z9dr =270 +C, aeR\{-1}, z€(0,00).

o) [Ldz=In|z|+C, =zeR\{0}.
d) [e*dz=e"+C, zeR.

)

)

e) [sinzdr =—cosz+C, z€R.

f) [coszdr=sinz+C, z€eR.
)

g) [tanzdr = —In|cosz|+C, xeR\{5 +kmkeZ}.

Beweis.

Zu zeigen ist jeweils, dass linke und rechte Seite der Formeln dieselbe Ableitung haben. Auf der linken Seite
ergibt sich nach Bemerkung jeweils der Integrand.

Zu ¢)

Falls « < 0: %(ln |z]) = %(ln(—x)) = }w -(—1) = %

Falls 2 > 0: £ (In|z|) = L (Inz) = L.

Zu g)

Falls cosz > 0 (d.h. z € (27k — §, 27k + 5), k € Z):

d d 1 sin x
(=1 . - (-1 . - _ . o —
dx( n|cosz]) da:( n(cosz)) Ccos T cos ¥

Falls cosz < 0 (d.h. € (2rk + §, 27k + 37),k € Z):

1 . sinx

d
_1 = — —1 — = - : -
—dx( n|cosz|) dm( n(—cosz))  cosa Cos T

6.2.2 Elementare Rechenregeln

6.2.2 Satz
a) [K- f(z)de =K - [ f(z)dx fir K € R konstant.
b) [(f(2)+g(x))de = [ f(z)dx+ [ g(x)dz.

¢) Sei F(z) Stammfunktion zu f(z). Dann ist [ f(az + b)dx = 1 F(az + b) + C.

a

Beweis.
Zu a)
CZ(/Kf@)@) — K- f(z)
2 (K~/f(x)dx> - K2 (/f(x)dw>
— K- f).
Zu o)

Ableitung linke Seite:



Ableitung rechte Seite (Kettenregel):

%(iF(aw—i—b)—i—C) Cll "(ax +b) -a = f(ax +b)

6.2.3 Beispiel
a) [(2? + 6z —5)dr = 32° +6- 32> — bz + C

b) f\/Ed:r:fxl/de:w;%:%xg/erC’
ffdx—élfx Vde =4- 3223+ C=622/34C

d) [cos(3z+ Z)dr = isin(3z+ %) +C
fﬁdz:%ln|2x+5|+0

f) [sin®zdr =3 [(1—cos(2z)) de = (z — §sin(2z)) +C

) [sinzcoszdx = 3 [sin(2z)dz = —% cos (2z) + C

6.2.3 Partielle Integration

6.2.4 Satz (Partielle Integration)
Seien u(x), v(z) differenzierbar , dann ist

Beweis.
Ableitung linke Seite:

Ableitung rechte Seite:

° (u(x) o(z) —/u/(x) -v(az)d:c) 2 (ula) - of % (/u )

Also unterscheiden sich linke und rechte Seite nur um eine Konstante, welche als Integrationskonstante in
die angegebenen Stammfunktionen eingeht.

6.2.5 Bemerkung
Die Formel fiir partielle Integration lasst sich sinnvoll anwenden, wenn

a) v(z) bestimmt werden kann und das neue Integral [u/(z) - v(z)dz auf der rechten Seite leichter zu
bestimmen ist als das urspriingliche Integral,

b) v(z) bestimmt werden kann und man eine Gleichung fiir das unbekannte Integral erzeugen kann.

6.2.6 Beispiel

a)

/ rz - e” dx:a:-e'”—/exdx:xem—ex—i-C
= =~

u v’
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/m2 sinzdr = x2(—cosx)—/2x(—cosx)dx
N pe?

_ .2
= —z cosx—|—2/ x (cosz)dx

u v’

= —x2cosx—|—2(xsinx—/sinxdx)

= —z%cosx+2zwsinz +2cosz + C

/lnxda: = / 1 -Inxdx
~— =~

v’

1
= x-lnm—/f-xdaﬁ
T

= zlhne—z+C
d)
1 1 1
/ r Ilnzxdr = flenx—/fo.fdm
\7./\,./ 2 2 T
1 1
= §m2lnx—§/xdac
1 1
= §x2ln171x2+0
e) Seia# —1.
1 1 1
/ 2 lnxdr = 7;#”1111:1:—/ z*t . —dr
\// ~~ a+1 a+1 T
1 1
= — 2ng— /xa dzx
a+1 a+1
= Lar;"“ Inz — ;xaﬂ +C
a+1 (a+1)2
f) Fiir a = —1 erhilt man durch partielle Integration:

1 1
/ — lnzdr = (lnx)g—/flnxdw
T~~~ T
~— u

v’

Auflosen der Gleichung fiir das gesuchte Integral liefert somit:

/llnxdm = (Inz)*+C

X

sinx-coszdr = sinx-sinxz — [ cosx-sinzdx
M~

Auflosen der Gleichung fiir das gesuchte Integral liefert somit:
. 1.5
sinz -cosxdr = 5 sin x+C
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6.2.4 Integration durch Substitution

6.2.7 Satz (Substitutionsregel)
Ist © = ¢(t) umkehrbar und ¢ = 9 (x) die zugehorige Umkehrfunktion, dann gilt

| ) 1
/f(x) de — /f((p(t)) -’ (t) dt bzw. /f(x) dr = /f(‘P(t)) V' (p(t)) dt

6.2.8 Beispiel
a) [ sin(Inz)dz, x > 0 Mit der Substitution z = e’ = ¢(t), d.h. t = Inx = ¢(2) und ¢'(t) = e’ erhalten

wir:
/Sin (Inz)dx = / e’sintdt

Dieses Integral lasst sich nun mittels partieller Integration 16sen. Bei der ersten partiellen Integration

verwenden wir v = sint und v’ = e?, bei der zweiten u = cost und v’ = el.

/etsintdt = etsintf/etcostdt

= etsint—{etcost—i—/etsintdt}

= e'(sint — cost) — / elsintdt
Diese Gleichung wird nun nach [ e’sintdt aufgelost:
¢ Lo
e'sintdt = € (sint —cost) + C
Somit folgt durch Riicksubstitution:

/sin (Inz)dx = %x(sin (Inz) —cos (Inx)) + C

2
€T
b) [ dr, x> —2:
)/\/x3+8

t=a3+8=1(x), ¢ (z)=32% do=-—

2
x
———dx =
/\/x3+8 Vit 3x?

= SVB 840

d
c) /% mit a # 0 und 2% < a?, d. h. |z| < |a| bzaw. £ € (—1,1). Zunichst gilt
a?—zx

| == e
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Substitution . - . o
— =sint mit = € (-1,1) (& t=arcsin—,t€ (—=,=))
a a a

dx
T = asint, i acost, dxr = acostdt

Also

1 acost

/ ! d dt
. dy = 2P
a? — 2 |al V1—sin?t
1 /acost
- [ty
|al cost
Date(—7T

T
2°9
- i/mt
|al

= Yiyc
|al

), ist cost = |cost|.

- 2 arcsin z +C
|a a
LT
= sgn (a) - arcsin — + C
a

6.2.9 Bemerkung
Hiufig treten Substitutionen in den folgenden speziellen Formen auf.

a) Ist F' Stammfunktion zu f und a # 0, dann gilt

/f(ax+b)dx:%F(ax+b)+C

b) Ist F Stammfunktion zu f und g differenzierbar, dann gilt
[ o) (@) do = Flgl)) + ©

c¢) Ist g differenzierbar, dann gilt

/i@%“—mmm>+c

Die Gleichungen lassen sich nachweisen, indem man jeweils geeignete Substitutionen durchfiihrt oder auf
beiden Seiten differenziert (Kettenregel).

6.2.10 Beispiel

2)

1
/cos(5x+1)dm = 55111(51:—&—1)—1—0

b) [cos®z sinz dx:
/sin?’:ccoszdx = /(sinx)Scos:cd:c
1.
= Z(smm) +C

1.4
= —gi C
451n T +
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1
/ex3-m2daz = g/ex3~3x2dx
1
= g ex3+c
d)
/tan:ﬂdx = /Smxdx
CcoS T
_ —/_Sinxdac
Ccos T
= —Inlcosz|+C
e)
/cotxdm = /C?Sxdm
sin x
= In|sinz|+C
f)
e 1 —6e2®
———de = —— | ————d
/1—3e2r o 6/1—3e2z *

1 T
—gm[1=3e*[+C

6.2.5 Stammfunktionen rationaler Funktionen

Wiederholung: Rationale Funktion:

P(x)  amr™ +am_12™ .+ air+ap
CQ(z)  bpar by gzl b+ by

6.2.11 Bemerkung
Bereits bekannte Stammfunktionen

a) Polynome, d.h. Q(z) =1

/P(x) dz

b)
/ Ly ! (az 4+~ +C,m>2
——dz = ——(ax m
(az + b)™ (—m+1)-a T
z.B. ) ) )
de = | ——=de=—- 2) 2+ C
/x3+6x2+12x+8 v /(x+2)3 v=ples2) T
c)
1 1
/ dr=—-Inlax+ 0|+ C
ar +b a
z.B.

1
/ﬁdeth‘f-l-Q‘—f—C
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[ ar=miqw)+c

Q(x)
z.B. ) )
41 1 3z° +3 1 3
—_——dz == | —————dz=-1 3 11+ C
/x3+3x+1 v 3/x3+3x+1 v=ghfe® +3r+1]+
e)
1
/zidx:arctanm—i—C

x4+ 1

) a #0:

1 1 1 1 T
/Mdajcﬁ/w“dzaarctanaJrC

dx
g) f x2+4+62x+10
22 4+ 62 + 10 = 22 + px + ¢ besitzt keine reellen Nullstellen, denn p? — 4g = —4 < 0. Mit quadratischer
Ergénzung erhilt man

22 +6r+10=(z+3)*+1

Integration:

/ dz / de arctan (z + 3) + C
= = arctan
22 + 62 + 10 (z+3)2+1 v

6.2.5.1 Partialbruchzerlegung

6.2.12 Satz (Partialbruchzerlegung)
a) Jede rationale Funktion R(x) = P(z)/Q(x) ldsst sich schreiben als

R(z) = Pi(z) +

mit Polynomen P;(z), P(x), Q(z), wobei
Grad P(z) < Grad Q(z).
Die Darstellung erhélt man mit Hilfe der Polynomdivision.

b) Die echt gebrochen rationale Funktion ggg lasst sich als Summe von Termen der Form

A . Bx +C
@—a 7 @aprtgP
schreiben (Partialbruchzerlegung).
Dabei ist 22 + pz + ¢ quadratischer Term ohne reelle Nullstelle, d.h. p? — 4¢q < 0.
(r —a)® und (22 + pz + ¢)? sind jeweils Terme, die in der Faktorisierung von Q(x) auftauchen. Die
Exponenten « und § variieren zwischen 1 und der Potenz in der Faktorisierung von Q(x).

6.2.13 Bemerkung

Kennt man die Faktorisierung von Q(x), so lassen sich die Zihler in der Partialbruchzerlegung systematisch
(durch Koeffizientenvergleich) bestimmen.

6.2.14 Beispiel
Bestimme die Partialbruchzerlegung von
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a)

622 — 262 + 8

Y= 322 113
Faktorisierung des Nenners:

23 —32 —x+3=(z—1)(z+1)(x—3)
Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung:

6~ 2%c+8 A B C
2 —322—24+3 -1 x+1 z-3

Multiplikation mit dem Hauptnenner:
62> —262+8 = A(x+1)(z—-3)+Blx—1)(z—3)+Cz—1)(z+1)
Einsetzen spezieller Werte fiir x:
z=1: 6—-26+8=A4-2-(-2) ==A=3

x=-1: 6+26+8=DB(-2)(-4) = B=5
r=3 : 54—T848=C-(2)4) =C=-2.

Also:
622 — 26x + 8 3 5 2

m3—3x2—m+3:x—1+x+17:€—3

xt = 5x® + 1722 — 14z + 11

Y= Tt 203 1 522 81 4
Polyomdivision liefert:

322 4+ 1222 — 62+ 7

=1
4 +x4—23:3—|—5m2—8x—|—4

Faktorisierung des Nenners:
at =203 4527 —8x 4+ 4= (z —1)%(z% + 4)
Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung;:

—32° +122%2 —624+7 = A . B +Cx+D
v — 203 +522 -8z +4 -1 (z—12  22+4

Multiplikation mit dem Hauptnenner:
(%) — 323 +122° —62+7 = A(x—1)(2* +4) + B(x* +4) + (Cx + D)(x —1)?
Einsetzen spezieller Werte fiir x:
r=1: -34+12-64+7=5B = DB=2
Einsetzen von B = 2 in (*) und sortieren nach Potenzen von x liefert:

—32% +102% — 62 — 1
= 23(A+0)+2?(—~A+ D —20) +2(4A+ C —2D) + (—4A + D)

Restlicher Koeffizientenvergleich liefert:

A+C = -3
—-A-2C+D = 10
1A+C—-2D = —6

—4A+D = -1
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Dies ist ein lineares Gleichungssystem, das sich z. B. mit dem Gauf-Algorithmuns I6sen lésst.
Losung: A=1,C=—-4,D =3

Also:
b — 5’ + 1722 — 14z + 11 1 2 —4dxr+3
=1+ + +
xt — 223 + 522 —8x + 4 z—1 (z-1)2 22+4
722 — 192 4 30
23 — 622 4+ 10

Faktorisierung des Nenners:
23 — 622 + 10z = z(2% — 62 + 10)

Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung:

7x2—19x—|—307é Bx +C
23 —622+102 x 22—6z+10

Multiplikation mit dem Hauptnenner:
722 — 192+ 30 = A(z? — 62 +10) + (Bx + O)x
FEinsetzen spezieller Werte fiir x:

=0 : 30=104 (= A=3)
xr=1 : 18=5A+B+C
xr=1: 56=17TA+B-C

Losung: A=3,B=4,C=-1
Also:
3 n 4o —1
B 2 — 62+ 10

.’L‘2

v= 3 — 422 — 3x + 18
Faktorisierung des Nenners:

23 — 42 — 3z + 18 = (z — 3)(2* — z — 6)
Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung:

x? A B C
= + +
23 —422 -3x+18 242 x-3 (z—3)2

Multiplikation mit dem Hauptnenner:
2?2 = Az -3+ B(x+2)(x—3)+C(x+2)

Einsetzen spezieller Werte fiir x:

4
r=-2 : 4=24 (= A=)

z=3 : 9=5C (:C:%)
=0 : 0=9A—6B+2C

5 A 4 _21 ~_9
Losung: A = B = C=z

25" 257
Also:

4 1 +21 1 +9 1
25 x+2 25 -3 5 (x—3)2

Y
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6.2.5.2 Integration rationaler Funktionen

Bestimmung von [ R(x)dx mit rationaler Funktion R(z):

a) Falls Z&hlergrad > Nennergrad: Polynomteil abtrennen

P
R(z) = Pi(z) + ﬂ, Grad P(x) < Grad Q(z).
Q(x)
b) Q(z) vollstindig faktorisieren in Terme der Form (z — a)® und (22 + px + ¢)” mit p? — 4¢ < 0.

¢) Partialbruchzerlegung von % bestimmen.

d) Integration der Partialbriiche und von P (z)

e) Summation der Einzelintegrale

6.2.5.3 Integration der Partialbriiche
6.2.15 Satz (lineare Partialbriiche)

Integrale linearer Partialbriiche:

a)fﬁdx: A )01+Cfallsoz>1

1—a(z—a

b)

=Aln|z —a|+ C.

6.2.16 Satz (quadratische Partialbriiche, Exponent 1)
Es sei p? — 4¢ < 0. Dann ist

0 [ A dr = Ahala? ]+ ]

B’ : I _ 1 _ A.D
7$2+pw+qdl’ mit B'=B—-A-§

wzg 4+ C mita=1/q— (g)g.

1 1
b) f ZFprtq dr = . arctan
Beweis. Zu a)

/ ActB 7/2x+2B/A

22 +pr+gq 2 +pr+gq
2 2B/A —
_ 4 /#dﬁ/#ﬂ
2 4 +pr+q z? +pr+q
A B— Ap/2
= “Inla? —d
2 nle +px+Q|+/af2+pa:+q v
Zu b) Quadratische Ergiinzung im Nenner des Integranden liefert:
1 1
peta (e+8) - T+
4
| —
>0
1 . p P’
= /mdu mltt:I+§7 a = q—z

1 t
= —arctan—+C
a a

P

1 T+
= —arctan 240
a a
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6.2.17 Satz (quadratische Partialbriiche, Exponent > 1)

a) [t dt= 5 15 wrrmrgrT T B

. ; P
2 pr+q) 2 "1-8 " (@2+pz+q)°- dr mit BB=B—-A- 5

N S
(z2+pz+q)P

2z+4p + 2(25 3) f dx
(6-1)(4g—p?)(x24+pz+q)P~1 T (B-1)(4g—p?) J (22+pz+q)P~1

b) | Grperar 4t =

Beweis. a) leitet man wie im vorigen Satz her, indem das Integral passend aufgeteilt wird. Fiir den ersten
Teil macht man dann wieder eine Substitution v = 22 + pz + ¢

/ Az + B dr — é/ 2x+B% i
(22 + pz + q)P 2 ) (@2 +pr+q)F

A 2z +p / B%—p )
= TP g | APy
2 </(x2+px+Q)[’ ! @ +pr+q)P "

A B—gp

1 2 —B+1 /
= = 2* + pr + + [ ———2——dx
2 @ et (2% + px + q)P

Zu b) Man zeigt, dass die Ableitungen der linken und der rechten Seite gleich sind.

6.2.18 Beispiel
Fortsetzung von Beispiel [6.2.14

a)
622 — 26 + 8 3 )
- dr = d dr —
/x373x27x+3 o /xfl T xz+1 v x—3

3lnjz — 1| +5In|z + 1| = 2In|z - 3|+ C.

xt —5ad + 1722 — 14z + 11 1 2 —4x + 3

- der = 1 d —d —d

/ A 03 1522 _8oid & / +/x—1 x+/(x7 12 x*/ 214
2 23; 1

2 3 1
2

2 3
= x+1n\x—1|—E—an(x2+4)+§arctang+0

/7%2—19x+30dx _ / da:—i—/ 4r — 1 e
x3 — 622 + 10z - 2 _6z+10

2(2 — 6) 11
31n|m|+/x2—6x—|—10dx+/x2—6x+10dx

1
— 2

3In|z| 4+ 21n |z? — 62 + 10| + 11 arctan(z — 3) 4 C.

/ i i = > [ a2 —1d+9/71d
42 30+187" T ) rr2 T ) 3%T5) @-_32"

4 21 9 1
= Szt Emr-3 -2 —— 4C
5 nl|z+ \+25 nlz — 3| 3 x_3+C
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6.2.19 Beispiel

dx

/x6+3x4+x2—3
x4+ 422 +4

a) Polynomteil durch Division:

2 +1

6 4 2 . 4 2 _ 2
(2°+3z" +2*=3): (e +4a"+4) =2 —1+m

b) Partialbruchzerlegung von %:

i) Faktorisierung des Nenners:
ot +4x? +4 = (2% +2)?

ii) Partialbruchansatz:

IQ + 1 _ Alfﬂ + A2 Agl‘ + A4
v +4a2+4 2242 (22 +2)2
= 2?2 +1 = (Aw+ Ag)(2® +2) + Azz + Ay

< IE2 +1 = A1x3 —+ A2x2 + (2141 + A3)$ + 2A2 —+ A4

Ein Koeffizientenvergleich ergibt:

A1 = 0
Ay =1
241+ A3 = 0
24, + Ay, = 1
d.h. Al = O7 AQ == 1, Ag = 0, A4 = —1. Daher ist
22 +1 1 1

z4+412+4: 2 +2 (22 4 2)2°

iii) Integration:
28 + 3z + 22 -3 1 1
dx = 2_1)d ——dx — | ———— dx.
/ x4+ 422 +4 * /(x ) x+/12+2 v /(x2+2)2 v

/(:c271)dx:éx3f:v+01.

ii.

/%_;/Wé:;“_\farctan<\2>+02

iil.

/ dx 2z Jr2/ dx T +\/§acta T LC
= - = — arctan | —
@2+2?%  80?+2) '8/ 22+2 4(’+2) 8 v2)

Insgesamt:

doe = -x° — ——arctan —= — - —— +C.
o T 3x T+ 3 arcan\/i 1 x2—|—2+

/z6+3x4+z23 1 4 3v2 x 1 x
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6.2.6 Stammfunktionen rationaler Ausdriicke
6.2.20 Bezeichnung

Mit R(z,y, z,...) bezeichnen wir rationale Ausdriicke in den Gréflen z,y, z,

Konstanten und die Grundrechenoperationen enthalten.

6.2.21 Beispiel

a) 25 st von der Form R(z,vx +2).
1
b) sinhz = 5 (e — e™") ist von der Form R(e?).
6.2.22 Satz

[ R(z, ¥/ax + b) dz wird rational durch die Substitution
u= Var+b d hu"=axr+b

bzw.

und dx = n. w1 du.
a
6.2.23 Beispiel

sVE—T
.’17—\/.'1,'—

. d.h. Formeln, die z,y, z, ..

Die anzuwendende Substitution ist © = vz — I, d. h. £ = v? + 1 und somit dz = 2u du. Damit gilt:

;134—\/:13f
a?—\/at

1
_ /ﬂgudu
u2+1—u

_ 2/“3+“2+“du
u2 —u+1

2u—2
= 9 2 — )d
/(u+ + uz —u+1 ) du

irreduzibel in R

2u—1 1
= u2+4u—|—2/(u2_u+1 - uQ—u—l—l)du
= u2—|—4u—|—2~1n|u2—u+1’—2/ 11 7 du
CREEEE
Fiir die letzte Stammfunktion erhalten wir
1 8 du
- 3/<j§<u;>>2+1
= 4—amctan(l(u—1))4—6’.

Insgesamt ist also

rrve -1 = x—1+4\/x—1+21n‘x—\/x—1‘

LL‘—\/LLT

43 (m/ﬁ
3 arctan
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6.2.24 Satz
[ R(e®)dx wird rational durch die Substitution

e=ud - h.z=Inu,
d—led.h.dx:d—u.
du u u

6.2.25 Beispiel

/ eQw dx B / ’LL2 dﬂ
et —1 o u—1 u
Uu
= d
/ufl Y
1
= 1 d
/<+u—1) U

= u+hnju-1/+C
e+Inle” -1+ C.

6.2.26 Satz
f R(sinz, cos z, tan z, cot x) da wird rational durch die Substitution ¢ = tan 5-
Dabei gilt

a) dsz%dt
b) sinz = 255
c) cosx:ﬁ—g
d) tanz = 2L
e) cota:zlg—tt2
Beweis.
2) x x
an o « arctan 5
Dann ist Ld )
x
2 dt 1+1¢2 14 ¢2
b)

. . x
siny = sin(2-—
2

. T T

= 2sin —cos —

2 2
sin § cos 5
in2 T 2z

sin 2—|—cos 5

s Pl

z
COSs 2

in2 =
sin 5

cos? £ +1

2tan §
tan? 5+1

2t
241
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x
= 2. 7)
COST COS ( D)

x .
= cos’Z —sin? 2
2

cos? g — sin?
2

RIS N8

cos? § + sin
1 sin?
cos?

1+

N SE]

z
2
z

sin?
cos?

1 — tan?
1 + tan?
1—t2
142

INIERINIES

d) Mit der Darstellung fiir sinz und cosz aus b) und c) folgt:
sin x % 2t

cosx 1=t2 12’
s

6.2.27 Beispiel

a)

1 1+t 2
dr = dt
/sinx v / 2% 1422

[
N t
= Injt|+C
T
~ 1 ’t f‘ :
n an2 +C
b)
1 1 2
——dr = / . dt
1-¢2 2
/5+3005x 5+31+§2 1+t
2
= dt
/54—57524—3—3252
1
= —dt
/t2+4
1 1
= z/Tdt
(5)" +1
1 t
= Z-Q-arctani—i—c
1 1 T
= iarctan <2tanQ>—|—C.
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6.3 Bestimmtes Integral

Sei f : [a,b] — R stetig, I = [a, b] abgeschlossenes Intervall.
Wihle dquidistante Unterteilung von [a, b]: Fiir n € N, h = =% (Lénge der Teilintervalle), sei

ap=a,a1=a+h,aa=a+2h,...,a, =a+nh=>.

Obersumme: B
O, = Zh -max{f(z):aj_1 <z <a;}
j=1
Untersumme: .
U, = Zh'min{f(x) tajo <z <aj}
j=1
0,, ist eine obere Schranke, U,, eine untere Schranke fiir den Inhalt der Fliche zwischen dem Graphen von
f und der z-Achse.

X Obersumme

Untersumme

!
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6.3.1 Definition
Falls die Grenzwerte lim,, .o, O, und lim,,_,,, U,, existieren und denselben Wert G besitzen, heifit

b
G = / f(z)dzx
bestimmtes Integral von f(z) iiber [a,b]. Die Funktion f(z) heiit integrierbar iiber [a, b].

6.3.2 Bemerkung
Ist f integrierbar iiber [a, ], so gilt nach dem ,Sandwich-Satz* auch

b n
[ fa@yds= lim 0> £(6)
a j=1
mit beliebigen Zwischenstellen &; € [a;_1, a;].

6.3.3 Beispiel
a) fle)=x ,  [a,b]=101].

y =f(x) =x

Obersumme

y =f(x) =x

Untersumme
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h=2L1 dhaj=j h=1~L

n
Untersumme: Man setzt

fi = win{f(z):z €L}

. J—1 J
= — <z <=
min{z - _x_n}
J—1 . .
= =  da f(x) monoton steigend ist
n
Wegen
N n(n+1
Zj:1+2+...+n:(T)
i=1
folgt:

Obersumme: Setze

F; = max{f(z):z €}

1 .
= max{x:J—ngl
n

3

J
n

Jj=1
1 nn+1)
T on2 2
_ n+1
B 2n
Es gilt
1 n—-1 1
lim U, = lim —- = —
1 1 1
lim O, = limf~n+ = -
n— oo n— oo n 2
Also:

b) f(x) = 22, [a,b] = [0,1].
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y=x"

Obersumme

y=x’

Untersumme

1
1
Bei gegebenem n setze
1 )
h=—, aj l, 7=0,....n
n n
._1 ) _1\2
fi = min{f(fv) J_ngl}:(] )
n n n
S ) o\ 2
F; = max{f(m):] gxgl}:<l>
n n n

Zur Summation wird folgende Formel ben6tigt:
m
Y=
i=1

Daraus ergibt sich:

J

n

+m? = ém(m +1H)(2m+1).

(=)
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1 .
= 3 Z(J - 1)
j=2
n—1
1 2
= = Z i
i=1
1 1
= - é(n —1)n(2n —1)
(n—=1)2n-1)
6n2

n L\ 2
1
- 5 )
’I”szl n
1

sowie

- %n(n +1)(2n+1)
(n+1)(2n+1)
6n? '

Also ist

1 —1)(2n -1
i U, = o DD
n— oo n— oo n

lim (n+1)(2n+1) _

1
n—00 6 n—oo n2

1
1

/ 22dr = =.
0 3

6.3.4 Satz (Hauptsatz der Integralrechnung, Teil I)
Sei f : [a,b] — R Funktion mit Stammfunktion F(z). Dann existiert das bestimmte Integral von f(z) iiber
[a, b] und

1
3
1
3

d.h.

/ (@) dz = F(b) — Fla).

(Abkiirzung: F(b) — F(a) = F(x)

6.3.5 Beispiel
a)

T

v
sinxdr = —cosx
0 0

= —cosm — (—cos0) = 2.

N

¢) Mit sin (22) = 2sinz cos z gilt
2m
/ sin (2z) dx
0

27
/ sinzcoszdr =
0
27

1
= —jcos (2x) .
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= fi(cos (47) — cos0) = 0.

6.3.6 Bemerkung
a) Falls f(x) < 0 auf I = [a, ] ist, so ist

/abf(x)dx < 0.

b) Falls f(x) wechselndes Vorzeichen hat, so gehen in

/ab F(2) da

die Fldchenteile unter der z-Achse negativ ein.

6.3.7 Beispiel

27 o
sinzdr = —cosx
0 0

= —cos(2m) + cos0 = 0.

y = sin(x)

6.3.8 Bemerkung
Mit f; | f(z)| dz berechnet man die Fldche zwischen dem Graphen von f(x) und der a-Achse, wobei alle
Flachen positiv zéhlen.
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21

y=|sin(x) |

6.3.9 Beispiel

2m
/ | sinz | de.
0

Voriiberlegung :
| sin(z) | = sin x falls sinx > 0
o —sinz falls sinx <0
B sinz firo<z<nw
o —sinz firm <z <27
Somit gilt

2m ™ 2
/ |sinz | de = / sin x dz —|—/ (—sinz) dx
0 0 ™

= —cosz|] + cosz|>T
= —cosm — (—cos0)+ cos (2m) — cos
1+1+1+1 = 4.

6.3.10 Bemerkung
Die Fliche zwischen zwei Kurven f(z) und g(z) im Bereich a < x < b wird berechnet durch

b
/ | f(2) - g(x) | da.
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6.3.11 Beispiel
Fliche zwischen der Parabel f(z) = 2% und der Geraden

g(xz) =z +2.

5

5 1 ) 1 2 3
1. Schnittpunkte zwischen f(z) und g(x) :
?=x+2
2 —2-2=0

(x—2)(z+1)=0
x1 =—1 , To = 2.

t e

2. Fliache :

F o= / | f(2) - g(a) | de

-1

2
= / |22 — (x +2) | dx
1

(fur z € [-1,2] ist g(x) > f(x))
2
= / (x+2—2?)de

-1
2

1
= —2? 42— -2

2 37,

8 1 1

= 6—=——-42-—=

6 3 2 7°73
_ 9
T2

6.3.1 Eigenschaften des bestimmten Integrals

6.3.12 Definition
Sei f : [a,b] — R stiickweise stetig mit endlichen Spriingen bei 1,25+, 2z,. Dann ist f(z) iiber [a,b]
integrierbar und

/:f(x)dmz/:1f<x)dx+/:f(x)dx+-~-+Lif(x>dx
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6.3.13 Satz
Sei f(z) integrierbar, a < ¢ < b.

ilﬂmm:LVMM+[3mm

6.3.14 Satz (Mittelwertsatz)
f(z) sei stetig. Dann gibt es eine Stelle z¢ mit a < 2o < b und

b
fmww—@zfﬂmm

30

251

20+

151

10r-

-5
x_0

Beweis. Sei F' Stammfunktion von f. Dann gilt nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung

b
[ #@)yds = FO) - Fla) = Fao)o— o

——
=f(=o)
6.3.15 Satz
Seien f,g : [a,b] — R integrierbar und f(x) < g(x) fiir alle = € [a,b] . Dann ist auch
b b
/ f(x)dx §/ g(z) dz.
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6.3.16 Definition
Sei f(x) integrierbar, x1,z2 € Dy, £1 > x2. Sei F(z) Stammfunktion zu f(z). Dann setzt man:

/ fayds = - [ F(x) du
(P(

z1) — F(22))
F(Z‘Q) — F(ZEl)

6.3.17 Satz (Hauptsatz der Integralrechung, Teil IT)
Sei f(x) stetig, o € Dy. Dann ist

Fla) :/ () dt
Zo
eine Stammfunktion zu f(z) .

6.3.18 Beispiel
a) Stammfunktion zu f(z) = z*:

F(x) :/ t2dt = —t3| = -—a®.
0 0
b) Stammfunktion zu f(z) =| x |:
x
Pla) = / 4] dt
0
i) Fallsz < 0:
* 1" 1
:/ —tdt = —=t?| = —=z?
0 2 |, 2
ii) Fallsz>0:
xT T 1
:/ tdt = —t*| = -a?
0 o 2

d.h.

L2 fii >0
_ 5T ir x >
F(z) { —%xQ firx <0

L,
ST sgn

6.3.2 Substitution bei bestimmten Integralen
6.3.19 Beispiel

NG
/ 2x sin (x?) dx
0

Lésung : 1. Stammfunktion zu 2z sin (z?) :
/2:10 sin (2?) dox = /Sinudu = —cosu = — cos (z?)

mit i
u=x?, —u:2x, du = 2x dx.
dx
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2. Bestimmtes Integral:

\a vE
/ 22 sin (2?) dx = — cos (mz)‘xzo =—cosm+cos0=14+1=2.
0

3. Alternativ: Auswertung der Stammfunktion in der Variablen u:
Jr -
/ 22 sin (2?) dx:/ sinudu = —cosu |j= 2
0 0

6.3.20 Satz (Substitution bei bestimmten Integralen)
Es ist
o du Uz
| st Gwrda = [ swda
T €L ul

wobei u; = u(xy), ug = u(xs) ist .

6.3.21 Beispiel

a)

INE)

/ sin? x cos x dx
0

du
u =sinzx, pr cosz, du=cosxzdx
T

% sin % 1 1
/ sin z cosz dx = / u? du = / wdu = ~u?
0 sin 0 0 3

also
1

W =

0

. du
u =sinx, — =cosz, du = cosx dx
dx
. T
uy =sinx; =-1 — 1 =——
2
. T
Uy =Sinrg =1 — x2=§

V1 —sin?z-coszdr
. 02
:V1—sin“x =cosx

1
/ V1—u2du
—1

I
|\W

|
I
IA
8
IA

s
2

cos? x dx

I
T
ol [NE

(sinx cosz + x) é

us
2

Il
N[N =)=
[V
|
—
o |
—
|
\
S~—"
=
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Kapitel 7

Anwendungen der Differential- und
Integralrechnung

Viele Aufgabenstellungen aus der Kurven-, Lingen- und Fldchenmessung lassen sich mit Methoden der
Differential- und Integralrechnung l6sen. Bevor wir konkrete Aufgaben behandeln, beschéftigen wir uns mit
einer allgemeinen Mdoglichkeit zur Beschreibung ebener Kurven, d.h. Kurven im R2.

Beispiele:

Ellipse —

Kreis rchimedische

Spirale

7.1 Parameterdarstellung von Kurven im R2.
Ist f: [a,b] — R eine Funktion, dann ist
G ={(x.f(x)) 10 <z <b}

der Graph von f, d.h. die Menge aller Punkte (z,y) € R? mit y = f(z).
Problem: Schon eine einfacher Kreis ist kein Funktionsgraph.
Anschauliche Vorstellung: Eine Kurve in der Ebene beschreibt die Bahn eines Massenpunktes, der zum

Zeitpunkt ¢ den Ortsvektor

besitzt.

7.1.1 Definition (Parameterdarstellung)
Die vektorwertige Funktion

(bzw. die beiden Gleichungen x = x(t), y = y(t), a <t < b) heifit eine Parameterdarstellung der Kurve K

K =A{(z(t),y(t)) : t € [a,b]}.
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t heifit Parameter, [a,b] Parameterintervall.

7.1.2 Beispiel
Die Gerade durch die Punkte (xo,40), (x1,y1) besitzt die Parameterdarstellung

o(t) =xo+t(x1 —20), y(t)=yo+t(y1 —y), teR

bzw.
#(t) = <x°> +t(x1 xo) , teR.
Yo Y1 — Yo
Fir
x(t)=2—-t, yt)=14+2t, teR
bzw.

Z(t) = G) +t<_21> , teR

bestimmen wir die Gleichung der Geraden im Standardformat y = max+b, indem wir zwei Punkte bestimmen,
z.B.
t=0:2(0)=2,y(0)=1
t=12(1)=1,y(1)=3
Einsetzen in y = max + b liefert
y = —2x+5.

7.1.3 Beispiel
Ist speziell f : [a,b] — R eine Funktion, so hat der Graph G die Parameterdarstellung

a(t)=t, yt)=[f({t), telab].
Eine andere Parameterdarstellung der Geraden aus Beispiel somit zu
x(s)=s, y(s)=-2s+5, seR.

7.1.4 Beispiel (Kreise)
a) Ein Kreis um (0,0) mit Radius r wird durch die Gleichung

2?4y =12

beschrieben.
Eine mogliche Parameterdarstellung ist

z(t) =rcost, y(t)=rsint, tel0,2n].

Die Kurve
K ={(z(t),y(t)) : z = rcost, y = rsint, t € [0, 27|}

beschreibt einen Kreis um (0, 0) mit Radius r, da
(z(1)? + (y(t))? = r2cos® t + r?sin’t = r2.
Eine andere mogliche Parameterdarstellung ist
z(t) =rcosvt, yt)=rsinvt, te[0,4n%.

Die Kurve
K = {(x(t),y(t)) : * = rcosVt, y = rsinvt, t € [0,47%]}

beschreibt ebenfalls einen Kreis um (0,0) mit Radius r, da

(z()? + (y(t)? = r? cos®> Vt 4+ r?sin® V't = 2.
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Unterschied: Fiir gleiche Werte (gleiche Zeitpunkte) ¢ befindet sich der Massenpunkt an verschiedenen
Stellen des Kreises.

Kurvenpunkte fuer Parameterwerte: t = 0, 21710, 41710, 61710, ...201710.

\\ /
N //
~_ _
-
x = cos(t) X= cos(tl/ 2)
y = sin(f) y = sin(t*?)

b) Ein Kreis um (xo,yo) mit Radius r wird durch die Gleichung

(x—20)*+ (y — yo)*> =717

beschrieben. Eine mogliche Parameterdarstellung ist
x(t) =xo +rcost, y(t)=yo+rsint, tel0,2n].

7.1.5 Beispiel (Ellipsen)
Eine Ursprungsellipse wird durch die Gleichung

beschrieben.
Eine mogliche Parameterdarstellung ist

z(t) =acost, y(t)=bsint, te][0,2n],

denn

(=(t)* (@)

+ b2 =cos’t+sin’t=1.

7.1.6 Beispiel (Archimedische Spirale)
Gegeben ist die Parameterdarstellung

(1) = (t °05t> . telo,6].

tsint

Die Kurve
K = {(z(t),y(t)) : x = tcost, y = tsint, t € [0,67]}

beschreibt ein Stiick der sogenannten Archimedischen Spirale.
Es gilt

()] = V2 cos2 t + t2sint = ¢,
d.h. der Abstand des (Massen-)Punktes vom Ursprung ist (zur Zeit t) gleich ¢.
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7.1.7 Beispiel (Zykloide, Epizykloide)
a) Abrollen eines Kreises mit Radius r auf der z— Achse, ohne zu gleiten. Ein mit dem Kreis fest verbunde-
ner Punkt mit Abstand a vom Kreismittelpunkt beschreibt dabei eine sogenannte Zykolide (Radkurve).
Fiir diese gilt die Parameterdarstellung

z(t) =rt —asint, yt)=r—acost, 0<t<oo.

b) Abrollen eines Kreises aulen auf dem Rand eines anderen Kreises mit Radius R. Ein mit dem rollenden
Kreis fest verbundener Punkt mit Abstand a vom Kreismittelpunkt beschreibt dabei eine sogenannte
Epizykloide. Fiir diese gilt die Parameterdarstellung

+r +r

x(t):(R—i—r)sint—asin(R t>, y(t):(R+r)cost—acos(R t), te[0,2n].

Ist speziell a = r = R, so erhilt man die Cardioide (Herzlinie).

Zykloide (r=1, a=2)

W Cardioide

|\ U

7.2 Kurven in der Ebene in Polardarstellung
F? X

Yoy
-0

Die Lage eines Punktes in der Ebene lisst sich auch durch den Abstand 7 vom Ursprung und den mit der
positiven z-Achse eingeschlossenen Winkel ¢, d.h. durch Angabe der Polarkoordinaten (r, ) beschreiben.
Der Winkel ¢ ist nicht eindeutig. Fiir jedes k € Z beschreibt (r, ¢ + 2kw) denselben Punkt in der Ebene. Ist
€ (—m, 7] , so spricht man vom Hauptwert des Winkels.

Fiir den Ursprung ist » = 0 und ¢ beliebig.

7.2.1 Bemerkung
Die Umrechnung von Polarkoordinaten in kartesische Koordinaten erfolgt iiber die Gleichungen

T=rcosp, y=rsinp.
Fiir die Umrechnung von kartesischen Koordinaten in Polarkoordinaten gilt:

sin ¢

r =+/2?+y? (Pythagoras) , tanp = s %, fiir  # 0.
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Die Winkelbestimmung ist abhéngig vom Quadranten. Beachte arctan : R — (—n/2,7/2)!

arctan £ falls x > 0
_) 3 falls x =0,y > 0
LA R arctan £ falls <0
-5 falls e =0,y <0

7.2.2 Definition
Die Spitze eines um den Ursprung (0, 0) rotierenden Zeigers, der in Abhéingigkeit vom Winkel ¢ seine Linge
verdndert, beschreibt eine Kurve K. Die Polarkoordinaten der Kurvenpunkte sind

(pr(p)), a<e<p.

r = r(p) heifit Polardarstellung der Kurve.

7.2.3 Bemerkung
Eine Parameterdarstellung r = r(p), o« < ¢ < 8 der Kurve K ist

z(p) =r(p)cosp, y(p) =r(p)sing
mit dem Parameter ¢, a < ¢ < .

7.2.4 Beispiel (Kreis)
r(¢) = R mit einer Konstanten R > 0 beschreibt einen Kreis um (0,0) mit Radius R.

7.2.5 Beispiel (Archimedische Spirale)
r(¢) = . Eine zugehorige Parameterdarstellung ist
z(p) = pcosp, y(p)=epsing,

d.h. r(¢) = ¢ ist die Polardarstellung der Archimedischen Spirale.
7.2.6 Beispiel (Ellipse)
Herleitung der Polardarstellung einer Ellipse aus der kartesischen Darstellung

2?2

—er—zflmlta b>0.

Einsetzen von z(p) = r(¢) cos ¢ und y(p) = r(p) sin ¢ liefert

r(p)? cos? o N r(p)? sin?

a? b2

2 .2
— () (cos p  sin cp> 1

=1

a? b2
a?b?
<— 7"(<p)2

~ b2cos? o4 a?sin’ @

Da a,b > 0, folgt
ab

Vb2 cos? p + a?sin?

T(p) =
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7.3 Tangente und Normale

Grenzwerte und Ableitungen vektorwertiger Funktionen werden komponentenweise erklirt, d.h. ist Z(t) =
(z(t)) Parameterdarstellung einer ebenen Kurve, so ist

y(t)
tlir? x(t)
. — _ —to
tlgltlo () = lim y(t)

t—>t0

und

7.3.1 Bemerkung de
Ableitungen nach dem Kurvenparameter ¢ werden immer durch einen Punkt bezeichnet, also &(t) = I etc.

Anschaulich: Beschreibt #(t) die Bahnkurve eines Massenpunktes in Abhéingigkeit von der Zeit ¢, so ist Z(t)
die Geschwindigkeit zur Zeit ¢, die zweite Ableitung Z die Beschleunigung zur Zeit t.

7.3.2 Beispiel (Ellipse)
Fiir einen Massenpunkt, der sich zur Zeit ¢ auf einer Ellipsenbahn

acost
7(t) = 0<t<?2
z(t) <bsint>’ st<am,

. —asint
7(t) = .
) <bcost)

154

befindet, betriagt die Geschwindigkeit

Der Betrag der Geschwindigkeit ist

|Z(t)| = /()2 + (1) = Va2 sin? t + b2 cos? ¢

- —acost
20 —
) (—b sint>
Die Gerade durch die Kurvenpunkte (z(to),y(t0)), (z(to + h),y(to + h)) Dbesitzt die Darstellung (s. Bei-

spiel
Lovy  (x(to) x(to + h) — z(to)
700= (i) A (s i)+ AR

x(to) a}(to-‘rh}z—w(to)
T(A) = R.
l‘()\) (y(t())) + /\(y(to—&-h})l—y(to)) ) AE

Fiir h — 0 ergibt sich die Tangente:

und die Beschleunigung

oder, dquivalent,
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7.3.3 Bemerkung
Die Parameterdarstellung fiir die Tangente an die Kurve im Punkt (z(to),y(to)) lautet

(to

Tiy(A) = E(to) + Nii(to) = (2(150; 1 iy to

die Parameterdarstellung der Normalen der Kurve im Punkt (x(tg), y(to
= - —y(t0)> (56(750) -y to))
Ny (N) = Z(tg) + /\( . = ,
oW =T ) )\t )

mit dem Geradenparameter \ € R.

7.3.4 Definition
Fiir Z(¢) # 0 ist

gy Lo L (#()
T(t)_\:'z(m ®) |Z(t)] <y’(t)>

der Tangenteneinheitsvektor (in positiver Richtung) im Kurvenpunkt (x(t),y(t)),
3 1 [(=y(t) ]
80 == () T
|Z(2)]

der zugehorige Normaleneinheitsvektor. Er steht senkrecht auf dem Tangentenvektor.

7.3.5 Definition
Eine Parameterdarstellung z(t), y(t), a <t < b einer Kurve heifit regulér, wenn

Z(t) # 0 fiir alle ¢ € [a,b].

7.3.6 Beispiel (Ellipse)
Fiir Z(t) = (35°7), 0 <t < 2 ist

bsint

die Gleichung der Tangenten und

die Gleichung der Normalen im Ellipsenpunkt (z
Z.B. fiir t = 0, d.h. am Kurvenpunkt (2(0),y(0)) = (a,0):

Weiter existiert Z(¢) und es gilt
Z(t) #0

fiir alle ¢, also handelt es sich um eine regulidre Parametrisierung.

7.3.7 Bemerkung _

Zum Umschreiben der Parameterdarstellung der Tangentengleichung fiir den Fall Z(tg) # 0, to fest gewéhlt,
in das bekannte Standardformat y = mx 4+ b mit der Steigung m und dem y-Achsenabschnitt b bestimmen
wir zunéchst zwei Punkte, z.B.

fiir A = 0: Py(z(to),y(to)) und
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fir A =1: Py(z(to) + ©(t0), y(to) + y(to)).
Einsetzen in y = maz + b liefert

/(1 to)x(to) — y(t 4
y = St)) . y(t)alto) — ilto)z(te)
x(to) Z‘(to)
d.h. die Steigung der Tangenten im Kurvenpunkt Py betrigt
’_ y(to))
i(to)

Fiir #(t9) = 0, §(to) # 0 ergibt sich als Tangente die Parallele zur y-Achse
x = x(tg) .
Diese Ergebnisse lassen sich auch erreichen, wenn man auf beiden Seiten von
()= Gien) G
Yy y(to) y(to)
—y(to)
i(to)
—z - y(to) +y - (to) = —x(to)y(to) + y(to)a(to) -

Auflgsen dieser Gleichung liefert die oben genannten Ergebnisse.

das innere Produkt mit dem Normalenvektor ( ) berechnet. Dies ergibt

7.3.8 Beispiel (Steigung der Tangente an die Ellipse)

Parameterdarstellung Ellipse: z(t) = acost, y(t) = bsint, d.h. £(t) = —asint, y(t) = bcost.

Fiir ¢ # kr, k € Z ist £(to) # 0 und fir die Gleichung der Tangenten im Ellipsenpunkt (x(to), y(to)) folgt
durch Anwendung des trigonometrischen Pythagoras:

bcosty b
y=————x .
asintg sintg
—— N——"
Steigung yAchsenabschnitt

Umrechnung in kartesische Koordinaten, d.h.

t t
costy = M7 sinty = y(to)
a b
ergibt
o pt) b Wate b
R A R T
—— ~—~

Steigung yAchsenabschnitt

7.4 Volumen und Mantelfliche von Rotationskorpern

7.4.1 Beispiel (zwei Rotationskorper)

y= 7 y = cos(a)
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7.4.2 Satz
Sei f € Cla,b]. Das Volumen des durch Rotation des Kurvenstiicks y = f(z), ¢ € [a,b] um die z-Achse
entstehenden Korpers betragt

b
V=7r/ f(2)*dx

Beweis:
P\
Zerlegt man das Intervall [a,b] in dquidistante Teilintervalle [z;i — 1,2;], « = 1,...,n, der Linge Az =

Z; — X;—1, so ist die Summe iiber den Inhalt der Zylinder mit Radius f(z;) und Héhe Az eine Niherung fiir
das gesuchte Volumen des Rotationskorpers.
Es gilt also

n
V= Z 7 f(z)*Ax
i=1
Der Grenziibergang Az — 0 liefert die behauptete Formel.

7.4.3 Beispiel (Volumen eines Kegelstumpfs)
Fiir Ry, Ry, h > 0 sei f(x) = @x + R;. Durch Rotation von y = f(z) um die z-Achse entsteht ein
Kegelstumpf.

Fiir sein Volumen ergibt sich

h o 2
0 h

h 1 /Ry —R 3"
= —( 2 1x+R1)

"R, — R, 3 h .
_ h 1, 4 3

7.4.4 Satz
Sei f € Cl|a,b]. Die Mantelfliche des durch Rotation des Kurvenstiicks y = f(z), a < x < b enstehenden
Korpers betragt

M= 277/ (@) VI T (@) de
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Man nihert das Kurvenstiick durch einen rotierenden Sekantenzug an (den Rotationskérper also durch eine
Zusammensetzung von Kegelstiimpfen). Es gilt dann fiir die zugehorige Mantelfliche

Mo~ 3 aV/(Ba + () = F)) (@)l + i)

= > V(A + f(E)2(Ax)2(| f(wi)| + |f (zi-1])

=1

(Mittelwertsatz der Differentialrechnung)
= Y w1+ fE2(f ()] + |f (xia]) A
i=1

Der Grenziibergang Ax — 0 liefert die behauptete Formel.

7.4.5 Beispiel (Mantelfliche eines Paraboloids)
Sei f(x) = +/x. Dann ist f'(z) = ﬁ Die zugehorige Mantelfliche mit 0 < z < 2 betrigt

2
1
M = 277/ Va1 + = dz
0 4x

2
= 7r/ Viar + 1dx
0
2
1 2 3
= - =(4 1)2
7r 1 3(a:+ )20
- (-0
13
= —7
3
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Kapitel 8

Differentialrechnung in mehreren
Variablen

8.1 Einfiihrende Definitionen und Bemerkungen

Viele physikalische Gréflen hingen von mehr als einer Variablen ab, z.B. gilt das Ohmsche Gesetz
U=U(R,I)=R-1I,

d.h. die Spannung ist vom Widerstand und Strom abhéngig.

8.1.1 Definition

Unter einer reellen Funktion von n Variablen versteht man eine Abbildung f : D — R, D C R"”, die jedem
7= (z1,29,...,7,)7 €D genau ein z = f(x1, 9, ...,7,) € R zuordnet.

Bei 2 bzw. 3 unabhéngigen Variablen schreibt man héiufig auch f(z,y) bzw. f(z,y, 2).

8.1.2 Beispiel
a)
Y
fla,y) = == +2%, Dj={(z,y)eR*: a2 #1}

rz—1

b)
z+7)y
o) =W, () R aty)
c)
h(zy,x x)*lix D, =R"
1,42y ey 7711_71 ) h —
arithmetisches Mittel der Zahlen x1,xo, ..., xy.

d)

f(l'l,xg,...,l'n):\/1*1’%71’%7...71‘%7 Dy = {(21,%2,...,2,) ER" :2f + 23 +...22 <1}

(n + 1)-dimensionale Kugel.
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8.2 Graphische Darstellungsmoglichkeiten

Eine Funktion einer unabhéngigen Variablen l&t sich als Kurve in der Ebene darstellen, d.h. man markiert

die Punktemenge {(z,y) € R? : y = f(z)}.
Eine Funktion von zwei unabhéngigen Variablen 148t sich als Flidche im Raum darstellen, d.h. man markiert

die Punktemenge {(z,y,2) € R® : 2 = f(z,y)}.

8.2.1 Beispiel
a) Paraboloid: f(z,y) = 2% + 32
Fiir = 0 gilt f(0,y) = 2z = y? (Parabel in der yz-Ebene)
Fiir y = 0 gilt f(x,0) = 2 = 22 (Parabel in der z2-Ebene)

b) Kegel mit Spitze im Ursprung: f(z,y) = /22 + y>
Fiir z =0 gilt f(0,y) = 2 = /y? = |y| (Betragsfunktion in der yz-Ebene)
Fiir y =0 gilt f(z,0) = z = Va? = |z| (Betragsfunktion in der xz-Ebene)

-0.5

¢) Ebene durch die Punkte (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) : f(z,y) =1— (x +y)
Fiir £ = 0 gilt f(0,y) =z =1 —y (Gerade in der yz-Ebene)
Fiir y = 0 gilt f(2,0) = 2 =1 — 2 (Gerade in der zz-Ebene)
Firz=0gilt 1 — (z+y) =0, d.h. y =1 — z (Gerade in der zy-Ebene)
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Eine andere Moglichkeit der Darstellung besteht in der Wiedergabe von Niveaulinien (Hohenlinien) bzw.
Niveauflichen (Hohenfléichen).
z = f(=z,y) 148t sich durch Kurven darstellen, auf denen jeweils z konstant ist, d.h.

I. = {(z,y) € R*: f(x,y) =c}

w = f(z,y, z) 1aBt sich durch Flichen darstellen, auf denen jeweils z konstant ist, d.h.

Io=A{(z,y,2) eR®: f(x,y,2) =c}

8.2.2 Beispiel

a) f(z,y) =a®+y?
Fiir ¢ > 0 gilt
z:c(:)xQ—&—yQ:c

Die Niveaulinien sind also Kreise um (0,0) mit Radius /c.

c>0:I.={(z,y): 2 +y* =c}

o
>
T

N
=
T

o
N

o
T

I
o
N

I

o

=
T

!

o

>
T

b) flz,y) = va? +y?
Fiir ¢ > 0 gilt
z=co Vit =ce iy’ =
Die Niveaulinien sind also Kreise um (0, 0) mit Radius c.

c>0: I.={(z,y) : 1’2+y2:02}
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¢) f(z,y) = zy (hyperbolisches Paraboloid)
Fiir ¢ = 0 gilt = 0 oder y = 0 (Doppelgerade), d.h.

Iy ={(x,y) : x =0 oder y =0}

und fiir ¢ # 0
z=cEay=cSy= E, x # 0 (Hyperbelpaar)
x

-

o
T

8.2.3 Bemerkung
a) Die Bestimmung der Niveaulinien ist oft recht aufwendig. Es empfiehlt sich die Verwendung geeigneter
Rechenprogramme.

b) Oft haben die Niveaulinien eine spezielle physikalische Bedeutung. Die Wetterkarte enthilt eine Dar-
stellung der Hohenlinien des Luftdrucks. Diese heiflen Isobaren.

e Isothermen - Linien konstanter Temperatur

Isogeotherme - Linien konstanter Erdtemperatur

Isohypse - Linien konstanter Meereshche

Isolinie - Linien konstanter Wertung oder gleicher Erscheinungen auf geographischen, meteorolo-
gischen oder sonstigen Karten.

8.3 Grenzwert und Stetigkeit

8.3.1 Definition
a) fo € R heifit Grenzwert von f(x,y) fiir (x,y) gegen (zo,yo), wenn

nh—>ngo f(xnayn) = fO
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fiir alle Folgen (2,,), (y») mit (2, yn) € Dy, 2, — 20 (n — 00) und y, — yo (n — 0).
Man schreibt
lim — f(z,y) = fo.

(z,y)—(0,y0)

b) f(z,y) heifit stetig im Punkt (z¢, yo), wenn

lim  f(z,y) = f(20,%0)

()= (20,y0)
gilt.

¢) Grenzwert und Stetigkeit werden fiir Funktionen f(x1,s,...,2,) von mehr als zwei unabhingigen
Variablen analog definiert.

8.3.2 Beispiel (Parabelfalte)
Sei

Fz,y) = 122?;4 falls © #£ 0 oder y # 0
’ 0 fallsz =0 und y =0

Speziell gilt

S
S AIRLRASUSRRY
, AR

i //# '
o “\

Y/
Vi)
21/
i

7l

7
7
iy

8.4 Partielle Ableitungen

Wir betrachten eine Funktion f(z,y). Hilt man nun den y-Wert konstant, d.h. betrachtet man f(x, yo) mit
konstantem Wert yo und variablem z, so erhilt man den Schnitt der Fliche f(z,y) mit der durch yo zur
xz-Ebene parallelen Ebene, d.h. eine Kurve in dieser parallelen Ebene.

Der zugehorige Differenzenquotient bzgl. der Variablen = an der Stelle zq ist

J(xo +h,y0) — f(x0,90)
- .

Dies ist gerade die Steigung der Geraden durch die Punkte (zq, yo, f(z0,%0)), (xo + h, Yo, f(zo + h,y0)).
Fiir h — 0 erhéilt man die Steigung der Tangente an die oben beschriebene Kurve in der zur xz-Ebene
parallelen Ebene durch yg. Dies fithrt zu folgender Definition.
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8.4.1 Definition
a)
i f&hy) — flay) _Of

h—s0 h = %(1’734)

heif}t partielle Ableitung von f nach x, wenn der Grenzwert existiert.

b)

f(:l?,y+h)*f(l’,y) af

li = —(x,
s h E)y( v)
heif}t partielle Ableitung von f nach y, wenn der Grenzwert existiert.
c¢) Ist f eine Funktion von n Variablen z1, o, ..., z,, so heifit
ey T, T+ Ry Xy, — ey 0
hm f(xl’ ,xl 1, T + 7xz+17 xn) f(xl mn) = i(xla‘TZv
h—0 h ox;

partielle Ableitung von f nach z;, wenn der Grenzwert existiert.

8.4.2 Beispiel
a)

_ y—=
f(xay) - 1+x2+y2

—(1+2° +y?) —22(y — @)
(1+I2+y2)2

22—y —1-2zy

(1+$2+y2)2

L+a? +9y* —2y(y — o)
(1+$2+y2)2

1+ 22 —y? + 22y

1+ 2%+ 0)r

Speziell z.B.:

Zum Vergleich:

1—=z
1 -
i(l_w) (242 —22(1—x)
de 2422 (2 + x2)?
2 —2x —2
(22 + 2)2
b)
f(zy) = In(z+y?) —e* + 3z
of 1 9
‘s — = _9uelmy
5 & Y) g e +3
of B 1 2y
Fy(m,y) = i 2y — 2ze

168

7xn)



2 3
xr1 + x5 + X
f(x17x27x37x4) = #

T4
of (x1,29,23,24) = x
8.13 ) s 43y T4
af 2
(I1,$2,x3,$4) = —X2
6182 Ty
8—(3@1 X9, X3, Ly) = ixQ
Oxsg Y x4 2
0 r1 + 23 + 73
(21,22, w3, 24) = ——
8 4 Ty

8.4.3 Definition (Gradient)
FaBt man die partiellen Ableitungen einer Funktion f zu einem Vektor zusammen, so erhilt man den Gra-

dienten von f.

grad f(z,y) = (gégﬂc,z)>

grad f($1,$27...,1'n) =

8.4.4 Beispiel

fley.2) = €T+ 2wsinz + 2 ay
et2Y 4 2sin z + 2%y
grad f(z,y,2) = 2e"+W 4+ 2%
2x cos z + 2zxy
R (FF2rE
grad f(oa 17 5) = 262
0

8.4.5 Definition (Partielle Ableitungen héherer Ordnung)
Sei f(z,y) Funktion mit partiellen Ableitungen 1.Ordnung %(x,y), g—g(z,y). Sind diese wiederum nach x
bzw. y partiell differenzierbar, so sind die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung gegeben durch

£ (o) -
a (gi( )) aizgx@y)
> (Hew) - 2w

dr \ 0 Oz dy
o (0f 0% f
5 () = Gl

Partielle Ableitungen hoherer Ordnung (auch fiir Funktionen von n Variablen) sind entsprechend definiert.
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8.4.6 Bemerkung
Abkiirzende Schreibweise

Do) = Loy
L) = o)
%(w,y) = fax(,y)
2L ) = Sl
;;gy(w,y) = fay(z,9)
gzjzc(w,y) = fyy(z,y)

etc.

8.4.7 Beispiel

f(z,y) = xsiny—ysinz
fe(x,y) = siny —ycoszx
fy(z,y) = xcosy—sinz

fozx(z,y) = ysinz
foy(z,y) = cosy—cosx
fya(z,y) = cosy—cosx
fyy(x,y) —zsiny

8.4.8 Bemerkung
Im letzten Beispiel war f,y = fyo, d.h. die Reihenfolge der partiellen Ableitungen spielte keine Rolle. Dies
ist aber nicht immer der Fall, Man kann z. B. zeigen, dass

l’27y2
flay) =3 2y (z,y) # (0,0)
0 ’ (‘ray):((l())

iiberall zweimal partiell differenzierbar ist, aber

ist.

Der folgende Satz liefert uns eine hinreichende Bedingung dafiir, dass die Reihenfolge der partiellen Ablei-
tungen vertauscht werden darf.

8.4.9 Satz (Satz von Schwarz)
Sei f:R* — R und U(x,yo) eine Umgebung von (zg,yo) (d.h. U(zo, o) = {(z,y) € R? : |(§) - (zg)| < e}
fiir ein geeignetes € > 0). Auf U(xg,yo) existieren alle zweiten partiellen Ableitungen und seien stetig in
(20, y0). Dann gilt

fym(mOvyO) = fzy(xmyO) 5

d.h. die Reihenfolge der partiellen Ableitungen darf vertauscht werden.
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8.4.10 Bemerkung
a) Im Beispiel oben sind f;, und f,, unstetig an der Stelle (0, 0).

b) Der Satz von Schwarz gilt analog fiir Funktionen f :R™ — R.

8.5 Die totale Ableitung und lineare Approximation

Eine Funktion f einer Variablen hatten wir in a € D C R differenzierbar genannt, wenn
x)— f(a
o 1) = (@)
rT—a T —a

existiert.
Gleichbedeutend damit ist, dass gilt

f@)=fla)+ f'(a) - (x—a) + (v —a) - e(x — a),

wobei
g(t—a)—0 fir (x—a)—0.

Fiir Funktionen mehrerer Variabler hat man die folgende entsprechende Definition.

8.5.1 Definition
f:D— R, DCR"heiit in @ = (ay,as, ...,a,)? € D total differenzierbar, wenn es einen Vektor 7 € R" gibt,
mit

f@) =fla)+v-(F-a)+ |7 —dl-e(|X—al),

wobei
e(|f—dl) -0 fir |F—al—0.

Statt total differenzierbar sagt man auch linear approximierbar.

Im Falle der totalen Differenzierbarkeit 1dt sich ¥ genau angeben. Es gilt der folgende Satz.

8.5.2 Satz
Ist fin @ € D C R” total differenzierbar, dann gilt

a) f ist stetigin @

b) f ist partiell differenzierbar und ¢ ist eindeutig bestimmt als ¥ = grad (@) .

8.5.3 Bemerkung
Im Sinne von Definition [8.5.1| ist also

T(¥) = f(@) + grad f(a)- (¥ —a)
die lineare Approximation von f in der Nihe von a.

Geometrische Interpretation fiir n = 2:
Die iiber D C R? liegende Fliche z = f(z,y) (der Graph von f) wird in der Nihe des Punktes (0, 3o, f (20, %0))
durch die Tangentialebene

T(x,y) = f(zo,v0) + fe(T0,%0)(x — 20) + fy(w0,y0) (¥ — yo)

approximiert.

171



A
Nk

8.5.4 Beispiel
a) flz,y) =a" + 2% +y
Wir bestimmen die Gleichung der Tangentialebene an der Stelle (zg,yo) = (1,1). Mit

f, 1) 4
felz,y) = 42+ 62%°
f(1,1) = 10
fy(z,y) = 4$3y +1
fy(1,1) 5

ist
T(z,y) =4+10(x —1)+5(y — 1) = 10z + 5y — 11
die Gleichung der Tangentialebene an der Stelle (zg,yo) = (1,1), d.h. im Flichenpunkt (1,1,4).

b) f(z,y,2) = e + zsiny +z +sinz
Wir bestimmen die lineare Approximation an der Stelle (0,0,0). Es gilt

T(z,y,2) = £(0,0,0) + £.(0,0,0) -z + £,(0,0,0) -y + £.(0,0,0) - 2

d.h. mit

£(0,0,0) 1
felz,y,2) = €T 41
f2(0,0,0) = 2
fy(z,y,2) = 2" T2 4 zcosy
f4(0,0,0) = 2
f2(z,y,2) = siny+ cosz
£-(0,0,0) 1

erhalten wir
T(z,y,2)=1+2x+2y+ 2

) flz,y) ==Y, 2,y >0
Wir bestimmen die Gleichung der Tangentialebene an der Stelle (e, 2).

f(e,2) = e?
fe(z,y) = y'xy71
fo(e,2) = 2e
fy(z,y) = Inz-z¥
fy(e,2) = e?



Damit erhalten wir

T(x,y)=e?+2e(x—e)+ e?(y—2) =2ex+ e’y —3e?

8.6 Richtungsableitung und Eigenschaften des Gradienten

Bei den partiellen Ableitungen berechnet man die Steigung in Richtung der jeweiligen Koordinatenachsen,
d.h. in Richtung der kartesischen Einheitsvektoren ¢€;. Man ist nun an der Steigung in eine beliebige Richtung

¥ mit |¥] = 1 interessiert, z.B.:
1
5V3
~_ (2
()
2
8.6.1 Definition (Richtungsableitung)
Die Richtungsableitung (der Anstieg) von f in Richtung @, |v] = 1 ist definiert als

f(ﬂ:+h’l/1,’]}+h’02) *f(il?,y)

bzw. allgemein

sofern der Grenzwert existiert.
Fiir praktische Rechnungen besonders wichtig ist der folgende Satz.

8.6.2 Satz
Ist f eine C'— Funktion, d.h. existieren alle partiellen Ableitungen 1. Ordnung von f und sind diese stetig,
dann gilt fiir ¥ mit 9] =1
8ﬁf(xay) =< 177 grad f(xay) >
bzw. allgemein

Osf () =< T, grad f(7) >

8.6.3 Beispiel oy
f(z,y) =8 — 22 — 4y? mit grad flz,y) = < < ) Wihle z.B. 7 — (—11)
—oY

Mit der Normierung || = v/2 erhalten wir den Einheitsvektor 7y =

%
e = <5 (3)-

(7 ) in Richtung von ¢ und damit

Z.B. gilt fiir (zo,y0) = (1,1):
Oy f1,1) = ——= = —3-/2

8.6.4 Satz (Eigenschaften des Gradienten)
a) Der Gradient zeigt in Richtung des steilsten Anstiegs.

b) Der Gradient steht senkrecht auf den Hohenlinien.
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denn:
zu a): Die Richtungsableitung in Richtung @, |0] =1 ist

aﬁf(xvy) = < 177 grad f(l',y) >

0] - lgrad f(z,y)| - cos J (7, grad f(z,y))
lgrad f(z,y)| - cos 5 (7, grad f(z,y))

Diese wird maximal, wenn
cos < (7, grad f(z,y)) =1
gilt, d.h.
J(U,grad f(z,y)) =0 <« T=grad f(z,y)

zu b): Da sich der Funktionswert entlang der Hohenlinien nicht &ndert, ist die Ableitung in Richtung der
Tangenten 0, d.h. ist ¥ Tangentenvektor, dann ist

0=0zf(z,y) =<0,grad f(x,y)> < ¥ Lgrad f(z,y)

8.7 Kettenregel

Im folgenden betrachten wir Funktionen f(x,y) (bzw. allgemein f(x1, 2, ....,z,)), in der die Variablen x,y
(bzw. x1, 2, ...,x, ) von Parametern abhiingen. Mit Hilfe der Kettenregel lassen sich die Ableitungen von f
nach den Parametern bestimmen.

8.7.1 Satz (Kettenregel)
Sei f(z,y) (bzw.f(z1,xa,....,2y))) eine C'-Funktion, d.h. alle partiellen Ableitungen 1. Ordnung existieren
und sind stetig.

a) Sei Z(t) = (x(t)), t € [a,b] Parameterdarstellung einer Kurve im R?. Dann ist:
y(t)

L) = S0 D+ 2.0 L

= <grad f(Z(t)),Z(t) >,

wobei Z(t) = (zgg)

Ist allgemein z(t) = (z1(t) ... 2,(t))T, t € [a,b] Parametrisierung einer Kurve im R”, dann ist

df

(1) =< grad f(7(1),5(0) > .

b) Ist #(s,t) = (2(s,t),y(s,t))T Parameterdarstellung einer Fliche im R?, so gilt:

0 1) = gi“(&’f%y(&t”’aﬁ?ﬂ*gﬁ@(s,w,y(s,may(a?t)
D006, = Latonthato ) 202 4+ S a5, 0,406.) - 2420
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8.7.2 Beispiel

a) Sei z = f(z,y) = (v —y)*.

Der Kreis um (0,0) mit Radius 2 in der zy-Ebene hat die Parametrisierung:

dz

x(p) =2cosp, y(p)=2sinp, 0< ¢ <27,

Berechnen wir nun 22, so berechnen wir damit die Anderung von z in Abhingigkeit von ¢ iiber diesem

dy

Kreis, d.h. die Ableitung von z = f(z,y) lings des Kreises (allgemein der durch Parametrisierung

gegebenen Kurve).

02 du 02 dy
Ox dp 0Oy dy

2(x —y) - (—2singp) —2(x —y) - 2cos @
4(x —y) - (—sinp — cos p)

4(2cosp — 2siny) - (—sinp — cos p)

8(sin p — cos? )
—8cos2¢p
da cos? ¢ — sin? p = cos 2p

b) Die Kettenregel wird immmer dann benétigt, wenn eine Variable eingefiihrt werden und die partiellen
Ableitungen in Bezug auf diese Verénderlichen zu berechnen sind.
Wir betrachten z.B. Polarkoordinaten im R2.
Durch z = z(r,¢) =rcosp, y = y(r,o) =rsing, 1 <r <719, o1 < ¢ < ¢y wird die Funktion f(z,y)

transformiert in

2(r,p) = f(rcosp,rsing) = f(x(r,¢),y(r,¢))

Mit @, = cosp, y, = sing, x, = —rsinp, y, = rcos ¢ erhalten wir, falls f eine C2-Funktion ist:

Zr = fmxr+fyyr
= fy-cosp+ fysing
Zo = Jo xp+ [y Yo
= —fy-rsinp+ f,-rcosy

) .
E(fz'coscp+fy~sm<p)

0 0
cos ¢ - a(fm) +singp - a(fy)
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Cos @ - (fxx * Ly +f93y 'yr) —|—Sin<,0(fy1; * Ty +fyy 'yr)

faz - cOS2 @ + 2fey -cOS@sing + fyy - sin?

%(Zr)

0 .
%(f:p -cos @ + fysing)

(fow =Ty + foy - Yp - COSQ — fo - siNQ

+(fya - To + fyy - Yo) - s+ fy - cos @

(=fow -7 -sinp+ fo, -7 COSP) cOSQ — fp - sing
+(—foy -Tsing + fy, -rcosp)sing + f, - cose
—fux - SINQCOS  + fuy - 7(cos? @ — sin? p)
+fyy - TCOS SN — frsing + fy - cosp
%(—fl« -rsing + f, - cosp)

T{(_fzz T Ty — f:ry : yap) sing — f, - cosp

+(fyz - Tp + fyy - Yp) cOS@ — fy -sinp}

T{(fox T8I0 — foy - TcOSP)sINP — frco8¢
+(—foy -Tsing + fy, - rTcosp)cosp — fysing}
72 { frz SIn® @ — 2f,, sinpcos ¢ + f,, cos® o}
—r{fucosg + f, sin )
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Kapitel 9

Integralrechnung in mehreren
Variablen

9.1 Integration iiber ebene Bereiche in kartesischen Koordinaten

Die Herleitung bestimmter Integrale iiber ebene Bereiche erfolgt in Analogie zur Herleitung bestimmter
Integrale iiber Intervallen.
Dabei sind allerdings Einschrinkungen an den betrachteten Bereich notig.

z-Achse

9.1.1 Definition (Normalbereich)
Eine Menge G C R? heifit Normalbereich bzgl. der {

}, wenn es stetige Funktionen { P P2 }

y-Achse Y1, P2
) ) G = {(1y)a§x§b <p1(i)§y§502(x)}}
ibt, so dass gilt ’ ’ ’
g g {G = {(z,y):c<y<d Pi(y) <z <Pa(y)}
3]
2.5
4 \
5]
3
1.5
//
//
1T - |
2,51 g
0]7 02 04 06 08 1 12 1.4 16 18 2 0 1 > 3 4
. X
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9.1.2 Beispiel
Ein achsenparalleles Rechteck 148t sich als Normalgebiet bzgl. der z-Achse mit ¢;(x) = ¢, pa(x) =d

G={@y):a<a<bec<y<d

oder als Normalgebiet bzgl. der y-Achse mit ¢1(y) = a, ¥a2(y) = b

darstellen.

9.1.3 Beispiel
Das Gebiet G sei durch die Parabel y = 22, die Gerade y = 1 und die Gerade x = 2 begrenzt.
Normalgebiet bzgl.der x-Achse:

Normalgebiet bzgl. der y-Achse:

4+ 4

3 3

2 2

1 1

0102040608 112141618 2 0702040608 112141618 2
X X

9.1.4 Bemerkung
Fiir die folgenden Betrachtungen darf der Bereich aus endlich vielen Normalgebieten bzgl. der z-Achse oder
der y-Achse zusammengesetzt sein, d.h.

G=G1UG2U...UG,,

wobei Gy, i = 1,...,n Normalbereiche bzgl. der z-Achse oder der y-Achse sind und hchstens an den Réndern
iibereinstimmen diirfen.
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9.1.5 Beispiel
G sei begrenzt durch

2? +y* =1mit — 1 <2 <0, (linker Halbkreis, Radius 1, Mittelpunkt (0, 0))
y=—1mit 0 <ax <2,

y? + (z —2)* = 1 mit 2 < 2 < 3, (rechter Halbkreis, Radius 1, Mittelpunkt (2,0))
y=x2+1mit0§x§1,

y=(r—2)+1mit1 <z <2

24

1.59

Damit ergibt sich G = G; U Gy U G3 U G4, wobei

G = {(z,y9) eR?*: ~1<y<1, —/1-y2<zx<0}
Gy = {(z,y) eR?:0<2<1,-1<y<z?+1}

Gs3 = {(z,9)eR?*: 1<2<2, —1<y<(z—2)%+1}
Gy = {(my) eR?: —1<y<1,2<z<+/1-y2+2}

Wir wollen nun das Volumen des Zylinders mit einer Grundfliche G in der xy-Ebene und oberer Begrenzung
durch eine stetige Funktion z = f(z,y) mit f(z,y) > 0 fiir alle (z,y) € G bestimmen.

Dazu wird die zy-Ebene in achsenparallele Rechtecke der Fliche Az - Ay eingeteilt. Ry, ..., R, seien diejeni-
gen Rechtecke, die ganz in G liegen. Mit (z;,y;) bezeichnen wir einen beliebigen festen Punkt des Rechtecks
R;. Eine N&herung fiir das gesuchte Volumen ist dann die Summe der Volumina der {iber den Rechtecken
R; errichteten Siulen der Hohe z; = f(z;,y;), d.h.

Sn = flai ) Ax-Ay.
=1
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9.1.6 Definition (Doppelintegral, Bereichsintegral)
Falls fiir Az — 0, Ay — 0 der Grenzwert lim,,_ ., S, existiert, dann heifit f(z,y) iiber G integrierbar. Der
Grenzwert wird mit

//f(w,y) dG
G

bezeichnet und heifit Doppel- oder Bereichsintegral von f(x,y) iiber G.

9.1.7 Bemerkung
Wie beim eindimensionalen Integrationsbereich garantiert die Stetigkeit von f die Existenz des Bereichsin-
tegrals, wenn zusétzlich G endliche Vereinigung von Normalbereichen ist.

Im folgenden befassen wir uns mit der praktischen Berechnung solcher Bereichsintegrale fiir Normalbereiche
bzgl. der x- bzw. y-Achse.

2)

Berechnung fiir Normalbereich bzgl. der x-Achse

Sei G = {(z,y) €ER?: a <z <b,p1(x) <y < pa(x)} mit stetigen Funktionen 1, @2

Man stellt sich nun vor, dass man fiir jedes feste z iiber das zugehorige y-Intervall [p;(x), p2(z)] bzgl.
der y-Variablen integriert und anschlieend die ,infinitesimal diinnen“ Scheibchen fiir alle 2 € [a, b]

aufsammelt, d.h.
b w2(z)
J[rwwac= [ [ rway| iz
o a v1(z)

1. Schritt: Integration fiir festes = iiber zugehoriges y-Intervall; liefert eine Funktion von x
2. Schritt: Integration des Ergebnisses des 1. Schritts bzgl. z fiir z € [a, b] liefert reelle Zahl.

Die Integration erfolgt immer von innen nach auflen!!!
Berechnung fiir Normalbereich bzgl. der y-Achse
Sei G = {(x,y) eR?: c <y <d, P1(y) <o < 1ha(y)} mit stetigen Funktionen vy, 1)s.

Fiir jedes feste y integriert man nun iiber das zugehorige z-Intervall [ (y), 2 (y)] bzgl. der z-Variablen
und sammelt anschliefend die , infinitesimal diinnen* Scheibchen in y-Richtung fiir y € [¢, d] auf, d.h.

J[f@mic= | d l /w ff) e dm] dy
a 1y

1. Schritt: Integration fiir festes y {iber zugehoriges z-Intervall; liefert eine Funktion von y
2. Schritt: Integration des Ergebnisses des 1. Schritts bzgl. y fiir y € [c, d] liefert reelle Zahl.

Die Integration erfolgt immer von innen nach auf3en!!!
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c¢) Allgemeine Gebiete zerlegt man in eine endliche Vereinigung von Normalbereichen. Das Integral ist
dann die Summe der Integrale iiber die Teilbereiche.
Die Zerlegung ist nicht eindeutig, wohl aber das Endergebnis!

9.1.8 Beispiel

Sei f(z,y) =x+yund G =[1,2] x [0,4] = {(z,y) eR?: 1 <2 <2,0<y <4}
G ist sowohl Normalgebiet bzgl. der z-Achse als auch bzgl. der y-Achse. Es gibt also zwei Moglichkeiten fiir

die Berechnung von [[ f(z,y)dG
G

(,[ / f(, ) dG

oder

[[1@wdc
G

9.1.9 Beispiel

/12 [/04(x+y)dy} dx
/12 {my—i— %yg sz dz

/12(4334—8) dz

22? + 8z |§Z%
14

/04 {/}Lz(x—ky)dx] dy

4 1 r=2
/ {:ﬁ + yx ] dy
0 2 r=1
4 1
/ 2+2y -5 —y)dy
0
31,
— _|_ —
2/ T2V
14

Sei f(x,y) =4zeY" +yund G = {(z,y): 0< 2 <2, 22 <y <4},
G ist Normalgebiet bzgl. der z-Achse. Wir miissen also

//f(x,y)dG—/O2 {/ﬂ:(élxey2 +y)dy} dx
G

berechnen. e¥” ist aber bzgl. y nicht elementar integrierbar.
Wir versuchen daher einen anderen Weg und stellen dazu G als Normalgebiet bzgl. der y-Achse dar, d.h.
G={(z,y): 0<y <4, 0<2<,/y}. Damit erhalten wir nun

G//f(:c,y) iG =

4 rvE )

/o /0 (4ze¥ 4 y)dzx| dy
4 2

/ |:2l‘2€y +yx
0

=y
y] dy

=0

4
= /0 {2yey2 —&—y\/ﬂ} dy
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4 , 4
= / 2ye? dy+/ y> dy
0 0
16 y=4
2 s
= U d Z2
/o e’ au + 5y

mit der Substitution u = y* im ersten Integral

y=0

d.h. du = 2y dy und den Grenzen u; = 0, us = 16

2 5
u |u=16 3
= e"| 2o + =42

5
2
16 5
= —14+=-2
e +5
59
_ 16 97
e +5

9.1.10 Satz (Flicheninhalte)
Der Flédcheninhalt von G ist gleich

G//ldG

J/1dG]| ist nach Definition das Volumen des Zylinders mit Grundfliche G und Héhe 1, d.h. Grund-

G
fliche mal 1, also gleich der Grundfliache.

denn:

9.1.11 Beispiel
Wir suchen den Inhalt der von xy =4, y = x, x = 4, y = 0 berandeten Fléche.
Es gilt G = G; U G mit

G = {(z,9) eR?: 0<2<20<y<x}

4
Gy = {(m,y)€R2:2§x§47O§y§;}

Somit erhalten wir

2 pz 4 pd/z
//1dG = //ldydx—i—// 1dydx
0o Jo 2 Jo
G
2 4
— y=z y=4/x
= /O(yy_o> da;—l—/Q (y|y:0 )dm
2 4
4
= /xdm+/ —dx
0 2 T

1 x=2 =4
= _—z? +41n|z|
2 x=0
r=2
= 2+4+4In2

9.2 Integration iiber ebene Bereiche in Polarkoordinaten

Je nach Gestalt von G ist die Berechnung von

! / f(z,9)dG
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mit Hilfe von Polarkoordinaten einfacher.
Statt des kartesischen Fliachenelementes dx dy hat man nun das Flichenelement in Polarkoordinaten:

r-drde

Mit z = rcos ¢, y = rsing berechnet man somit [[ f(z,y)dG fiir
G

a) Bereiche zwischen zwei festen Winkeln, d.h.
G={(r,y) €R?: x =rcosp, y=rsing, 1 <@ < pa, r1(p) <7 < 12(0)}

P2 r2(p)
//f(a:,y)dG:/ l/ f(rcosgo,rsinga)-rdr] dy
P P1 r1()

b) Bereiche zwischen zwei festen Radien, d.h.
G={(z,y) €R?: x=rcosp,y = rsing, 11 <r < 7o, 1(r) < 9 < (1)}

T2 w2(r)
//f(x,y)dG:/ [/ f(rcoscp,rsingo)dgo] ~rdr
& T1 e1(r)

5,
al
1.8
r1.6 3
F1.4
F1.2
2,
0.8
0.6 N
0.4
0.2
15 ] 05 0 05 1 0 1 2 3 4

9.2.1 Beispiel
Sei f(z,y) = z-y und G die Achtelkreisfliche G = {(z,y) € R? : rcosp, y =rsinp, 0 < o < Z 0<r <2}

.
//x~de = / / (rcos ) (rsinp)rdrde
2 o Jo
s r=2
0

r=0
x
= / 4sinpcos p dp
0

1v2
= / udu
0

2 [u=3v2
=
=1

&

1
[sin ( cos @Zr
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9.2.2 Beispiel
Inhalt der von der Cardioide (Herzlinie) berandeten Flidche; Polarkoordinatendarstellung r(¢) = 1+ cos ¢ ,

0<¢<2r dh
2 1+4cos ¢
//1 dG / / rdrde
0 0
G

o r=14cos ¢
= =T
0 2 r=0

dp
2
= / (1 4+ cos p)? dyp
0

I 1
= 5/ (1+2cosgp+§(c052ga+1))d<p
0
1.3 1 w2
= —(z¢+2sinp+ —sin2yp)
22 4 0
o=
3
= 577

9.3 Integration iiber ebene Bereiche in allgemeinen Koordinaten

9.3.1 Satz (,,Substitutionsregel)
Ist z = 2(u,v) , y = y(u,v) und G = {(z,y) € R? : & = x(u,v), y = y(u,v), a S u < b, g1(u) < v < ga(u)}

so gilt:
J[1@wac - /ab Vg:(?)ﬂx(u,v), y(,0) - %E“ %gzmddu
a gi1(u u ? v ?

9.3.2 Beispiel (Polarkoordinaten)
Fiir z = x(r,¢) = rcosy, y = y(r, @) = rsing ist:

cosp —rsing
singp rcosp

//f(:c,y)dG = //f(rcosgp, rsing) - rdrde
G el
9.3.3 Beispiel

Zur Berechnung des Flidcheninhalts der Ellipse i—z + z—j =1, d.h.

G={(r,y) eR?: x =x(r,t)=a-r-cost,y=y(r,t) =b-rsint, 0 <t <2m, 0<r <1}
benétigen wir

ox oz
ox 7", =z 7" .
‘ ar( ) 64:( 2 ‘: ’:rcosQQO—&-TSHIQSD:T

Also

Oox ox .
or T’t) Trat) a-cost —a-rsint 9 . 9

‘g;(,t) Su(r, | b-sint b-rcost =a-b-r(cos”t4rsint) =a-b-r
T

Damit gilt

27 1
//1dG = / /a~b-rdrdt
0 0
G
1 27
= // a-b-rdtdr
o Jo
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t=2m

1
= / a-b-rt
0 t=0

1
= / 2w -a-b-rdr
0

= 7r~a~bor\;zé

= m-a-b

Der Flidcheninhalt der Ellipse betrégt also: 7-a - b

9.3.4 Beispiel

Das Volumen eines Zylinders mit der Grundfliche G = ﬁ—i + bLz =1 (Ellipse), der nach oben durch die Fliche

f(z,y) = b22? + a®y? + 1 begrenzt ist, betrigt

G[ [.v)ac

27 1
/ / (b%a?r? cos® t + a?b*r? sin® t + 1)abr dr dt
o Jo

27 1
/ / (b3a3r3 + abr) drdt
0 0

27 1 1 r=1
/0 (Za3b3r4 + éabr2> dt
27
1454 1
/0 <4a b° + 2ab) dt

r=0
1 1
(Za3b3 + §ab> <27

1
(§a2b2 +1)-abr

q

&

@

N
h

L

o
o
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9.4 Anwendungsbeispiel: Flichenschwerpunkte

Der Schwerpunkt (Massenmittelpunkt) einer ebenen Fliche (Platte) mit Massendichte m(x,y) ist gegeben
durch die Schwerpunktkoordinaten

1 1
G G

M:G//m(x,y)dG

Ist speziell m(z,y) = 1 (homogene Massendichte), dann ist M der Flicheninhalt von G und (x4, ys) sind die
Koordinaten des geometrischen Fldchenschwerpunktes.

mit der Gesamtmasse

9.4.1 Beispiel
Schwerpunkt der fiir 1 <z < 2 nach unten durch die Gerade y = 1 und nach oben durch den Parabelbogen
y = 2% begrenzten Platte mit ebener Massendichte m(z,y) = 22 + y>.

4

35F
3l
251
2l

15F G

1

05

o

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2

Es gilt G = {(2,y) €eR?: 1 <2 <2, 1<y<2?}.

M = //(x2+y2)dG
e
2 z2
= // (2 +y*) dy dz
1 J1
2

1 2

Somit gilt:

2 et 135
M, = / / w(z? +y*) dy de = —,
1 1 8

2

2 T
2753
M, = ) dyde = ——
y /1/1y(x+y)yx 196
Ty = iM~1761307
s - M x ~ 1. )
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1
Ys = MMyz2.280484

9.4.2 Beispiel
Geometrischer Schwerpunkt eines Viertelkreises mit Radius R. Mit m(z,y) = 1 gilt

1
M = szQ—Fléche
4 (= (R
Ty = — rcos - rdrdp
=l
_ R
37

Aus Symmetriegriinden gilt ys = x,.
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Kapitel 10

Komplexe Zahlen und gewo6hnliche
Differentialgleichungen

10.1 Komplexe Zahlen

10.1.1 Komplexe Zahlen in kartesischer Form

Die komplexen Zahlen bilden eine Erweiterung der reellen Zahlen. Sie werden z. B. fiir die komplexe Wech-
selstromtechnik benutzt.
Problem: 2 = —1 ist in R nicht 16sbar.

10.1.1 Definition
j = +/—1 heiit imagindre Einheit, das Quadrat j2 = —1 ist eine reelle Zahl. Eine imagindre Zahl bj ist das
Produkt aus b € R, b # 0 und der imaginéren Einheit j.

10.1.2 Bemerkung
a) Losungen von 22 = —1:
r=joderxz=—j

b) Wurzeln aus anderen negativen Zahlen:

V= VoV = 3
V=BV = VB

c¢) Losungen beliebiger quadratischer Gleichungen mit Koeffizienten aus R mit quadratische Formel:

> —x+1 = 0

1 1
_ 1 3
& r = HEQ/EJ

(Probleme wie b), ¢) sind losbar, sobald die imaginéire Einheit definiert ist.)

10.1.3 Definition (Komplexe Zahlen)

Eine Zahl z = a4 bj mit a,b € R heiit komplere Zahl. Dabei bezeichnet man mit a = Re z den Realteil und
mit b = Im 2z den Imagindrteil von z.

Die Menge aller komplexen Zahlen wird mit

C={z:z=a+bj:a,beR}

bezeichnet.

188



10.1.4 Bemerkung
Die Darstellungsform z = a + bj einer komplexen Zahl heif3t kartesische Form.

10.1.1.1 Graphische Darstellung in der Gaufischen Zahlenebene

Real- und Imaginérteil einer komplexen Zahl z = a + b5 werden als kartesische Koordinaten aufgefasst. Die
Koordinatenachsen werden mit Rez und Im z bezeichnet.

Im A

27 z=a+bj
bj e .
i |
T T T J T T g
-3 -2 -1 1 2 3 Re
. a
_J_
_2j_
10.1.5 Beispiel
z1 = 247
Zo = 1 —j
zZ3 = 3
29 = —J
Im A
2j+
. 24
J— [ ]
T a T T * T <
-1 1 2 3 4 Re
—j—o °
15
_2j_
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10.1.1.2 Grundlegende Eigenschaften und Rechenoperationen

10.1.6 Definition
a) Zwei komplexe Zahlen heiflen gleich, wenn sie in Real- und Imaginéirteil {ibereinstimmen.

b) Die komplexe Zahl z* = a — bj heifit die zu z = a + bj konjugiert komplexe Zahl.

10.1.7 Bemerkung
Sei z = a+ bj € C. Dann gilt:

2404 (a#0oder b#0) < a?+b%>0

10.1.8 Bemerkung
a) Die Vergleichsrelationen “gréfler”, “kleiner” lassen sich zwischen komplexen Zahlen nicht definieren.

b) z€Creell & Imz =10
z € C imaginir & Rez =0

¢) Der Bildpunkt der konjugiert komplexen Zahl z* ist in der Gaufischen Zahlenebene die Spiegelung von
z an der reellen Achse.

d) () ==z
e) z=z*< Imz=0&z2€R
f) 2* = —2z & Rez =0 & z imaginér
Im folgenden seien o € R und
z=a+bj, z1 =a1+b1j, 20 =as+byj €C.

Bei den nun folgenden Definitionen der grundlegenden Rechenoperationen ist zu beachten, dass diese bei der
Anwendung auf reelle Zahlen mit den dort bereits vorhandenen Rechenoperationen iibereinstimmen miissen,
da R C C (Permanenzprinzip).

Rechenoperationen:

a) Multiplikation mit reeller Zahl:

Es gilt:

Re(az) = aRez

Im(az) = almz
b) Addition, Subtraktion:

21t 29 = (a1 + blj) + (CLQ +b2j)
ar £ az + (b £ b2)j

Es gilt:

Re(zliz2) = RezlzlzRezg
Im (21 £20) = Imz; £+ Imzo
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¢) Multiplikation:

(a1 +b1j)(az + b2j)
arag + b1jbaj +a1baj + bijas
——

Z1%22

j2=—1
aras — biby + (a1bg + brag)j

Es gilt:

Re(z122) = ReziRezy — Imz; Im 2o

Im(2122) = Rez;Imzo + Imz; Rezo
Spezialfille:
i) Multiplikation mit j
2j = aj+bj =—-b+aj

bedeutet geometrisch eine Drehung um 90°.

i) Produkt einer Zahl mit der konjugiert komplexen:

22* = (a+bj)(a—bj) =a® — (bj)* = a® +b°

z=-b+aj )
N a
E . z=a+bj
! bj [------------ .
: ! -
-b 0 a Re
d) Division: zo # 0
A _ mthi
Z2 as + baj

(a1 + b1j)(az — baj)

(a2 + b2j)(az — baj)

arag — bibj? — arbaj + bragj
CRTT

aias + ble b1a2 — a1b2 .
ai + b3 a3 + b3
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Spezialfille:

i) Division durch j:

Im A

]

= (a+bj)(=j) =b—aj.

e N o X

ii) Kehrwert:

1 1
z a+bj

QfF--------

a—bj

a—bj
1

= 2
1
a

*

(a + bj)(a —bj)

—bj)

b

a? + b2
1

- a2+b2(a
1

a2+ b2 Z

10.1.9 Beispiel
a)

A+ =X
— bj)

5(3+7) =15+ 55.
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G+3)+2—-4j) = 7—j

3+25)(4—j) = 12—(-2)—35+8j

= 14+5j
2= -1
it = —j
t=1
ji° =
-2 _ (1-2)2-J)
24 (2+7)(2-7)
144252 -7 — 45
- 7
12 11,
5 57
7t = —jso
1
-2
J — '—:—1
]2

10.1.1.3 Betrag einer komplexen Zahl

10.1.10 Definition (Betrag einer komplexen Zahl)
Unter dem Betrag einer komplexen Zahl versteht man den Abstand zum Ursprung in der Gaufischen Zahle-

nebene, d. h. (nach Pythagoras)

10.1.11 Bemerkung
a)

b)

¢) Sei z=a+bj € C. Dann ist

2] = V(Rez)?+ (Imz)?

2| €R, |2| >0

2| =0 2=0

zz" = (a+bj)(a—bj) = a4+ b2 = |z\2
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zeR= |z = /(Rez2)? =Vz2
_ zfirz>0
o —z fiir z <0

10.1.12 Bemerkung
Seir e R, r > 0.

a) Die Menge {z € C: |z| < r} beschreibt in der Gaufischen Zahlenebene einen Kreis um 0 mit Radius r,
d. h. die Menge aller z € C, die vom Ursprung héchstens den Abstand 7 haben.

b) Der Abstand zwischen zwei Punkten z = a + bj und 21 = a1 + b1 in der Gaufischen Zahlenebene
betriagt nach Pythagoras:

> = (a—a)*+ (b—b)?
=d = Vla=a)’+ - h)

— VIRe(z— 2P+ [l (e = o1

= |z—2z|

|
0 OO0 Re

la,—al

c¢) Die Menge {z € C : |z — 21| < r} beschreibt in der Gaufischen Zahlenebene einen Kreis um z; mit
Radius 7, d. h. die Menge aller z € C, die von z; hochstens den Abstand r haben.
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10.1.2 Komplexe Zahlen in Polarform
Jede komplexe Zahl z = a + bj € C ldsst sich stets auch als

z = r(cosp+ jsinp)

schreiben, wobei r > 0 den Abstand zum Ursprung in der komplexen Zahlenebene bezeichnet und ¢ den
Winkel zwischen der positiven reellen Achse und der Verbindungsstrecke vom Ursprung mit der Zahl.
Falls z # 0, ist die Darstellung fiir » > 0, ¢ € (—7, 7] eindeutig.

10.1.13 Definition
Sei z = r(cos ¢ + jsing) € C mit r > 0.

a) r = |z| heifit Betrag (oder Modul) von z.

b) ¢ heifit (ein) Argument (oder Winkel) von z und wird mit Arg z bezeichnet.
Falls z # 0 und ¢ € (—m, ], dann ist ¢ der Hauptwert des Argumentes (Winkels) von z und wird mit
arg z Hauptwert bezeichnet

10.1.2.1 Umwandlungen Polarform in Kartesische Form

a) Polarform — kartesische Form
Gegeben: z = r(cosp + jsinp)
= 7rcosp+j-rsinp
Somit:

’ Re (2) = rcosp, Im(2) zrsintp‘

b) Kartesiche Form — Polarform
Gegeben: z = a + bj
Es gilt:

r=|z| = va® +b?

Berechnung von ¢

i) 1. Quadrant, @ >0,b>0, p € [0,F), tanp = g somit:

— b
p = arctan
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ii) 2. Quadrant, a <0, b >0, ¢ € (§,7]. Setze o = ™ — ¢, dann ist a € [0, §).

b
tana = —
—a
b

= a = arctan —

—a

= —arctan —

a

somit:

— b
¢ =7+ arctan

iii) 3. Quadrant, a < 0,0 <0, ¢ € [-7,—F). Setze a = ¢ + 7, d.h. ¢ = =7 + . Dann ist a € [0, ).

—b
tana = —
—a
= a = arctan—
a
somit:
¢ = —m + arctan g

iv) 4. Quadrant, a > 0, b <0, p € (—%,0], tan(—¢) = arctang

= tanp = g (da tan ungerade)

somit:
Y= arctang
v) a=0,>0:p=7 (rein imaginér)
a=0,b<0:9p=-7

Insgesamt: Fiir z = a + bj ist z = r(cos ¢ + j sin ¢) mit

r = a2+ b2

arctan% ,a>0 arctang ,a>0
7r+arctan% ,a<0,6>0 bow. Argz = 7r+arctan§ ,a <0

arg z = —7r+arctang ,a<0,b<0 ' 5 ,a=0,0>0
5 ,a=0,b>0 -3 ,a=0,b<0
-5 ,a=0,b<0

10.1.14 Beispiel

a)
™ .. T
z = 5(cos§+3sm§)
1, V3
AR
5 5 .
b)
5 . .5
z = \/§<cos47r+js1n47r>
2 2
- a(<L(-R))
2 2
= —-1-3j.
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2 = —V3+4j
2] = V3+1=2

ta 1 b=1 2.Quadrant:
ne = V3\ a=-V3 ¢ = m+ arctan 2

= = arctan———=+7

V3

T n 5
= _— m = —T
6 6
10.1.15 Bemerkung
Sonderfille: Polarform reeller Zahlen:
S0:a — .
a>0:a a(cosQ+jsin0)
=1 =0
a<0:a = Ja|(cosm+jsinm)
=1 =0
Polarform rein imagindrer Zahlen:
. T .., T
j =1 COS§+jSIH§
——— ——
=0 =1
1
===-j = 1]cos (fﬁ) +j sin (fz)
J 2 2
=0 =1
b>0:5b = [} cosg—i—jsing
—— ——
=0 =1
. 3 ..
b<0:5b = |b cos§7r—|—]51nf7r
—— N——
=0 =1

10.1.16 Vorbemerkung
Im folgenden werden einige Beziehungen fiir trigonometrische Funktionen benétigt, die hier noch einmal
wiederholt werden.

a) Additionstheoreme fiir Summe und Differenz von Argumentwerten

i) sin(a &+ B) = sinacos B = cos asin 3

ii) cos(aw £ ) = cosacos B Fsinasin 3
b) Additionssatz fiir zweifaches des Argumentes

a) sin2a = 2sinacos a

b) cos2a =2cos?a — 1

¢) Trigonometrischer Pythagoras
sin? a4 cos?a =1
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10.1.2.2 Multiplikation in Polarform

Benotigt werden die Additionstheoreme fiir sin und cos,d. h.

a) sin(a + ) = sina cos 8 £ cos asin 3

b) cos(a % 3) = cosacos § F sin asin 8

z1 = 7r1(cosr + jsinpr)
zo = ra(cosps + jsinps)
2122 = 7T172(Ccos 1 + jsiny)(cos w2 + jsin pg)

= 1179 (COS 1 COS 2 — Sin g sin g + j (sin 1 cos g + cos @1 sin p3))
r17a (cos (p1 + @2) + 7 sin (o1 + ¢2))

|2122| = |21] - |22|
Arg (z122) = Arg z1 + Arg 22

(Normieren auf (—, 7| fiir Hauptwert).

10.1.17 Beispiel

.. T s
21 = (cosf—l—jsmz),zgz2(cosﬁ +7s E)
T T 7
FRETI
. T
= 2129 = 6 (cosg—l—jsmg)

10.1.2.3 Division in Polarform

(22 #0)

d. h.

21 r1(cos @1 + jsin 1) (cos g + jsin pa)

29 ro(cos 1 + jsin i) (cos s + jsin gg)

71 (COS (1 €OS o + sin 1 sin @) + j(sin 1 cos Ya — cos Y1 sin @s)
E cos? 2 + sin? 2

1

r L.
= é(COS(% — p2) + jsin(p1 — p2))

1]
|z2]
Arg 2 = Arg z; — Arg 25

22

21
z2

10.1.18 Beispiel

5 2 + Jsi 2
= cos - sin —
z1 sgm+jsingm

3( 7T + . i 71—)
29 = coS— sin —
2 6 J sl 6
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21 ™ .. T
(cos 5 + 7 sin f)

Z92 2

W | ot Wl ot

10.1.2.4 Potenzen in Polarform

z = r(cosp+ jsingp)
rr(cos(p + @) + jsin(e + ¢))

4
w
|
w
w
|

2% = 22° rr2 (cos(p + 2p) + jsin(p + 2¢))

72 (cos(2¢) + j sin(2¢)) (vgl. Multiplikation)

= 72 (cos(3¢) + jsin(3p)) (vgl. Multiplikation)

10.1.19 Satz
Fiir n € Ng, z = r(cos ¢ + jsinp) € C ist

n

2" = r™(cos (ny) + jsin (ny))

10.1.20 Beispiel

Berechnen von z = (1 4 5)¢. Umschreiben in Polarform:|z| = v/2, ¢ = arctan 1 = 1

z = (\@(cosgqtjsin%))ﬁ

= 8(cosg7r+jsing7r)
T ——
—1

= —8j

10.1.2.5 Wurzeln in Polarform

Gesucht: Alle Losungen von w™ = z, wobei z = r(cos ¢ + jsinp),n € N.
Betrachte zunéchst
r=|z| =1,

d.h.
Z =Ccosp+ jsingp

Dann muss |w| = 1 sein (sonst wire |z| = |w"| = |w|™ # 1).
Ansatz in Polarform:

= cosvy+ jsiny

3

=w" = cosny+ jsinny
| zZ=cosp+jsing
=>ny = p+2rk,ke€Z
27k
=y = £+L,RGZ
n n
Also:
2mk 27k
wr = cos<¢+ﬂ>+jsin(w+w>,kez
n n n n

sind Losungen von w™ = z.
Frage: Wieviele verschiedene Losungen gibt es 7
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Betrachte z. B.:

B
3
=

+
+
<.
&.
B

Wp =

Q
@]
2]

|
o
]
93
AT N T N NN

[ 2r f

i) o ()
(5)--

+ L(n?f 1)> + jsin (i + L(n; 1)>
n+27j>+jsin<i+2;>—w1

Allgemein gilt: Sei k € {0,1,...,n—1}und m=in+k miti € Z

)

+

<.
&.
=}

(sin, cos 27 periodisch) =

(@]
[}
1}

Wn+1 =

€ 3|6 316 316

= COS

Dann gilt:
2 2
o = cos <¢+m> 4 jsin (mﬂm)
n n n n
2m (i k 2w (i k
= COoS (¢+7T(Zn+)> +jsin(<’0+ﬂ(zn+)>
n n n n
21k 2k
= (<‘0—|—7T—|—z 27T>—|—jsin<<p+ﬂ-—|—i~27r)
n
((p 7rk’> . ( 27Tk')
= cos|—+—] +gsmn + — Wi
n n n
Es gibt also n verschiedene Losungen wyg, fiir Kk =0,1,...,n— 1.
10.1.21 Satz

a) Die Gleichung w™ = z hat fiir z = cosp + jsinp (d. h. r = |z| = 1) n verschiedene Losungen:

( 27rk> . ( 27TI<:)
wr = Cos +— ] +s + —
n n

k=0,1,...,n— 1.

b) Die Gleichung w™ = z hat fiir z = r(cos p + jsinp) ,r > 0 n verschiedene Losungen:

e o122 (32

k:zO,l,...,n—l.

) wr=0w=0

10.1.22 Definition
Fiir p € (—m, 7],z = r(cos ¢ + jsin ) heifit die Losung wy =: {/z Hauptwert der n-ten Wurzel.

10.1.23 Bemerkung
p = arg z € (—m, 7| dquivalent zu arg wy = arg ¥z € (f%, ﬂ

10.1.24 Beispiel
a) Losungen von w? = —1:
Polarform von —1:
—1 = (cosm+ jsinm)
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Also: w? = —1

2 k
= Wi cos<§+g)+jsin<+§>,k—071,2
wo cosg—i—jsmg—f—i—g\/gy
w1 cosm+ jsinm = —1
w cos§ + 'sin§
2 3" T ImET
s . s 1 1 .
cos (=3 ) +isin(-5) =5~ 5V
b) w? = —1 mit —1 = (cos7 + jsinm)
= Wwp = COoS 7T+27T + 7 sin W—i—@
ko= 9" 9 )T 9T g
Also:
wp = COs (Z)—i— ‘sin(ﬁ)
0 = 9) Ty
w1 = cos §7T + 7 si §
1 = 9 jsin 977
Wy = COS §71' + 7sin §7T
2= 9" ) TI g
w cos ! + 7sin 7
= —T -
5 9" ) TIE g
wg = cos(m)+ jsin ()
ws = COS E + 7 sin 1—1 = cos Z + jsin Z
5 = 97r jsi 97r = 97r j 97r
= cos Eﬂ' + jsin Ew = cos —éw + jsin —§
v = 9 TR 9T )T 9 J 9"
w7 = COS EW + 7 sin Eﬂ' = cos —§7r + jsin —§7T
T 9 J 0" )~ 9" )T 9
B 17 L 17 B 1 i 1
wg = coS 977 7 sin 97r = cos 97r 7 sin 9
c) wt=4
4 4(cos0 + jsin0)
2k 27k
W ﬁ(cos(()—i—i)—i—jsin(O—&—Z))
c05< )—&—]bm(kg))
wo f(cosOJrjsmO) V2
w1 \f cosf—i—jsm ) \fj
wo f(cosw—&—jsmﬂ) -2
o = Vo) rin()) -8
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10.1.25 Bemerkung

Die Losungen von w™ = z liegen auf dem Rand des Kreises um 0 mit dem Radius {/|z| und bilden die Ecken

eines regelméfigen n-Ecks.

10.1.3 Komplexe Zahlen in Exponentialform

Mit Hilfe der Eulerschen Formel

el =cosp+ jsingp

lésst sich eine dritte Darstellungsmoglichkeit fiir komplexe Zahlen angeben.

Mit

z=17-el¥

bezeichnen wir die Exponentialform einer komplexen Zahl, wobei r wieder den Betrag (Modul) und ¢ das

Argument bezeichnet.

Mit Hilfe der Eulerschen Formel lassen sich nun die Rechenoperationen Multiplikation, Division, Potenzieren
und Radizieren aus dem vorhergehenden Abschnitt angeben.

a) Multiplikation: Fiir z; = rq eI und z9 = roe7%2 ist

2129 = rirged(P11¥2)

b) Division: Fiir z; = r1e7% und 29 = roe7%2 # 0 ist

1 — " ej(wfm)

22 T2

c¢) Potenzieren: Fiir z = re’% und n € N ist

2" =r"el"?

d) Radizieren: Fiir z = re/% und n € N sind

; 2k
wg = {L/'Fej(%""T) ,

k=0,1,...,n — 1 alle Losungen (Wurzeln) der Gleichung w™ = 2.

10.1.26 Beispiel

a) Sei z; = 3eJ% und 25 = 2e772. Dann ist das Produkt

jm
Z129 = 6e’s

b) Sei z; =5ej2m und z; = 3e’%. Dann ist der Quotient

¢) Fiir z = v/2e77 ist

A0

V) 3

i3
20 =8el2™

d) Ist z =4 = 4e70 5o lauten die Losungen der Gleichung w?* = z:

Wk

wWo
w1
w2

w3

= V203 L =0,....3.
= V2edk3

= V2e%=2

= V2el% =125

= V2eim =2

= \@ej%ﬂ:—\/ﬁj
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10.2 Gewo6hnliche Differentialgleichungen

Gewohnliche Differentialgleichungen (DGL) sind Gleichungen, in denen nicht nur die gesuchte Funktion
(einer Variablen), sondern auch Ableitungen dieser Funktionen auftreten. Sie spielen bei der mathematischen
Behandlung insbesondere technischer Problemstellungen eine zentrale Rolle.

10.2.1 Definition

Eine Gleichung, in der neben der unabhéngigen Variablen und der gesuchten Funktion auch deren Ableitun-
gen bis zur n—ten Ordnung auftreten, heifit gewchnliche DGL n—ter Ordnung.

Eine gewohnliche DGL n-ter Ordnung der Form

o F (x,y,y’7...,y(")) = 0 heif3t implizit,
oy =f (a:,y’,...,y(”_l)) heifit ezplizit.

10.2.2 Definition
Jede Funktion y : I — R, I C R Intervall, die die DGL erfiillt, heifit Losung der DGL.

10.2.3 Beispiel
a) y” = —y ist explizite DGL 2. Ordnung
y = sinz ist Losung, y = cos x ist Losung, aber auch y = Cysin x + Cy cos x, C1,C5 € R.

b) Losungen kénnen auch in impliziter Form angegeben werden.
Beispiel: 22 + y? = ¢ ist fiir jedes ¢ > 0 Losung von y - ¢/ + x = 0, denn

Glr,y) =22 +y*—c=0
= %(m,y) =2z +2yy’ =0
= x+yy =0.

Wie Beispiel [10.2.3| zeigt, gibt es in der Regel Losungsscharen, die von Parametern (C7,Cy bzw. C in
Beispiel [10.2.3)) abhéngen.

10.2.4 Definition

Eine Losung y(z;C4,...C,) mit n Integrationskonstanten (Scharparametern) Ci,...,C, heifit allgemeine
Losung der DGL. Durch Einsetzen spezieller Werte fiir die C; erhilt man daraus spezielle (partikulére)
Losungen. Gibt es weitere Losungen, die keiner solchen Losungsschar angehéren, so nennt man diese singulére
Losungen.

10.2.5 Beispiel
(y")? — 4zy’ + 4y = 0 (implizite DGL 1. Ordnung)
Allgemeine Losung : y(z) = 20z — C?,

Partikuldre Losungen (z.B. fir C =1, C =0, C=-1): y(z)=2z—-1, y=0,y= -2z —1

Singulire Losung: y(z) = 22,

Zur Festlegung der Integrationskonstanten sind in praktischen Problemen oft Werte von ¥, %/, ... fiir spezielle
Werte der unabhéngigen Variablen vorgegeben. Man unterscheidet:

10.2.6 Definition
a) Sind zusitzlich zur DGL n—ter Ordnung fiir ein festes to die n Werte

y(to) = o, ¥'(t)) = y1, - 4" (to) = yn 1
vorgeschrieben, so spricht man von einem Anfangswertproblem (AWP) n—ter Ordnung.

b) Sind zusiitzlich zur DGL n—ter Ordnung fiir zwei verschiedene Werte a und b insgesamt n Funktions-
und Ableitungswerte vorgegeben, so spricht man von einem Randwertproblem (RWP) n—ter Ordnung.

Im Folgenden beschéftigen wir uns mit Losungsmethoden fiir bestimmte Typen von DGL.
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10.2.1 Gewo6hnliche DGL 1. Ordnung

Wir beschéftigen uns zunéchst mit der geometrischen Bedeutung der DGL 1. Ordnung. Durch eine explizite
DGL 1. Ordnung

y' = fz,y)
wird in jedem Punkt (z,y) der Ebene eine Steigung y’(x); festgelegt, das Richtungsfeld der DGL.

10.2.7 Beispiel (Richtungsfeld)
y" = y + z. Die allgemeine Losung lautet y(z) = Ce® —z — 1.

Richtungsfeld
N 133
\Q\Aﬁs/v//ﬂ ? -
N rlrr ot
NENEN Wb
NRVRN fro
e 2.
12
Ry
RN
Y
L
RN
Y

y = y(z) ist genau dann Losung der DGL, wenn der Graph eine Feldlinie des Richtungsfeldes ist, d.h. dass
in jedem Punkt die Steigung aus dem Richtungsfeld tangential zum Graphen ist.
10.2.1.1 Die Methode der Trennung der Verinderlichen

Behandelter Typ:
y = fx) 9(y)
mit stetigen Funktionen f: 1 — R, g:J — R, I, J Intervalle.

Lésungsmethode:
a) Fall g(y) #0:

i) Ausgangspunkt:
dy
qr f(z)-9(y)

ii) Umstellen (Trennung der Verénderlichen):
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iii) Integration auf beiden Seiten
dy /
— = x)dx
/ 9(y) /@

iv) Auflésen nach y (wenn moglich) liefert allgemeine Losung der DGL. (Sonst Losung in impliziter
Form.)

b) Fall g(n) = 0 fiir ein € J. Dann ist y(x) = n eine singulire (und konstante) Losung.

10.2.8 Beispiel

y = ,z#0, yeR
Also f(z) =1, gly) =1 —y>
a) Fall: y # £1
i)
dy 2
= — ]_—
dx x( )
i)
d
Y_— " dz
1—y2 =z

iii)

d
fi - e
1—y? T

1
= 1
= /(21+y 31 )dy nlz|+C

& In|l+yl-Injl—y| = 2njz|+C
1
< In ty = Inz’+C
1-y
1
<~ ty = 6C'SC2
1-y
1
o =Y = K 2?mit K=eX >0
1-y
1
& ﬁiy = K-2?mit K € R\ {0}
-y
K-z2-1
= = — it K e R\ {0
V= e mit K €R\ {0}

b) g(y) =0, also y = 1 oder y = —1. Singulire Losungen y(z) = 1 und y(z) = —1.

10.2.9 Beispiel
Da AWP in der Regel zeitabhéingige Probleme beschreiben, verwenden wir hiufig auch die unabhingige
Variable ¢.
AWP fiir implizite DGL
t+uyy =0, y(0) =2.
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a) Losen der DGL durch Trennen der Verénderlichen

t+yy 0
& ydy = —tdt
& /ydy = /—tdt
L,
= —Zt
2y 5 +C

o y+t2 = 2C.

Die Losungen sind also Ursprungskreise mit Radius v2C falls C' > 0. Fiir C = 0 ergibt sich der
Nullpunkt; fiir C' < 0 keine Losung.
Allgemeine Losung also y = £v/2C — #2.

b) Losung des AWP mit y(0) = 2, also

Somit ist y = v/4 — t? Losung des AWP.

10.2.1.2 Trennung der Verdnderlichen nach Substitution
1. Typ: ¢y = f(ax + by + ¢), b # 0. Substitution: v = azx + by + c.
2. Typ: y' = f(£). Substitution u = £.
Nach Substitution kann jeweils die Methode Trennung der Verdnderlichen verwendet werden, denn
1L.Typu=azx+by+c = v =a+by =a+bf(u), somit
du

——— =dx.

a+0bf(u)

2. Typpu=4% = o = yl;";y = y/;“ = f(“;_u7 somit
du  dx
flu)—u

10.2.10 Beispiel
y' = 2% 4+ 2zy + y?, also

y = (z+y)*
Substitution: u =2 +vy, v' =1+y =1+ (x +y)? = 1 + u>. Damit

du 9
e 1+4+u
du B
1+u2
< /1%—u2 - /dm
arctanu = x+C
& u = tan(x + C).

Riicksubstitution: y = tan(z + C) — x.
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10.2.11 Beispiel
y = Y 2 = 0. Umformuliert

x

y =1+2.
x
Substitution: u = £, alsoy =2 -u, y =u+z-u'.
o = y —u
x
A+ —u
N x
(4w —u
N x
1
= -
Also:
du 1
dr  «z
1
& du = —dx
x
1
& du = —dx
x
< u = Infz|+C
s 4 = In|z|+C
x
< y = z(lnlz|+O).

10.2.1.3 Variation der Konstanten fiir die lineare DGL 1. Ordnung

10.2.12 Definition
Die DGL 1. Ordnung
y' +alz)y = f(z)
heifit linear (weil y,y’ nur linear vorkommen).
Die lineare DGL heifit homogen, falls f(x) = 0. Andernfalls heifit sie inhomogen.
f(z) heifit Storfunktion.

10.2.13 Satz
Die allgemeine Loésung der homogenen DGL

Y +a(z)y=0
lautet

yn(x) = C - e~ 4@ mit A(z) = /a(x)da:, C eR.

denn: Trennung der Verdnderlichen fiir y # 0 liefert

dy
— = —a(x)dz
) (z)
< Inly| = f/a(x) dx
o gl = Oei@

& y = C- @ CceR\{0}

Die singuldre Losung y(x) = 0 ist in y;, fir C' = 0 enthalten.
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10.2.14 Satz
Die lineare DGL 1. Ordnung ' 4+ a(z)y = f(x) mit a, f € C(I) besitzt auf I die allgemeine Losung

y(z) = e A@{C + /eA(z)f(x) dz}, C € R,

wobei A(z) = [ a(z) dx.

denn (die folgende Rechnung ist eine Standardmethode):
Allgemeine Losung yp,(z) der zugeordneten homogenen DGL:

yp = C - e 4@,
Ansatz fiir die inhomogene Gleichung;:
y(x) = C(x)yn(2),
d.h. die ,Konstante* hiingt jetzt von z ab (,,Variation der Konstanten®).
Einsetzen des Ansatzes y(z) = C(x)yn(x), d.h. ¥'(z) = C'(2)yn(z) + C(z)y;,(z) in die inhomogene DGL
liefert
y' (@) +a(x)y(x) = f(z)
& [C'(@)yn(@) + C@)yp(2)] + [a(2)C(2)yn(2)] = f(x)
& C'(@)yn(z) + C(z) {yn(x) + a(x)yn(x)}
=0, da y; Losung der homgenen DGL
& C'(@)yn(x)

I
=
5

[
=
8
S~—

Es muss also C(z) Stammfunktion von ﬁ(x)f(:c), sein, d.h.

C(x) = /eA(x)f(x) dx.

10.2.15 Bemerkung (Struktur der allgemeinen Lésung)

Ist yp(z) allgemeine Losung der homogenen Gleichung y/(z) + a(z)y(z) = 0 und y,(z) eine partikuldre
Losung der inhomogenen DGL ¢/ (z) + a(z)y'(z) = f(x), so ist y(z) = yn(z) + yp(z) die allgemeine Losung
der inhomogenen DGL.

10.2.16 Beispiel

y — 2y =sin x
a) Allgemeine Losung der zugehorigen homogenen DGL 3’ — 2y = 0 nach Satz [10.2.13
yn(z) =C - eI (de — o2 O eR.

b) Losung der inhomogenen Gleichung 3’ — 2y = sin = durch Variation der Konstanten nach Satz[10.2.14
Ansatz: y,(x) = C(x) - €2*, y, (z) = C'(x)e** + 2C(x)e**. In inhomogene DGL eingesetzt

C'(2)e* + C(z){2e*® — 2%} = sinz
= C(Cz) = /672m sinz dx

1
= ge_zx(—Q sinz —cosz) + K.

Somit ist y,(z) = %(—2sinz — cosz) partielle Lisung der inhomogenen Dgl. Also ergibt sich die
allgemeine Losung der inhomogenen DGL

1
y(z) =C - e** — 5(2sinx+cosx).
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10.2.17 Beispiel

(22 +1)y'+y=2 (implizite DGL) .

Fiir # # —1 ergibt sich y' + ﬁy = g7 Also

1 1 1
= A(x) = dr = —-1n|2 1 .
a(x) o1 (x) /2x+1 x 2n|x+ |+C
und damit -1
g = e~ 4@ = 0. (YD |22+ _ o, |2z +1] .
Weiter ist

/ AW f() / Vr 1]~ da

2z +1
Zur Vereinfachung untersuchen wir nur den Fall z > 1/2 & |2z + 1| = 2z + 1:

T 1

Allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung damit (fiir z > 1/2):

o) = VEHT (CH VBT (0= 1)) = CVEHT 4 o= 1)

10.2.2 Lineare DGL n-ter Ordnung
10.2.18 Definition
Eine lineare DGL n-ter Ordnung ist eine DGL der Form
v+ an 1 @)y + o+ ar(@)y + ag(x)y = f(x)

mit stetigen Koeffizienten (funktionen) a;(z). Die Funktion 3 und ihre Ableitungen 3/, ..., y("™ treten also nur
Hlinear® auf.

Ist f(x) =0, so heiit die DGL homogen, ansonsten inhomogen.

Sind speziell alle a;(x) = a; € R konstant, so heift die DGL lineare DGL n-ter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten.

10.2.19 Bemerkung

Fiir n # 1 und nicht konstante Koeffizienten existiert keine allgemeine Losungstheorie. Man kann aber die
Ordnung der DGL schrittweise erniedrigen, wenn spezielle Losungen bekannt sind. Wir werden hier aber nur
den Fall konstanter Koeffizienten betrachten, fiir den eine allgemeine Losungstheorie bekannt ist.

Zunichst bendtigen wir aber einige allgemein fiir den linearen Fall wesentliche Definitionen und Uberlegun-
gen.

10.2.20 Definition
n Funktionen y1, o, ..., y, bilden ein Fundamentalsystem einer linearen DGL n-ter Ordnung, wenn sie

a) die zugeordnete homogene DGL l6sen
b) linear unabhiingig sind, d.h. aus ayy; + ... + apy, = 0 fiir alle x € I folgt 1 =g = ... =, = 0.

10.2.21 Beispiel

y'+y=0

y1 = sin z, y» = cos x bilden ein Fundamentalsystem, denn y;”" = —sin z, y2” = —cos z. Also sind y1, yo
Losungen der DGL und aus «q sinx + ag cosx = 0 folgt a; = as = 0.
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Zur Feststellung der linearen Unabhéngigkeit niitzlich ist:

10.2.22 Definition
Sind y1, Y2, ..., Yn LOsungen einer linearen DGL n-ter Ordnung, so heifit die zugeordnete Determinante

n@ e
yi(x) ya(x) Yn ()
w(z) = : : . :
yYL_l)(.’E) ygn—l)(x) o yy(ln—l) (CL’)

Wronski- Determinante des Losungssystems y1, ..., Yn -

10.2.23 Satz
Seien ¥, ..., y, auf einem Intervall I Losungen der linearen homogenen DGL n-ter Ordnung

Y™ 4+ a1 (2)y™ Y 4+ ag(2)y + ao(z)y =0, (10.1)
dann sind folgende Aussagen dquivalent:

a) yi,...,yn bilden ein Fundamentalsystem auf I

b) Jede Losung von (10.1]) hat die Form

y=Ciy1 +Coya + ... + Cryn, C; €R
c) w(z)#0firallex el
d) w(zg) # 0 fiir ein 29 € 1

10.2.24 Bemerkung
Insbesondere: Hat man n Losungen y1,...,y, von (|10.1) gefunden mit w(zg) # 0 fiir ein xp, so hat man
bereits ein Fundamentalsystem und die allgemeine Losung von ([10.1)) ist y = Ciy1 + ... + Cryn-

10.2.25 Beispiel
In Beispiel [10.2.21|ist

sinx cosx

_ T N S
w(z) = cos 1 —sin g | = ST T —cosTx 1#0
Es geniigt aber auch (z¢ = 0)
01
w(O):‘l 0’:—1#0.

Die allgemeine Lésung von y” +y = 0 ist also

y=Cysin x4+ cocos x

Ein wichtiges Prinzip fiir lineare DGL ist:

10.2.26 Satz (Superpositionsprinzip)

Lost y,, die inhomogene lineare DGL und ist y;, Losung der zugehérigen homogenen DGL, so 16st auch y, +ys
die inhomogene lineare DGL.

Sind umgekehrt y, und y, zwei Losungen der inhomogenen linearen DGL, so 16st y, — vy, die zugehorige
homogene DGL.
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Die allgemeine Losung der inhomogenen DGL ergibt sich also aus einer partikuldren Lésung der inhomogenen
DGL plus der allgemeinen Losung der homogenen DGL.

10.2.27 Bemerkung
Wir benétigen somit Methoden

a) zur Bestimmung der allgemeinen Losung der homogenen Gleichung, d.h. zur Bestimmung eines Fun-
damentalsystems der homogenen Gleichung.

b) zur Bestimmung einer partikulidren Loésung der inhomogenen Gleichung

Wir behandeln nun weiter nur noch den Fall der linearen DGL n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten.
Fiir diese speziellen linearen DGL ist eine geschlossene Losungstheorie bekannt.

Typ:
Y™ +an_1y" Y+t agy = f(z), a €R.

Wir benétigen also

a) Fundamentalsystem fiir die homogene Gleichung

b) Partikulére Loésungen fiir die inhomogene Gleichung.
Wir befassen uns zuerst mit der Bestimmung der allgemeinen Losung der homogenen Gleichung.

y ™+ 4 ay +agy =0
Um das Prinzip zu erklédren, betrachten wir zuerst n = 1 und n = 2.
e n=1
y' + apy = 0.
Ansatz: y = e, 3/ = Ae’®. Eingesetzt in DGL ergibt

e (A4 ag) =0,

wegen e # 0 also
A+ ag =0 (charakteristische Gleichung).

A1 = —ag ist Nullstelle der charakteristischen Gleichung. Also Fundamentalsystem (n = 1)

yl — 6}\11

Allgemeine Losung der homogenen DGL: y, = Cy - eM®

oen=2:
Y + a1y’ + agy = 0.

Ansatz: y = e**, ' = X, " = A\2e’*. Eingesetzt in DGL ergibt
(N2 4 a1\ +ag) =0,

wegen e # () also
M+ ad+ag =0 ( charakt. Gleichung )

/\1w

Also A2 = l(—(11 + y/a} — 4ap) und damit im Prinzip y; = €M%, yo = e 2% Genauer ist folgende

2
Fallunterscheidung notwendig.

1. Fall: Zwei verschiedene reelle Nullstellen (a? — 4ag > 0), A1 2 = %(—al + /a? — 4ap) € R. Fundamen-

talsystem:

)\193 /\226

Yy =¢€ , Y2 =¢€

Allgemeine Losung der homogenen DGL: y, = Oy - eM® 4 Coe*2®, C1,Co € R.
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2. Fall: Konjugiert komplexe Nullstellen (a3 — 4ag < 0), A2 = %(—al +iy/4ag — a?) € C. Komplexes
Fundamentalsystem:

a 1 - aj , 1.,
i = e T 6—51\/4a0—afx’ o = e T eiz\/4a0—a({’aﬁ_
Ubergang zu reellem Fundamentalsystem mit Hilfe der Eulerschen Formeln:
ed* = cos o + jsina,

cosa = 1 (€™ 4 e7I%),

sino = 25 (ej"‘ — e‘j"‘) .

Wir erhalten so das reelle Fundamentalsystem

- 4m+@):€£ﬁ.kéwﬁﬁéﬂ+€@%@§%)

a 1
= ¢ 27 cos (2\/4a0 —a%x) ,

Yy = %(?jl — ) = e—%lx . %(e%i\/mm + 6_%“/4%_&% v
7 ]

ay . 1
e~ 77 . sin (2\/4(10 —a? x) .
Allgemeine Losung der homogenen DGL:

ay 1 1
yph = e~ 37 {C’l cos(§1/4a0 —atz)+Cy sin(§\/4ao —a? m)}

3. Fall: Doppelte reelle Nullstelle (a2 —4ag = 0), \; = A\ = —%-. Eine Losung ist y; = e~ 27, Bine zweite

[\)

. . _a
Losung ist yo = x - e~ 2%, denn

Vi
= (1- =2
Yo ( 2x

1" (L% el
Yy = falJer e 2,

und in die DGL eingesetzt ergibt sich

2 2
" / o 4., ay ai
Yo T a1y +apy2 = ¢ 2 —a1+Zz+a1—?x+a0x
2
— e~ FT. _ %
e @ a0 — -

= 0 (daa?}—4ay=0).

Als Fundamentalsystem ergibt sich

2 2 T

fr=e¢ 27, pp=z-c
Allgemeine Lésung der homogenen DGL: yj, = e~ 2 (C} + Caa).

10.2.28 Beispiel

y” — 4y =0.

Charakteristische Gleichung
N —4=0,
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also A1 = —2, Ay = 2. Fundamentalsystem damit

—2x 2x
Y1 =¢€ , Y2 =€

Allgemeine Losung: y = Cre™ 2% + Cye?®.
10.2.29 Beispiel

y' + 4y + 4y =0.

Charakteristische Gleichung
N 4 +4=0,

also A\ = Ay = 2 doppelte reelle Nullstelle. Fundamentalsystem damit

Y = €2z7 Yo = erz.

Allgemeine Losung: y = C1e?® + Coxe?®.

10.2.30 Beispiel

y" + 4y = 0.
Charakteristische Gleichung
N +4=0,
also A\; = 25, Ao = —2j konjugiert komplexe Nullstellen. Fundamentalsystem damit

y1 = cos(2x), yo = sin(2x).
Allgemeine Losung: y = Cy cos(2x) + Cy sin(2x).
10.2.31 Beispiel

y" + 2y + 10y = 0.

Charakteristische Gleichung
A 4+20410=0,

also Ay = —1 + 37, A2 = —1 — 35 konjugiert komplexe Nullstellen. Fundamentalsystem damit

—X

y1 = cos(3x) - e %, y2 =sin(3z) - e
Allgemeine Losung: y = (Cy cos(3z) + Cysin(3x)) - e~ 7.
Jetzt zum allgemeinen Fall:

eneN
Y™+ an 1y + L+ a1y + agy = 0.

Ansatz : y = e, o = XM, yB) = NkeAr | 9(") = \"eA? | Eingetzen in DGL ergibt

e’\””()\" Fan A N L dag + ag) = 0.
Division durch e*® # 0 liefert die charakteristische Gleichung

N 4 an N Y 4+ Xay +ap = 0.

Fiir jede Nullstelle der charakteristischen Gleichung erhilt man aus folgender Ubersicht die Funktionen

des Fundamentalsystems:
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a) A =a € R, einfache Nullstelle:
e (speziell a =0: e =1).
b) A =a € R, k-fache Nullstelle:

azr azr xkfleax

e, xe™,. .., k=1,

(speziell a = 0: 1, z,...,x

¢) M1 =a+j8, \a =a— jf € C Paar einfacher komplexer Nullstellen
e*® cos(fz), e*” sin(fx).

d) A\ =a+j8, \a =a— jf € C Paar k-facher komplexer Nullstellen

e cos(fx), e cos(BT), ..., ¥ 1e cos(B),
e sin(Bz), xe®® sin(Bz), ..., ¥ ~1e*® sin(Bz).

10.2.32 Beispiel

y(ﬁ) + 2y(4) _ Sy/// + 5]/” = 0.
Charakteristische Gleichung:

A6 422 —8)3 4+ 5)2
& NA-1*N+20+5) =
& A2=0,A34=1, A5 =—-14+2j, \¢ = —1—2j.

Fundamentalsystem:
1, z, €%, z-e®, e *cos(2x), e~ ¥ sin(2x).

Allgemeine Losung: y = Cy + Cox + €*(Cs + Cyx) + e (C5 cos(2x) + Cg sin(2x)).
Wir befassen uns nun mit der Bestimmung einer partikuliren Losung der inhomogenen DGL.
Y™ 4+ a1y Y 4 ayy + agy = f(2)

Prinizipiell kann man diese mit der Methode Variation der Konstanten erhalten. In vielen praktischen Féllen
kann man fiir y, aber einen passenden Ansatz in Abhéngigkeit vom Typ der Stérungsfunktion machen und
spart sich so Rechenarbeit.

a) f(z) ist Polynom vom Grad n.
{ Qn(z) fiir ag # 0
Yp =

2*Qu(x) firag=..=ax_1 =0

( Qn(z) : Polynom vom Grad n).
Parameter: die n + 1 Koeffizienten von Q,,(z)

b) f(z) ist Exponentialfunktion, f(z) = a - e®.
e 1. Fall: ¢ keine Losung der charakteristischen Gleichung
yp =A- e
e 2. Fall: ¢ ist k-fache Nullstelle der charakteristischen Gleichung

T

yp:A'mk~ec.
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Parameter: A
¢) f(zx) ist trigonometrische Funktionen, f(z) = a - sin(f8z) + b - cos(fz).
1. Fall: i3 keine Nullstelle der charakteristischen Gleichung:
yp = A -sin Bz + Bcos .
2. Fall: i3 ist k-fache Nullstelle der charakteristischen Gleichung
yp = 2¥[Asin(Bz) + B cos(fz)]
Parameter: A, B.

10.2.33 Bemerkung
a) Die im Losungsansatz y, enthaltenen Parameter sind so zu bestimmen, dass ¥, eine partikulére Lsung
der inhomogenen DGL bildet. Dazu bestimmt man die n6tigen Ableitungen von vy, setzt in die DGL
ein und bestimmt die Parameter durch Koeffizientenvergleich.

b) Bei richtig gewihltem Losungsansatz ergibt sich fiir den Koeffizientenvergleich stets ein eindeutig 16sba-
res Gleichungssystem. Falls man dies nicht erhilt: Priifen auf Rechenfehler, Fehler beim Ansatz.

c¢) Besteht die Stérungsfunktion aus mehreren additiven Stértermen, so bestimmt man eine partikulkére
Losung fiir jeden Term und erhilt die gesuchte Partikuldrlosung als Summe der Einzellosungen (Su-
perpositionsprinzip).

d) Weitere Losungsansétze ,,mit Sinn und Verstand*®
10.2.34 Beispiel
y' — Ay ="
Losungen der charakteristischen Gleichung (s. Bsp. [10.2.28))
Ao = £2.
Ansatz fiir partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung;:
yp=a-e" = y =3ae’, y" = 9ac’.

In DGL einsetzen ergibt

9ae3® — 4ae® =
& Baed® = &7
1
S a = 5
Also:
Yp = %63“”.

Allgemeine Lésung der inhomogenen DGL: y = Cye* + Cae™ 2" + Le3®.

10.2.35 Beispiel

y// _ 4y — ezm
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Da A = 2 Losung der charakteristischen Gleichung ist, lautet der Ansatz nun

Yp=0a-T- e, = y;) = a(l + 2z)e*®, yg =4a(l 4 z)e*®.

In DGL einsetzen ergibt

4a(1 + 2)e*” — 4axe®® = **
& da =1
- 1
a = -.
4
Also
_1 2z
Yp = gre

Allgemeine Losung der inhomogenen DGL: y = C1e?® + Cye 2% + %xezm.
10.2.36 Beispiel
Y —dy=e* - x
Ein Ansatz mit ,,Sinn und Verstand“:
yp = > - x(ax + b) = " (az® + bx)
denn A = 2 ist Losung der charakteristischen Gleichung.
Y, = (2a2® 4 2(a + b)z + b)e**, y) = (dax® + 8ax + 4bx + 2a + 4b)e*”.
In DGL einsetzen ergibt

e*{4ax® + 8ax + 4bx + 2a + 4b — dax® — 4bx} = x-e*°
& Bar+2a+4b = x.

Koefhizientenvergleich liefert jetzt:

1
8a=1&a=—,
a a 3

=>b=—-——

1
2 4b=0 mit a = —
a + mit a 3 16

Also:

Allgemeine Losung der inhomogenen DGL: y = C1e?* + Che™** + (34 — 1—16)33 e

10.2.37 Beispiel

y/// . yl/ — (:Z?2 + 2)62E.
Charakteristische Gleichung:

AN =0
s XNA-1) =0
54 )\1’2:0, A3 =1.

Damit
Yp = C1 + Caz + Cse”.
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Ansatz fiir partikuldre Losung der inhomogenen DGL

yp = (Az? + Bz + C)e*”,

also
y, = (24z 4 B)e** + (Az® + Bz + C) - 2¢**
= (24z2% + (8BA+4B)z + 2A + 4B + 4C)e*®
yr = (4Az+2A+2B)e* + (4A2” + (4A + 4B)z + 2B 4 4C)e*”
= (442% + (8BA+4B)z + 2A + 4B + 4C)e*®
yy' (8Az + (8A+4B) + 842 + (16A + 8B)x + 4A + 8B + 8C)e*”
= (842 4 (24A +8B)x + 124 4 12B + 8C)e*".

In DGL einsetzen ergibt
(8Ax? + (24A + 8B)x + 12A + 12B + 8C — 4Az* — (8A +4B)x — 2A — 4B — 4C)e*™ = (22 + 2)e?®.

Koefhizientenvergleich liefert

4A =1 = A=1
16A +4B =0 = B=-44A=-1
10A+8B+4C =2 = C=1(2-104-8B)

HE-gen =¥

und damit

Allgemeine Losung der inhomogenen DGL: y = (%ﬂc2 —x+ %62””) + C1 + Cox + Cse®.
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