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Vorbemerkungen

Seit April 2016 biete ich an der Bergischen Universitat Wuppertal studienvorbereitende Kurse
,Mathematik auf Deutsch® an.

Sie richten sich an internationale Studierende und Interessierte, die ein Studium in einem
WIMINT Fach anstreben. Dafiir sind Mathematikkenntnisse in deutscher Sprache erforder-
lich. Inhalt der Kurse ist daher neben der Wiederholung und Vertiefung mathematischer
Themen insbesondere das Erlernen des zugehorigen Fachvokabulars.

Niveau der Sprache und der mathematischen Inhalte werden im Verlauf der Kurse kontinu-
ierlich gesteigert mit dem Ziel, dass die Teilnehmer und Teilnehmerinnen anschlieffend im
Fachstudium dem Tempo und den sprachlichen Anforderungen einer iiblichen Lehrveranstal-
tung gewachsen sind.

Ehemalige Teilnehmer und Teilnehmerinnen bestétigen, dass ihnen der Einstieg ins Fachstu-
dium durch die aktive Teilnahme an den Kursen deutlich erleichtert wurde.

In den angebotenen Kursen werden hauptséchlich mathematische Grundlagen und Themen
der Analysis behandelt. Inhalt und Tempo richten sich aber insbesondere auch nach den vor-
handenen Sprachkenntnissen der Teilnehmer und Teilnehmerinnen.

In diesem begleitenden Arbeitsbuch werden die mathematischen Inhalte ausfithrlich erklért
und mit vielen Beispielen und zahlreichen Ubungsufgaben vertieft.

Bei der Durchfithrung der Kurse wurde ich von den Studierenden Fabian Amberg, Johanna
Biischer, Wiebke Wlotzka und Elife Cetintas unterstiitzt, denen ich an dieser Stelle fiir ihr
Engagement danken mochte.

Mein besonderer Dank gilt Elife Cetintas. Mit ihrer Bereitschaft zur Durchfiihrung von online
Veranstaltungen in den vergangenen drei Semestern war es moglich, das Kursangebot auch
wéahrend der Lockdowns aufrecht zu erhalten.

Anregungen und Verbesserungsvorschliage sind immer willkommen.

Wuppertal, im Februar 2022 Margareta Heilmann
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1 Mengen

Als Menge bezeichnet man die Zusammenfassung verschiedener Objekte, die Elemente ge-
nannt werden.

Eine Menge, die kein Element enthilt, heiit leere Menge und wird mit dem Symbol () oder
{ } bezeichnet. Zwei Mengen A und B sind gleich, wenn sie dieselben Elemente enthalten.
Man schreibt dann A = B.

Beispiel

A = {Teilnehmer am Kurs , Mathematik auf Deutsch*}
B = {2:3;4;5}

Bezeichnungen und Symbole

xr € A bedeutet x ist Element von A
x ¢ A bedeutet x ist nicht Element von A

Beispiel
A = {2;4;6;8;10}, 2€¢ A, 3¢ A

Beschreibung von Mengen

Man unterscheidet die aufzéhlende und die beschreibende Form.

Bei der aufzdhlenden Form werden die Elemente in beliebiger Reihenfolge zwischen geschweif-
ten Klammern aufgelistet. Bei der beschreibenden Form werden die Elemente durch Angabe
von Eigenschaften festgelegt.

Beispiel

Aufzdhlende Form: A = {3;4;5;6;7}

In Worten: ,, A ist die Menge mit den Elementen 3,4, 5,6 und 7.

Beschreibende Form: A={neN:3<n <7}

In Worten: ,, A ist die Menge aller natiirlichen Zahlen n, fiir die gilt, dass n grofler oder gleich
3 und kleiner oder gleich 7 ist.*

Aufgabe
Geben Sie die Mengen in aufzihlender Form an.
a) A={reNy:0<2z <5}
Dabei ist Ng = {0;1;2;3;...}. Das Symbol < bedeutet , kleiner.

b) B = {t € N:tist Teiler von 24}
Erklarung des Begriffs Teiler: Die Zahlen 1, 3, 5 und 15 sind die Teiler von 15.

c) C={z€N:z>1A3ist Teiler von z A z < 21}
Dabei ist N = {1;2;3;...}. Das Symbol > bedeutet ,groBer, das Symbol < , kleiner*
und das Symbol A bedeutet ,,und*.

d) D={2n+1)?:neNA1<n<5}
(2n + 1)% wird gesprochen ,,2n + 1 in Klammern zum Quadrat®.



Aufgabe

Geben Sie die Mengen in beschreibender Form an.
11111
a) A={-4;-3;,-2,-1;0;1;2} b) B={2;4;6;8;10} ¢)C = { ————— }

Beziehungen zwischen Mengen

Teilmenge

A C B oder A C B wird gesprochen ,, A ist Teilmenge von B*.

Es gilt: A ist Teilmenge von B, wenn jedes Element von A auch Element von B ist.
Beispiel

Gegeben seien die Mengen A = {2;4;6;8;10} und B = {1;2;3;4;5;6;7;8;9;10}.
Da jedes Element von A auch Element von B ist, gilt A C B.

Verkniipfungen von Mengen

Durchschnitt

ANB ={x:x € ANz € B} wird gesprochen ,, A geschnitten mit B* oder ,,Durchschnitt der
Mengen A und B“.

In AN B sind alle Elemente enthalten, die sowohl zu A als auch zu B gehoren.

Abbildung 1: Venn Diagramm zu AN B

Vereinigung

AUB ={x:x € AV z € B} wird gesprochen A vereinigt mit B“ oder , Vereinigung der
Mengen A und B*. Das Symbol V bedeutet ,,oder*.

In AU B sind alle Elemente enthalten, die zu A oder B gehoren.

Abbildung 2: Venn Diagramm zu AU B

Differenzmenge

A\B ={z:2 € ANz & B} wird gesprochen ,A ohne B“ oder , Differenzmenge von A und
B

In A\ B sind alle Elemente enthalten, die zu A aber nicht zu B gehoren.
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Abbildung 3: Venn Diagramm zu A\ B

Beispiel

A={1;2;3;9;10}, B = {2;4;6;8;10}

Es gilt: AN B =1{2;10}, AUB =1{1;2;3;4;6;8;9;10}, AAB=1{1;3;9}, A¢Z B, B¢ A.
Dabei bedeutet das Symbol ¢ ,nicht Teilmenge von“.

Aufgabe

Gegeben sind die Mengen

A = {neN:7<n<33},

B = {neN:n<25A3ist Teiler von n},

C = {neN:13<n<32A8ist Teiler von n},
D = {neN:n<16A4ist Teiler von n}.

a) Schreiben Sie die Mengen in aufzéhlender Form.
b) Bestimmen Sie AUB, AN B, A\C, BUC,CnD,BNnC.
Skizzieren Sie auch einige Venn Diagramme.
Zahlenmengen

Menge der naiirlichen Zahlen N = {1;2;3;...}
Menge der ganzen Zahlen Z = {...;—-3;—-2;—-1;0;1;2;...}
Menge der rationalen Zahlen Q = {E cm € Z,n € N}

n

= {z : x endliche oder periodische Dezimalzahl}

Jeder Bruch lésst sich als endliche oder periodische Dezimalzahl darstellen, z. B.

L 0,5 L 0,3

2 — WY 3 T WY
Menge der reellen Zahlen R = {z : x endliche oder unendliche Dezimalzahl}
Die Menge der reellen Zahlen enthélt die rationalen Zahlen und die irrationalen Zahlen. Bei-
spiele fiir irrationale Zahlen sind 7 und v/2 (gesprochen ,,pi“ und ,, Wurzel aus 2“). Dies sind
nichtperiodische Dezimalzahlen mit unendlich vielen Nachkommastellen. Sie lassen sich nicht
durch Briiche darstellen.

Wenn wir festlegen wollen, dass wir von einer Zahlenmenge nur die positiven oder negativen
bzw. die nichtnegativen oder nichtpositiven Elemente betrachten wollen, so kennzeichnen
wir dies mit einem hochgestellten “4”7 oder “—” bzw. einem hochgestellten “+” und einer
tiefgestellten “0” oder einem hochgestellten “—” und einer tiefgestellten “0”, also z. B.

Rft={zeR:2>0} R ={reR:z2<0},Ri={zeR:2>0},R; ={z €R: 2 <0}

Esgit NCZ C QCR.



Intervalle

Intervalle bezeichnen spezielle Teilmengen der reellen Zahlen.

Seien a,b € R mit a < b. Die Menge aller reellen Zahlen zwischen a und b heifit (endliches)
Intervall, @ und b heiflen Randpunkte des Intervalls. Man unterscheidet, ob Randpunkte zum
Intervall dazugehoren oder nicht.

[a;0] = {x € R:a <z < b} heifit abgeschlossenes Intervall von a bis b.
(a;0) = {z € R:a <z < b} heifit offenes Intervall von a bis b.

la;b) = {x € R:a <z < b} heifit halboffenes Intervall von a bis b.
(a;0) = {xr € R:a < x < b} heifit halboffenes Intervall von a bis b.

Die Lange der Intervalle betrigt jeweils b — a.

Auch bestimmte unbeschrinkte Mengen werden als (unendliche) Intervalle bezeichnet. Sie
werden mit Hilfe des Symbols oo gekennzeichnet.

= {zreR:a<z}
= {zeR:a<z}

00;b] = {reR:z<b}
(—oosb) = {reR:x<b}
(—o0;00) = R

Beispiel
[~2:3)NZ = {-2;-1;0;1;2}
(=5;3)N[=6;2) = (=5;2)
(=5;3)U[-6;2) = [-6;3)
[—3;15)\(0;12] = [-3;0]U(12;15)
Aufgabe
Schreiben Sie die folgenden Mengen als Intervalle.
a) {reR:3 <z <5} b) {reR:—-2<x <44}
c){reR:—2<z<1} d){zeR:-7T<z <5}
e){reR:5<ex<19}n{reR:13<x <27} fy {r e R:z > 5}
g){reR:x< T} h) R\{r e R: —o0 < x < 3}

) R\{zeR:6 <z < oo}

Aufgabe

Bestimmen Sie die folgenden Mengen.
a) (=5;4,5]N[=3;5) b) (=00;3]N(2;5] ¢) (—o0;1JU[2500) d) (—o0;00)NR



2 Grundlegende Rechenoperationen und Rechenregeln

Die grundlegenden Rechenoperationen sind Addition, Subtraktion, Multiplikation und Divi-
sion.

Rechenregeln fiir die Addition

Fiir a,b,c € R gilt:

a+b=b+a Kommutativgesetz der Addition
(a+b)+c=a+(b+c) Assoziativgesetz der Addition

a+0=a 0 ist das neutrale Element der Addition
a+(—a)=0 —a ist das inverse Element zu a bzgl. der Addition

Rechenregeln fiir die Multiplikation

Fir a,b,c € R gilt:

a-b=b-a Kommutativgesetz der Multiplikation
(a-b)-c=a-(b-c) Assoziativgesetz der Multiplikation
a-l=a 1 ist das neutrale Element der Multiplikation
1 1
a-—=1flira#0 — ist das inverse Element zu a bzgl. der Multiplikation
a a
Distributivgesetze

a-(b+c)=a-b+a-c
(a+b)-c=a-c+b-c

3 Aufgaben zum Selbsttest

Im Folgenden finden Sie einige Aufgaben, mit denen Sie Thre Kenntnisse iiberpriifen konnen.
Bearbeiten Sie die Aufgaben zu Hause. Geben Sie Thre Losungen in der néchsten Veranstaltung
zur Korrektur ab.

Aufgabe

Fassen Sie so weit wie mdoglich zusammen.

a) Ted - 5¢? b) 6a%b® - 8a*b  c) 2- x’yz - Twy’z - Sy d) 3-u’v - 2uv - 15

Aufgabe
Ergénzen Sie die Liicken.
a) 2 - = 6z%y b) - 12uvw = 96uviw?
c) 56a*b*c = 8a?b - d) 16abc - 25a2bc - = 50a%b3c?

Aufgabe

Fassen Sie so weit wie mdglich zusammen.

a) 17x — 25z + 8z b) 4uv — Tu?v — 11uv c) 8ab® — 15b%a + 9a’b



Aufgabe

Fassen Sie so weit wie moglich zusammen.

a) 15z — 3y + 20y — 3z + 7x + 5z — 20x b) —8a — 50+ 7c — 3b+ 49 — 2b + 6¢
c) 15a%b — 12ab* + 9 — 16ab + 8ab* — Ta®b

Aufgabe

Fassen Sie so weit wie moglich zusammen.

a) 3a? - 5b — 6a - 3b> + 9a - 3b — 12ab - 5 + 2a - 3ab + Tab - 2b
b) 1622yz - 2yz — 6y - 3vz — 82y - 42 — 3wz - Try’z
c) bu?v - 5v% — 13uv? - 20 + 6u - Tv? — Tuw - 4uv
Aufgabe
Losen Sie die Klammern auf und fassen Sie zusammen.
a) (12u — 31v) — (32u — 5lv — 81w) + (20u — 20v)
b) — (44x + 13y — 7z) + (11z — 3y) + 83x — 24y + 23z
¢) 125a — [45b — (66ab + 15b) + (32a — 34ab)] — T8a
d) —[(—12a + 25b) — (15b — 12a)] — (—32b — 36a)
Aufgabe

Multiplizieren Sie die Klammern aus und fassen Sie zusammen.
a) (Ta — 5b) - (3a — 4b) — (5a + 9b) - (4a — b)
b) (6z — 5y) - (Tx + 4y) + (x — y)(—2y + 3z) — (22 + y)(5x — 3y)
¢) (du+3v)-(u—3v) —2u- (12 —4v) - (v +4)

Aufgabe

Faktorisieren Sie die folgenden Ausdriicke. Dabei bedeutet faktorisieren, die Ausdriicke in der
Form eines Produktes anzugeben.

a) 9a - (3a — 2b) +15a%b- (3a —2b) b)) bu-(x+y) —3v- (v +y)
c) 4*(y +3) + 3+ y) d) 12z - (3y —42) — 3y + 4=
e) 10ab + 25ab — 6bc — 15b f) 102% — 122 + 152y — 18y — 2072 + 242

4 Binomische Formeln

Die binomischen Formeln sollten Sie auswendig lernen! Sie werden héufig im Zusammenhang
mit Faktorisierungen verwendet.

Erste binomische Formel: (a + b)? = a® + 2ab + b?
Zweite binomische Formel: (a — b)? = a® — 2ab + b*
Dritte binomische Formel: (a + b)(a — b) = a® — V?



Aufgabe
Schreiben Sie mit Hilfe der binomischen Formeln als Summe.
a) (4z + Ty)? b) (3z — 5y)? ¢) (2z + 7b)(2x — 7b)
d) (5a — 4b)? e) (5ba — 7b)(5a + 7b) f) (Tu — 3v)?
g) (a®b+3ab*)?  h) (10v%vw — 3uvw?)? 1) (4ay — Tzy?)(42%y + Tay?)
Aufgabe
Fassen Sie zusammen.
a) (3z — 5y)? — (3z + 5y)? b) (4a — 7b)* — (4a — 7b)(4a + 7b)
c) (6u — 2v)? + (6u + 2v)? — (6u + 2v)(6u — 2v)
Aufgabe

Ergénzen Sie die Liicken.

a) u? + 12uv + = o 2 b)ur+6buww+_ o= ()
c) 922 — 12z + = (¥ daP+_ o+ = ()
e) 162> — _ +9y* = ()

Aufgabe
Schreiben Sie die folgenden Ausdriicke in der Form (a + b)?, (a — b)? oder (a + b)(a — b).

a) 9u? — 30uv + 25v%  b) 121a® — 144H° c) 2892%y? + 3dxyz + 22
d) o — 42%y? + 4y* e) 8172 + 18wabe + a*b*c?

5 Bruchrechnung

Erweitern

Ein Bruch wird erweitert, indem Zahler und Nenner mit derselben Zahl (oder demselben
Term) ungleich Null multipliziert werden.

Kiirzen

Ein Bruch wird gekiirzt, indem Z#hler und Nenner durch dieselbe Zahl (oder denselben Term)
ungleich Null dividiert werden.

Beispiel

W

5 5.3 15 15

'3 12 125 25-% 25
3.3

Aufgabe

Kiirzen Sie die Briiche so weit wie moglich.

16 4 9 27 66 . 42 96 39 8 121
e N | WA S B o P e S N A S R
A5 Pg 9 Doy O 57 g S Vg ) -5 g



Aufgabe

Machen Sie die Briiche durch Erweitern gleichnamig. Das bedeutet, dass nach dem Erweitern
beide Briiche denselben Nenner haben sollen.

3 4 7 5 2 3
a)zundg b)ﬁund§ ¢) — und —

Aufgabe

Ordnen Sie die Briiche der Grofle nach. Beginnen Sie mit dem kleinsten Bruch.
) 34 21 ) 2 3 1 4 ) 3 4 2 1

a) —, —, =, = —, =, =, = c) ——=, — =, — =, — =

4’5798 157207 97 27 4 5 9 8

Addition und Subtraktion von Briichen

Will man Briiche addieren oder subtrahieren, muss man sie durch Erweitern gleichnamig
machen. Das bedeutet, dass man die Briiche so erweitern muss, dass sie danach denselben
Nenner haben. Nur Briiche mit gleichen Nennern kénnen addiert oder subtrahiert werden.

a b a+b a b a-—0

Y

C C C C C C

Aufgabe

Addieren bzw. subtrahieren Sie die Briiche und kiirzen Sie das Ergebnis so weit wie moglich.

3 5 2 4 6 3 5 1 4 2 6 2
212 L4l 0L 2 2 43 224192 p o=
8)5T3g )3ty 97t ) o3 @243 A TERET]
701 1 5 3 1 11 5 9
L2 =22 52— = 3= _ = K) 72— 102
887§ Jg—7 U513 353 ) 75— 103
plyl i 1 1 1 1 0 NS B U N 1
J— — J— — J— — —_— —_— m___ _— — — _— — — e —
2 3 T 1T T s T 12 2 5 371 56 8" 12 2

Multiplikation von Briichen

Briiche werden multipliziert, indem jeweils die Zahler und die Nenner multipliziert werden.

a ¢ _a-c
b d b-d
Aufgabe
Multiplizieren Sie die Briiche. Kiirzen Sie wenn méglich.
4 3 3 4 8§ 1 49 9
a) - o b) — .- ) — - — d) —. 2
5 2 16 6 15 12 36 21
10 26 16 13 2 35 4 1
— .= ) —. 2 _Z.= h) — = .(—=
39 B ) %3 50 8 =7 5% ) =5 %)



Division von Briichen

d
Briiche werden dividiert, indem der Dividend 4 mit dem Kehrwert — des Divisors ¢ multi-

c
pliziert wird.

ol
Q
S

Ul o
Sal RS

a.
b.

S
o

Aufgabe

Dividieren Sie die Briiche. Kiirzen Sie wenn moglich.

11 7 2 21 4 64 24 63 35
9303 3z 933 1) 55733 ) o1 3
81 99 1 1 ) 4 _ 3 9

Umwandeln von Briichen in Dezimalzahlen

Jeder Bruch lésst sich auch als endliche oder periodische Dezimalzahl schreiben. Diese Dar-
stellung erhélt man durch schriftliche Division.

Beispiel
15
3= 1,875, denn: 15:8 =1.875
8
70
64
60
56
40
40
0
30 _
1= 2,72, denn: 30:11 =272
22
80
s
30
22
80
T
Aufgabe

Wandeln Sie die Briiche in Dezimalzahlen um.

17 7 2 80
5 Py 93 9

a) 100 e)

| Ot



Umwandeln von Dezimalzahlen in Briiche

Jede endliche und jede periodische Dezimalzahl ldsst sich auch als Bruch schreiben. Wir
erldautern das Vorgehen an Beispielen.

Beispiel
4’125:4125:33&25:@
1000  8-125 8
- 5
0,5:§denn: 10 05 = 55 B
1 05 = 05
9 05 = 5
— 72
07 2:®denn: 100 07ﬁ _ 727ﬂ B
1 0,72 = 0,72
99 0,72 = 72
— 5261
2,314 =g denn 1000 - 5314 = 531414 )
10 5314 = 53,14
990 5,314 = 5261
Aufgabe

Wandeln Sie die Dezimalzahlen in Briiche um. Kiirzen Sie wenn moglich.

a) 0,75 1) 035 124  d)0d €09 02T g)98,1052

6 Fakultiten und Binomialkoeffizienten

Definition

Sei n € N. Dann definiert man n! (gesprochen ,,n Fakultét“) als das Produkt aller natiirlichen
Zahlen von 1 bis n. Zusétzlich definiert man 0! = 1.
Insgesamt gilt also

n! = {

Man kann n! auch rekursiv durch die Festlegung 0! = 1 und n! = n-(n—1)! firn € N
definieren.

n € N,
n = 0.

1-...om
1 ,

Beispiel

2 = 1.2=2-11=2

3l = 1-2:3=3-21=6

4! 1-2-3-4=4-31=24
Aufgabe

Berechnen Sie 5!, 6! und 7!.
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Aufgabe

In einem Biiro stehen fiir 3 Mitarbeiter 3 Arbeitsplitze zur Verfiigung. Wie viele Moglichkeiten
gibt es, die drei Mitarbeiter auf die drei Arbeitsplétze zu verteilen?

Aufgabe

In einem Seminarraum stehen fiir 10 Teilnehmer 10 Sitzpldtze zur Verfiigung. Da sich die
Teilnehmer nicht kennen, sollen alle moglichen Sitzplatzkombinationen ausprobiert werden.
Wie lange dauert es insgesamt, wenn jede Sitzplatzprobe 5 Minuten dauert?

Definition

Seien n,k € Ny mit n > k. Dann ist der Binomialkoeffizient <Z) (gesprochen ,n iiber k)

definiert durch
n B n!
k) kl(n — k)

5 5! 7 7l
= =10 - =35
() =sm=r (1)-m

49
Beim Lotto 6 aus 49 gibt es < 6) verschiedene Moglichkeiten, den Lottoschein auszufiillen.

Beispiel
Beispiel

Aufgabe

Berechnen Sie!

o5 v aB)-G)

Eigenschaften der Binomialkoeffizienten

Die Binomialkoeffizienten besitzen die folgenden Eigenschaften.

n\ n! _1
<n)  onlln—n)!
n\ n! B n! B n
<k) k(=K (n—k)K (n—k:)
n n B n! n—k+1 n! k
(k>+(k—1) T HMm—R n—k+l Dl —k+ D! &
= W_n—]i_{_l)!-(n—k%—l—l-k‘):(n_l:l)fﬁrlﬁkﬁn

Das Pascalsche Dreieck

Die Binomialkoeffizienten lassen sich aus dem Pascalschen Dreieck ablesen. Dazu werden die
oben angegebenen Eigenschaften der Binomialkoeffizienten benutzt.

Die dufleren Binomialkoeffizienten erhélt man aus der ersten und zweiten Eigenschaft. Mit
der dritten Eigenschaft ergibt sich fiir die {ibrigen Koeffizienten, dass sie sich als Summe der
beiden links und rechts dariiber stehenden Koeffizienten berechnen lassen.

11



(3) G G @ 6
NN NN

Hat man verstanden, wie die Binomialkoeffizienten im Pascalschen Dreieck berechnet werden,
geniigt es, einfach die Zahlenwerte zu notieren.

Aufgabe
a) Erginzen Sie das Pascalsche Dreieck bis zur Zeile fiir n = 8.

b) Lesen Sie aus dem Pascalschen Dreieck die Werte fiir die folgenden Binomialkoeffizienten

C00 e a0 a0 o0 o0

7 Der binomische Lehrsatz

In diesem Abschnitt soll die binomische Formel (a+b)? = a®+2ab+b? verallgemeinert werden.
Das bedeutet, dass wir eine allgemeine Formel fiir (a + b)", n € N, haben wollen.
Wir berechnen zunéchst

(a+b)? = 1-b*+2-ba+1-a
(a+b)? = 1-0°+3-b*a+3-ba*+1-a°
(a+b)* = 1-b*+4-0’a+6-b%a®>+4-ba®+1-a.

Vergleicht man die Koeffizienten (das sind die fett gedruckten Zahlen in den oben stehenden
Ergebnissen) mit den entsprechenden Zeilen im Pascalschen Dreieck, so sieht man, dass diese
iibereinstimmen. Das ist kein Zufall!

Allgemein gilt fiir n € N der binomische Lehrsatz

n_ (™) on Y 1in—1 Y 2in—2 . n n—1p1 Y no
(a+b)_<0)ab +<1)ab +(2>ab + +(n_1)a b+<n>ab.

12



Bevor wir dazu Beispiele behandeln, fithren wir noch ein niitzliches Symbol ein.

Das Summenzeichen

Das Summenzeichen ) ist der griechische Grofibuchstabe Sigma. Es wird verwendet, um
Summen aus regelméflig aufgebauten Termen in iibersichtlicher Form darzustellen

a1+a2+a3+...+an:2ak.
k=1

Gesprochen wird dies ,,Summe iiber k gleich 1 bis n von a;* oder kurz ,Summe k gleich 1 bis
n ag”.

Beispiel
6
ZkQ = 14+4+9+16+25+36
k=1
(204+1) = 1+34+5+7+94+---+(2n+1)
=0
! 1 1 1 1 1 1 1
1Y .2 = -4 _ 4 _"Z
jQ( Voo = 37371 5677
Beispiel

Der Gewinner eines Schachturniers soll folgendermafien belohnt werden. Auf das erste Feld
des Schachbrettes (64 Felder) soll ein Weizenkorn, auf das zweite zwei Weizenkorner, auf das
dritte 22 auf das vierte 23 usw. kommen. Wie viele Weizenkdrner kommen auf diese Art und
Weise zusammen? Es sind insgesamt

63
20+21+22+‘__+263 — ZQ]C
k=0
= 18.446.744.073.709.551.615

Aufgabe

Schreiben Sie mit Hilfe des Summenzeichens.

1 1 1 1
8) 1+ 4+9+16+25+36+49+ 64+ 814100 b) 14 2+ 5o+ o+ oo
1 1 1 11 1

1
R VI S R
Aufgabe

Berechnen Sie die folgenden Summen.

10

a) Y i(i—1) D) Z(—z)j o)y VP2

i=3 j=1 =2
Mit Hilfe des Summenzeichens lasst sich nun der binomische Lehrsatz kiirzer schreiben.
(a+b)" = 2”: " akpnFk
k=0 k

13



(2z + 3y)*
= () eren+ () erar+ (5 eorenr+ (§) et + () enren

= 8ly* + 216xy® + 2162%y* + 9623y + 162*
(2x — 3y)*
_420_4421_3422_2
= (o (22)°(=3y)" + ] (22) (—3y)” + 5 (22)(—3y)
+(2)@o=smt + () o) (=3y)°
5 y 4 ) (22 y)
= 8ly* — 216xy® + 216x%y* — 962>y + 162*
Aufgabe
Berechnen Sie mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes.
a) 2y +32)* b)) 2y —32)*  c¢) (=5a*+ 3c)3

Beispiel

Man kann den binomischen Lehrsatz auch verwenden, um bestimmte Summen zu berechnen.

i (10) (1) = (24 (1)) =1

im0 \ '
Hier ist speziell a =2, b= —1 und n = 10.
Aufgabe
Berechnen Sie wie im letzten Beispiel die folgenden Summen.

10

a) Zn: (?)21‘(_1)%' b) ioj (1(30)(_”1 ) Zn: (Z)(_wk Q) > (1]0) 1

8 Betrag einer reellen Zahl

Der Betrag einer reellen Zahl a ist geometrisch der Abstand von a zu 0 auf der reellen Zah-
lengeraden.

Definition

Sei a € R. Dann ist der Betrag von a definiert durch

la] = a fallsa >0,
] —a fallsa < 0.

Beispiel
Esist [4| =4, | -5 = —(-5) =5, |0] =0.

14



Beispiel
Wir l6sen den Betrag |« — 2| mit Hilfe der Definition des Betrages auf.

w2 = xr—2 fallsx —2 >0,
v N 2—x fallsz —2 <0,

- x—2 fallsz > 2,
o 2 —x fallsz < 2.

|z — 2| gibt den Abstand von x zu 2 an.
Allgemein ist |x — zg| = |zo — x| der Abstand von x zu z.

Aufgabe

Schreiben Sie die folgenden Ausdriicke wie im Beispiel mit Fallunterscheidungen.
a)|lt—>5] b)[d+=x <) Bx—2] d)[2z+7 e)|—8x—7|

Aufgabe

Bestimmen Sie den Abstand zwischen z und y.
a)r="7y=18 b)z=-7y=11 c)r=-3,y=-80
d)z=18,y=—-11 e)x=100,y=—-100 f)xz=-99,y=11

Aufgabe

Was bedeuten die Betrége in den folgenden Ausdriicken geometrisch? Losen Sie mit Hilfe der
geometischen Uberlegungen die folgenden Gleichungen bzw. Ungleichungen.

a) [t —5/=3 b) |z —5/ <3 ¢)|zr—>5]>3
d) |8 —=z|=2 e) | —8—z[=2 f)|-8+z =2
g) 2e+1] <4 h)[3x—4>6 i) |7 —2x| =8

9 Potenzen
Definition

Fiira € R, n € Nist

n Faktoren

(gesprochen ,,a hoch n“) die n-te Potenz von a. Dabei heifit a Basis und n Exponent.
Fiir a # 0 ist

0 -n 1 1
0,21, a = — = .
a/n a-a-----a
—_—
n Faktoren

15



Beispiel

2 = 2.2.2.2.2=232
(=3)° = (=3)-(=3)-(=3) =27
(=2)' = (-2)-(-2)-(-2)-(-2) =16
372 — l_l
3209
—94 _i—_i
24 16

Beispiel

Herr Huber legt bei seiner Bank einen Betrag von Ky € mit einer Zinsrate von p % jéhrlich an.
Die Zinsen werden jeweils am Jahresende gutgeschrieben und dem Anlagebetrag zugeschlagen.
Sein Guthaben betrédgt nach

. P p
h K= Ko+ Ko o= Ky (14 25),
einem Jahr 1 0+ Ko 100 B + 00
zwei Jahren K2:K1+K1-i:KO- <1+£)2
100 100/
n Jahren K,=K, 1+ K,_- P _ Ky - <1 + i)n
100 100

Dies ist die Zinseszinsformel.
Beispiel

Frau Kramer benétigt in n Jahren einen Betrag von K,, €. Wie kann sie ausrechnen, welches
Kapital sie heute anlegen muss, wenn die Bank ihr Kapital jahrlich mit einer Zinsrate von
p % verzinst und die Zinsen jeweils dem Kapital gutschreibt. Aus dem vorigen Beispiel sieht
man

— K():Kn-(1+i)*”.

K, =K, (1
o (1+ 100

D \n
100)
Aufgabe

Berechnen Sie ohne Taschenrechner.
a) (=2)> b)) -2 ) (=20 d)(=2)" ¢ —2° f)(-2)7
g —22 W) (-2 B -27 §3 k8P 1w
m) 13° n) 2% o) (2)*  p) (2"

Rechenregeln fiir Potenzen

Im Umgang mit Potenzen und zur Vereinfachung von Termen mit Potenzen miissen die fol-
genden Rechenregeln sicher beherrscht werden.

16



Fiir a,b € R\{0} und n,m € Z gilt:

a’-a" =a"tm gleiche Basen
a?’l
— =a"-a"=ad"" gleiche Basen
am
a - b" = (ab)” gleiche Exponenten
Z—n = %) =a"-b" gleiche Exponenten
()" = a™" = (a)"
a" = aq"")
Beispiel
4 = 4l®) =433 = 4% aber (49)° = (4-4.4)> = 4°
n+1 2n71bm
o e v a2b
a3n—2pm—1
2xny2 3 $2n—1yn—1 2 3xn+1yn—1 xSn—3y3
( yr ) ( 3y > ' ( (zy)" ) S
Aufgabe

Verwenden Sie die Rechenregeln, um die folgenden Ausdriicke zu vereinfachen. Geben Sie an,
welche Werte die Variablen nicht annehmen diirfen.

3,,—2 tptq—l
20 ,—17 . .3 b) a2b3a—1b° Ty d
a) - x T ) a*b’a c) R ) prv—
) 102.1074.103 f) (k‘2)3 kA ) ($ + 1)2(1" + 1)—2 h) u o 3w? x_1y2
e — :
100-10-2-10° (k3)? & (x+ D*(x+1)3 x2y—2 viw!

i) [(2a73)2 - B3 - (b1 - a®)? - (b22 03230 a24)

10 Wurzeln

Wie beim Addieren und Multiplizieren gibt es auch beim Potenzieren Umkehroperationen.
Dabei ist festzulegen, welcher Bestandteil der Potenz Ergebnis der Umkehroperation sein
soll. Ist der Exponent bekannt und soll die Basis bestimmt werden, so geschieht dies durch
Wurzelziehen. Ist dagegen die Basis bekannt und soll der Exponent ermittelt werden, so
geschieht dies durch Logarithmieren (siehe Abschnitt .

Definition

Sei a € Ry, n € N. Die eindeutig bestimmte nicht negative Zahl b, deren n-te Potenz a ergibt,
d. h. die Gleichung 0" = a 16st, heiit n-te Wurzel aus a und wird mit

’\I'L/a

bezeichnet. Dabei heifit « Radikand und n Wurzelexponent. Fiir die Quadratwurzel (n = 2)
schreibt man auch einfach y/a (gesprochen , Wurzel aus a“).

17



Beispiel

V64 =4, denn 4° =64
V1024 =2, denn 2'°=1024

Fiir a € R7, n € N, n ungerade, hat die Gleichung b" = a ebenfalls genau eine Losung, die
hiufig auch mit {/a bezeichnet wird, z. B. /=8 = —2 als Losung der Gleichung (—2)3 = —8.

Fiir a € R gilt Va2 = |a|, z. B. \/(=3)2=|=3| =3, \/(a + b)2 = |a +b].
Aufgabe
Berechnen Sie die folgenden Wurzeln.

a) V81 b) V81 c) V8 d) V16 e) V32 f) V9 + 16
Aufgabe
Fiir welche Werte von a,z,y € R existiert die jeweils angegebene Wurzel?
a)Vi+a b)y/3-3y oVe2-1 d)vV-22-1 e vV1-a?
Hinweis: Der Radikand darf nicht negativ sein.

Rechenregeln fiir Wurzeln

Fiir a,b € RS und n,k € N, m € Z gilt:

Beispiel
V64 64
V4 4
V2T = V21=V3
Aufgabe

Berechnen Sie die folgenden Wurzeln.

169 .27
—= = 4 : 2
0\ 1o b) /152 ¢) 1/0,06 d) {/0,0003

18



Aufgabe

Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke. a,b,x und y seien dabei so gewahlt, dass alle auf-
tretenden Terme definiert sind.

g WEZ2DWEL2E | VIZE
ox — 20y Vi—z

41+ 2
d) v9a? — 6a + 1 e) Vot er f) Va? — 10a + 25
V1 — 422

¢) (Vb —v5)* + (Vb + V5)?

Aufgabe

Fassen Sie so weit wie moglich zusammen. Zum Teil sind die binomischen Formeln zu ver-
wenden.
Geben Sie an, fiir welche Werte der Variablen der jeweilige Term definiert ist.

12 — 204/s (3 + 5y/5)?
8/ 2, 4/ 12 4 8. 4
a x b) /(z+1)8 - vz +1 C .
SV ) Vie+1) ) V/36 +1204/5 +100s 9 — 25s

Beispiel
Mit Hilfe der dritten binomischen Formel lassen sich Nenner in Briichen rational machen.

VB VEWE-v3)  5-VD

VB+V3 (VB+Va(VE-3) 2

Aufgabe

Machen Sie die jeweils auftretenden Nenner rational und vereinfachen Sie so weit wie moglich.

a)\/i—i-% b)4\/6_—53\3iffﬁrt>0

va-+b V5

c)mﬁira,b>0 d)m

Mit Hilfe von Wurzeln lassen sich nun auch Potenzen mit rationalen Exponenten definieren.
Definition

Fira € Ry, n € N, m € Z ist
a® = Ya™ mit a # 0 falls m < 0.

Fiir rationale Exponenten gelten die gleichen Rechenregeln wie fiir ganzzahlige Exponenten.
Beispiel

Seien ,y,z € Ry .

161 = V16 =
45 = (V4)} =23 =
(27x3py6q212r)% = 327x3?py%21§ = 3zPy? 4"
276
(x+y)3e+y) = (@+y)iti=(z+y)°



Aufgabe

Schreiben Sie die folgenden Ausdriicke mit (rationalen) Exponenten.

a) vVa? b a+ b)'0 ¢) ——— d) Y—=
) ) Viath) )3 (u+v)? )3 (2a — b)®

11 Logarithmen

Das Logarithmieren ist die Umkehrung des Potenzierens bei gegebener Basis und gesuchtem
Exponenten.

Definition

Seien a € RT und b € RT\{1}. Dann ist log, a (gesprochen ”Logarithmus von a zur Basis b*)
der eindeutig bestimmte Exponent x, mit dem b potenziert werden muss, um a zu erhalten,
d. h.

logya=r<<="b"=a.

Fiir den dekadischen Logarithmus, d. h. den Logarithmus zur Basis 10, verwendet man statt
log,, a abkiirzend die Schreibweise g a. Fiir den natiirlichen Logarithmus, d. h. den Logarith-
mus zur Basis e (Eulersche Zahl) verwendet man statt loge a die Schreibweise In a.

Beispiel

log,8 =3, denn 2% =38

lg100 =2, denn 10% =100

1
log93:§, denn 92 =+/9 =3
1\ 2
— - _ 92 _
log%Q— 2, denn (3) =3"=9

Aufgabe

Berechnen Sie ohne Taschenrechner:
1
a) logs 25 b) 1g0,001 c) logy;1 d) logg (ﬁ)

Rechenregeln fiir Logarithmen

Seien a,d € RT, b,c € R"\{1} und p € R. Dann gilt:

poza  — 4
log, (0*) =«
log, (a-d) = log,a+log,d
log, (%) = logya —log,d
log,, (a”) = p-log,a
log, a =log, c-log.a bzw. log.a= iizz
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Die ersten beiden Regeln bedeuten gerade, dass das Logarithmieren die Umkehrung des Po-
tenzierens bei gegebener Basis ist und umgekehrt.
Die letzte Regel bendtigt man zur Umrechnung in andere Basen.

Beispiel
Fiir a > 0 gilt
log, (8a®) = log, 8+ log, (a*) = 3 + 2log, a
100
Ig (—5> = 1g100 —lg(a®) =2 —5lga
a
84
1
log, 2" = (z+1)log,2 = 5(3:’ +1)

Umrechnen in eine andere Basis:

1g 100 2
log, 100 = =—— = —
082 lg 2 lg 2

Aufgabe

Schreiben Sie die folgenden Ausdriicke als Summen bzw. Differenzen und Produkte bzw.
Quotienten. Machen Sie sich in jedem Schritt klar, welche Rechenregeln Sie benutzen. Alle
Variablen sollen so gewahlt sein, dass die jeweiligen Ausdriicke definiert sind.

) log, (32) b) log, (%) 9 le (ﬁfb)

D e (—%J %) ) lg (—5@'%)3) 0 1n<4 ﬁ)

v o 2
o) In V7 h) ln( x\/E) ) m( v Nz)

Aufgabe

Schreiben Sie die folgenden Ausdriicke in Logarithmen zur Basis 10 um.
a) log, 130 — log, 20 b) log% 234 +1g 93 — log, 92

Aufgabe

Schreiben Sie die folgenden Terme mit nur einem Logarithmus auf, z.B. 2log; u 4+ 3log; v =
logs (u?) + logs (v*) = logs (u® - v?).

1 1 1 2
a) lg(a+b)+lg(a+b)2—Elga—glgb b)glogzx—i—g
c) logy (2* — 1) —log, (v — 1) — log, (v + 1)* d) [(10g4 %) : (log, 37)] —2
1 1 a 5
e) [(log% \/77) ; <§logé \ﬁ))] . log% % f) 2lga —lg e lga
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12 Trigonometrie am rechtwinkligen Dreieck

Grundlage fiir die Definition von Sinus und Kosinus am rechtwinkligen Dreieck sind folgende
Beobachtungen und Uberlegungen.

Abbildung 4: Ahnliche, rechtwinklige Dreiecke

Man nennt zwei Dreiecke dhnlich, wenn sie in ihren Winkeln iibereinstimmen. Wir betrachten
nun speziell &hnliche, rechtwinklige Dreiecke.

Die Groflenverhéltnisse g, 2 und & héngen nur von der Gréfle des Winkels a ab.

c
Da a und o' parallel verlaufen, konnen wir die Strahlensitze anwenden. Damit lassen sich die
folgenden Beziehungen ablesen:

a a  Gegenkathete b v Ankathete a a'  Gegenkathete

¢ ¢  Hypotenuse ’ ¢ ¢ Hypotenuse’ b U Ankathete

Diese Verhéltnisse werden nun mit den Winkelfunktionen (das sind die trigonometrischen
Funktionen) in Abhéngigkeit von « dargestellt:

) Gegenkathete Ankathete
sinag = ———, cosq = ——
Hypotenuse Hypotenuse
‘ Gegenkathete  sin« ‘ Ankathete COoS &
an o = = , cot v = = —.
Ankathete cos o Gegenkathete  sina

Mit Hilfe von geometrischen Uberlegungen lassen sich folgende Werte ermitteln.

a H 30° \ 45° \ 60°
1 1 1
. 1 VG 1
sin o 5 5 \/_ 5 \/§
1 1 1
COS & 5 3 5 2 5
1
tan « 3 3 1 \/§
1
cot o \/3 1 3 3
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Radius 1 ,

Abbildung 5: Winkel und Bogenldnge am Einheitskreis

Winkel im Bogenmaf3

Statt in Grad, werden Winkel hiufig im Bogenmafl angegeben. Bei der Verwendung von
Taschenrechnern ist auf die richtige Einstellung zu achten. Fiir Winkel in Grad benutzt man
die Einstellung ,,deg*, fiir Winkel im Bogenmaf} die Einstellung ,,rad*.

Das Verhaltnis von Umfang zu Durchmesser eines Kreises ist immer gleich der irrationalen

Zahl 7 i
= A8 314159265 ..
Durchmesser

Wir betrachten nun den Einheitskreis. Das ist der Kreis mit Radius 1.
Der Umfang des Einheitskreises betriigt 27. Fiir die zu einem Winkel « (in Grad) gehorende
Bogenldnge x am Einheitskreis gilt:

a®
360° 27’
d. h. die Bogenlidnge betragt
O{O
=27 - )
T 3600

Aufgabe

Bestimmen Sie zu folgenden Winkeln in Grad die Winkel im Bogenmaf3.
a=30° a=45 a=060°, a=90° a=120° a = 180°, a = 270°, a = 360°, o = —45°.

Aufgabe
Bestimmen Sie zu folgenden Winkeln im Bogenmafl die Winkel in Grad.
2 7 —T )
.Z':§7T, .Z':ETF, Z’ZT, 27:—57'(
Aufgabe

Berechnen Sie mit dem Taschenrechner.

a) sin (90°) und sin <g> b) cos(45°) und cos (Z)
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13 Aussagenlogik

Definition

Unter einer Aussage versteht man eine Behauptung, von der eindeutig entschieden werden
kann, ob sie wahr oder falsch ist.
Einer Aussage ordnet man die Wahrheitswerte wahr (w) oder falsch (f) zu.

Beispiel
A: 169 ist eine Primzahl. (f)

B: 169 ist eine Quadratzahl. (w)
C: Wien ist die Hauptstadt der Schweiz. (f)

Negation (Verneinung)

Ist A eine Aussage, so bezeichnet = A (gesprochen ,nicht A“) die Negation der Aussage A.
—A ist wieder eine Aussage, die wahr ist, wenn A falsch ist und umgekehrt.

Wahrheitstafel von —A

Al A
W f
f w

Beispiel

A 2+42=4(w)
—Ar 242 #4(f)

B: Alle Professoren sind unpiinktlich. (f)
—B: Es existiert ein Professor, der piinktlich ist. (w)

C: Es existiert eine Zahl n € N, so dass n 4+ 3 # 6 ist. (w)
—C: Fiir alle Zahlen n € N gilt n+ 3 = 6. (f)

Aufgabe

Bilden Sie die Negationen der folgenden Aussagen.
A:  Zwischen 1 und 20 gibt es 9 Primzahlen.

B: Im Raum D.13.15 gibt es eine Tafel, die weif3 ist.
C: Alle erwachsenen Menschen sind grofler als 170 cm.

Verkniipfungen von Aussagen

Aussagen koénnen logisch miteinander verkniipft werden. Dadurch entstehen neue Aussagen.

Konjunktion

Sind A und B Aussagen, so wird durch A A B (gesprochen , A und B*) eine neue Aussage,
die Konjunktion von A und B definiert.

A N B ist eine wahre Aussage, wenn sowohl A als auch B wahre Aussagen sind. Anders
ausgedriickt ist A A B genau dann falsch, wenn (mindestens) eine der beiden Aussagen falsch
ist.

Wahrheitstafel von A A B

A|B| ANB
w | w w
w | f f
f|w f
f|f f
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Beispiel

A 242=4. (w)
B: 169 ist eine Primzahl. (f)
C: Jede Zahl a € R\{0} besitzt beziiglich der Multiplikation ein inverses Element. (w)
ANB: 2+2=4und 169 ist eine Primzahl. (f)
ANC: 2+ 2=4und jede Zahl a € R\{0} besitzt beziiglich der Multiplikation ein inverses
Element. (w)

Disjunktion

Sind A und B Aussagen, so wird durch AV B (gesprochen , A oder B“) eine neue Aussage,
die Disjunktion von A und B definiert.

Es ist zu beachten, dass es sich um ein ,nicht ausschlieendes oder” handelt. Das bedeutet,
dass AV B nur dann falsch ist, wenn sowohl A als auch B falsch sind.

(Meint man ,entweder A oder B“, so schreibt man AV B und spricht vom ,,exklusiven oder*.)

Wahrheitstafel von AV B

A|B| AVvB
W | W W
w | f w
f|lw w
f|f f

Beispiel

A 242=4. (w)

B: 169 ist eine Primzahl. (f)

C: 169 ist eine Quadratzahl. (w)
AV B: 242 =4 oder 169 ist eine Primzahl. (w)
AV C: 242 =4 oder 169 ist eine Quadratzahl. (w)
BV C: 169 ist eine Primzahl oder eine Quadratzahl. (w)

Aufgabe

Ergédnzen Sie die fehlenden Wahrheitswerte in der folgenden Wahrheitstafel. Vergleichen Sie
anschlieffend die Wahrheitswerte in den Spalten fir AA (BV C) und (AA B)V (AANC).

A|B|C|BVC|AANBVC)|ANB|AANC | (AANB)V(ANC)
wlw|w
wilw|f
wilf|w
wi|f|f
flw|w
flw]f
fl1flw
f1f|f
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Implikation

Sind A und B Aussagen, so wird durch A = B (gesprochen ,aus A folgt B“ oder ,wenn A,
dann B“) wieder eine Aussage, die Implikation (Folgerung), definiert.

Die Implikation A = B ist nur dann eine falsche Aussage, wenn A wahr und B falsch ist.
Aus einer wahren kann keine falsche Aussage folgen! Aus einer falschen Aussage kann aber
eine wahre Aussage folgen!

Wahrheitstafel von A = B

A|B| A= B
W | W w
w | f f
f|w w
f|f w

Beispiel

A: 2 ist Teiler von 18. (w)

B: 4 ist Teiler von 18. (f)

C: 8 ist Teiler von 18. (f)
A = B: Wenn 2 Teiler von 18 ist, dann ist 4 Teiler von 18. (f)
B = A: Wenn 4 Teiler von 18 ist, dann ist 2 Teiler von 18. (w)
C' = B: Wenn 8 Teiler von 18 ist, dann ist 4 Teiler von 18. (w)

Aquivalenz

Sind A und B Aussagen, dann ist (A = B) A (B = A) ebenfalls eine Aussage, die mit
A <= B (gesprochen , A dquivalent zu B* oder ,,A genau dann wenn B”) abgekiirzt wird.
A <= B ist eine wahre Aussage, wenn A und B die gleichen Wahrheitswerte haben, d. h.

entweder beide wahr oder beide falsch sind.
Es geht also um die Gleichwertigkeit des Wahrheitsgehaltes zweier Aussagen.

Wahrheitstafel von A < B

A B/ A—B|B—A| A < B
w | w W w w
w | f f W f
| w W f f
f|f W W w
Aufgabe
Ergénzen Sie die fehlenden Wahrheitswerte und Aussagen.
A: 9 ist Teiler von 21. B: 6 ist Teiler von 21. C": 3 ist Teiler von 21.
A— B
A=—C
B—C
C =B
A << B
A= (C
B «— C
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14 Gleichungen und reelle Funktionen

Aquivalenzumformungen bei Gleichungen

Die folgenden Umformungen von Gleichungen ergeben dquivalente Gleichungen, d. h. Glei-
chungen, die dieselbe Losungsmenge besitzen:

a) Ausmultiplizieren und Zusammenfassen von Termen,

b) auf beiden Seiten einer Gleichung dieselbe Zahl oder denselben Term addieren oder
subtrahieren,

c¢) auf beiden Seiten einer Gleichung mit derselben Zahl oder mit demselben Term ungleich
Null multiplizieren,

d) beide Seiten einer Gleichung durch dieselbe Zahl oder denselben Term ungleich Null
dividieren.

Definition

Seien Dy und W Teilmengen von R. Eine reelle Funktion f einer reellen Variablen ist eine
Zuordnung, die jedem Element aus D, eindeutig ein Element aus W, zuordnet.

D heiBt Definitionsbereich von f, W Wertebereich oder Wertevorrat von f.

Die Menge der Elemente von W, die von f getroffen werden, nennt man Bildmenge oder
Bild von f. Sie wird mit f(D) bezeichnet, d. h. also

f(Dy) ={y € W;:y= f(x) fiir ein = € Dy}.
Ist f: Dy — Wy, 2 — y, eine Funktion, so ist der Graph die Menge
Gf = {(l’,y) cxe€Dyy € Wf}

x heiit Argument oder unabhéngige Variable, y Funktionswert oder abhéngige Variable.

x € Dy heifit Nullstelle der Funktion f, wenn f(z) = 0 gilt. An diesen Stellen schneidet der
Graph der Funktion die z-Achse.

Wichtig an der Definition einer Funktion ist die Eindeutigkeit der Zuordnung. Nicht jede
Gleichung mit zwei Variablen ist eine Funktion.

Die Gleichung x? + y* = 25 beschreibt einen Kreis um den Koordinatenursprung mit Radius
5. Die Kreisgleichung ist keine Funktionsgleichung, da zu jedem x € (—5,5) zwei Werte y =
+4/25 — 22 gehoren. Die Zuordnung ist also nicht eindeutig.

Graphisch bedeutet die Eindeutigkeit der Zuordnung, dass jede Parallele zur y-Achse den
Funktionsgraphen hochstens einmal schneiden darf.
15 Lineare Gleichungen und Funktionen

Definition

Eine lineare Gleichung ist eine Gleichung der Form
ar+b=0,a,b € R, a#0

bzw. jede Gleichung, die sich auf diese Form bringen lésst.
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b

Jede lineare Gleichung besitzt genau eine Losung ©z = ——.
a
Beispiel
Wir bestimmen die Losungsmenge der Gleichung 4x 4+ 7 = —2x — 5.
Es gilt:
dx+T7=—-2x—-5 |+20 -7
= 6r = —12 |: 6
<~ T =2

Angabe der Losungsmenge: L = {—2}
Aufgabe

Bestimmen Sie die Losungsmengen der folgenden Gleichungen.

a)3r —4 =2 b)—§x+4:—1
1
c)—ix—4:7 d) 45z — 64 = 38 — 62
e) 7-(xr—10)=2-(2z —5) fY4-(z+3)—15-(1—2)=2-(x+7)

8) (B —5)- (2045 = (62— 4)-(@+1) h) (@467~ (z-9)2 =15
i) 2 +(0,3+2)-(0,4—2)=352—-005 j)(Br—2) (4 —5)=2x—1)- (62 —8)
Definition

Eine lineare Funktion hat die Form
y(x) = ax +b,a,b € Rya #0.

Der Graph einer linearen Funktion ist eine Gerade.

Setzt man x = 0 in die Gleichung y(z) = az + b ein, so erhilt man y(0) = b. Also ist P(0;b)
der Schnittpunkt der Geraden mit der y-Achse.

b heifit y-Achsenabschnitt.

Geht man von P(0;b) ausgehend eine Einheit nach rechts und fiir @ > 0 um a Einheiten nach
oben bzw. fiir @ < 0 um —a Einheiten nach unten, gelangt man zu einem zweiten Punkt
Q(1;a + b) der Geraden. a gibt die Steigung der Geraden an.

Da eine Gerade durch zwei verschiedene Punkte eindeutig bestimmt ist, ldsst sich mit Hilfe
von P(0;b) und Q(1;a + b) die Gerade zeichnen.

Aufgabe

Zeichnen Sie die folgenden Geraden.
1 1
a)y=z+2 b)y=x—-3 c)y=2r—1 d)y=—-20+1 e)y:§x+1 f)y:—éx—i-?)

Beispiel

Gesucht ist der Schnittpunkt der beiden Geraden, die durch die Gleichungen y;(z) = 2z — 1
und yo(z) = x + 1 gegeben sind.
Durch Gleichsetzen erhalten wir

2t —1=0+1 <«<— x=2.
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Durch Einsetzen von x = 2 in eine der beiden Geradengleichungen erhalten wir den zu-
gehorigen Wert y = 3.
Die Geraden schneiden sich also im Punkt P(2;3) (vgl. Abbildung [6]).

5 _
4 -
3 -
y
i — y=2x-1
2 y=x+1

Abbildung 6: Schnittpunkt zweier Geraden

Aufgabe
Losen Sie die folgenden Gleichungen zeichnerisch.
1 1 1 3
a)2r+1=x—4 b)dr—3=-2x+3 c¢) §x—2:—§aj+2 d) —2x+3:§x+§

16 Quadratische Gleichungen und Funktionen

Definition

Eine quadratische Gleichung ist eine Gleichung der Form
ar’ +bx+c=0,a,b,ceR,a#0

bzw. jede Gleichung, die sich auf diese Form bringen lasst.

Dividiert man eine quadratische Gleichung durch den Koeffizienten a von 2, so erhilt man
eine quadratische Gleichung in Normalform

b c
24+ pr+qg=0mitp=—und ¢ = —.
a a

Beispiel
o5 55
2
V=5 T8 TG { 6 6}
b) 2% = 11 — r=Vv1lVze=-vI1 L:{—vll;vll}
¢) at=—4 besitzt keine reelle Losung L={ }
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Aufgabe

Bestimmen Sie die Losungsmengen.

a)z?=64 b)z*=13 c) z? = —25 d) 222 = 32
1
e)§x2:3 f) 422 = -24 g)a2?—-49=0 h) — -2 +18=9
Beispiel
a) (x+3)?=25 = r+3=5Vr+3=-5
= r=2Vzr=-8 L ={-8;2}
b) 2° — 10z + 25 = 36 — (x —5)* = 36
<= rT—5=6Vr—5=—6
= r=11vVe=-1 L={-1;11}

Aufgabe

Bestimmen Sie die Losungsmengen. Verwenden Sie passende binomische Formeln.

1 1

a) (z+7)?=121 b) 5(;n—za)2=5() c) g(l‘—18)2—125:0
d) 22 —24r+ 144 =0 e) 2>+ 182 +81 =0

Beispiel

Losen quadratischer Gleichungen mit quadratischer Ergénzung.

a) v? + 120 —28 =0
= PP+ 120+62-6°-28=0 quadratische Ergénzung
—_—
=(z+6)*
— (r+6)?—-64=0
<~ [(z+6)+8][(x+6)—8 =0 3. binomische Formel
— o+14=0Ve—-2=0
= r=-ldVvzer=2 L ={-14;2}
b) 32° — 220435 =0
22 35
= 2% - 3T + 3= 0 Normalform!
22 11\* [/11\* 35
= 2’ - gm + <€> — <?) + 3= 0 quadratische Ergénzung

3
11\* 16
— r—— ] ——=0
3 9
11 4 11 4
< {(m—;)—i—ﬂ {(m—g)—g]zo 3. binomische Formel
7
<— x—§:0\/$—5:O
7 7
<~ ==-Vzr=295 L=4z;
x 5 x {375}
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Aufgabe

Lésen Sie die quadratischen Gleichungen mit Hilfe quadratischer Ergdnzung. Bringen Sie, falls
notig, die Gleichung zuerst auf Normalform.

3 1
a)r?+2r—63=0 b)z?—1Tx+60=0 C)x2—1x+§:0
d) 22 + 6z =91 e) 12 —34r+28=0 f)2?2—1lz=-10

g) 9122 — 2z =45  h)222+3z-35=0 i) 1422 —T7lz —33=0

Die pg-Formel

Im Folgenden leiten wir mit Hilfe der quadratischen Ergénzung eine allgemeine Losungsformel
fiir quadratische Gleichungen in Normalform her.

2 _ 2 P2 1A% _
r“+pr+q=0 <= x+pr+(z) —(z) +q=0

P P\?
— g=-24 (-> _
Ty 5) — 1

2
Die Losungsmenge hidngt vom Vorzeichen von (g) — q ab.

2 / 2 2
(g) —q > 0: zwei verschiedene reelle Losungen, L. = {—g + (g) —q; —g — (g) — q}

2
(g) — g = 0: eine (doppelte) reelle Losung, L = {—

N3

2
(g) — ¢ < 0: keine reelle Losung, L = { }

2
Die Formel z = Py <2_7> — ¢ zum Lésen quadratischer Gleichungen 2% + pz + ¢ = 0 in

2 2
Normalform heifit pg-Formel.

Beispiel

a) r* =8 —9=0 — r=4++v164+9 Hier ist p = —8 und ¢ = —9.
— r=4+5
= r=—-1Vz=9 L={-1;9}
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3 1
b) 222 —3x+1=0 = x2—§x+§:0 Normalform!
3 9 1 3 1
=—*4/—=—= Hier i = —— =—.
— x 1 6 2 ier ist p 5 und ¢ 5
<~ 3:|:1
rT=-+-
4 4
1 1
— =—Vzr=1 L=<¢=;1
r=1va {2}

Aufgabe

Bestimmen Sie jeweils die Losungsmenge mit Hilfe der pg-Formel. Bringen Sie, falls notig, die
Gleichung zuerst auf Normalform.

a) 2 —Tr+3=0 b) 2> - Tz +15=0 ¢) 20* — 3z +8 =0

d);ﬂ+ﬁx+18=0 e) 22 — 8r = —10 f) 4% — 442 + 105 =0

g) (x—5)(x+7)=45 h)(x—8)(z—3)=14x i) (2z—3)(3z —2) = 5(z* — 6)
Definition

Eine quadratische Funktion hat die Form
y(z) = az® + bxr +c,a,b,c € R,a # 0.
Aufgabe

Erstellen Sie fiir die folgenden quadratischen Funktionen Wertetabellen, und zeichnen Sie die
Graphen im Koordinatensystem.

a) f(z) = a? b) f(x) = 22 c) f(z) = 32°
d) f(x)=—2*> e) flx)=a2*-2 f) f(z)=2*>—-5x+6
Den Graphen einer quadratischen Funktion nennt man (quadratische) Parabel.

Fiir a > 0 ist die Parabel nach oben gedffnet.
Fiir a < 0 ist die Parabel nach unten geoffnet.

Den tiefsten bzw. hochsten Punkt einer Parabel nennt man Scheitelpunkt.
Die Scheitelpunktform

y(x) = alz — x0)* + yo
erhilt man mit Hilfe der quadratischen Ergdnzung. Der Scheitelpunkt ist S(xo; yo)-

Die Nullstellen einer quadratischen Funktion sind diejenigen Werte fiir z, fiir die y(x) = 0
gilt. Es sind genau die Losungen der quadratischen Gleichung az? + bz + ¢ = 0.

Beispiel
Wir untersuchen die quadratische Funktion y(z) = 2* — 3z + 2.

Berechnen der Nullstellen:

y(r) =0 <= 2°-32+2=0

3 3\
=24 /(2) =2
= =l (2)

<— xrx=1Vzx=2
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Die Funktion besitzt Nullstellen bei 2 = 1 und bei 2 = 2.

Bestimmung der Scheitelpunktform:

3\? /3 3\* 1
2
=z - Z) (= 2 — _2) -z
y(x) =z° =3z + (2> <2) + (x 2) 1
. . 3 1 . 9 e . :
Der Scheitelpunkt ist S — ]. Da der Koeffizient von x* positiv ist, ist dies der tiefste

271
Punkt der Parabel.
Wertetabelle

[\J [

-1 0 1\/5 3 4

Abbildung 7: Graph der quadratischen Funktion y(x) = 2% — 3z + 2

Aufgabe
Gegeben sind die folgenden quadratischen Funktionen.
yi(x) =2 +2 -6 yolr)=—-2"+3x+4 y(z)=2"-22+1 y(r)=—2—4x -5

a) Berechnen Sie fiir jede Funktion die Nullstellen.

C

)

b) Bestimmen Sie jeweils die Scheitelpunktform.
) Erstellen Sie fiir jede Funktion eine Wertetabelle.
)

d) Zeichnen Sie die Graphen der Funktionen.
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17 Polynome

Lineare und quadratische Funktionen sind Spezialfille einer allgemeineren Klasse von Funk-
tionen, den Polynomen.

Definition

Seien n € N, ag,aq,...a, € R mit a, # 0. Dann heifit die Funktion p : R — R mit
p(z) = ag + a1z + asz® + -+ a,z" = ZakHCk
k=0

Polynom vom Grad n.

Die Konstanten ag, ai, ..., a, heilen Koeffizienten des Polynoms. Der Koeffizient a,, der
hochsten vorkommenden Potenz von x heifit Leitkoeffizient oder fithrender Koeffizient.
Weiter definiert man p(z) = 0 als das Nullpolynom.

Beispiel

p(xr) = =527 + 32? — 6 ist ein Polynom vom Grad 7 mit den Koeffizienten a; = a3 = a4 =
as = ag =0, ag = —6, as = 3 und a; = —5.

Aufgabe

Welche der folgenden Funktionen sind Polynome? Wenn es sich um ein Polynom handelt,
bestimmen Sie den Grad des Polynoms, die Koeffizienten und den Leitkoeffizienten.

a) p(r) =8z + 52 —2x  Db) p(x) = 2? — 2521 + 8

¢) p(x) = 22° + 2% — 3 d) p(z) = 5(z — 1)(z + 1)(z — 2)

18 Polynomdivision und Faktorisierung
In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit der Faktorisierung von Polynomen, d. h. der
Darstellung von Polynomen als Produkte linearer und quadratischer Terme.
Beispiel
Gegeben sei das Polynom
p3(z) = 2% — 42* + 2 +6.
Durch Probieren finden wir p3(—1) = (=1)* —4 - (=1)* + (=1) + 6 = 0.
Wir dividieren das Polynom durch (z — (—1)) = (z + 1).

(2 — 42> + z 4+ 6) :(z+1)=2"—5x+6
3 + x?
=p2(x)
-5z + =z
—5x?> — bz
6r + 6
6r + 6

Also gilt p3(z) = (x + 1) - pa(x) = (x + 1)(z* — 5z + 6).
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Die Nullstellen der quadratischen Funktion ps(x) = x* — 52 + 6 berechnen wir mit der pg-
Formel zu x = 2 und x = 3 . Damit gilt ps(x) = (x — 2) - (x — 3), insgesamt also

p3(x) = (x + 1)(z — 2)(x — 3).
Man nennt dies auch die vollstéindige Faktorisierung des Polynoms.
Beispiel

Gegeben sei das Polynom
ps(x) = 22° — 132% + 27z — 18.

Durch Probieren finden wir p3(3) =2-3% —13-3>+27-3 — 18 = 0.
Wir dividieren das Polynom durch (z — 3).

(223 — 1322 + 27z — 18) :(z—3)=22"—Tz+6
2% — 67 =p2(x)
—72%2 4+ 27x
—722 + 2lx
6x — 18
6x — 18
0

Also gilt p3(z) = (z — 3) - pa(z) = (x — 3)(22% — Tz + 6).
Die Nullstellen der quadratischen Funktion py(x) = 22% — Tz + 6 berechnen wir mit der

3 3
pg-Formel zu x = 2 und z = 2 . Damit gilt py(z) = 2 (x - 5) - (z — 2), insgesamt also

plo) =23 (2= 3) - (0-2),
Aufgabe

Bestimmen Sie die vollstéindigen Faktorisierungen der folgenden Polynome. Gehen Sie dabei
so vor wie in den Beispielen.

11 5) 23 3 1

) po(a) = 2+ S 4 5r— 4 py(—4) = 0 b) pyla) = 0 — a2 = DD, @ 0
c) ps(z) =a° — 7% + Plg)= 0 d) ps(z) = 22° — 14z — 12, p3(—2) =0
1 3 ) 47 1

¢) ps(x) = §$3 - 5902 —20+6,p3(2) =0 f) pa(z) =2° — §f2 — 3T 9, P3 <—§) =0

g) ps(x) = 20° — 2® = 8x +4, p3(2) = 0 h) ps(z) = 2° — 2a2® + 20z — a®, p3(a) = 0

19 Das Hornerschema
Die Auswertung eines Polynoms p(z) in der Darstellung p(x) = a,2"+a, 12" '+ - - +a1x+aq

an einer festen Stelle z erfordert viele Rechenoperationen (2n — 1 Multiplikationen und n
Additionen). Verwendet man statt dessen die sogenannte Horner-Darstellung, so benotigt man
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nur n Multiplikationen und n Additionen.
Die Horner-Darstellung ergibt sich durch fortgesetztes Ausklammern.

Beispiel

p(x)

™ + ap 12" 4 4 az + a

(™ ' 4 ap_ 12" 2+ ay) - x + ag

= (a2 ?+ ap 12" 2+ +ag)-x+a) x+ag

= (..((apx+apn_1) x4+ ap2)r+...+a1)r+ao

Wir leiten fiir p(z) = 2z + 42* — 10x — 12 die Horner-Darstellung her.

Aufgabe

p(x) =

22° + 42 — 107 — 12
[22% + 42 — 10]x — 12
(22 + 4)x — 10]z — 12

Bestimmen Sie die Horner-Darstellungen der folgenden Polynome.

a) p(r) = Tad —42? + 8x — 9

b) p(z) = 82° + Tz* — 62> — ba? + 2z + 3

Um p(xg) an einer festen Stelle zy zu berechnen, verwendet man die Horner-Darstellung und
rechnet ,,von innen nach auflen“ die Klammern aus. Dies stellt man im Hornerschema dar.

ag | Gp  Gp—1 (Ap—2 a; Qo
ag | Qn  Ap—1 Ap-2 ap Qo
Lo
Qg ap  Ap—-1 Ap—2 a1 Qg
Zo 0
Cn—1
ay Qn Ap—1 An—2 a; Qo
Zo 0 Cn—1 "o
Cn—1 Cn—2
ag Qp, Ap—1 Qp—2 Qo
ro| 0  ¢u1-To oo Co X
Cn—1 Cn—2 Cn—3 p(XO)

1. Die Koeffizienten von p(z) werden in
die erste Zeile des Hornerschemas ge-
schrieben.

2. Notieren der Stelle zy, an der das
Polynom ausgewertet werden soll.

3. Das Schema wird schrittweise von
links nach rechts ausgefiillt.
a) Unter a,, schreiben wir 0 und addie-
ren die Werte in der ersten Spalte. No-
tieren des Ergebnisses ¢, 1.

b) ¢p—1-xo wird unter a,,_; geschrieben.
Die Werte der zweiten Spalte werden
addiert. Notieren des Ergebnisses ¢, _».

Schritt b) wird nun analog fiir die dritte
Spalte, vierte Spalte etc. durchgefiihrt,
bis man in der letzten Spalte angekom-
men ist.

In der letzten Spalte rechts unten steht dann das Ergebnis p(xo).
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AuBerdem gilt

p(x) = (x —20) - (Cp1@™ '+ cpox™ 2+ ... c17 + co) + p(x0).

Beispiel

Gegeben ist das Polynom

p(z) = 22° + 42 — 10z — 12 = [(22 + 4)x — 10]z — 12.

Mit dem Hornerschema berechnen wir p(3).

ay 2 4 —-10 —12
Ty = 0
2
ay 2 4 -10 -12
Ty = 0 6
2 10
ay 2 4 -10 -12
=30 6 30
2 10 20
ar |2 4 —10 —12
=30 6 30 60
2 10 20 48

Koeffizienten von p(z) in die erste Zeile des Hor-
nerschemas schreiben; zy = 3 notieren; 0 in die
erste Spalte unter den Leitkoeffizienten schreiben;
Summe in der ersten Spalte bilden.

Das Ergebnis der ersten Spalte mit xqg = 3 multi-
plizieren und in die zweite Spalte unter den Koef-
fizienten 4 schreiben; Summe in der zweiten Spalte
bilden.

Das Ergebnis der zweiten Spalte mit ¢y = 3 mul-
tiplizieren und in die dritte Spalte unter den Ko-
effizienten —10 schreiben; Summe in der dritten
Spalte bilden.

Das Ergebnis der dritten Spalte mit xqg = 3 mul-
tiplizieren und in die vierte Spalte unter den Ko-
effizienten —12 schreiben; Summe in der dritten
Spalte bilden.

Rechts unten im Schema steht das Ergebnis p(3) = 48.
Fiir p(z) ergibt sich aulerdem die Darstellung

Aufgabe

p(z) = (x — 3) - (22° + 10z + 20) + 48.

a) Berechnen Sie fiir p(z) = 32% — 52? + 3z — 4 mit Hilfe des Hornerschemas die Werte

p(2), p(3) und p(—1).
Geben Sie auch jeweils die Darstellung der Form p(z) = (2 — x0)(cox® + 1z + o) + p(z0)

al.

b) Berechnen Sie fiir p(z) = 42° — 42* + 523 — 622 + 8x + 9 mit Hilfe des Hornerschemas

1
die Werte p 3

und p ( —=

Geben Sie auch jeweils die Darstellung der Form
p(z) = (z — zo)(cax? + c32° + c22? + 12 + ¢o) + p(zp) an.
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20 Nullstellen und Faktorisierung von Polynomen

Bei der Untersuchung von Polynomen ist es wichtig, etwas iiber die Anzahl und Lage der
Nullstellen zu ermitteln. Das folgende Ergebnis ist dabei niitzlich.

Satz

Sei pn(x) ein Polynom vom Grad n. Dann gilt:
a) pn(z) hat hochstens n verschiedene reelle Nullstellen.

b) Ist pn(zo) = 0, so gilt
Pn(2) = (x = 20) - poa (@)

mit einem Polynom p,,_; vom Grad n — 1.

Pn—1(z) oder mit

Das Polynom p,,_; erhdlt man durch Polynomdivision p,(z) : (z — x¢) =
= 0, dann ist

Hilfe der Ergebniszeile des zugehorigen Hornerschemas. Ist also p,,(zo)
() = (2 —20) - (Cos12™ '+ o2 2+ . 1T + ).
Mit p,,_1(x) verfihrt man dann analog. Ist p,_1(x1) = 0, dann ist
p(z) = (z — o) - (z — 21) - paa()

mit einem Polynom p,,_s vom Grad n — 2.

Beispiel
Sei p3(x) = 223 + 42? — 10z — 12. Es gilt p3(—1) = 0.
Hornerschema fiir o = —1:
a 2 4 —10 —12
zo=-110 —2 -2 12
12 2 -12 0 =ps(-1)
Also gilt

ps(z) = (z +1) - (22 + 22 — 12).

Die Nullstellen von ps(x) = 2(2% + x — 6) ermittelt man mit der pg-Formel zu x; = —3 und
o = 2. Damit erhélt man insgesamt die Faktorisierung des Polynoms

ps(x)=2-(x+1) - (x+3)-(x—2).

Aufgabe

Bestimmen Sie wie im Beispiel zu den folgenden Polynomen die Faktorisierungen.

a) p3(r) = 22° — 2% — 13z — 6 mit p3(3) =0

3 2 - 1
b) ps(z) = 30x° + 232" — 2z — 3 mit p; (—5) =0
c) p3(x) = 2° — 5x® + 2 — 5 mit p3(5) =0
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Polynome lassen sich stets als Produkte von Linearfaktoren und quadratischen Termen, die
keine reellen Nullstellen besitzen, darstellen.

Satz

Sei p(z) ein Polynom vom Grad n. Dann lésst sich p(x) eindeutig als Produkt von Linearfak-
toren (x —x;) mit reellen Nullstellen z; und irreduziblen quadratischen Faktoren (22 +ppz+q)

2
mit <%> — qx < 0 darstellen. Genauer ist

px) = ap(z—z)(@—22) - (x — ) - (@ +prz+ @)@+ p2x 4+ q2) - (2% + Pz + q)

m l

= a, H(:v — ;) 1_[(932 + p;x + ¢j) mit m + 2 = n.

i=1 j=1

Wichtig ist nun die Beantwortung der Frage: Wie kommt man an Nullstellen eines Polynoms?
Fiir Polynome vom Grad 2 liefert die pg-Formel die Nullstellen.

Fiir Polynome vom Grad 3 und 4 gibt es komplizierte Formeln.

Fiir Polynome vom Grad 5 oder hoéher gibt es keine allgemeinen Formeln.

Fiir Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten gibt es eine Moglichkeit ganzzahlige und ratio-
nale Nullstellen zu bestimmen. Wie dies funktionieren kann, iiberlegen wir zunéchst an einem
Beispiel.

Beispiel
Sei p(x) = 23 — 42> + z + 6. Wenn p(x) eine Nullstelle z; € Z besitzt, dann gilt
2} —drl+w+6=0 = 2 -4} +x;,=-6
— zy(2? — 4w, +1) = —6.

Wenn z; € Z ist, dann ist auch 2% — 4z, + 1 € Z. Also muss x; Teiler von —6 sein, d. h. &1,
+2 oder £3.

Diese Teiler werden nun in p(x) eingesetzt und gepriift, ob es sich um Nullstellen handelt.
Es ist p(—1) = 0. Mit Polynomdivision oder mit Hilfe des Hornerschemas erhélt man

p(z) = (v + 1)(2* — 5z +6).

Die Nullstellen von 22 — 5x + 6 ermittelt man mit der pg-Formel zu 2 und 3.
Insgesamt erhélt man die vollstdndige Faktorisierung

p(z) = (x+1)(x —2)(z — 3).

Allgemein gilt folgende Aussage zu ganzzahligen bzw. rationalen Nullstellen von Polynomen
mit ganzzahligen Koeffizienten.

Satz

Sei p(7) = apa™ + ap_12" 7+ Farr +ag = Zaixi mit a, € Z, k=0,1,... n.
i=0
Dann gilt

a) Ist p(zg) = 0 mit zg € Z, dann teilt = die Konstante ag, d. h. wenn es ganzzahlige
Nullstellen gibt, so sind diese Teiler des Absolutgliedes aq.

b) Ist p (%) = 0 mit % € Q, a, b teilerfremd, so ist a Teiler von ay und b Teiler von a,,.
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Beispiel

Wir bestimmen die vollstéindige Faktorisierung von p(z) = 2° — 2? — 923 + 522 + 162 — 12,

1 -1 -9 ) 16 —12
rz=1 |0 1 o -9 -4 12

1 0 -9 —4 12 0 = p(x) = (v — 1)(z* — 92° — 4z + 12)
rz=1 |0 1 1 -8 —12

1 1 -8 —12 0 = p(x) = (z — 1)*(2® + 2* — 8z — 12)
r=-210 =2 2 12

1 -1 —6 0 = p(x) = (z — 1)*(x +2)(2* — 2 — 6)

Die Nullstellen von 22 — x — 6 sind 3 und —2. Also erhalten wir insgesamt die vollstindige
Faktorisierung
ple) = (z - 1)*(z +2)*(z - 3).
Beispiel
Sei p(x) = 323 — 2% + 6 — 2.
Die Teiler des Absolutgliedes sind 1 und +2.
Es gilt p(1) =6, p(—1) = —12, p(2) = 30 und p(—2) = —42.
Das Polynom besitzt also keine ganzzahligen Nullstellen.
Wir priifen nun mogliche Kandidaten 4 € Q\Z mit a Teiler von ay Teiler von —2, b Teiler

b
von 3 mit a, b teilerfremd, d. h. j:% und j:g
3 -1 6 -2
L 0 1 0 2
==
3

3 06 0 :>p(ac):(x—%)(3w2+6)=3(x—%>(962—1-2)

Da 22 + 2 irreduzibel ist, d. h. keine reellen Nullstellen besitzt, ist die vollstindige Faktorisie-
rung

p(x) =3 (x — %) (% +2).
Aufgabe
Bestimmen Sie die vollstdndigen Faktorisierungen der folgenden Polynome.
a) p(xr) = 323 + 42 — 28z + 16
b) p(z) = 3z — 3223 + 852% — 52z — 28

c) p(x) = 140x* — 13223 4 232% + 62 — 1

Aufgabe
Fiir alle, denen die anderen Aufgaben zu einfach sind!

1 1 14
Bestimmen Sie die vollstindige Faktorisierung von p(z) = 5333 - axQ -3 + 6.

Hier sind die Koeffizienten nicht ganzzahlig!
Wie kann man hier trotzdem, dhnlich wie bei den anderen Aufgaben, die Nullstellen ermitteln?
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21 Polynomungleichungen

Mit Hilfe von vollstdndigen Faktorisierungen lassen sich nun auch Polynomungleichungen
16sen, wenn man dabei folgende Aussage beriicksichtigt: Zwischen zwei benachbarten Null-
stellen dndert sich das Vorzeichen eines Polynoms nicht.

Beispiel

Sei p(x) = z* — 23 — 72? + 13z — 6. Wir bestimmen die Mengen M; = {z € R : p(z) < 0}
und My = {z € R : p(z) > 0}. Mit Hilfe des Hornerschemas kann man die vollsténdige
Faktorisierung des Polynoms bestimmen. Es gilt

p(z) = (z — 1)*(x + 3)(z — 2).

Damit erstellt man nun eine Vorzeichentabelle fiir die einzelnen Faktoren auf den durch die
Nullstellen des Polynoms begrenzten Intervallen.

T —3 1 2

(x—1)*| + + 0 + +
(x+3) | — 0 + + +
(x—2) | — — - 0 +
p(x) + 0 — 0 — 0 +

Daraus lassen sich nun die Mengen M; und M, ablesen.
My =[=3;2], Ms = (—00;=3)U(2;500) = R\[-3;2]
Aufgabe
2
a) Sei p(z) = 323 + 42* — 28z + 16. Es gilt p(z) = 3(z — 2) - (x - 5) (x+4).
Bestimmen Sie die Mengen M; = {x € R: p(z) < 0}, My = {z € R: p(x) > 0}.

1
b) Sei p(r) = 3z* — 3223 + 8522 — 52z — 28. Es gilt p(z) = 3(z — 2)* - (z — 7) - <x + 5)
Bestimmen Sie die Mengen M; = {x € R: p(z) =0}, My = {z € R: p(x) > 0}.

c) Sei p(z) = 140x* — 13223 + 232% + 62 — 1.

g e -1 (e ). (o 1Y (o).

Bestimmen Sie die Mengen M; = {x € R: p(z) > 0}, My = {z € R: p(x) < 0}.

Aufgabe

a) Sei p(r) = 23 — 222 — x + 2. Bestimmen Sie die vollstéindige Faktorisierung von p(x)
und die Mengen M; = {z € R: p(x) > 0}, My = {z € R: p(z) < 0}.

b) Sei p(x) = 23 — 42 + x + 10. Fiir welche x € R gilt p(x) < 47
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22 Symmetrieeigenschaften von Funktionen

Wir betrachten zunéchst zwei einfache Beispiele.

Die Funktionswerte fiir x = 1 und z = —1
sind gleich: f(1) = f(-1) =1
Die Funktionswerte fiir x = 2 und z = —2

sind gleich: f(2) = f(—-2) =4

Allgemein gilt fiir alle z € Dy = R:

f(=2) = (=2)* = 2* = f(x)

Der Graph der Funktion ist symmetrisch zur
y-Achse.

N e o o — - — — — — ——

Abbildung 8: Symmetrie zur y-Achse

Die Funktionswerte fiir x+ = 1 und z =
—1 haben gleichen Betrag aber verschiede-
ne Vorzeichen: f(—1) = —1, f(1) = 1, also
f(=1) =—=f(1)

Die Funktionswerte fiir + = 2 und x =
—2 haben gleichen Betrag aber verschiede-
ne Vorzeichen: f(—2) = —8, f(2) = 8, also
F(-2) = —12)

Allgemein gilt fiir alle z € Dy = R:

f(=a) = (=2)° = —2° = — f()

Der Graph der Funktion ist symmetrisch
zum Ursprung (0;0).

Abbildung 9: Symmetrie zum Ursprung

Definition

Sei f : R — R eine Funktion.

a) f(z) heifit gerade, wenn gilt:
(i)zeDf= —zeD; (ii) f(—z) = f(z) fir alle z € Dy

)
b) f(z) heiBt ungerade, wenn gilt:
(i)zeD;= —zeD; (ii) f(—z)=—f(z) fir alle z € Dy
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Der Graph einer geraden Funktion ist symmetrisch zur y-Achse. Der Graph einer ungeraden
Funktion ist symmetrisch zum Ursprung (0;0).

Beispiel
a) Sei f(r) =4x" + 223 — 25z.
Da Dy =R, gilt z € Dy = —z € D;. Weiter gilt
fl=2) = 4(=2)" +2(-2)" — 25(~2)
= —4z" — 223 4+ 252
= —(4a” + 22° — 257)
— ().
Somit ist f(x) ungerade und der Graph ist symmetrisch zum Ursprung.
b) Sei f(z) = 1% + 2027 — 2 4 2.
Da Dy =R, gilt z € Dy = —z € D;. Weiter gilt
fl=z) = (=2)"™ +20(~2)" = (—2)* +2
— xlOO + 201,50 - 1'2 + 2
= [f(a).

Somit ist f(x) gerade und der Graph ist symmetrisch zur y-Achse.
c) Sei f(x) =2z'" + 22,
Da Dy =R, gilt z € Dy = —z € D;. Weiter gilt
fl=z) = 2(=2)'" + (~)?

= 22V + 22

Fiir x € R\{0} ist daher f(—z) # f(z) und f(—=z) # — f(x). Somit ist f(x) weder gerade
noch ungerade. Der Graph ist nicht symmetrisch zum Ursprung oder zur y-Achse.

Aus den Beispielen kann man folgenden Sachverhalt erkennen.
Satz
Sei p(z) ein Polynom. Dann gilt:

a) Sind alle Potenzen gerade, dann ist p(z) gerade und der Graph ist symmetrisch zur

y-Achse,

b) sind alle Potenzen ungerade, dann ist p(z) ungerade und der Graph ist symmetrisch
zum Ursprung.

Beispiel

Sei f(z) = 2* + |z|.
Da D =R, gilt v € Dy = —x € ;. Weiter gilt:

f(=2) = (-2)*+| -]

= 2%+ |7]

= fl=)

Somit ist f(x) gerade und der Graph ist symmetrisch zur y-Achse.
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Aufgabe

Untersuchen Sie, ob die folgenden Funktionen gerade, ungerade oder weder gerade noch un-
gerade sind.

a) fi(x) = 2" — 52" 4 32 + 72> — 100 b) fo(x) = 2!t — 52" + 132
) fa(x) =2 —a* + 2% —1 d)fu(x) = |2° — 2| e)fs(x) = |23 — |z

In der folgenden Aufgabe sollen Symmetrieeigenschaften von zusammengesetzten Funktionen
untersucht werden.

Aufgabe
Zeigen Sie:
a) Sind f(z) und g(x) gerade Funktionen, dann sind auch f(x)+g(z), f(x)—g(x), f(x)-g(x)
und %x; gerade Funktionen auf ihrem jeweiligen Definitionsbereich.
g(x
b) Sind f(z) und g(z) ungerade Funktionen, dann sind f(z)+g¢(z) und f(z)—g(z) ungerade
Funktionen, f(z) - g(x) und % gerade Funktionen auf ihrem jeweiligen Definitions-
g(x
bereich.
c¢) Ist f(x) eine gerade und g(x) eine ungerade Funktion, dann sind f(z) - g(z), % und
g(x
% ungerade Funktionen auf ihrem jeweiligen Definitionsbereich.
x

23 Einige Textaufgaben

Bei den folgenden Textaufgaben sollen aus den jeweiligen Angaben zu Nullstellen, Symme-
trieeigenschaften, etc. Polynome vom angegebenen Grad bestimmt werden. Es miissen also
die Koeffizienten bestimmt werden.

Beispiel

Gesucht ist dasjenige Polynom vom Grad 3, dessen Graph symmetrisch zum Ursprung ist, die
x-Achse an der Stelle x = —2 schneidet und durch den Punkt P(3;15) verlduft.

Ein Polynom vom Grad 3 hat die Form
p(z) = azx® + az® + ayx + ap.

Da der Graph symmetrisch zum Ursprung sein soll, muss p(z) ungerade sein, d. h. es kommen
nur ungerade Potenzen vor. Also gilt a; = ag = 0 und

p(z) = asx® + arz.

Da der Graph die z-Achse an der Stelle z = —2 schneidet, ergibt sich p(—2) = 0, d. h.
—8a3 — 2(11 =0.
Mit dem Punkt P(3;15) erhélt man 27a3 + 3a; = 15.

Wir haben also zwei Gleichungen fiir die Koeffizienten a; und a3. Die Losungen sind a; = —4
und as = 1.
Insgesamt haben wir also ag =0, a1 = —4, ao = 0 und a3z = 1.

Das gesuchte Polynom ist p(x) = z® — 4z.
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Aufgabe

a) Bestimmen Sie das Polynom dritten Grades, das an den Stellen x; = —1, 5 = 2 und
xs = 3 Nullstellen besitzt und dessen Graph durch den Punkt P(—2;10) verlduft.

b) Gesucht ist das Polynom vom Grad 2, das in S(1; —2) seinen Scheitelpunkt besitzt und
die y-Achse im Punkt P(0;3) schneidet.
Hinweis: Wiederholen Sie die Scheitelpunktform fiir quadratische Funktionen.

¢) Bestimmen Sie alle Polynome vom Grad 4 mit den folgenden Eigenschaften.
Der Graph ist symmetrisch zur y-Achse und das Polynom besitzt Nullstellen bei z = 1
und x = —2.

24 Rationale Funktionen

Definition
Seien p(x) = Z a;z’ und q(x) = Z b;z’ Polynome mit a,, # 0 und b, # 0. Dann heifit
=0 =0
h(z) = p(r) rationale Funktion.
q(z)

h(z) ist fiir alle € R definiert, auer an den Nullstellen von ¢(z), d. h.
D, ={r eR:q(z) #0} =R\{z € R: g(z) = 0}.

Stellen, an denen ¢(z) = 0 ist, heiflen Definitionsliicken.
Ist der Grad n des Nennerpolynoms grofler als der Grad m des Zahlerpolynoms, so spricht
man von einer echt gebrochen rationalen Funktion.
h(z) besitzt Nullstellen an allen Stellen zy, fiir die p(x¢) = 0 und ¢(z() # 0 gilt.
Beispiel

3 2 2 8
Wir untersuchen die Funktion h(x) = xi—x—:n

T4+ x—2

a) Bestimmung des Definitionsbereichs: Dazu miissen wir die Nullstellen des Nennerpoly-
noms ¢(z) = z* + x — 2 bestimmen. Diese lassen sich mit der pg-Formel zu x = —2 und
x = 1 bestimmen.

Also folgt D, = R\{—2;1}.

b) Bestimmung der Nullstellen: Dazu miissen wir die Nullstellen des Zahlerpolynoms p(z) =
22 + 222 — 8z bestimmen. Durch Ausklammern von 2 und Verwenden der pg-Formel
erhélt man

1?4227 -8 =0 <— a(2x*+22-8)=0
<~ 371:0/\.1'2:—4/\1'322.

Da x1, x3 und z3 im Definitionsbereich von h(z) enthalten sind, folgt, dass x; = 0,
ro = —4 und x3 = 2 Nullstellen von h(z) sind.

c¢) Untersuchung des Symmetrieverhaltens: Da D, = R\{—2;1} ist, gilt z. B. 2 € D, aber
—2 ¢ Dy,. Die Funktion ist also weder gerade noch ungerade.
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Aufgabe

Bestimmen Sie fiir die folgenden Funktionen jeweils den Definitionsbereich und die Nullstellen.
Untersuchen Sie auch das Symmetrieverhalten.
rt—1 23 — 362 3 — 2% —4dx +4
b - o h(z) =
doneixs DT m e 9N e —s

a) f(r) =

25 Verhalten im Bereich von Definitionsliicken

Das Verhalten von Funktionen im Bereich von Definitionsliicken werden wir noch genauer
untersuchen, wenn wir Grenzwerte behandelt haben.

An einer Definitionsliicke kénnen sogenannte Polstellen auftreten. Dies sind Stellen, an denen
das Nennerpolynom eine Nullstelle besitzt, das Zahlerpolynom an dieser Stelle aber von Null
verschieden ist.

Beispiel
101
An den Stellen z = (—2 un)d( xr= 1) besitzt die
r(x—2)(x+4
] Funkti = Polstell

v o5 unktion f(x) CEECE) olstellen
mit Vorzeichenwechsel.
Die Parallelen x = —2 und x = 1 zur y-Achse

-V4 3k 2 3 4 heifen Asymptoten.

,10_
_ xX(x=2)(x+4)
(x—1) (x+2)

Abbildung 10: Polstellen mit VZW

201

An den Stellen z = —1 lind x = 1 besitzt die
1

151 Funktion f(z) = p f);(—x 1) Polstellen

ohne Vorzeichenwechsel.

Die Parallelen z = —1 und « = 1 zur y-Achse

heiflen Asymptoten.

x4+1
(x—1)% (x +1)?

Abbildung 11: Polstellen ohne VZW
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Was passiert an Stellen, an denen Zihler- und Nennerpolynom beide Null sind?

Fiir das Zahlerpolynom p(x) und das Nennerpolynom ¢(x) gelte
p(x) = (z = 20)* - p*(2) und g(z) = (v — o)™ - ¢’ ()

p()

mit p*(xo) # 0 und ¢*(zg) # 0. ¢ ist nicht im Definitionsbereich von h(x) = el enthalten.
q(x
1. Fall: £ > m. Dann gilt fiir z € Dy,

e (@) (o —a0) " pa)
e e CEe £ R/ B
(& = o) - ()

Fiir h*(x) =

) ist aber zo € Dp,» und es gilt h*(xy) = 0.
q*(x

Man kann also an der Definitionsliicke zq von h(z) nachtriglich die Liicke beheben, indem
man h(xg) = 0 festlegt. Dieser Funktionswert passt genau in die Liicke. Es liegt keine Polstelle

VOr.

2. Fall: £ = m. Dann gilt fiir x € Dy,

(=) pt(x)  p()
hle) = (x —mo)k - q*(x)  ¢*(a)

Fir h*(z) = () ist aber zy € Dy« und es gilt h*(zq) = P*(z0) =c#0.
7 (x) q*(zo)

Man kann also auch hier nachtréglich die Definitionsliicke beheben, indem man h(xg) = h*(x¢)
festlegt. Dieser Funktionswert passt genau in die Liicke. Es liegt keine Polstelle vor.

3. Fall: £ < m. Dann gilt fiir x € D,
(z — o)* - p(z) _ p*(2)
(@ —xo)™ - q*(x)  (z —xo)"™ " - q*(2)

Die Definitionsliicke lédsst sich nicht beheben. Es liegt eine Polstelle vor.

h(z) =

Beispiel
20
An der SltglleZ T T)ZQ besitzt die Funktion
(r+ .
L 10 f(x) = CEDCESIE eine Polstelle. An der

Stelle £ = —1 besitzt die Funktion eine be-
hebbare Definitionsliicke.

,20_
—_10_
X—2

Abbildung 12: Hebbare Definitionsliicke
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Aufgabe

Gegeben seien die folgenden Funktionen:

flay = T2 glay= T
hlw) = I4:c_5 5—961; : hlo) = Zxﬂgj 22;2—_ 1332; j-r 140O
a) Bestimmen Sie fiir jede Funktion den Definitionsbereich.
b) Untersuchen Sie jeweils das Symmetrieverhalten.
¢) Bestimmen Sie fiir jede Funktion die Nullstellen.
d) Untersuchen Sie die Definitionsliicken. Wo befinden sich Polstellen? Welche Definiti-

onsliicken kann man ,,passend“ schliefen?

26 Asymptotisches Verhalten fiir + — oo, © — —0o0

In diesem Abschnitt iiberlegen wir, wie sich eine rationale Funktion verhélt, wenn x gegen oo
oder gegen —oo strebt, d. h. z immer gréfler oder immer kleiner wird.

Satz

Sei h(zx) = ]%x; eine rationale Funktion. Der Grad des Z#hlerpolynoms p(z) sei n, der Gard
q(x

des Nennerpolynoms sei m.
Ist n > m , so ldsst sich h(x) schreiben als
r(x)
h(z) =k(x) + ——=,
(@) = K)o
wobei k(z) ein Polynom vom Grad n — m und r(z) ein Polynom vom Hochstgrad m — 1
bezeichnet.

Die Polynome k(x) und r(x) erhdlt man durch Polynomdivision mit Rest.
Fiir groBe Werte von |z| ist h(z) ~ k(z); k(x) heifit Asymptote.

Beispiel
32 3
Wir betrachten die rationale Funktion h(z) = %
22—z —
Polynomdivision (mit Rest) liefert
T+
¥ - 2 - 2
7 + 3
2 - x - 2
r + 95
T+
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Fiir £ — oo bzw.  — —oo néhert sich h(z)
der Asymptote k(z) =z + 1.

2 4 6 8 10

/]

0
£z
2

X+3
X—2

x+1

Abbildung 13: Asymptotisches Verhalten

Aufgabe
Untersuchen Sie fiir die folgenden Funktionen das asymptotische Verhalten fiir + — oo und
T — —00.

1423 3 —3x—2 223 — 1022 — 34x + 42
= 5 g(r) = ——F— hz) =532
14+ T+ 2 2z 1722 + 192 + 14

f(z)
Wenn Sie etwas wiederholen mochten:
Bestimmen Sie den Definitionsbereich.

a

Bestimmen Sie die Nullstellen.

)
b) Untersuchen Sie das Symmetrieverhalten.
c)

)

Untersuchen Sie die Definitionsliicken. Wo befinden sich Polstellen? Welche Definiti-
onsliicken kann man ,,passend“ schlieffen?

d

27 Beschrinktheit und Monotonie von Funktionen

Definition
Sei f eine reelle Funktion.

<
f heifit nach oben beschréankt, wenn fiir eine Konstante C' € R fle)<C fiir alle
unten >C

x € Dy erfiillt ist.
Sie heifit beschrankt, wenn sie nach oben und unten beschréankt ist, d. h. wenn fiir eine
Konstante C' € R gilt, dass |f(z)| < C ist fiir alle x € Dy.

Beispiel

f(x) = 2® + 7 ist nach unten beschriinkt, da 2? + 7 > 7 fiir alle x € R gilt.
g(z) = 5 — z* ist nach oben beschrinkt, da 5 — z* <5 fiir alle z € R gilt.
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Definition

Sei f eine reelle Funktion.

i <
f heif3t { EEEZEEE ?;;ffgd } auf einem Intervall I, wenn { ;Eilg > ‘}EE?; } fiir alle 1,29 €
1) = 2
I mit z; < x5 gilt.
: streng monoton steigend : flx1) < flxe) | .-
f heif3it { streng monoton fallend } auf einem Intervall I, wenn { Flz1) > Fla) fiir alle

r1,T9 € I mit 1 < x4 gilt.
Beispiel
f(x) = x? ist streng monoton fallend auf dem Intervall (—oo; 0] und streng monoton steigend

auf dem Intervall [0;00), denn:

Aus 1 < x5 < 0 folgt x% > x% und aus 0 < z; < x, folgt x% < x%

Beispiel
72
flz) = — 1 ist streng monoton steigend auf dem Intervall [0; c0), denn:
T
Aus 0 < 11 < x5 folgt 27 < 25 <= aix; + 23 < viw; + 25
= wmp 1) <ah(e+1)
~— —
>0 >0
2 2
x x
1< LT
1'1 + 1 3:'2 + 1
Aufgabe

Zeigen Sie, dass f(x) = streng monoton fallend auf dem Intervall (—oo;0) ist.

x
x?2+1
Aufgabe

Zeigen Sie, dass die Funktion g(z) = i 1 streng monoton steigend auf dem Intervall [0; co)
x

1st.

Aufgabe

Gegeben sei die Funktion h(z) =

R Zeigen Sie, dass h(x) streng monoton steigend auf
x

dem Intervall (—1;1) und streng monoton fallend auf den Intervallen [1;00) und (—oo; —1]
ist.
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28 Potenzfunktionen

Definition

Seien m € Z und n € N. Eine Funktion der Form

flx) ==

s3

heifit Potenzfunktion. Es gilt
f(z)=a» = Yam = (W)m

Definitionsbereich, Bildbereich, Monotonieeigenschaften und Symmetrieverhalten hdngen von

der Potenz = ab. Daher werden in der unten stehenden Aufgabe verschiedene Fille betrachtet.
n

Es lassen sich auch Potenzfunktionen mit irrationalen Exponenten definieren, z. B. f(z) = z".
Dazu muss man aber zunéchst erkldren, was der Wert von z. B. 2™ sein soll. Dies kann man
erst verstehen, wenn man sich mit Grenzwerten beschiftigt hat. Dieser Fall wird in diesem
Abschnitt nicht weiter behandelt.

Aufgabe

Es sollen die Potenzfunktionen mit ganzzahligen Exponenten untersucht werden.
a) Geben Sie fiir die verschiedenen Fille jeweils den Definitionsbereich und Bildbereich an.
b) Beschreiben Sie das Monotonieverhalten und die Symmetrieeigenschaften.

¢) Untersuchen Sie, ob die Funktionen nach oben beschrénkt, nach unten beschriankt, be-
schrinkt oder unbeschrankt sind.

Sie konnen Thre Ergebnisse neben den entsprechenden Graphiken eintragen.

] f(x) =a2™ m € N, m gerade,

z. B. 22, 2%, 28

Definitionsbereich:

| Bildbereich:
y 2

Monotonie:

1 .
Beschranktheit:

Symmetrie:

|_x2_x4 x6|x

Abbildung 14: Potenzfunktionen
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<]

Abbildung 15: Potenzfunktionen

Abbildung 16: Potenzfunktionen

52

f(z) =a™, m € N, m ungerade,

z. B. z, 23,

fIf5

Definitionsbereich:

Bildbereich:

Monotonie:

Beschranktheit:

Symmetrie:

flx) =™

—4

1
—, m € N, m gerade,
Im

—6

z.B.x7?, o4
Definitionsbereich:
Bildbereich:
Monotonie:

Beschranktheit:

Symmetrie:



1
N flx)y=am= — m € N, m ungerade,
z. B.a7l, 273 27
y 27
14 Definitionsbereich:
J ] : 2 Bildbereich:
Monotonie:
Beschranktheit:
. Symmetrie:
M

Abbildung 17: Potenzfunktionen

Aufgabe
Gegeben seien die Funktionen f(x) = /z und g(x) = J/x.

a) Bestimmen Sie jeweils den Definitionsbereich und den Bildbereich.

b) Erstellen Sie geeignete Wertetabellen und skizzieren Sie die Funktionen im Koordina-
tensystem. Vergleichen Sie die Graphen der beiden Funktionen.

Aufgabe

Es sollen Potenzfunktionen mit rationalen, nicht ganzzahligen Exponenten betrachtet werden.
Notieren Sie Ihre Ergebnisse zu Definitionsbereich, Bildbereich, Monotonie und Beschréanktheit
neben die unten stehenden Graphiken.

2_

f(x):x%,0<%<1
111
z. B. x2, x5, x5
1.5-
Definitionsbereich:
y 17 Bildbereich:
Monotonie:
0.5
Beschranktheit:
O T T T T 1
0 1 2 3 4

=

| M RIE X1/4|

Abbildung 18: Potenzfunktionen
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4 m
flx)=an, 2 >1
3 5 7
z. B.x2, x2, a2
3_
Definitionsbereich:
y 2 Bildbereich:
Monotonie:
1 -
Beschranktheit:
0 T T T 1
0 0.5 1 15 2

X
| RE E X7/2|

Abbildung 19: Potenzfunktionen
Aufgabe

In dem folgenden Bild sind die Graphen der Funktionen fi(z) = x2, fo(z) = z2, fs3(z) = z,
fi(z) = 25 und f5(z) = 25 gezeichnet. Ordnen Sie die Funktionen den passenden Graphen
zZu.

Who is who?

X

Abbildung 20: Zuordnung Funktionsterme, Graphen

29 Umkehrfunktionen

Sei f: A — B, x — f(z) eine Abbildung / Funktion, d. h. zu jedem z € A existiert genau
ein y € B mit f(z) =v.

Mit f(A) bezeichnen wir das Bild von A, d. h. f(A) ={f(x):x € A}.

Zur Klarung der Begriffe injektiv, surjektiv und bijektiv betrachten wir folgende Beispiele.
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Fiir x1, 29 € A mit z1 # x5 gilt f(x1) # f(x2). Eine solche Abbildung heifit injektiv.
Beachte: Nicht alle Elemente von B werden getroffen!

A B

S
‘\

Hier gilt f(A) = B, alle Elemente von B werden getroffen. Eine solche Abbildung heifit
surjektiv.
Beachte: Hier gibt es Elemente x1, x5 € A mit 21 # xo, aber f(z1) = f(x2).

Diese Abbildung ist injektiv und surjektiv. Eine solche Abbildung heifit bijektiv.

Zu bijektiven Abbidungen existiert die Umkehrfunktion, die wir im Folgenden mit g(z) be-
zeichnen. Hiufig verwendet man auch die Bezeichnung f~!(z) fiir die Umkehrfunktion. Dies
1 1
. Im Allgemeinen ist f~'(z) # —!
@) D7 )

Ist f injektiv aber nicht surjektiv, wirft man aus B alle Elemente raus, die nicht getroffen
werden. Ist f surjektiv aber nicht injektiv, muss man A so einschréinken, dass jedes Element
von B nur einmal getroffen wird.

ist aber nicht zu verwechseln mit

Beispiel

Die Funktion f : R —» [0;00), f(z) = x? ist nicht injektiv, da f(z) = f(—=z) fiir alle z € R
gilt.

Wir schrénken nun den Definitionsbereich ein, indem wir f : [0;00) — [0;00), f(z) = @
betrachten.

Fiir die Bestimmung der Umkehrfunktion 16st man die Gleichung y = 22 fiir # > 0 nach y
auf. Fiir x > 0 gilt

2

y=1°<1=./y.
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Also ist g : [0;00) — [0;00), g(y) = /¥ die Umkehrfunktion.
Héufig benennt man noch die Variablen um, damit man z. B. beide Funktionen zusammen in
ein Koordinatensytem zeichnen kann, d. h. hier g(z) = /x.

] Bei gleicher Skalierung der Koordinatenach-

sen ist der Graph der Umkehrfunktion die
Spiegelung des Graphen der Funktion an der
21 ersten Winkelhalbierenden.

0 1 2 3

[ R2—/x

X
erste Winkelhalbierende|

Abbildung 21: Umkehrfunktion zu
flx)=2% >0

Beispiel
Wir berechnen die Umkehrfunktion zu f : R — R, f(z) = 2z + 3.
Die Funktion ist injektiv, da aus x1 # x folgt 2x1 + 3 # 229 + 3, d. h. f(x1) # f(x9).
Sie ist surjektiv, da f(R) = R. Insgesamt ist f also bijektiv.

1 1
Esgilty =2r43 <=z = 5(y—3). Also ist nach Umbenennung der Variablen g(x) = é(x—?))
die Umkehrfunktion zu f.

4l Auch hier ist bei gleicher Skalierung der Ko-
ordinatenachsen der Graph der Umkehrfunk-
v/ tion die Spiegelung des Graphen der Funkti-

on an der ersten Winkelhalbierenden.
4 2 /2/ 4

1 3
2x+3 ?X*?

erste Winkelhalbierende

Abbildung 22: Umkehrfunktion zu
flz)=2x+3
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Allgemein gilt fiir die Potenz- und Wurzelfunktionen:

Fiir f:[0;00) — [0;00), f(z) =z = V2™, nym € N, ist
g1 [0;00) — [0;00), g(x) = &m = Van

die Umkehrfunktion.
Fiir f: (0;00) — (0;00), f(z) =2~

die Umkehrfunktion.
Satz

Ist f : Dy — R streng monoton wachsend oder fallend, so ist f injektiv. Damit ist f : Dy —
f(Dy) bijektiv und es existiert die Umkehrfunktion g : f(Dy) — Dy.

Aufgabe

Bestimmen Sie zu den folgenden Funktionen die Umkehrfunktionen. Dabei miissen Sie gege-
benenfalls den Definitionsbereich einschrianken.

a) fi(z) = —2z+1 b) folz) = 2° ¢) fs(x) = Va?
Aufgabe

a) Wenn f eine Funktion ist, die Thnen sagt, wie viele kg Kartoffeln Sie fiir einen bestimm-
ten Geldbetrag kaufen konnen, was sagt [hnen dann die Umkehrfunktion?

b) Wenn f eine Funktion ist, die Thnen sagt, welche Strecke ein PKW nach einer bestimm-
ten Zeit zuriickgelegt hat, was sagt [hnen dann die Umkehrfunktion?

30 Exponential- und Logarithmusfunktionen

Bevor wir uns mit Exponential- und Logarithmusfunktionen beschéftigen, sollten Sie den
Abschnitt zu Logarithmen wiederholen und die folgenden Aufgaben lésen.

Aufgabe

Nach den Rechenregeln fiir den Logarithmus wissen wir, dass In (2?) = 21In (z) ist fiir > 0.
Was ist In (z?), wenn z < 0 ist?

Aufgabe
Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke.
a)lg (a® — 2ab+b*) —1g (a® — b*) +1g (a + b) C)ln<3 x\?’/i)
vV a2b

b)lny/y—1—In(y*) +In/y+1 d)lg
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Eine fiir technische Anwendungen besonders wichtige Klasse von Funktionen sind die Expo-
nentialfunktionen, mit deren Hilfe sich bestimmte Wachstumsprozesse und Zerfallsprozesse
beschreiben lassen.

Definition

Sei b € R*\{1}. Eine Funktion f: R — R* der Form f(z) = b* heifit Exponentialfunktion.

Beispiel
1 x
Wir betrachten die beiden Exponentialfunktionen fi(z) = 2% und fo(z) = (5) = 27" mit
1
den reziproken Basen 2 und 7
Wertetabelle
z |[[-3]-2]-1]0]1]2]3
1111
11111
4 | 2 |1|=|-|=
fa(w)| 8 2|48
] Bereits an der Wertetabelle kann man erken-
14 nen, dass der Graph von fo(z) die Spiege-
12 lung des Graphen von fi(x) an der y-Achse
ist. Dies gilt allgemein fiir Exponentialfunk-
107 tionen mit reziproken Basen.
y 84
6_
4_
2_
/

—

Abbildung 23: Exponentialfunktionen
mit reziproken Basen

Aufgabe

In Abbildung [24] sind die Graphen verschiedener Exponentialfunktionen gezeichnet. Verwen-
den Sie die Graphiken fiir die folgenden Untersuchungen. Beachten Sie dabei die Abhéngigkeit
von der Grofle der Basis.

a) Geben Sie fiir die Exponentialfunktionen f(z) = b* den Definitionsbereich D und den
Bildbereich f(Dy) an.

b) Beschreiben Sie das Monotonieverhalten.
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c¢) Gibt es obere oder untere Schranken?
d) Welchen Punkt haben alle Exponentialfunktionen gemeinsam?

e) Wie ist das Verhalten, wenn x immer grofier bzw. immer kleiner wird?

10+ f(z) = b" mit verschiedenen Basen b.
8 Definitionsbereich:
6- Bildbereich:
y
44 Monotonie:
5] Beschranktheit:
4_,/ Gemeinsamer Punkt:
-6 -4 -2 0 2 4 6

Verhalten fiir x — oo:

—B B =)

Abbildung 24: Exponentialfunktionen
mit verschiedenen Basen

Verhalten fir £ — —oo:

Aufgabe

Begriinden Sie, warum jede Exponentialfunktion eine Umkehrfunktion besitzt.
Skizzieren Sie die Umkehrfunktion zu f(z) = 2” in Abbildung 25

107

2X erste Winkelhalbierende|

Abbildung 25: Graph der Umkehrfunktion zu f(z) = 2*7?
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Aufgabe
Sei f(x) = 10°. Wie muss a ausschen, wenn man f(z) in der Form f(z) = e schreiben will?
Definition

Sei b € RT\{1}. Eine Funktion der Form ¢ : (0,00) — R der Form g(z) = log, = heift
Logarithmusfunktion zur Basis b.

Da jede Exponentialfunktion f(z) = b* streng monoton ist, besitzt sie auch eine Umkehr-
funktion. Dies ist die Funktion g(z) = log, . Der Graph von g(z) = log, = ergibt sich durch
Spiegelung des Graphen von f(x) = b” an der ersten Winkelhalbierenden. Die Gestalt von
g(x) = log, = hingt wieder von der Grofle der Basis b ab.

Aufgabe

In ()
In (2)

Driicken Sie logs () und log () mit Hilfe des natiirlichen Logarithmus aus.
Aufgabe

Begriinden Sie, warum log (x) = — und log: () = —In () gilt. Hinweis: Basiswechsel.

In Abbildung [26] sind die Graphen verschiedener Logarithmusfunktionen gezeichnet. Verwen-
den Sie die Graphiken fiir die folgenden Untersuchungen. Beachten Sie dabei die Abhéangigkeit
von der Grofe der Basis.

a) Geben Sie fiir die Logarithmusfunktionen g(x) = log, z den Definitionsbereich D, und
den Bildbereich g(D,) an.
b) Beschreiben Sie das Monotonieverhalten.
c) Gibt es obere oder untere Schranken?
d) Welchen Punkt haben alle Logarithmusfunktionen gemeinsam?
)

e) Wie ist das Verhalten, wenn x immer gréfler wird bzw. sich von rechts 0 ndhert?

g(x) = log, = mit verschiedenen Basen b.

6_
Definitionsbereich:

4_
g 5] Bildbereich:

0 , , , , . Monotonie:

2 4 6 8 10

-2+ : Beschranktheit:

-4 Gemeinsamer Punkt:

‘GJ Verhalten fiir x — oo:

In(x) In(x)
—_ In[g] |n(£) —In(x) -In(x)
2 3 Verhalten fiir z — 0 von rechts:

Abbildung 26: Logarithmusfunktionen
mit verschiedenen Basen
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Beispiel

Eine bestimmte Bakterienart bedecke zum Zeitpunkt ¢ = 0 eine Fliche von 1 cm?. Das Wachs-
tum dieser Bakterienart werde durch die Funktion

w(t) =1,5"

beschrieben. Wann hat sich die durch die Bakterien bedeckte Fliche verdoppelt, verdreifacht,
vervierfacht?
Zu losen ist die Gleichung 1,5 = A fiir A = 2,3,4.

InA
In1,5
. o . o In3 .
Fiir A = 2 ergibt sich t = ~ 1,71, fiir A = 3 ergibt sich t = ~ 2,71 und fiir A =4
ni, ni,
In4
ibt sich t = —— = 3,42.
ergibt sich ¢ 15 3,

Beispiel

Eine radioaktive Substanz zerfillt nach dem Zerfallsgesetz
n(t) = nge M, t > 0.

Dabei ist ng das zum Zeitpunkt ¢ = 0 vorhandene radioaktive Material und A > 0 die
sogenannte Zerfallskonstante. Wir berechnen die Halbwertszeit. Das ist die Zeit, in der die
Hélfte der vorhandenen Atomkerne zerfallen ist.

Gesucht ist also t, so dass ng - e M = —no gilt.
SV
Ng - € :§n0 \:nO#O
1
—= M= 5 |Anwenden von In auf beiden Seiten
1
<~ Ine*M=1In 3 |Anwenden Rechenregeln Logarithmus
= - ln(): n(l)—1In(2) |:(=X\) #0
——
—1 =0
— ! In (2)
= — - 1n
A

1
Die Halbwertszeit betrégt also t = X -In (2).

Aufgabe

Zum Zeitpunkt ¢ = 0 wird ein Betrag B mit einem Zinssatz von 4 % angelegt. Dann betragt
das Kapital zum Zeitpunkt t
4\
k(t) =B - (1 + —) :

100
Nach welcher Zeit hat sich das Kapital verdoppelt?
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31 Trigonometrische Funktionen

Es wird empfohlen, den Abschnitt iiber Trigonometrie am rechtwinkligen Dreieck, insbe-
sondere auch die Erklarungen zu Winkeln im Bogenmaf, zu wiederholen.

Sinus und Kosinus

Sei P ein Punkt auf dem Einheitskreis mit den Koordinaten (¢,s), der lings des Kreisbogens
vom Punkt (1,0) die Entfernung « hat.

Die Zuordnung von x im Bogenmaf} zur Koordinate s des Punktes P ist der Sinus von z, die
Zuordnung von z im Bogenmaf} zur Koordinate / des Punktes P ist der

S

Abbildung 27: Sinus- und Kosinus am Einheitskreis

Die Funktion, die jeder reellen Zahl x den Sinus zuordnet, heiffit Sinusfunktion und wird mit
sin (x) bezeichnet.

Die Funktion, die jeder reellen Zahl x den Kosinus zuordnet, heifit Kosinusfunktion und wird
mit bezeichnet.

Einige Werte fiir den Sinus und den Kosinus haben wir bereits im Kapitel iiber Trigonome-
trie am rechtwinkligen Dreieck zusammengestellt. Mit Hilfe entsprechender Uberlegungen am
Einheitskreis ldsst sich folgende Wertetabelle erstellen.
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0 s s T T 2 3 5)
! 6 1 3 2 37 | 4" | 6 | T
. 1 V2 | V3 V3 | V2 1
sin x 0 = - — 1 — - = 0
2 2 2 2 2 2
LB v2 o | L ov2l vl
2 2 2 2 2 2
Aufgabe
Ergénzen Sie die Werte fiir sin (x) und in der folgenden Wertetabelle.
7 5 4 3 5 7 11 5
T s =T -7 =T =T =T -7 — i
4 3 2 3 4 6
sin x
1_
0.55
20 o ) [« B h hn ,
2 2 2 2
05
Abbildung 28: Sinus- und Kosinusfunktion
Definition

Sei T' € R*. Eine Funktion f heifit T-periodisch, wenn fiir jedes € Dy und k € Z gilt
r+ kT € Dy und f(x +kT) = f(z).

T heifit Periodenlénge.

Mit Uberlegungen am Einheitskreis sieht man, dass sich die Werte fiir den Sinus und Kosinus
2m-periodisch wiederholen; sin und cos sind 27-periodisch, d. h. fiir k € Z gilt

sin (x + 2k7) = sin (z) und cos (z + 2km) = cos (x).
Alle Werte von Sinus und Kosinus liegen im Intervall [—1; 1]. Die Nullstellenmenge der Sinus-

1
funktion ist {k -7 : k € Z}, die der Kosinusfunktion { (k + 5) ik € Z}.
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Aufgabe

a) Auf welchen Intervallen ist die Sinusfunktion streng monoton steigend, auf welchen
streng monoton fallend?

b) Auf welchen Intervallen ist die Kosinusfunktion streng monoton steigend, auf welchen
streng monoton fallend?

¢) Untersuchen Sie die Symmetrieeigenschaften der Sinus- und Kosinusfunktion.

d) Bestimmen Sie die folgenden Mengen.

My={reR:sinz=1} My ={r € R:sinz=—1}
M;={z €R:cosx =1} My={zeR:cosx =—1}

Aufgabe

Probieren Sie mit Hilfe von https://www.geogebra.org/m/C6efUT5S, wie die Graphen von
verschobenen, gedehnten und gestauchten Sinusfunktionen in Abhéngigkeit von der Wahl der
Parameter (Schieberegler) aussehen.

Aufgabe

In dem folgenden Bild sind die Graphen der Funktionen fi(z) = sin(x), fo(z) = sin(2x),
fs(x) = sin(0,5z), fi(x) = 2sin(z), f5(z) = 0,5sin(x), fe(x) = sin(x + 7/4), f(x) =
sin (x — w/4), fs(z) = sin (x)+1und fo(z) = sin (z) — 1 gezeichnet. Ordnen Sie die Funktionen
den passenden Graphen zu.

‘Who is who?

/

Abbildung 29: Zuordnung Funktionsterme, Graphen

Tangens und Kotangens

Die Tangens- und Kotangensfunktion sind aus der Sinus- und Kosinusfunktion zusammenge-
setzte Funktionen.

tan (r) = :)I;Ei; mitID)tan—{xER:cosx#O}—R\{(k%—%)-ﬂ:kEZ}
cot (z) = Zi)j((g mit Doy = {z € R:sinx #0} =R\ {k-7:k e Z}

Die Tangens- und Kotangensfunktion lassen sich auch am Einheitskreis skizzieren.
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sin (x) x| tan (x)

-y
\_

—1

Abbildung 30: Tangens am Einheitskreis

-y
\_

—1

Abbildung 31: Kotangens am Einheitskreis
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Aufgabe

a) Begriinden Sie am Einheitskreis, warum tan (z) und cot () m-periodische Funktionen
sind.

b) Stellen Sie mit Hilfe der Werte fiir sin () und cos (x) eine Wertetabelle fiir tan (z) und

cot (x) auf.
4 -
y
2 -
—2I b ?In m /-n In 1;: T 3I1r T
2, 2 2 / 2 /
_2 -
_4 -
| tén(x) cét(x) |
Abbildung 32: Tangens- und Kotangensfunktion
Aufgabe

Beschreiben Sie die Monotonie- und Symmetrieeigenschaften der Tangens- und Kotangens-
funktion.

Trigonometrische Formeln

Es gibt eine groe Zahl von Formeln und Gleichungen im Zusammenhang mit den trigonome-
trischen Funktionen. Blattern Sie einmal in einer Formelsammlung. Hier werden einige sehr
héaufig benutzte Formeln zusammengestellt.

Zusammenhang zwischen Sinus- und Kosinusfunktion
Die Sinusfunktion lésst sich als verschobene Kosinusfunktion darstellen, die Kosinusfunktion
als verschobene Sinusfunktion.

sin (x) = cos (x - g), cos (x) = sin (x + g)

Trigonometrischer Pythagoras
(sin (x))? + (cos (z))* = 1

Statt (sin (z))? bzw. (cos (x))? schreibt man meistens sin® (x) und cos? ().

Additionstheoreme
sin (x1 £ x3) = sin (1) - cos (xg) £ cos (z1) - sin (z3)
cos (x1 £ x9) = cos (1) - cos(xg) Fsin (z1) - sin (z2)
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Beispiel

Mit x; = x9 = x erhilt man aus dem Additionstheorem fiir den Sinus die Formel fiir den
Sinus des doppelten Winkels.

sin (2x) = sin (x + ) = sin (z) - cos (z) + cos (x) - sin (x) = 2 - sin (x) - cos (x)
Aufgabe

a) Zeigen Sie mit Hilfe des Additionstheorems fiir den Kosinus und Verwendung des trigo-
nometrischen Pythagoras die Gleichung

cos (2x) = cos? (z) — sin® (z) = 1 — 2sin? (z) = 2cos? (z) — 1.

b) Verwenden Sie nun die Formeln fiir den Sinus und Kosinus des doppelten Winkels, um
die folgende Formel fiir den Tangens des doppelten Winkels herzuleiten.

2 - tan (x)
2

tan (2z) = Tt ()

¢) Finden Sie Formeln fiir sin (3x) und cos (3z).

Beispiel
Wir bestimmen die Nullstellen von f(t) = sin <3t + z).

6
Zur Erinnerung: sin () =0<= 2 =k -7,k € Z. Hier ist x = 3t + %, also

sin<3t—|—%):() — 3t+%:k~7r,keZ

— 3t:k-7r—%,kez

1 T
e t=—k-1- L~ kel
T TR E

Aufgabe

Bestimmen Sie die Nullstellen folgender Funktionen.

a) fi(x) = sin <%x — %) b) fo(z) =2 - cos <2x + g)

Beispiel

Wir vereinfachen den Ausdruck /1 + sin (t) - /1 —sin (¢). Es gilt

V1 4+sin(t) - /1 —sin (t) = /(1 +sin (¢)) - (1 —sin (t)) |3. binomische Formel
= /1 —sin? (t) |trigonometrischer Pythagoras

= | cos (t)].
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Aufgabe

Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke.

1 1
T+ tan(®) 1+ cot (0

a) /1 —cos (t) - /1 + cos () b)

Aufgabe

Schauen Sie sich fiir diese Aufgabe noch einmal genau die Wertetabellen und Graphen der
Sinus-, Kosinus- und Tangensfunktion an. Bestimmen Sie alle Losungen der folgenden Glei-

chungen.
1

1
a) cos(t) = 5 b) sin (t) = 5\/§ c) |tan (¢)| =1
Beispiel
Wir bestimmen alle x € R, fiir die die Gleichung

cos (2x) —4cos(z)+3=0

erfiillt ist.
Wir verwenden die Formel fiir den Kosinus des doppelten Winkels: cos (2z) = 2 cos? (z) — 1.
Damit gilt
cos (2z) —4cos (r) +3 =0 <= 2cos’ (vr) — 1 —4cos(z) +3 =0
<= cos® (x) — 2cos(z) +1=0
— (cos(z) —1)>=0
<= cos(z) =1
< v =2kn, k € Z.

Losungsmenge: L = {z € R: x = 2km, k € Z}
Aufgabe
Bestimmen Sie alle z € R, fiir die die Gleichung

sin (2x) = 4 cos (x)

erfiillt ist.
Hinweis: Verwenden Sie die Formel fiir den Sinus des doppelten Winkels.

32 Arkusfunktionen

Die Arkusfunktionen sind Umkehrfunktionen zu geeigneten Einschrankungen der trigonome-
trischen Funktionen.

Streng monotone Funktionen besitzen eine Umkehrfunktion. Da die trigonometrischen Funk-
tionen nicht auf ihrem gesamten Definitionsbereich streng monoton sind, betrachten wir ge-
eignete Einschrankungen.
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Arkussinus
sin : [-%;2] — [~1;1] ist streng monoton steigend und damit umkehrbar. Die Umkehr-
funktion heifit Arkussinus.
arcsin : [—1;1] — [—Z; Z] ist definiert durch
arcsine =y <= siny = .

Wertetabelle fiir die Sinusfunktion auf dem Intervall [—g; %}

T T T 0 T T T T
¢ 2| 73| 4] 6 6 | 4| 3 |2
. V3| V2| 1 1| V2| V3

sin & 1 |- |- —= 0 O e 1

2 2 2 2 2

V3| V2 1| V2] V3
x -1 |—-—|——|—=1 0 e e 1
2 2 2 2 2 2
) s T T L I 0 T 7r T
arcsinz || —— | ——= | —— | —= — — — —
2 3 4 6 6 4 3 2
197 Den Graphen der Arkussinusfunktion erhélt
man durch Spiegelung der Sinusfunktion fiir
1 - = T € [—g; %] an der ersten Winkelhalbieren-
¥ 7
7 den.
0.5
15 1 05 0.5 1 15
/ -051
p
-~
-_— -1
-1.51
— =sin(x) arcsin(x)

erste Winkelhalbierende

Abbildung 33: Sinus und Arkussinus

Arkuskosinus

cos : [0; ] — [—1; 1] ist streng monoton fallend und damit umkehrbar. Die Umkehrfunktion
heifit Arkuskosinus.

arccos : [—1; 1] — [0; 7] ist definiert durch

arccosT =y <= Ccosy = .
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Wertetabelle fiir die Kosinusfunktion auf dem Intervall [0; 7]:

0 T T T T 21 3T 5m
o 6 |23 | 2|3 2|46 |7
V3 V21 L] V2| V3
COS T 1 | — | =— | = 0O | —=|-——|—-——=| -1
2 2 2 2 2

V3| vV2 ] 1 1| V2] V3
x 1 — | = | = 0 —— |- || -1
2 2 2 2 2 2
0 T T T T 2m 3T o
arccos x — — — — — | — — T
6 4 3 2 3 4 6
37 Den Graphen der Arkuskosinusfunktion
erhélt man durch Spiegelung der Kosinus-
funktion fir = € [0;7] an der ersten Win-
2 kelhalbierenden.
¥y
1_
_I1 0 ‘i é é
_1_
cos(x) arccos(x)

erste Winkelhalbierende

Abbildung 34: Kosinus und Arkuskosi-
nus

Arkustangens
tan : (—g; g) — R ist streng monoton steigend und damit umkehrbar. Die Umkehrfunktion

heilt Arkustangens.
arctan : R — (—g; %) ist definiert durch

arctanx =y <— tany = x.

Wertetabelle fiir die Tangensfunktion auf dem Intervall (—g; g)

T T 0 T T T
x AT R B ~ n ~
3 4 6 6 4 3
3 3
tanz || —vV3| =1 —g 0 % 1 V3



Daraus kann man nun eine Wertetabelle fiir die Arkustangensfunktion ablesen.

3 3
R V| D 1 B R R AV
3 3
; ™ T ™ 0 ™ T T
arctanx | —— | —— | ——= — — =
3 4 6 6 4 3
.l I Den Graphen der Arkustangensfunktion
| erhélt man durch Spiegelung der Tangens-
| funktion fiir x € (—g; %) an der ersten Win-
-y / kelhalbierenden.
/
VR 5
/
-24
[
|
| 4]
— -tan(x) ' arctan(x)

erste Winkelhalbierende

Abbildung 35: Tangens und Arkustan-

gens

Arkuskotangens

cot : (0;m) —> R ist streng monoton fallend und damit umkehrbar. Die Umkehrfunktion

heifit Arkuskotangens.

arccot : R — (0; ) ist definiert durch

arccot r =y <— coty = x.

Wertetabelle fiir die Kotangensfunktion auf dem Intervall (0; 7):

T T T T 2 3 5m
x — — — — — — —
6 4 3 2 3 4 6
cotx V3 1 ? 0 |— ? —1 | -V3

Daraus kann man nun eine Wertetabelle fiir die Arkuskotangensfunktion ablesen.

3 3
P I3 B I B Y B
3 3
s T T T 27 3 5%
arccot x — — — — — — —
6 4 3 2 3 4 6
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Al Den Graphen der Arkuskotangensfunktion
erhélt man durch Spiegelung der Kotangens-
funktion fiir = € (0;7) an der ersten Winkel-

X .
2 halbierenden.
-4 -2 2 4
-24
_4 -
cot(x) arccot(x)

erste Winkelhalbierende

Abbildung 36: Kotangens und Arkus-
kotangens

33 Zusammengesetzte Funktionen

Aus den mathematischen Grundfunktionen werden durch Summen, Differenzen, Produkte,
Quotienten und Verkettungen zusammengesetzte Funktionen gebildet.

Definition

Seien f und g Funktionen mit den Definitionsbereichen Dy und D, und a € R. Dann definiert
man

h = f+ g durch h(z) = f(z) + g(z) mit D, =Dy N D,,
h = f — g durch h(z) = f(z) — g(x) mit D, = D, N Dy,
h = f-g durch h(z)

f(z) - g(x) mit D, =Dy N D,

h= ! durch h(z) = J@) mit D, = (D NDy) \{z € R: g(z) = 0},

g g(x)
h=a- f durch h(z) =a- f(xz) mit D, = Dy.
Beispiel
a) Polynome entstehen aus f(z) = x und Konstanten durch Summen- und Produktbildung.
b) Rationale Funktionen enstehen aus Polynomen durch Division.
Beispiel
a) Fiir f(z) =e” und g(z) =In(z) gilt Dy = Rund D, = R*. f+g, f—g und f-g haben

also den Definitionsbereich RT.
Daln(z) =0 <= z =1 gilt, ist D; = R*\{1}.
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fle) a1
glx) 22 —62—7
Die Nullstellen von g(z) lassen sich mit der pg-Formel zu x = —1 und = = 7 bestimmen.
Also ist D, = R\{—1;7}.

b) Fiir h(z) = gilt Dy =D, = R.

Aufgabe
Bestimmen Sie fiir die folgenden Funktionen jeweils den Definitionsbereich.
1
— 2 2 _

Definition

Seien f und g Funktionen mit den Definitionsbereichen Dy und D,. Dann definiert man die
Verkettung

h= fog durch h(z) = (f o g)(x) = f(g(x))-

Der Definitionsbereich von h enthélt alle Elemente x € D, fiir die gilt, dass y = g(x) im
Definitionsbereich Dy ist, d. h. D, = {x € D, : g(x) € Dy}.

Statt Verkettung von f und g sagt man auch Hintereinanderausfithrung. Bei f(g(z)) nennt
man [ die ,duflere” und ¢ die ,innere* Funktion.

Beispiel
Sei f(z) =1In(z) und g(z) = ? —9 mit D; = R und D, = R. Dann ist f(g(z)) = In (z? — 9).
Da der Logarithmus nur fiir positive Werte definiert ist, miissen wir die Ungleichung 2%>—9 > 0
16sen. Es gilt

2 -9>0 <= (z—-3)(r+3)>0 < r>3Vz< -3

Also ist Doy = (—00; —3) U (3; 00) = R\[—3; 3].

Dy 9(Dy) (fog)(RT)

g N
[—3;3] > [9;9]
Sackgasse!

Abbildung 37: Verkettungen von Funktionen

Beispiel

Sei f(z) = v/ und g(z) = —2? + 6z + 5 mit D; = Ry und D, = R. Dann ist f(g(z)) =
V—2?+ 6x + 5.

Da die Wurzelfunktion nur fiir nichtnegative Werte definiert ist, miissen wir die Ungleichung
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—224+6x+5>0 <= 22 —6x—5 <0 losen.
Mit der pg-Formel erhélt man

2? — 6z —5= [z — (3—V14)][z — (3+V14)).
Also gilt
2 —6r—-5<0 <= [z—3-VId)]z— 3+V14)] <0 < z€[3-V14;3+14].

Damit ist Do, = [3 — v/14; 3 + /14].
Aufgabe

Bestimmen Sie fiir die folgenden Funktionen jeweils den Definitionsbereich.
a) h(z) =In(1—x) b) h(xz) =In(|z|) ¢) h(z) =1In(Jz + 3|)
d) h(z) = In(|z* — 3]) e) h(x) = Va2 4 6z — 16 f) h(z) = V16 — 6 — 22

Aufgabe

Gegeben seien die Funktionen f(z) = In(z), g(z) = 2? und p(x) = /x + 7. Bestimmen Sie
die Funktionsterme und Definitionsbereiche von

a) hy = fogop b) hy=pogof ¢)hg=go(f+p)

34 Zahlenfolgen

In diesem Kapitel werden wir uns mit Zahlenfolgen beschéftigen. Die Konvergenz von Funk-
tionen bei Annédherung an eine Stelle zy werden wir mit solchen Zahlenfolgen erkléaren. Dies
ist eine wichtige Grundlage der Differentialrechnung. Ein wirkliches Verstdndnis von Begriffen
wie Stetigkeit und Differenzierbarkeit ist ohne Basiswissen iiber Grenzwerte nicht moglich.

Definition

Eine Funktion f: N — R, f(n) = a, heifit reelle Zahlenfolge. Jeder natiirlichen Zahl n € N
wird eine reelle Zahl a,, zugeordnet. Die Zahl a,, heifit n-tes Folgenglied.

Folgen lassen sich in aufzédhlender Art
ay; Gz; ag; Q45 - ..
oder in beschreibender Form durch Angabe des Bildungsgesetzes fiir das n-te Folgenglied
(@n)nen oder einfach (ay,)

angeben. In den runden Klammern steht praktisch die Funktionsvorschrift.

Beispiel
a) 1;2;3;4;--- = (n)nen
111 1
b) L=~ — =
4916 n?),
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o) —LiL—1L—11 = ((=1)") ey

1 1 1 1 (=1)"
d) — = 4T =
) 23t 1§ ( on )neN

Aufgabe

Bestimmen Sie jeweils die ersten 5 Folgenglieder.

) () b) (31— B),c ) (1) (17~ 2m))

Aufgabe

Geben Sie jeweils das Bildungsgesetz (ay,)nen an.

34567

a) 2;—2;2; —2;2; —2;. .. b) 2, === == ...
2°'3°4°5°6

c) 1;3;7,15;31;63;. .. d) 1;4;27;256; 3125; 46656; . . .

Folgen lassen sich wie Funktionen im kartesischen Koordinatensystem oder auch am Zahlen-
strahl veranschaulichen. Da der Definitionsbereich bei Zahlenfolgen die natiirlichen Zahlen
sind, erhélt man nur einzelne Punkte.

Beispiel
1

111
— 27’” :1———
(an>n€No ( )nGNo 927478716’

1.09
0.9-
0.8-
0.7-
0.6-
05 :
0.4-
0.3-
0.2-

0.14

0 1 2 3 4 5

)
B

)
w
=

R 4

MIH.@

ap
L
1

ol

> i
)J;IHOL\%

L
6

Abbildung 38: Darstellung der Folge (27"), .
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Beispiel

6 .
4 °
2- °
O T T T T T 1
2 3 4 5 6
_2_
[ ]
-4
as as ai a2 ay ag
L L L L L L >
-5 -3 —1 2 4 6

Abbildung 39: Darstellung der Folge ((—1)" - n)

neN

Aufgabe

Skizzieren Sie jeweils die ersten Folgenglieder im kartesischen Koordinatensystem und am
Zahlenstrahl.

a) (n®—3n) b) <<_1)">n€N

Definition

Eine Folge (a;,)nen heiBt arithmetische Folge, wenn mit a,d € R gilt

a,=a+(n—1)d,neN,d h. (a,) =a; a+d; a+2d; a+3d; ...

bzw. rekursiv
(py1 = ap +d fiirn € Nund a1 = a.
a,+1 unterscheidet sich also vom Vorgénger a,, um eine additive Konstante d.

Beispiel

a) 2;4;6;8;10;12;--- = (2n)peny = (24 (n — 1) - 2)en: Folge der geraden Zahlen (a = 2,
d=2).
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b) 1;3;5;7;9;11;--- = (2n — 1)peny = (1 + (n — 1) - 2),en: Folge der ungeraden Zahlen

(a=1,d=2).
Aufgabe
Geben Sie die arithmetischen Folgen fiir die gegebenen Werte fiir ¢ und d an.
a)a—7,d—% b)a=—-5d=+/r
Definition

Eine Folge (a,)nen heiBt geometrische Folge, wenn mit a,q € R gilt
an =aq" ' ,n €N, d. h. (a,) = a; ag; ag®;. ..

bzw. rekursiv
(pi1 = ap - q fir n € N und a; = a.

a,+1 unterscheidet sich also vom Vorgénger a,, um eine multiplikative Konstante q.

Beispiel
a) 1;10;100;1000; 10000; - - - = (10"71),cn: Folge der Zehnerpotenzen, geometrische Folge
mit a =1, ¢ = 10.
b) 4;4v/2;8;8V2; - = (4(\/5)”_1)n€N: geometrische Folge mit a = 4, ¢ = v/2.
Aufgabe

Geben Sie die geometrischen Folgen fiir die gegebenen Werte fiir ¢ und ¢ an.
a)a=3,q=2 b)a=2,q=—

Definition
Eine Folge (a,)nen heifit alternierend, wenn je zwei aufeinanderfolgende Folgenglieder a,, und

an+1 unterschiedliches Vorzeichen haben, d. h. wenn

apanq < 0 gilt fir alle n € N.

1_+1. 1.+1_ B (1)n1
274 8 160 om

Fiir Funktionen haben wir bereits allgemein die Begriffe Monotonie und Beschrinktheit de-
finiert. Da Folgen Funktionen mit speziellem Definitionsbereich sind, lassen sich die Begriffe
iibertragen. Hier geniigt der Vergleich jeweils aufeinanderfolgender Folgenglieder.

Definition

Beispiel

a) Eine Folge (a;,)nen heiBt monoton steigend, wenn a,, < a,41 fiir alle n € N bzw. monoton
fallend, wenn a,, > a, fir alle n € N gilt.

b) Eine Folge (a,)nen heifit streng monoton steigend, wenn a,, < a,4; fir alle n € N bzw.
streng monoton fallend, wenn a,, > a,; fiir alle n € N gilt.
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Beispiel

-1
Wir untersuchen die Monotonieeigenschaften der Folge (n ) :
n neN

Wir vermuten, dass die Folge streng monoton steigend ist. Es gilt

n—1 n
U < lny &= — <n+1 |-n(n+1)
— (n—-1Dn+1)<n?
— n*—-1<n? | — n?
— —1<0.

Da —1 < 0 offensichtlich eine wahre Aussage ist, gilt auch a,, < a,1, fiir alle n € N. Die Folge
ist also streng monoton steigend.

Aufgabe

Untersuchen Sie das Monotonieverhalten der Folgen.

o () b) 2+ (1)),

Definition

a) Eine Folge (a,) heifit nach oben beschriankt, falls eine Konstante C' € R existiert mit
a, < C fir alle n € N. C heifit dann obere Schranke von (ay,).

b) (ay) heifit nach unten beschrénkt, falls eine Konstante C' € R existiert mit a,, > C fiir
alle n € N. C heifit dann untere Schranke von (a,,).

c¢) Eine Folge (a,,) heifit beschrénkt, wenn sie nach oben und unten beschrénkt ist. Dies ist
genau dann erfiillt, wenn eine Konstante C' € R existiert mit |a,| < C fiir alle n € N,

Beispiel

1-3 1 1
a) Die Folge (a,) = ( n) ist beschrinkt, da |a,| = ‘— - 3‘ =3 — — < 3 fur alle
n n n

n € N.

b) (b,) = (2n — 1) ist nach unten beschrénkt, da 1 < 2n — 1 fiir alle n € N.
LY . , 1 1 .

¢) (c,) = [ —— ) ist beschrinkt, da |c,| = |——| = — < 1 fiir alle n € N,
n nl n

Aufgabe

Untersuchen Sie, ob die angegebenen Folgen nach unten beschrankt, nach oben beschrankt
oder unbeschrénkt sind.

en 0(R) o)

n 1+27 4 (=2)»

q) (”3 ”) e) (1000 ! +”2> £) (sin (2"))

n3+1 n
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Aufgabe

Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch? Begriinden Sie Ihre Antwort.
a) Fine monoton wachsende Folge ist immer nach unten beschrénkt.

b

Eine streng monoton fallende Folge ist immer beschrénkt.

d

)
)
c¢) Eine alternierende Folge ist immer unbeschrankt.
) Eine geometrische Folge ist immer monoton wachsend.
)

e) Eine arithmetische Folge ist nie streng monoton fallend.
Beispiel

Bevor wir genauer definieren, was unter der Konvergenz einer Folge zu verstehen ist, betrach-
ten wir einige Beispiele.
. 1 11 . N
a) Die Folge | — | = 1; 5; 5; ... ist beschrankt und streng monoton fallend. Jedes Folgen-
n
glied ist zwar von Null verschieden, mit wachsendem Index n wird der Abstand zu Null
aber immer kleiner.

b) Die Folge (2n — 1) = 1;3;5;7;... ist streng monoton wachsend und nach oben nicht
beschrankt. Es kann daher keine reelle Zahl geben, der sich die Folgenglieder beliebig
nédhern.

Definition

Sei (a,) eine Folge und a € R. (a,) heiit konvergent gegen a, wenn es zu jedem € > 0 einen
Index n(e) gibt, so dass a,) und alle Nachfolger in einem Intervall (a — €,a + €) liegen,
d. h. |a, — a|] < ¢ fiir alle n > n(e) erfillt ist. Ab einem Index n(e) unterscheiden sich die
Folgenglieder von a also um weniger als ¢.

a heiffit dann Grenzwert oder Limes der Folge und man schreibt

lim a, = a.
n—oo

Eine konvergente Folge mit Grenzwert 0 heifit Nullfolge.
Folgen, die nicht konvergieren, nennt man divergent.

Beispiel

1 11
n == =155
a) (CL )nEN (n>neN 2'3

Wir vermuten, dass die Folge

-1.
N

P

egen 0 konvergiert.

Sei € > 0 beliebig. Dann gilt

1 1
la,| <e <= — <e<= - <n.
n g

1
Fiir jedes n > — gilt also |a,| < e, d. h.
£



3n 376797127157 18"
205 2005 20005

Esist z. B. bjgp = —, b =——.b = —,
S 1St Z 100 300 1000 3000 10000 30000

2n+95 79 11 13 15 17
) (o (2E2) L2

2
Wir vermuten, dass die Folge gegen 3 konvergiert.

Sei € > 0 beliebig. Dann gilt

b2<<:>2n+52<<:> <<:>5<
n — — € - = € — < — < n.
3 3n 3 3n 3¢
. 5 . 9
Fiir jedes n > E gilt also |bn - 5’ <e,d. h
€
. 2n+5 2
lim = —.

Aufgabe

1
a) Zeigen Sie, dass (1 rn

2) eine Nullfolge ist.
-n neN,n>2
T — 3n?

b) Zeigen Sie, dass (m

) 3 :
gegen —— konvergiert.
T

Eigenschaften konvergenter Folgen

Seien (ay,), (b,) konvergente Folgen mit lim a, = a, lim b, = b mit a,b € R. Weiter sei ¢ € R.
n—oo n—oo
Dann gilt

a) (c-ay) ist konvergent mit lim (¢-a,) =c¢- lim a, = c- a,
n—oo n—oo

b) (a, + b,) ist konvergent mit lim (a, + b,) = lim a, + lim b, = a + b,

n—oo n—oo n—oo

¢) (an — by) ist konvergent mit lim (a,, — b,) = lim a, — lim b, = a — b,
n—00 n—00 n—00

d) (an - b,) ist konvergent mit lim (a, - b,) = lim a, - lim b, = a - b,
n—00 n—00 n—00

n n—oo \ b, lim b, b
n—o0

a a lim a, a
e) <b—") ist konvergent mit lim (—") =12 = _ falls b #0.
Beispiel
1
Wir haben bereits gezeigt, dass lim — = 0 gilt. Also gilt auch

n—oo 1,

1 1 1

lim — = lim —- lim — =0,
n—oo N2 n—oo N, n—oo N

) 1 o1 1
lim — = lim —-...- lim — =0.
n—oo 'n,k n—oo 1 n—oo ’n,l

k Faﬁoren
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Beispiel

143 5n?
a) Sei (a,) = (%) Wir kiirzen durch die héchste Potenz von n im Nenner.
n

1 3 1 3
2 . =
1430452 " <n2+n+5) gt FS

n An? An? - A

Jede einzelne Folge konvergiert, also gilt

. 1 .3 .

llm Q. = n—oo 1 n—oo M n—00 e
n — .
n—o00 hm 4 4 4,
n— 00

d. h. (a,) konvergiert und lim a, :
n—00 4

242
b) Sei (a,) = S . Wir kiirzen durch die hochste Potenz von n im Nenner.
dn +1

2

2
n 3n—|——) 3 z
:3n2+2: < n) _ n+n
1

(07%
n+1 n(4—i—l> 44 —
n n

2
ist nicht beschrankt, denn es gilt 3n + — > 3n, ferner ist 4 + — < 5, also
n n

3n +

S

Y
| w
s

4+

SRS

Somit ist (a,) divergent.

3n? +4
c) Sei (a,) = ( 7; : : ) Wir kiirzen durch die héchste Potenz von n im Nenner.
n

" n  n? _n ' n
Jede Einzelfolge konvergiert, also gilt
3 n 4
n 3 040
lim a, = lim 2 71L3 _9r0
n3
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Aufgabe

]3( ) m M
Sei (a,) = (_n) eine Folge mit P(n) = Z an’, Q(n) = mei, am # 0, bar # 0.
Q(TL) i=0 =0

P(n) und Q(n) sind also Polynome in n vom Grad m bzw. M.

Was konnen Sie iiber lim

n
Y eTey
a)m=M b) m <M c) m>M?

aussagen, falls

Begriinden Sie Thre Aussagen.

Fiir die Untersuchung des Konvergenzverhaltens von Folgen gibt es einige niitzliche Kriterien.
Satz

Jede konvergente Folge ist beschrénkt.

Beispiel

Die Folge (In (n)) ist nicht beschrinkt, also divergent.

Satz

Wenn eine Folge monoton wachsend oder fallend und beschréankt ist, dann ist sie konvergent.
Beispiel

2n
Wir betrachten die Folge (a,) = -
n!

Die Folge ist monoton fallend, denn

2n+1 on
ntl 2 A > T < —
st =4 (n+ 1) = nl
n+1 |
2 <(n+1)
2r = nl

Die Folge ist beschrankt, denn es gilt 0 < a,, = — und da (a,) monoton fallend ist a,, < a; =
n!

2, also 0 < a,, <2.
Da die Folge (a,) monoton fallend und beschrénkt ist, ist sie konvergent.

Aufgabe

n

m
Zeigen Sie wie im Beispiel, dass jede Folge (a,) = (—,) mit m € N konvergiert.
n!

Einschlieffungssatz (Sandwichsatz)

Seien (a,), (b,), (¢,) Folgen mit lim a, = a, lim ¢, = a, a, < b, < ¢, fiir alle n € N.
n—oo n—oo
Dann ist

lim b, = a.
n—oo

Der Satz gilt auch, wenn die Ungleichung a,, < b, < ¢, nicht fiir alle n € N, sondern von
einem Index N an fiir alle n > N gilt.
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Beispiel

271
Wir betrachten noch einmal die Folge (¢,) = (—'> Es gilt
n!

L2122 2 2 2 2_,2_4_,
n = nl 1 2 3 4 5 n—1n n n
<1 <1 <1 <1

n—00 n—oo n—00 ’n,'

2n
Da lim a, = lim b, = 0 ist, folgt nach dem Sandwichsatz auch lim (—) = 0.

Aufgabe

a) Verwenden Sie den EinschlieBungssatz, um den Grenzwert der Folge (M> zu be-
n

stimmen.

4n? + cos (™)
3n? 4+ 7 + sin (e”)

b) Verwenden Sie den EinschlieSungssatz, um den Grenzwert der Folge <

zu bestimmen.

Liste einiger konvergenter Folgen

lim ¢" = 0 falls |¢g| <1

n—oo
lim /n = 1
n—oo
lim {/a = 1 fiir jede feste Zahl a > 0
n—oo
lim (1+—) = e
n—o00 n
lim L = 0 fiir jede feste Zahl a
n—oo n!
|
lim = = 0
n—oo NN

Bestimmte Divergenz, uneigentliche Grenzwerte

Wenn die Glieder einer Folge beliebig grofi oder beliebig klein werden, spricht man von be-
stimmt divergenten Folgen und uneigentlichen Grenzwerten.

Definition
Sei (ay,) eine reelle Folge. Man schreibt
a) lim a, = oo, wenn es zu jeder Zahl C' > 0 einen Index N(C') € N gibt, so dass a, > C
n—oo
fir alle n > N(C),

b) lim a, = —oo, wenn es zu jeder Zahl C' < 0 einen Index N(C') gibt, so dass a, < C' fiir

n—oo

alle n > N(C).
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Aufgabe
In dieser Aufgabe sollen einige Regeln fiir Grenzwerte erarbeitet werden. Dazu sind die Liicken
passend zu ergénzen.

a) Wenn lim a, = oo gilt, so ist die Folge (a,) nach oben nicht beschrankt und nur endlich
n—oo

viele Folgenglieder a,, sind negativ.

b) Wenn lim a, = —oo gilt,

n—o0

1
c¢) Falls lim b, = 0 und b, > 0 fiir n > N, dann ist lim — =

n—oo n—oo n
d) Falls lim b, = 0 und , dann ist lim — = —o0.
n—oQ n—o0

n

e) Falls lim |c,| = oo, dann ist lim — =
n—oo n—oo Cp,

In dem folgenden Satz sind einige Regeln fiir das Rechnen mit eigentlichen und uneigentlichen
Grenzwerten zusammengestellt.

Satz
Seien (a,) und (b,) Folgen mit lim a, = a, lim b, = b, wobei a,b € RU{oco, — co}. Dann gilt
n—oo n—oo
a) lim (a, 4+ b,) = a+ b, auler fir a = +00, b = —o0 oder a = —00, b = 400,
n—oo
b) lim (a, — b,) = a — b, aufler fir a = +00 = b oder a = —00 = b,
n—oo

¢) lim (ay, - b,) = a- b aufer fir a = +oo, b =0 oder a = 0, b = +o0.
n—oo

Dabei setzt man x + 0o = 00, t — 00 = —00, - 00 = o0 fiir x > 0, x - co = —oo fiir x < 0.
35 Grenzwerte von Funktionen

Grenzwerte reeller Funktionen lassen sich auf Grenzwerte von Folgen zuriickfithren. Dies er-
kldren wir zunédchst an einem Beispiel.

Beispiel
11
Sei f(z) =22, P <§, 1 ein fester Punkt der Parabel und P(z;2?) variabel.
Die Steigung s der Geraden durch Fy und P betréagt
fl@)=f(3)  2°—1
S(l‘) — - (2) — 14'
Tr— 3 T — 5

2

Die Steigung s hiangt von x ab. Sie ist also eine Funktion von x. Der Definitionsbereich der

1
Funktion s(z) ist Dy = R\ {5} :
Was passiert mit s(x) fiir x — 5 ?

1
Wir betrachten Funktionswerte s(z) in der Néhe von o = 5"
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x \\0.4 \0.49 \0.499 \...\ 0.6\ 0.51\ 0.501\ .

s(x)“0.9 ‘0.99 ‘0.999 ....‘ 1.1. 1.01. 1.001‘ .

Allgemein gilt fiir € Dy mit Anwendung der dritten binomischen Formel

e-DEed
z—1 2

132—

s(x) =

Lol TSN

xr —

1
Es liegt die Vermutung nahe, dass s(z) — 1 fiir x — 5 gilt.

Definition

Sei f: Dy — R eine Funktion mit (zo — &;20) U (2o; 2o + €) C Dy fiir ein € > 0. f heifit an
der Stelle = konvergent gegen eine Zahl fj, wenn fiir jede Folge (x,) mit z,, € Dy, z,, # o,
hm x, = xo gilt, dass llm f(z,) = fo ist.

fo helﬁt dann Grenzwert Von f an der Stelle 2y und man schreibt

lim f(z) = fo.
T—T0
Falls lim z,, = oo bzw. lim z, = —oo gilt, so schreibt man
n— o0 n—oQ
lim f(x) = o0 bzw. lim f(x) = —oc0.
T—T0 T—x0
Beispiel
2?1
a) Sei s(x) = . Wir bestimmen lim s(z).

1
-3 xa%

1 1
Sei (x,,) eine beliebige Folge mit den Eigenschaften z,, € Dy = R\ {5} und lim z,, = 5

n—oo
Dann ist

2 _ 1 1 1
lim s(z) = lim T R [ (20 +3) (#n = ) = lim

Also ist lim s(x) = 1.

z—1
. 2, x>0,
b) Sei f(z) = r—1 , = <0.
1 1
Fiir die Folge (x,) = ( > gilt lim f(x,) = lim — =0,
n n—oo n—oo 1

fir die Folge (z,) = ( 1) gilt hm f(z,) = lim L 1) = —1.

n—00 n

Da 0 # —1, besitzt die Funktlon an der Stelle o = 0 keinen Grenzwert.

Aufgabe
x
> 1
: - ) 211 0 T
Bestimmen Sie lim g(z) fir g(z) = 1\ 2
z—1 (ZE . 5) L x< 1



Rechenregeln fiir Grenzwerte von Funktionen

Seien f(z) und g(x) Funktionen mit lim f(z) = fp und lim g(z) = go. ¢ € R sei eine
Tr—TQ T—T0

Konstante. Dann gilt

a) lim (¢- f(z)) =c- lim f(z) =c- fo,

T—T0 T—rT0

Whm0@+ﬂﬂﬁﬂmf@+g%d@=h+%

T—T0 Tr—xQ

c) lim (f(z) —g(z)) = lim f(z) - lim g(x) = fo — go,

T—T0 T—T0 T—T0

d) lim (f(z)-g(z)) = lim f(z)- xh—g:lo g9(x) = fo - go,

T—T0 T—TQ

lim f(x)
e) lim (f(x)) Sl fO, falls go # 0.

z—0 lim g(x) - 9
T—T0

Rechts- und linksseitige Grenzwerte

In manchen Zusammenhéngen, wie z. B. an Intervallrdndern, betrachtet man sogenannte
einseitige Grenzwerte.

Definition

a) Seien f(x) eine Funktion und zy € R mit (zo;z9 + ) C Dy fiir ein € > 0.
fr heiBit rechtsseitiger Grenzwert von f fir x — xg, wenn f(x,) gegen f, konvergiert fiir
jede Folge x,, — x¢, z, > 0.
Man schreibt dann

lim f(z) = .

:E—):EO
b) Seien f(x) eine Funktion und zy € R mit (¢ — ¢;2¢) C Dy fiir ein € > 0.

f1 heiBt linksseitiger Grenzwert von f fiir x — xo, wenn f(x,) gegen f; konvergiert fiir
jede Folge x,, — ¢, x,, < ro Man schreibt dann

lim f(z) = fi

.7?—>$0

Beispiel

—1 fir z <0,
Seisgn (x)=4¢ 0 fiir =0,

1 fiir >0.
Dies ist die sogenannte Signumfunktion
(gesprochen ., Signum von z*).
Offensichtlich gilt

lim sgn (z) =1 und lim sgn (z) = —1.
x—0F =0~

Der Grenzwert fiir z — 0 existiert nicht.

Abbildung 40: Signumfunktion
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36 Stetigkeit von Funktionen

Im Folgenden befassen wir uns mit dem Begriff der Stetigkeit einer Funktion. Anschaulich
kann man sich das so vorstellen, dass man den Graphen einer stetigen Funktion zeichnen
kann, ohne den Stift abzusetzen. Mathematisch gesehen geniigt diese anschauliche Vorstellung
jedoch nicht.

Definition

Sei f(x) in einer Umgebung von xy definiert. f heifit stetig an der Stelle xy, wenn
a) rechts- und linksseitiger Grenzwert an der Stelle x( existieren,
b) rechts- und linksseitiger Grenzwert an der Stelle x( gleich sind und
c¢) der Grenzwert an der Stelle zp mit dem Funktionswert f(x() tibereinstimmt.
Beispiel
Die Signumfunktion aus dem letzten Beispiel ist nicht stetig an der Stelle xq = 0.
Wichtig im Zusammenhang mit den mathematischen Grundfunktionen ist der folgende Satz.

Satz

Die mathematischen Grundfunktionen sind stetig auf ihrem jeweiligen Definitionsbereich.
Summen, Differenzen, Produkte, Quotienten und Verkettungen stetiger Funktionen sind stetig
auf ihrem Definitionsbereich.

Beispiel

Da f(z) = € stetig ist auf Dy = R und g(z) = v/ stetig ist auf D, = Ry, ist (f o g)(x) =
f(g(x)) = eV® stetig auf Do, = Ry

Im Folgenden betrachten wir noch einige Beispiele zu den Themen Grenzwerte und Stetigkeit.
Dabei greifen wir auch noch einmal das Thema der behebbaren Definitionsliicken auf, das im
Zusammenhang mit der Untersuchung des Verhaltens rationaler Funktionen im Bereich von
Definitionsliicken behandelt wurde (vgl. Abschnitt [25)).

Beispiel

*— 30 — 92% 4 237 — 12
Sei f(z) = U = z(x) Um den Definitionbereich zu bestimmen,
2?2 + 8z + 15 n(z)

berechnet man die Nullstellen des Nennerpolynoms mit der pg-Formel. Diese sind —3 und
—5. Daraus folgt Dy = R\{—3; =5} und n(z) = (x + 3)(x + 5).

Wir betrachten nun das Verhalten der Funktion f in der Ndhe der Definitionsliicken genauer.
Die Werte des Zahlerpolynoms z(—3) = 0 und z(—5) = 648 konnen Sie z. B. mit dem
Hornerschema bestimmen.

—3 ist also auch Nullstelle es Zahlerpolynoms, —5 nicht. Es gilt

3) (2% — 622 + 9z — 4 5622 +9r—4  —112
lim f(z) = lim (r+3)( v 49z —4) = lim ~ v = = —56
r——3 r——3 (33 —+ 3)(33 —+ 5) r——3 T + 5 2
T f@) = oo, Tim () = —oc,
Wenn man sich von links der Stelle x = —5 néhert, gehen die zugehorigen Funktionswerte

gegen 00, bei der Anndherung von rechts gegen —oo. Man spricht in einem solchen Fall von
einer Polstelle mit Vorzeichenwechsel. Da —5 einfache Nullstelle des Nenners ist, spricht man
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genauer von einer Polstelle erster Ordnung mit Vorzeichenwechsel.

Fiir die Stelle x = —3 ist der Sachverhalt anders. Da x = —3 sowohl Nullstelle des Zéhlers als
auch Nullstelle des Nenners ist, ldsst sich der Faktor (z+3) kiirzen. Man spricht in diesem Fall
von einer hebbaren Singularitéit. Die Funktion lédsst sich an der Stelle x = —3 stetig ergénzen.

g(x) = { Jigg ’ ZE H_)é’ ist stetig auf D, = Dy U {—-3} = R\{-5}.

Aufgabe

(z —1)(2* + 22 — 8)

Gegeben sei die Funktion f(z) = @F (30— 4)

a) Bestimmen Sie alle Nullstellen des Zahlerpolynoms z(z) und des Nennerpolynoms n(z).
b) Geben Sie den Definitionsbereich von f an.

)
)

¢) An welchen Stellen hat die Funktion Polstellen?
)

d) Gibt es hebbare Singularitdten? Wenn ja, bestimmen Sie die stetige Ergidnzung.
Beispiel
21 + x? , x €[0;1],
- : ar — 2 + 1 z € (1;2)
Gegeben sei die Funktion f(z) = o ’ $eh
b(x>~* —x —1) €23
x - 3].
1'2 + 1 Y )

Die Parameter ¢ und b sollen so bestimmt werden, dass die Funktion auf Dy = [0; 3] stetig
ist. Es sind die Stellen z = 1 und x = 2 genauer zu untersuchen. Es gilt

lim f(x) = lim (22 +2%) =3 = f(1),

T—1" T—1"
li = i — 28 =a.
lim f(x) xi}rﬂ(ax r+zx)=a

Damit f an der Stelle x = 1 stetig ist, muss folglich a = 3 sein. Mit a = 3 erhalten wir

lim f(r) = lim (4o —2°) =0,

T2~ T2~
, . bt —x 1) 1
R E S

Folglich muss b = 0 sein. Fiir a = 3 und b = 0 ist die Funktion insgesamt stetig auf Dy.
Aufgabe

Bestimmen Sie a > 0 so, dass die Funktion

f(z) = e fir x <0,
= In(z+a) firz >0,

stetig auf Dy = R ist.
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37 Grundlagen der Differentialrechnung

In diesem Abschnitt wird der Begriff der ersten Ableitung einer Funktion eingefiithrt. Dazu
betrachten wir zunéchst ein Beispiel, in dem auch Begriffe wie ,,durchschnittliche und mo-
mentane Anderungsraten® und ,,Sekanten und Tangenten® gegeniibergestellt werden.
Beispiel

Die Kosten fiir die Beseitigung von p % Verunreinigungen in einem See sind durch

10p

= ———,p€[0;100
105_p7p6[ Y ]7

b(p)

gegeben.
Wertetabelle

p H0‘10‘20‘30‘40‘50‘60‘70‘80‘90‘100‘

100

11

40

3

20 | 32 | 60 | 200

&l 8

Wir fragen nun, was der Zuwachs an Kosten ist, wenn statt p % der Verunreinigungen (p+h) %,
h >0, p+ h < 100, beseitigt werden sollen. Es gilt

10(p+h)  10p 1050h
105—(p+h) 105—p  [105— (p+ h)](105 — p)’

blp+h)—b(p) =

200
1501 Z. B. betr2£i8gt der Zuwachs an Kosten b(30) —
b(20) = 7 ~ 1,65 fiir die Beseitigung von
144
b 100 30 % statt 20 %, b(60) — b(50) = 3 4,42
fiir die Beseitigung von 60 % statt 50 % und
50 b(100) — b(80) = 168 fiir die Beseitigung von
100 % statt 80 %.
0 T T T T 1
0 20 40 60 80 100
10Dp
105 —p

Abbildung 41: Kosten fiir die Beseiti-
gung von Verunreinigungen

Will man nun eine Aussage iiber die durchschnittliche Anderung der Kosten machen, so muss
man die Anderung der Kosten im Verhéltnis zur Anderung in p betrachten.
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2001

150 Der durchschnittliche Zuwachs an Kosten fiir

die Beseitigung von 95 % statt 75 % betrigt
b(95) — b(75) 7
b 1001 9%5—-75 2
Dieser Wert entspricht der Steigung der Se-

kanten durch die Punkte (75;b(75)) und

501 (95;6(95)).
0 // : .
0 20 40 60 80 100
p
10p 7 475
105 — p 2P

Abbildung 42: Sekante, durchschnitt-
liche Anderungsrate

Definition

Sei f eine auf dem Intervall [a; b] stetige Funktion. Die durchschnittliche Anderungsrate von
f im Intervall [zo; x1] mit a < 2o < x1 < b betrdgt

f(l’l) - f(Io)

1 — 2o .
Geometrisch ist dies die Steigung der Geraden (der Sekante) durch die Punkte (zo; f(x)) und
(w15 f(21)).

Der Ausdruck M heifit Differenzenquotient.
L1 — Zo

Beispiel
Sei f(r) =2*+1.
Die durschnittliche Anderungsrate von f im Intervall [—1; 3] betrigt

fB) = f(=1)

3- (1) =2

Die durschnittliche Anderungsrate von f im Intervall [—2; 7] betrigt

(1) - f(=2)

7—(-2) g

Aufgabe

Bestimmen Sie die durchschnittlichen Anderungsraten der Funktionen auf den angegegebenen
Intervallen.

2) f(z) = % firr [1:2] und [23]  b) g(x) = 3 — 22 fiir [-2:1] und [~2:3]
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Aufgabe
In der folgenden Tabelle ist die Grofle eines Kindes in Abhéngigkeit vom Alter angegeben.

Alterin Jahren | 0 [ 1 [ 2 |3 | 4 | 5 | 6 | 7
GréBe inem | 50 | 75 | 87 [ 95 | 103 | 110 | 115 | 123

a) Wie viel wichst das Kind in den ersten drei Jahren im Durchschnitt pro Jahr?

b) Wie grof ist die durchschnittliche Anderungsrate im Alter von vier bis sieben Jahren?

Beispiel

Wir setzen nun die Uberlegungen zu den Kosten fiir die Beseitigung von Verunreinigungen in
einem See fort.

Allgemein betréigt die durchschnittliche Anderungsrate bei der Beseitigung von (754h) % statt
b(75+h) — b(75) 35

75 % der Verunreinigungen = . Geometrisch ist dies die Steigung der

(75+h)—75  30—h
1
Sekanten durch die Punkte Py(75;25) und P, (75 + b 0;;5 +hh)).

Wir interessieren uns nun dafiir, was passiert, wenn P, immer niher an Py riickt, d. h. |Al
immer kleiner wird. Anders ausgedriickt betrachten wir den Grenzwert fiir A gegen 0

o TS R) —b(T5) 35 T
=0 (7T5+h)—T75  h=030—h 6

2007 Dies ist die momentane Anderungsrate der
Kosten an der Stelle p = 75. Geometrisch
150 handelt es sich um die Steigung der Tangen-
ten an den Graphen von b(p) an der Stelle
p=T5.
b 100 T
50
0 T T T T 1
0 20 40 60 80 100
o]
10p 125 7
105 —p 2 6P

Abbilglung 43: Tangente, durchschnitt-
liche Anderungsrate
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Diesem Beispiel liegt das folgende allgemeine Konzept zugrunde.
Definition
Sei f eine Funktion, die in einer Umgebung von xy definiert ist. Existiert

i Lo+ P) = f2o) _ o F(@ot+ 1) = flzo)
h—0 (x(] + h) — 2o o h—0 h )

so heifit f an der Stelle x( differenzierbar.

Der Grenzwert wird dann mit f'(zq) bezeichnet und heifit erste Ableitung von f an der Stelle

Zg-

Ist I ein offenes Intervall, so heifit f differenzierbar auf I, wenn f an jeder Stelle x € [

differenzierbar ist. Man schreibt dann f’(z).

df (x)
dx

heifit Differentialquotient.

Eine andere Schreibweise ist (gesprochen ,df () nach dz*).

df (z)
x
Beispiel

Wir betrachten die Funktion f(x) = x?. Es gilt
_ 2 _ 2
) f@) @R
h—0 h h—0 h
. 2%+ 2hx + h? — 2?
= lim
h—0 h
~ lim h(2z + h)
h—0 h

= lim(2z + h) = 2z.
h—0

Somit ist f'(x) = 2x, wie Sie sicher alle bereits in der Schule gelernt haben.

Aufgabe

a) Zeigen Sie wie im Beispiel, dass die erste Ableitung von f(z) = z* durch f'(z) = 3z*

gegeben ist.

b) Koénnen Sie auch allgemein zeigen, dass die erste Ableitung von f(x) = 2™, n € N, durch
f'(z) =n-z"! gegeben ist?

Hinweis: Verwenden Sie den binomischen Lehrsatz.

Aufgabe

Bestimmen Sie fiir z > 0 den Grenzwert lir% M, d. h. die Ableitung von f(z)
n— n
().

Hinweis: Verwenden Sie die dritte binomische Formel.
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Ableitungen der mathematischen Grundfunktionen

Die ersten Ableitungen der mathematischen Grundfunktionen sind in der folgenden Tabelle
festgehalten. Dabei sind die jeweiligen Definitionsbereiche zu beachten.

@) | 7@)
c konstant 0
% a#0 ax® 1
e’ e’
1
In (z) -
x
sin () cos ()
cos () — sin (x)
1
=1 2
tan () cos? (1) + tan” (x)
1
cot (z) | ——5— = —1—cot*(z)
sin® (z)
n (2) 1
arcsin (z —_—
V1 —a?
@ —
arccos (z —_—
V1 — 2
tan (2) :
arctan (z
1+ 22
-1
arccot () 22

Ableitungsregeln

Die Ableitungen von verkniipften Funktionen berechnet man mit Hilfe der folgenden Ablei-
tungsregeln.

Seien f(z) und g(x) differenzierbar.

a) Faktorregel
y=c- f(z),c € R konstant = ¢ =c- f'(x)

b) Summen- bzw. Differenzenregel
y="[f@)t9(z) = v =f(a) g (z)

c¢) Produktregel

d) Quotientenregel

e) Kettenregel



Beispiel

a) y=4x3 —51? — 6
Nach der Regel fiir konstante Faktoren und der Summenregel differenziert man das
Polynom termweise, d. h.

y =4(2*) —5(2%) =4-32" - 5220 = 1227 — 102

Die Ableitung des Zihlers f(z) = 23 — 2z — 3 ist f'(z) = 32? — 2, die Ableitung des
Nenners g(z) = 22 — 1 ist ¢'(z) = 2z.
Mit der Quotientenregel folgt

, (322 —2)- (22 —1) — (2* —22—3)-2x

/- 1y
3zt — 522 +2 — 22* +42% 4 62
B (e — 1)
ot — 2?4+ 62 +2
S @y

c) y=a3 sinz
Anwendung der Produktregel liefert

y = 32% -sinz + 2% - cos .

d) y=va2+1
Die Kettenregel ist anzuwenden. Es ist y = f(u) = /u mit u = g(x) = 2* + 1. Damit
ergibt sich

1 T
/: / X -,x :—-21‘: .
y = 9@) g =y = =

Aufgabe

Betrachten Sie diese Aufgabe als ,, Gehirnjogging® zum Einiiben der Ableitungsregeln.
Berechnen Sie jeweils die erste Ableitung der folgenden Funktionen.

i1l —s—i c s) = 8(s* s)-ef
a) f(x) = 22" = 22”45 lo)f(t)—ﬂ1 i ) f(s) = 8( 4+2>
1) =432 - 1) 0 fla) = (56~ Vi) (@ - 1) 0 fp) =2
O 0 =@ Ve W=D (5y) D56 =Y
, a? -1 B4+b+1 1, 20
J)f(a):m k)f(b):m . l)f(d):(gd +2>
) fn) = V30T ) g = - (30 V) o) £(x) = In (In & ~ 1)
D) f(2) = VIn@eF05) q) fla) = ot e e ) f(w) = In (u)

) @)= \Ja+ve ) f@)= e+ \Jat v
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Aufgabe
Nach der Produktregel gilt fiir die Ableitung des Produkts zweier Funktionen

(f1(@) - fo(2))" = fi(z) - falz) + filz) - fo(2).

Stellen Sie eine Formel fiir die Ableitung des Produktes von drei und von vier Funktionen
auf, d. h. fiir
(fi(@) - (@) - f3(2))" und (fi(z) - fo(z) - fa(2) - fa(@))'.

Ko6nnen Sie auch eine Formel fiir die Ableitung eines Produktes von n Funktionen angeben?

Ableitungsregel fiir Umkehrfunktionen

Ist y = f(z) umkehrbar mit der Umkehrfunktion x = ¢(y), dann ist

/
g\y) =
W= T
Beispiel
a) Wir betrachten y = f(z) = ¢ mit der Umkehrfunktion z = g(y) = In (y). Dann gilt

1 1
/ —= 1 ! _ — = —.
g(y)=(ny) == y

1
Nach Umbenennung der Variablen erhélt man also (In(z))' = —.
x

b) Wir betrachten fiir = € <—g; g) die Funktion y = f(z) = sin (z) mit der Umkehrfunk-
tion x = g(y) = arcsin (y). Dann gilt
1 1 T
'(y) = (arcsin (y))" = = dax € (——; —>
g (y) ( (y)) CcoS (:L') C082 (x) 2 2
1
= da sin’ (z) + cos® (r) = 1

1 — sin? (z)

_ 1 _ 1
V1 —sin? (aresin (y)) /1 — 42

1
Nach Umbenennung der Variablen erhilt man also (arcsin (z)) = .
g (arcsin (1) = ———

Die Herleitung der Ableitungen von arccos, arctan und arccot geht dhnlich.

Weitere Beispiele

a) Fiir die Bestimmung der Ableitung von f(z) = log, (z), b € R\{1} verwenden wir die

1 1
Regel fiir die Umrechnung in andere Basen, d. h. f(x) = n(z . Da —— konstant ist,
In (b) In (b)

~—

erhalten wir mit der bereits bekannten Ableitung fiir In (x)

b) Fiir die Bestimmung der Ableitung von f(z) = b*, b € R\{1} gibt es zwei Moglichkeiten,
die auch allgemeiner verwendet werden konnen.
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i) Wir schreiben f(x) = b* mit Hilfe der natiirlichen Exponential- und Logarithmus-
funktion um in f(z) = ™®). Mit Anwendung der entsprechenden Rechenregel
fiir den Logarithmus erhalten wir f(z) = e*™®) Dies lisst sich nun mit Hilfe der
Kettenregel differenzieren zu

f(@) = (b) - e = 1n(b) - b".

ii) Die zweite Methode wird als logarithmisches Differenzieren bezeichnet.
Wir wenden auf beiden Seiten von f(z) = b* den natiirlichen Logarithmus an und
erhalten In (f(z)) = In (b"). Wieder mit der entsprechenden Rechenregel fiir den
Logarithmus ergibt sich

In(f(z)) = xIn(b).
Wir differenzieren nun beide Seiten dieser Gleichung nach x, wobei wir fiir die
Ableitung von In (f(z)) die Kettenregel verwenden. Damit gilt

f'(x)
f(x)

¢) Wir bestimmen die Ableitung von f(z) = z*. Auch hier gibt es wieder zwei Moglichkeiten.

=1In (b), mit f(z) =" also f'(z) =In(b) - b".

i) Mit f(x) = 2® = @) folgt
f(z)=(n(z) +1)- @ = (In(z) + 1) - 2°.

ii) Logarithmieren auf beiden Seiten der Gleichung f(z) = z* liefert

f'(z)

In(f(z)) =2 -In(zx) = o)

=In(x)+1 = f'(z)=(n(x)+1) 2"

Aufgabe

Verwenden Sie die beiden Methoden der letzten Beispiele, um die Ableitungen der folgenden
Funktionen zu bestimmen.

a) f(x) = (sin(2))® b) flz)=2"@  ¢) f(z) = («? + 1>x3+sin(2m)

38 Ableitungen héherer Ordnung

Ist die erste Ableitung f’(z) einer differenzierbaren Funktion wieder differenzierbar, dann
konnen wir die Ableitung von f’, also (f’)’ bilden. Diese wird mit f” bezeichnet und heift
zweite Ableitung von f. Entsprechend kann man im Falle der Differenzierbarkeit die Ableitung
von f” bilden und erhélt die dritte Ableitung f”, etc. Ableitungen auch hoherer Ordnung
werden im Zusammenhang mit der Untersuchung von Eigenschaften wie Monotonie, Extrema,
Kriimmungsvehalten hinreichend oft differenzierbarer Funktionen benétigt.

Beispiel

Fiir die Funktion f(z) = sin(z) gilt f'(x) = cos(x), f"(z) = —sin(x), f"(x) = — cos (z),
f®(z) = sin (z) usw. Allgemein kann man die Ableitungen von sin (x) auch schreiben als
cos(z) , m=4k+ 1,k € Ny,

—sin(z) , m=4k+ 2,k € Ny,

—cos(x) , m=4k+ 3,k € Ny,

sin(x) , m=4k+4,k € N,.

f() =
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Aufgabe
a) Finden Sie eine allgemeine Darstellung fiir die m-te Ableitung von f(z) = 2™, n € N.

b) Bestimmen Sie einige Ableitungen der Funktion g(x) = In (z) und finden Sie eine allge-
meine Darstellung fiir die m-te Ableitung.

39 Tangentengleichung

Sei f eine Funktion, die an der Stelle xy € D, differenzierbar ist. Fiir die Tangente ¢,, der
Funktion f im Punkt (zo; f(z0)) gilt:

(1) tyy(z0) = f(xo) Tangente und Funktion haben an der Stelle xy dieselben Funktionswerte.

(2) t,,(zo) = f'(x9) Tangente und Funktion haben an der Stelle z dieselbe Steigung.

Da die Tangente eine Gerade ist, hat ihre Gleichung die Form ¢, (z) = a -z + b.
a und b miissen so bestimmt werden, dass (1) und (2) erfiillt sind, d. h.

(1) a 2o+ b= f(xo) (2) a = f'(xo).
Setzt man a = f'(x¢) in (1) ein, so erhdlt man
f'(@o) - o + b= f(x0) <= b= f(z0) — @0 ['(x0).
Daraus folgt die allgemeine Form der Tangentengleichung
tay(2) = f(@0) + (x — 20) - f'(20).

Beispiel

Wir bestimmen die Gleichungen der Tangenten tg, t; und 3 an die Funktion f(z) = 2% —2z+2
an den Stellen zy =0, 1 = 1 und 5 = 3. Es gilt f'(z) = 2z — 2.

-1 0 1 2
X

w -+

|[— @ _2x+2—2-2x 1 -7 +4x

Abbildung 44: Tangenten
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Aufgabe

1
Sei f(x) = In(x). Bestimmen Sie die Gleichungen der Tangenten an den Stellen z, = Y
1 =1 und 29 = 2.
Man nennt ¢,,(x) auch lineare Approximation (Néherung) an f(x) an der Stelle zy. Das
bedeutet, dass in der Nidhe von xy die Funktionswerte ¢,, Ndherungen fiir die Funktionswerte
f(z) sind; t,,(z) =~ f(x) fiir x nahe bei .
Beispiel
Fiir f(z) = €* ist mit f(0) = € = 1 und f'(0) = €° = 1 die lineare Approximation an der
Stelle o = 0 durch to(x) = 1 + = gegeben. Es gilt z. B.

t5(0,1) = 1,1 = £(0,1) = >, wobei |to(0,1) — f(0,1)| < 5,2 - 107,
to(—0,1) = 0,9 = f(—0,1) = e ", wobei [to(—0,1) — f(—0,1)| < 4,9-107°.
Aufgabe

a) Bestimmen Sie die lineare Approximation fiir f(x) = sin (z) an der Stelle zq = 0.
b) Berechnen Sie damit Néherungen fiir sin (0,1), sin (0,2) und sin (0,3).

c) Vergleichen Sie die N#herungswerte aus der linearen Approximation mit den Werten,
die IThnen der Taschenrechner liefert.

40 Monotonieeigenschaften differenzierbarer Funktio-
nen

Wiederholen Sie zunachst die Definitionen zur Monotonie von Funktionen aus dem Abschnitt
271

Sei f’ eine differenzierbare Funktion. Da die Ableitung f’(x) die Steigung der Funktion be-
schreibt, kénnen wir aus dem Vorzeichen von f’(z) ablesen, ob die Funktion wachsend oder
fallend ist.

Satz

Ist f auf einem Intervall I differenzierbar, so gilt

0 fiir alle z € I = f(x) streng monoton fallend im Intervall I,

0 fiir alle z € I <= f(x) monoton wachsend im Intervall I,
d) f'(z) <0 fiir alle z € I <= f(x) monoton fallend im Intervall I.
Beispiel

a) f(x) =Inz. Esgilt f'(x) = 1/x > 0 fiur alle z € (0,00). Also ist f(z) streng monoton
wachsend auf (0,00).

b) f(x) =x+sinz, x € R. Esist f'(z) =1+ cosz > 0, da cosx > —1 ist. Damit ist f(x)
monoton wachsend.
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c) flx)=(2—-2x—2?) e Esgilt f'(x)=(z—2)  (x+2) e

Vorzeichentabelle
T -2 2
el=® + + +
(x4+2)| - 0 + +
(r—-2) | - 0 +
f'(x) + 0 - 0 —+
40
30 - Aus der Vorzeichentabelle ermitteln wir
f'(x) >0 fir x € (—o0;—2) und = € (2;00)
20 und f'(z) <0 fir z € (—2;2) .

Also folgt, dass f(z) streng monoton wach-
send ist auf dem Intervall (—oo;—2) und
10,1 auf dem Intervall (2;00). Auf dem Intervall
(—2;2) ist f(x) streng monoton fallend.

2 0 —7 6 8 10

X

_10_

— streng monoton wachsend
streng monoton fallend

Abbildung 45: Monotonie

Aufgabe

Bestimmen Sie fiir die folgenden Funktionen jeweils den Definitionsbereich und untersuchen
Sie das Monotonieverhalten.

) A) = 3@ =6 b) fla) = ) file) =
d) fa(w) =™ e) fy(x) = (2* +2)

Aufgabe

In einer 90 Minuten dauernden Vorlesung iiber Folgen und Grenzwerte wurde die Aufmerk-

samkeit des Studenten Xaver Fidelius, gemessen auf einer Skala von 0 bis 100, analysiert.

Dabei bedeutet der Wert 0 Tiefschlaf und der Wert 100 hellwach mit voller Aufmerksamkeit.

Den Beobachtungen zufolge lédsst sich die Aufmerksamkeit des Studenten gut durch das Modell
1 17

4
Alt) = —2 — — 2+ =t +60,t € (0,90
(*) 1080 180 +3+ ¢ €[0,90]

beschreiben.
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a) In welchen Zeitintervallen wachst die Aufmerksamkeit?

b) In welchen Zeitintervallen ldsst die Aufmerksamkeit nach?

¢) Zu welchem Zeitpunkt befindet sich der Student im Tiefschlaf?

)
)
)
d) Ist der Student zu irgendeinem Zeitpunkt hellwach?
e) Skizzieren Sie die Graphen von A(t) und A'(?).

)

f) Wie lasst sich der Verlauf der Aufmerksamkeit des Studenten erklaren?

Schreiben Sie dazu eine kleine Geschichte. @

41 Globale und lokale Extrema

In vielen Anwendungen treten Fragen nach optimalen Losungen auf, z. B. nach maximalen
Gewinnen oder minimalen Kosten. Bei zugrundeliegenden Modellen in Form von Funktionen
bedeutet dies, maximale bzw. minimale Funktionswerte und Stellen, an denen diese angenom-
men werden, zu bestimmen.

Definition

Sei f eine Funktion und x4 € Dy.
a) Globale Extrema

i) f(xo) heifit globales Maximum von f(x), wenn f(xo) > f(x) fir alle z € Dy gilt.
ii) f(zo) heiBt globales Minimum von f(x), wenn f(x¢) < f(z) fir alle x € Dy gilt.

b) Lokale Extrema
Zu € > 0 bezeichnen wir mit U.(x() das offene Intervall (xg — ;2 + €).

i) f(x) heifit lokales Maximum, wenn f(x¢) > f(x) fiir alle x € U.(xg) gilt fiir ein
e>0.

ii) f(zo) heifit lokales Minimum, wenn f(zq) < f(x) fiir alle x € U.(x¢) gilt fiir ein
e > 0.

Zusammenfassend verwendet man auch die Begriffe Optimal-, Extremalstellen bzw. Optimal-,
Extremwerte.

Gilt in oben stehender Definition ,,>“ bzw. ,<“ statt ,>“ bzw. ,<“ so spricht man auch von
strikten Maxima bzw. Minima.

Wir beschéftigen uns nun mit Kriterien fiir die Existenz von Extremwerten und mit Methoden,
wie man diese findet.

Ein wichtiges hinreichendes Kriterium fiir die Existenz von Extremalstellen liefert der folgende
Satz.

Satz

Sei f : [a;b] — R stetig auf dem abgeschlossenen Intervall [a; b]. Dann existiert (mindestens)
eine Stelle zg € [a;b], an der f ein Minimum besitzt und (mindestens) eine Stelle z; € [a; b],
an der f ein Maximum besitzt, d. h.

f(zo) < f(z) < f(xy) fiir alle x € [a;b].
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Um zu untersuchen, ob eine Funktion globale Extrema besitzt und diese gegebenenfalls zu
bestimmen, miissen folgende Punkte beriicksichtigt werden.

a) Bestimmung aller lokalen Extrema,

b

Untersuchung der Funktion an Intervallréndern,

)
)
¢) Untersuchung der Funktion an Definitionsliicken,
d)

Untersuchung des Verhaltens fiir x — oo und x — —o0.

Wir beschéftigen uns nun mit der Bestimmung lokaler Extrema mit Hilfe der Methoden
der Differentialrechnung, d. h. unter geeigneten Differenzierbarkeitsvoraussetzungen an die
Funktion, die untersucht werden soll.
Anschaulich gilt zunéchst Folgendes.

Bei einem lokalen Maximum ist die Funktion
vor dem Maximum wachsend und danach fal-
lend. Ist f differenzierbar, so bedeutet dies,
dass die Tangentensteigung vor dem Maxi-
mum grofler oder gleich Null, im Maximum
gleich Null und danach kleiner oder gleich
Null ist.

Abbildung 46: Extrema

Diese anschaulichen Uberlegungen fassen wir nun in einem Satz zusammen. Dabei bezeichnen
wir Punkte, in denen f’(z) = 0 ist, d. h. Punkte mit waagerechter Tangente, als stationére
Punkte.

Satz

a) Der Graph einer differenzierbaren Funktion besitzt an einem lokalen Extremum f(x)
stets eine waagerechte Tangente, d. h. es gilt f'(x¢) = 0.

b) Ist f eine differenzierbare Funktion und (zo; f(x)) ein stationdrer Punkt, dann gilt:
i) Ist fir ein ¢ > 0 f'(x) < 0 fur alle x € (29 — ;29) und f'(z) > 0 fir alle
x € (xo;x9 + €), dann besitzt f an der Stelle xq ein lokales Minimum.

ii) Ist fiir ein ¢ > 0 f'(z) > O fir alle x € (xy — €;20) und f'(z) < 0 fur alle
x € (xo; 9 + €), dann besitzt f an der Stelle xq ein lokales Maximum.

iii) Ist f'(z) > 0 fiir alle x € (zg — £;20) U (zo; 20 + €) oder f'(z) < 0 fur alle x €
(xo — €;0) U (mo; 2o + €), dann ist (zo; f(z0)) ein sogenannter Sattelpunkt.

101



Beispiel

3

Wir untersuchen die Funktion f(x) =2°-e

Definitionsbereich: Dy = R

Nullstellen: Es gilt

fz) =0 < 2*

Die Funktion besitzt eine Nullstelle fiir z = 0.

10

_)(36_)(

Abbildung 47: Extrema

Beispiel

—x

e =0 & z=0.

Monotonie und Extrema: Es gilt f'(x) =
r?(3 — ) - e ® und

2?3 —z)-e " =0
<~ x=0Vz=3.

Fiir z € (—00;0) und z € (0;3) gilt f'(z) >
0, fiir x € (3;00) ist f'(z) < 0.

Damit erhalten wir: f ist monoton wach-
send auf dem Intervall (—oo;3] und mono-
ton fallend auf dem Intervall [3;00). An der
Stelle x = 3 besitzt die Funktion ein strik-
tes lokales Maximum f(3) = 27 - e 3. Da

lim 2% e™® = —oo und lim 2% - e = 0,
Tr—r—00 T—00

ist f(3) ein globales Maximum.
An der Stelle x = 0 besitzt die Funktion
einen Sattelpunkt.

Es ist sinnvoll, an dieser Stelle den Abschnitt [31] iiber trigonometrische Funktionen zu wie-
derholen. Schauen Sie insbesondere noch einmal die Wertetabellen an.
Wir untersuchen das Monotonieverhalten und bestimmen die Extrema der auf R definierten

Funktion f(z) =x — 2cos(z).
Es gilt f'(z) =1+ 2sin(x).

F'(r) =0

sin ()

sin ()

ve (

6

[ A A A |

ve (

6

1

1

2

1

>__

2

7
-z + 2km; n + 2km

1

sin () < —=

2

5
. + 2k, — + 2km

02

1+ 2sin(z) =0

x:—g—k%ﬂ\/x:—%—i—%w,keZ
1+ 2sin(z) >0

),keZ
),keZ

6

1+ 2sin(z) <0

6



Fiir ¢ € <—%+2kw;%+2kﬁ> ke Zist

f streng monoton wachsend.

10 A
Fir z € —5%+2k7r;—%+2k7r ke Z

ist f streng monoton fallend.

- - - Die Fu7rT1ktion besitzt an den Stellen
T = ~% + 2km, k € Z, lokale Minima

f<—%+2k7r) :—%+2]€7T—\/§

und an5 den Stellen
T = —% + 2km, k € Z, lokale Maxima

_20_
X — 2 cos(X) |

f (—5—7T + 2k7r) __om + 2k + V3.
Abbildung 48: Monotonie, Extrema 6 6

Aufgabe

2

a) Sei f(z)=(22—1)-e .

i) Bestimmen Sie den Definitionsbereich, und berechnen Sie die Nullstellen von f.

ii) Untersuchen Sie das Monotonieverhalten, und bestimmen Sie alle lokalen Minima
und Maxima. Besitzt die Funktion globale Extrema?

b) Sei f(x) = x -sin (z) + cos (x).

i) Bestimmen Sie den Definitionsbereich von f.

ii) Berechnen Sie alle lokalen Minima und Maxima von f. Besitzt die Funktion f globale
Extrema?

42 Konvexitit, Kriimmungsverhalten

Wir erkldren zunéchst einige Begriffe und Zusammenhénge an Hand von Graphiken.

*1 Der blau gezeichnete Funktionsgraph be-

schreibt eine Linkskurve.

Die Verbindungsstrecken (rote Linien) zu je
zwei Punkten des Funktionsgraphen liegen
stets iiber dem Funktionsgraphen.

Solche Funktionen nennt man konvex.

14 In der Umgebung eines lokalen Minimums
beschreibt der Graph eine Linkskurve. Die
- ~ : % T Tangentensteigung, d. h. f’(z) nimmt mit

x wachsendem x zu.
l— @ — Verbindungsstrecken‘

Die Ableitung ist also monoton wachsend.

Abbildung 49: Konvexe Funktion
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Der blau gezeichnete Funktionsgraph be-
schreibt eine Rechtskurve.

Die Verbindungsstrecken (rote Linien) zu je
zwei Punkten des Funktionsgraphen liegen
stets unter dem Funktionsgraphen.

Solche Funktionen nennt man konkav.

In der Umgebung eines lokalen Maximums
beschreibt der Graph eine Rechtskurve. Die
x Tangentensteigung, d. h. f/(x) nimmt mit
wachsendem z ab.

T
1

-14
l— 42— Verbindungsstrecken‘

Die Ableitung ist also monoton fallend.

Abbildung 50: Konkave Funktion

Es folgen nun einige mathematische Definitionen und Sétze.
Definition

Sei f auf einem Intervall I definiert.

a) f heifit konvex auf I, wenn fiir alle z1, 25 € I und jedes A € (0;1) gilt
FO+ (1= Xaz) < Af(z1) + (1= A)f(22).

D. h. die Verbindungsstrecke zwischen (z1; f(z1)) und (xo; f(x2)) verlduft nicht unter-
halb des Graphen von f.

b) f heifit strikt konvex auf I, wenn fir alle x1, 25 € I und jedes A € (0;1) gilt
FAzy 4+ (1= Naxg) < Af(z1) + (1 = X) f(xa).

D. h. die Verbindungsstrecke zwischen (z1; f(z1)) und (z9; f(x2)) verlduft oberhalb des
Graphen von f.

c) f heifit konkav auf I, wenn fiir alle z1, 25 € I und jedes A € (0;1) gilt
fQOz1+ (1= Nxg) > AMf(z1) + (1 = A) f(2).

D. h. die Verbindungsstrecke zwischen (z1; f(x1)) und (xo; f(2z2)) verlauft nicht oberhalb
des Graphen von f.

d) f heiit strikt konkav auf I, wenn fiir alle z1, 25 € I und jedes A € (0;1) gilt
fz1 4+ (1= Nwza) > Af(z1) + (1 = A) f(22).

D. h. die Verbindungsstrecke zwischen (z1; f(z1)) und (x9; f(x2)) verlduft unterhalb des
Graphen von f.

Ist die Funktion differenzierbar, so lasst sich das Kriimmungsverhalten mit Hilfe der Mono-
tonieeigenschaften der ersten Ableitung untersuchen.
Ist /" monoton wachsend, so ist f konvex, ist f’ monoton fallend, so ist f konkav.

Ist nun f zweimal differenzierbar auf I, so konnen wir die Monotonieeigenschften von f’ und
damit das Kriimmungsverhalten von f” untersuchen (vgl. auch Abschnitt . Es gilt:
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0 fiir alle z € I = f’(x) streng monoton fallend im Intervall I,

) f'(x)
) f(z) <

c) f"(z) >0 fur alle x € [ <= f’(x) monoton wachsend im Intervall I,
) f'(x)

IN

0 fiir alle z € I <= f'(z) monoton fallend im Intervall I.

Damit erhalten wir folgende Aussage.
Satz

Sei f auf einem Intervall I zweimal differenzierbar. Dann gilt:

a) f"(x) >0 fir alle x € I = f(x) strikt konvex auf dem Intervall I,

)

b) f"(z) <0 fiir alle z € I = f(x) strikt konkav auf dem Intervall I,
)
)

) f(
c) f(x
)

d) f"(z) <0 fir alle x € I <= f(x) konkav auf dem Intervall I.

<
> 0 fur alle x € [ <= f(x) konvex auf dem Intervall I,

Fiir lokale Extrema gilt damit der folgende Satz.
Satz
Sei f zweimal differenzierbar und (xo; f(zo)) ein stationdrer Punkt, d. h. f'(x¢) = 0. Dann
gilt:
a) Ist f”(x¢) > 0, dann besitzt f an der Stelle z ein lokales Minimum f ().

b) Ist f”(x¢) < 0, dann besitzt f an der Stelle 2 ein lokales Maximum f(x).

43 Wendepunkte

Wendepunkte sind solche Punkte, an denen der Graph einer Funktion das Kriimmungsverhalten
andert, d. h. von einer Rechts- in eine Linkskurve oder von einer Links- in eine Rechtskurve
iibergeht.

Unter geeigneten Differenzierbarkeitsvoraussetzungen an die Funktion lassen sich Wendestel-
len mit Hilfe von Ableitungen bestimmen.

Wendestellen sind Extremalstellen der ersten Ableitung! Wir kénnen daher die Ergebnisse zu
Extremalstellen sinngeméf iibertragen.

Satz
Sei f zweimal differenzierbar. Dann gilt:
a) Ist f"(x¢) = 0 und fiir ein € > 0 f"(z) > 0 fiir alle x € (¢ — ;29) und f"(x) < 0

fir alle z € (xg; xo + €), dann besitzt f an der Stelle zy eine Wendestelle (Wechsel von
konvex nach konkav).

b) Ist Ist f”(z) = 0 und fiir ein € > 0 f"(x) < 0 fiir alle x € (xg — €;29) und f"(x) > 0
fir alle z € (x; xo + €), dann besitzt f an der Stelle xy eine Wendestelle (Wechsel von
konkav nach konvex).
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Satz

Sei f dreimal differenzierbar. Dann gilt:

a) Ist f"(xo) = 0und f"”(z9) < 0, dann besitzt f an der Stelle xy eine Wendestelle (Wechsel
von konvex nach konkav).

b) Ist f’(xg) = 0 und f”(zo) > 0, dann besitzt f an der Stelle zo ein Wendestelle (Wechsel
von konkav nach konvex).

Wir betrachten noch einmal die letzten beiden Beispiele aus Abschnitt [41]
Beispiel
Fiir f(z) =23 -e % ist f"(x) =x- (6 — 6x+2?) - e * und f”(z) = (6 — 18z + 92? — %) - e77.
Es gilt

f'(z) =0 <= x-(6—-6r+2?)-e*=0

— z=0Vz=3-V3Vz=3+V3.

AuBerdem ist f”(0) =6 > 0, f"(3—3) = —6-(vV3—1)-e3"V3 <0 und f”(3 —/3) =
6-(V3+1)-e3V3>0.
Der Graph der Funktion wechselt also an der Wendestelle x = 0 von einer Rechts- in eine

Linkskurve, an der Wendestelle = v/3 — 1 von einer Links- in eine Rechtskurve und an der
Wendestelle z = v/3 + 1 wieder von einer Rechts- in eine Linkskurve.

Beispiel
Fiir f(z) =2 —2cos (z) ist f"(x) =2-cos(x) und f"(z) = —2-sin (z). Es gilt
f"(x)=0 <= 2-.cos(z)=0
— x:g+k:7r,k€Z.

AuBlerdem ist f” (g + 2k7r) =—2<0und " (=% + 2kr) =2 fiir k € Z.
Der Graph der Funktion wechselt also fiir k£ € Z an den Wendestellen x = g + 2k von einer

T
Links- in eine Rechtskurve und an den Wendestellen x = —3 + 2k7 von einer Rechts- in eine

Linkskurve.

44 Beispiel zur Kurvendiskussion

Wir untersuchen die Funktion f(z) = z? - €.

a) Definitionsbereich: R

b) Symmetrie: f(—z) =2?-e7®, d. h. f(—x) # f(z) und f(—z) # —f(z).

Die Funktion ist also weder gerade noch ungerade.

c¢) Grenzwerte: lim z?-e* =0 und lim 2°- " = 0o
T—r—00 T—00

d) Nullstellen: Offensichtlich besitzt die Funktion genau eine Nullstelle o = 0, da e # 0
fiir alle z € R.
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e) Monotonie und Extrema: Es gilt f'(z) = z(x + 2) - €. Mit Hilfe einer Vorzeichentabelle

ermittelt man, dass f'(z) > 0 ist fiir x € (—o0; —2) und z € (0;00). f'(z) < 0 gilt fir

z € (—2;0).
Also ist f streng monoton wachsend auf den Intervallen (—oo; —2) und (0; 00) und streng

monoton fallend auf dem Intervall (—2;0).

f besitzt an der Stelle z; = —2 ein lokales Maximum f(—2) =4-¢~2 und an der Stelle
x9 = 0 ein lokales Minimum f(0) = 0.

Da f(x) > 0 fiir alle z € R und lim 2 -¢® = 0, lim 2? - €” = oo, ist f(0) = 0 ein

T—>—00 T—r00
globales Minimum. Ein globales Maximum existiert nicht.

f) Wendepunkte und Kriimmungsverhalten: Es gilt f”(x) = (22 + 42 +2) - e®und f"(z) =

(2% + 62 +6) - €. Da e® # 0 erhilt man mit der pg-Formel f”(z) = 0 fiir 3 = —2 — /2
und 2, = —2 + V2.

Da f"(—2—+/2) = =2v/2 < 0 und f"”(—2++/2) = 2v/2 > 0, besitzt f die Wendestellen
T3=—2—+v2und zs = -2 + V2.

f ist strikt konvex auf den Intervallen (—oo; —2 — v/2) und (=2 + v/2;00). f ist strikt
konkav auf dem Intervall (—2 — v/2; =2 + \/5)

3_
2.5
27 2
1.5 y

0.5 T T T T 1
-5 -4 -3 =2 -1 0 1
X

Abbildung 51: Graph von f(x) = z%e”

_1_
2ex+4xex+x2ex|

X
Extrema ° Wendepunkte| | 2 xeX + 32 eX

|_x2ex

Abbildung 52: Graphen der Ableitungen

Aufgabe

Gegeben sei die Funktion f(z) = 2* — 423 + 42® — 1. Fiihren Sie eine Kurvendiskussion wie
im Beispiel durch.

45

Die Regel von I’"Hospital

Die Regel von 'Hospital ist ein niitzliches Werkzeug fiir die Berechnung von Grenzwerten von
Quotienten zweier Funktionen, wenn sowohl Zahler- als auch Nennerfunktion entweder gegen
einen unendlichen Wert oder gegen Null streben.
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Satz

Seien f(z) und g(x) in einer Umgebung von z, stetig differenzierbare Funktionen. Es gelte
entweder

lim f(z) =0= lim g(x) oder lim f(z) = 400, lim g(z) = £oo.

T—rT0 T—rT0 T—rT0 T—T0

Dann ist , ,
lim M = lim / (m>, falls lim ()

istiert.
o g@) e g(2)  an g(@)

Die Regel gilt sinngemé&f3 auch fiir die Berechnung von Grenzwerten fiir vt — —oco und z — oo
sowie einseitige Grenzwerte.

Beispiel
Sei f(z) = 2 —9 und g(z) = 2? — 22 — 3. Da lim f(z) = lim g(x) = 0 ist, ist lim &
' z—3 z—3 ' a3 12 — 20 — 3
0
vom Typ ,,6“. Nun gilt
. i) . 2z 6 3
lim = lim =-=—
23 ¢g/(r) +-32x—2 4 2
Daraus folgt mit der Regel von 1’'Hospital
) 22 —9 3
lim ——— = —.
a3 32 —2xr —3 2
Beispiel
: : : ... In(2)
Sei f(z) = In(z) und g(z) = z. Da lim f(z) = lim g(x) = oo ist, ist lim vom Typ

T—00 T—00 T—00

00
,— . Nun gilt
00

i L) i:0.

T—00 g/<x) T—00 1

T—r00 T

Aufgabe

Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte mit der Regel von I’Hospital. Priifen Sie immer
zuerst, ob die Voraussetzungen erfiillt sind, d. h. bestimmen Sie den Typ. Verwenden Sie die
Regel wenn notig mehrfach.

216 223 + 322 — 7 1
a) lim LoD b) lim il c) lim 1 (a;)’ 0
T—4 /(IL’) —9 oo 34 —1 r—oo P
d) lim & e) lim—,neN
z—=0 T z—0 g™

Héufig lassen sich durch passende Umformungen auch unbestimmte Ausdriicke des Typs ,,0 -
00, ,00 — 0%, 1% 0% oo’ behandeln, wie die folgenden Beispiele zeigen.
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Beispiel
Sei f(z) =In(x) und g(x) = z. Gesucht ist lim (z - In(x)). Dies ist vom Typ ,,0 - (—oc0)“. Es

z—07F
gilt zunéchst

In(z flx
f(z)- gla) = 2 In(x) = ) T0)
9(z)
Dies ist nun vom Typ ,—*. Nun gilt
! -1
lim f(x)/ = lim 5 = lim () =
=0t ([ 1 z—0t —T~ xz—07F
<g(w)
Daraus folgt mit der Regel von 1’'Hospital
Inx
li -1 = lim — =0.
e in(0) = I o

Merke: Ist lim f(z) - g(z) vom Typ ,,0 - c0®, so formt man um in
T—T0

0
lim f(lx) vom Typ ,,—“ oder in lim
T—rT0 m O T—T0

g9()
NN
@)

00
vom Typ ,,—*.
00

Beispiel

Gesucht st lim z”. Dies ist vom Typ ,,0°¢. Schreibt man 2% = (") = =0z 5o gilt
z—0

lim (z-1n(x
lim 2% = lim e — eL_)DJr( ( ))}

)
z—0t z—0t

da die Exponentialfunktion stetig ist. Mit dem letzten Beispiel folgt also

lim 2% =" = 1.
r—0t

Merke: Ist lim f(:p)g(m) vom Typ ,, 1%, 0% oder ,,00’* | dann wird
T—T0

f(2)9®) umgeformt zu 9 MU @),
Wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion ist dann
lim (g(z) - In (f(2))

ex—mo
zu bestimmen.
Beispiel
C 1 1 N .
Gesucht ist lim [ — — ——— ). Dies ist vom Typ ,,00 — 00*. Es gilt
e—0+ \x  sin(x)
1 1 i — 0
lim | — — — = lim M, vom Typ ,,=“.
=0+t \ & sin(x) z—0+ x - sin () 0
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Es ist

lim (sin(2) ~ )’ (I) ) — lim — (@) ~ 1 , vom Typ 779“~
a—0t (x-sin(z))  a—0t sin (z) 4+ x - cos (x) 0
Weiter gilt nun
(cos(z) — 1) —sin (z) 0

S0 (sin (z) + z - cos (x))’ o0 (2-cos(x) —x-sin(x) 2 0

Damit folgt nun auch

Aufgabe

Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte. Beachten Sie auch die in den Beispielen verwendeten
Umformungen.
sin ()

a) lim c¢) lim >0
) =0 X 70 e — ] ) 250 1 P

tan () . T-e€

4 ltm (1)”” e) lim o £) lim(r — 2) - tan (g)

x—0t X T—00 T—T

1

g) lim (1 - #) h) lim (V)= !

=0 \z tan (:L’) z—1

46 Einfiihrung in die Integralrechnung

In den folgenden Abschnitten werden einige Grundlagen der Integralrechnung behandelt.
Mit Hilfe der Integralrechnung lassen sich Probleme behandeln, bei denen eine Funktion aus
der (bekannten) Ableitung bestimmt werden muss. Aus der bekannten Beschleunigung a(t)
lasst sich die Geschwindigkeit v(t) ermitteln, da v'(¢) = a(t) gilt.

Die Integralrechnung lésst sich auch als Umkehrung der Differentialrechnung auffassen; zu
einer gegebenen Funktion f(x) sind Funktionen F(z) gesucht, so dass F'(z) = f(x) gilt.

Beispiel
: o d , . " ISP ,

Sei f(x) = x. Wir wissen, dass P 2z ist. Fir F(x) = 2% gilt also F'(z) = = = f(x).
x
d 1

Sei g(z) = x*. Wir wissen, dass d—x?’ = 32% ist. Fiir G(z) = gx?’ gilt also G'(z) = 2* = g(z).
x

Definition

Ist F(z) eine differenzierbare Funktion mit F'(z) = f(x), dann heiit F'(z) Stammfunktion
von f(x).
Beispiel

1
Gi(z) = §x3 + 7 ist ebenfalls Stammfunktion von g(z) = 2?, da G} (x) = 2 = g(x) gilt.
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Da die Ableitung einer Konstanten Null ist, gilt allgemein der folgende Satz.
Satz

Ist F'(x) eine Stammfunktion zu f(x) , so erhédlt man durch F'(z) + C mit beliebigem C' € R
samtliche Stammfunktionen von f(x).

Definition

Sei F'(x) eine (beliebige) Stammfunktion von f(z) . Dann heifit die Menge aller Stammfunk-
tionen von f(x)

/f(x)dx =F(x)+C,C € R,
unbestimmtes Integral von f.

Dabei ist [ das Integralzeichen, f(x) der Integrand, C' die Integrationskonstante. Aus dz ist
ersichtlich, dass x die Integrationsvariable ist.

Aus der Definition des unbestimmten Integrals folgt, dass die Ableitung eines unbestimmten
Integrals mit dem Integranden iibereinstimmt, d. h.

[ 1@ac} = o

In der folgenden Tabelle sind die Stammfunktionen zu einigen Funktionen aufgelistet, die man
aus der Tabelle der Ableitungen einiger Grundfunktionen (vgl. Abschnitt ablesen kann.

fe) | @
20 # —1| vt 4 C

at1
x Injz|+C
e’ e’ +C
sin (z) | —cos(z)+C

cos () sin (z) + C

o (2) tan (z) + C
1
— cot C
sin? (z) cot (z) +
1
T2 arctan (z) + C

In mathematischen Formelsammlungen finden Sie umfangreiche Tabellen. Trotzdem benétigt
man einige Regeln fiir die Berechnung von Integralen, die im Folgenden behandelt werden.

Elementare Integrationsegeln

Konstante Faktoren bleiben erhalten,

/a-f(:r)dm:w/f(x)d:c.

Das Integral einer Summe bzw. Differenz ist die Summe bzw. Differenz der Integrale,

Jt@ =g = [ s+ [ gy
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Beispiel
a)

1 1
/(23:2+x—3)dx:2-/x2dx+/a:da:—3-/1da::2-§$3+§x2—3x+0

2 1
/(——465”)dsz-/—dx—4-/ewdx:2ln|m|—46“””+C
x x

Berechnen Sie die folgenden unbestimmten Integrale.

a) /(%-sin(x)+%)dx b) /<cos21(x)_1fx2)dx c) /(x‘”/ﬁ+4\}ﬁ>dx

47 Partielle Integration

Aufgabe

Aus der Regel fiir die Differentiation des Produktes zweier Funktionen lésst sich eine wichtige
Regel fiir die Integration eines Produktes der Form f'(x) - g(z) herleiten.
Wir wissen

(f(z)-g(x)) = f'(2) g(x) + f(z) - g ().
Wir bilden auf beiden Seiten das unbestimmte Integral
[ @ gta)) e = [ £ g@do+ [ 1) a)d

=f(z)-g(z)

Durch Auflésen der Gleichung nach / f'(z) - g(x)dx erhilt man daraus die Formel fiir die

partielle Integration

[ 1@ g@is = 1@ gte) - [ 1) g @y

Beispiel

) /x-emdx Fa) = e g(a) =2

= ze® — /exdx

=gt —e" 4+ C
=(r—-1)e"+C
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b) /(2:)&2 + 37 — 1)e"dx fl(x)=¢" g(z) =22 +3x—1
fl@) =€ g¢(x) =4z +3
(227 4 32— 1)e” — /(41: 4 3)e"da F(z) = e g(z) =4z +3
flx)=¢" g'(z) =4

= (2% 4+ 3z — 1)e” — {(4x + 3)e” — 4/exdm}

= (22° + 37 — 1)e” — (4 + 3)e” + 4e* + C
=z(2x —1)e"+ C

Wie in den Beispielen lassen sich Integrale fiir Funktionen der Form p(z) - e*, p(x) - sin ()
und p(x) - cos (x) berechnen. Dabei bezeichnet p(x) ein Polynom.

Aufgabe

Berechnen Sie die folgenden unbestimmten Integrale mit partieller Integration.
a) /(5x —2)-sin(z)dx b) /(x2 — 2+ 3) - cos (z)dx

Aufgabe

Berechnen Sie die folgenden unbestimmten Integrale mit partieller Integration.

) /1-1n(x)dx b) /maln(x)dx,asé—l ) /x_l-ln(x)dx a) /sin(z)-cos(m)dm

48 Integration durch Substitution

Die Kettenregel der Differentialrechnung (vgl. Abschnitt lésst sich verwenden, um eine
weitere wichtige Integrationsmethode herzuleiten.
Ist F eine Stammfunktion von f, so gilt mit der Kettenregel

F(g(x)) -9'(r) = - {Flg()) + C}.
= /(9@ (@)

Bildet man auf beiden Seiten der Gleichung das unbestimmte Integral, so erhélt man wegen
J(F(g9(z)) 4+ C)dx = F(g(x)) + C die Substitutionsregel

[ o)) g @y = Plo(@) + € = [ fluydu mit u = g(z).

Beispiel
a) /9x2(3x3 —1)%dx Substitution: u = 3z* — 1
16 du 2 2
:/u du — =92 = du = 9z°dx
dx

= iu17 +C
17
1

= 1—7(3x3 -+
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2
x
b ——dx Substitution: © = Va3 + 8
) / Vad + 8

2 du 1 1 3 ZE2
= — 1d _— = — 3 8_5.32:—
3/ " dx 2<$+ ) t 223+ 8
2 2 2
3u—|— 3u x3+8x
2
:§VI3+8+C

Zwei haufig vorkommende Spezialfille lassen sich allgemein angeben. Es lohnt, sich diese
besonders zu merken.

a) Ist F' Stammfunktion von f und a # 0, so gilt

a) /f(ax +b)dx Substitution: u = ax + b
d
/f Y= du =dx
dx a
=—F(u)+C
1
= —F(ar+b)+ C.
a
Also
/faerb F(ax+b) +C.
b) Ist g differenzierbar, so gilt
/
a) / J <m)dx Substitution: u = g(x)
g(x)
(1 du oy
—/udu dm—g(x):dU—g(a:)d:B
=In|ul+C
=1In|g(x)| + C.
Also ()
g (z
dr =1In|g(x)| + C.
Beispiel

1
a) /COS (3x + T)dx = gsin Bz +7)+C

b) /ln (1—-0,52)de = —=2{(1 = 0,52) In (1 — 0,52) — (1 = 0,52)} + C

g'(x)

728 + 62 —9
dr =In|z" + 32> — 92 + 10| + C
C)/g7+3x2—9x+1gx nlz . o |

-~

9(x)
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Aufgabe

Berechnen Sie mit Hilfe geeigneter Substitution die folgenden Integrale.

a) /:U2 e da

d) / :B_l;n(x)dx
g)/cot (x)dx

i) / cos? (x)da
m) / (20 — sin (z))

- (2® 4 cos (x))dx

VAT
b)/tan (x)dx c) \/x__de
e)/tan(5 — 3z)dx f)/0053 (x) sin (z)dz

k) /Sin3 (x)dz 1) /(1 — sin®z) - cos (z)dx
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