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L. Gewshnliche @/"/:/e/mﬁ&z/q@'céwg?e/?

7.4 Ein ﬁMﬂj ’
In velen Bereichen ooy ﬁ//zﬁa/émﬂﬂtk@ﬁ@v ww 2.8, 1 der Skond -
milschernt (Jachstams Hweosz , v ///z/@/?/{(é///‘zféd derxﬂwﬂm?/zxfj Nt —

lther Ressourcen, in [lodellen der Umwel/Shonomie una ir der /7 2ar-
mathematk hat man es hiefla ms¥ 6/8/&4[4{;/007 2u #en, 11 Aenen
de jesacﬁ;@/z Girsfen Fankrionen Sndl und v aener neben Aer ler -
aéﬁd/}y/ém Variablen auch /%/e/'/a/zfm Aor Fenkspson ae/trettss.
Hendelt es sich am Funkfronen ener Lanablen and ivten ﬂb/e/'/af/@eﬂ/
50 prcht: man von fgm%/z (1chen D) fgeren Halple/ hangen, bel G-
chw?jeﬂ mit Fanksonen mehrere ) banablen und 2geN O atte
Ables kmjm von parteillen @/ﬁfe/mﬁ&/ﬁ/e/céd/zfm.
Als Belsple/ fiir A grafe Zeaffméazj der Differer ﬁ'a/j/e/céaﬂfw ser
ter das  Black-Scholes [lodel, err oAl 2ar /?emn/wg A
goHonen, yeﬁaﬁm‘. Frscher Black, Flyron Samue/ Lholes undd fober’ C
[lerlon erhieien 1337 fir 1hie Arbersn den Mobejpress i LyHockialrs ~
wissensch aﬂm. Die inzwischen als Black-Sthoks - Dérl pezes/ chrese
é/e/’c/za/zj 2SRV A PPy

7t 2S 2 252
dient unter Gewnssent veremtachendten Amiahimen aks fHodel fir ot
West V einer (enmpiiischen) Abingotson mi¥ dem Zissale 7, Aders
Akpien burs S und der Vobatiliiat-s?
Wit werden uns im fahmen dieser Verans/a/vng 24 jm’%/z/de
ﬁ/ﬁferenﬁ'a(/?/e/fﬁwye/? beschriinken. Wir werden hieda e Runbt -Nbrarts
flr Ableitengen verwendon  nstesondere dann, weny da anabhingze
Vanable da Zeit ¢ (SH was in den meisken /4/zw€/m(cmfeﬂ 171 dlen -
schaffswissen schaften oer fal] /s
2ur Einflning behandely ior nan 2unbohsr' an erfbches Bagoe!



3@/'5'/)/}2/ 444 5;@/?}6 Ve/?/'/z%ﬁj
M KIE) bezeichnen wnr das Kapria! 2um eipunks {. Mimm/ mar ez,
dass dae momentane ﬁkderz;mé K dos Laprrab 2 poolem Zerifprerd”
/o/p/gmﬁma/ eam Kapital Kit) it, oder anders aeesqedsiicks Arss e
relatsve A/zdemfsmé ff fff 2 fadlemn Zerpunks ¢ konslant plescsz
/= p% 1t S0 bedestef dyes

Kit)=i- Klt)
Dies ist ele je/m%/z//(ée Deél , ber Aer man Aurch 6/4@M€ Uber-
lequngen Funktionen ALE) ermivein kans, dje du Gilerchang er-
pliten. Eine Funkiton, da brs auwf enen Ronsfansen Fak/zr mirf
/hrer Ablerteny Ziberenstimmry muss ervte. Expoonentsiafflenkrion set
(ien aues \7//:‘ KIE) = (& e/)'/a//z‘ flr /edz vellel)ze Lonssanre
CelR de angerebene Dé;l. Gb? man zusireiish das 43&4(75 -
kapital, d.h. das Kaprral zum Zecvounkt ¢=0 darch /H0)=4 cor
50 @g/'é/ Sich durch Ernsefzesn
KW)=Ce’=to ,d-4. =K.

Die Funkbion Kit)=WK,e" die dic Skraze /eff/)z,fmj beshtanly, exliilt
die oben aﬂjfy@éme D1l und are usarzliche (Anfepgs-) Fedir-
gmi K(o)=K,.

Beisoie( 1.1.2 . Wrr bebrachtn dre cbwmo &z/égéﬂw/);exe g/aﬂ'aée Ze/;o@/a
Selen a>0 b>0 reelle Konsranrer.
Die DalL  ylt)=a #[‘/’} beschrecht- bestmmibe LIRS Lot s pord—
2esse W 2 .B. dw S/Zﬁge e /zmswy Han veryfozus? tch) atess
Ylt)=C& Liralle CeR dii Gleichung erfil
Ve Dal g [€)=a Y8 - b[gh‘:)] bacthrerbF /ofwféﬂfées L echSeears .

Cole &

/‘g,[f)— ._a,-,g- 3//2‘ é//f) ((O'I'Ca.e,““*)z 4/50




Qﬁ(€)~b[3w)]z: (dﬁﬁ){ a— bgct)j

. e a,gof(;a,e,“t) ha.j
T b +Cae** b+ Cae®

- COPG-Q'{? = u' (¢

" (b+ Cae™®)* J ()

Im Fa/?mdm Stellen wnr 2unachst enfge Wejeﬂde Dgpnsitone il
&eel'chw/ﬁe/z 2L aRININEN.
Definitaon 1.1.3: Unlel emer fewv"én//weﬂ DGl vesreht man ere buer-

chung, in der eine Farktion emner Varablern, deren Ablerstinger und
die Maé/z&’nf{?e Variable aufheten. Jede Fanktron, A ¥ 1hrerr
Ablel Wj&z die & /e/&ész enfZil¥, et ehe [ éffzz//j HAer Dé /.
D /imje aller /[ 55/4/707 hefirt L ékmjsmmye oder algernerre Lasing
Ve héchsk aufhrelonde Ableivurg feybt Ornang Hes D¢
Elne Dal hofor- expliz/t, wenn Se nach Aer hiochsian vorkomzernaern
Ab /e/%cmy M-fjé/(ffr‘ /s, sonst /’ﬂ?/é’z//.
Ze/'s,p/e/ 114 ¢ = x-24 +7—57’ ) explizite Dért 3ter Of%ﬂaﬂj
S—e’+¢-5=0 , implizife Dozl Zser Orapeund
?@f/h/’ﬁm 1.1.5: Die A%Qéf ,eme /[ o"szz/?j emer Dél n-ver Omtnang
20 bestymmmen , e 2usalzlich Sﬁma/m@f 4/7/22/755%’/{74779/2 (AZ)

Ylt)= o, Y'lEs)=Yy -, g‘”’”’lz‘a)-—-g,,_4

Geniagt  heglst Anfrgsweriprobier: (AWF).
/n Ze/s/wg/ 1.4.41 habern wir /arﬂ(af Al P KE)= ( KE) s KO/ 4,

die Funktion Kit)=K, e der sér?ym Verainsung als Lasng ermiils.
leider gibtes nicht das Vefyété/f/? , Um belikge Dol 2 /5ere.

Ner ,&ZT sehr goezielle ‘/?/Oéﬂ von Dézlen Fopres a-{/f’éff/e//'ie /Tothecter
20ur ﬂesﬁ'mmwzi Aer Zé@aﬁsmeﬁe angeqeber werder.

Bestimmtse Zé’saﬂjsme;%w(eﬁ Snol also Stets in Zesanmentiend ¥
bestimm tan E/f@/iﬂd/@i emner Dérl 2u Sehen (A mjeéeé//.
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In den ﬁy/ye/m’m Abschnithen loerder o e/kfl/;e / é&aﬁsﬂwﬁw
behandedn. Lhiter wemden wir uns et Frager: der Exisknz o Gyactos -
ﬁy/w/ von Losangen beschéfhger , Ahlygigacter son eliertn Tarmmetrrs
unfersuchon wund Stabilitat ven éz‘/e/r@em'cé;{fzasfﬁhdm betmchiers.

Dee {oloenden %ﬂ/ﬁéﬁ//%ﬁ’/ sind dabec nadh dem /ew'/f bet7achreser?

9 Jeghadtrt

1.2 Gewshnliche Digerentialaleichungen 1 Oarnung

Wir befrachien %z/zé':c/zs/ s jeom;rw'c/ze /mé;yf;/é'aé'm L/ner expliz/io

DaL 1. Odnurg, d-4h.ener D&l der Fosm y'=f(x, ). Durcth

eine Solche Gilecchan g wird ene d/ﬁ%ma/eréam KRaroe 4o gEsuch,

deren En;pw@ﬁ&@juﬂj ') 12 jedom Kurvenouenks, ik fr y)

ist. Zeichred man nun an Fenbten loy) n der xy-Ebene furze

Strecken (Linjenclemente) ms fxézjwzj 460 3&4 Y, 50 enssteht’ s

5020/24/7/2/@ Rich /ﬂﬂﬁﬁ PlA der D&l yo /fSILfZ/YM dAam ert1e (Ssunp

karve der Dl , cwenn st ern Feldline dieses Kikswngsfeires
beschrel/bt, d.h. tenn 1 Jdem Fintt der Kure dns Zepehbrge

Linienefement -/Q/Zfi?ﬂ/fd/ verluf¥. Fér de praktvoche Bestimmeung

emes selchen ﬁ/'c/:/zmggé,/dw kann es sitnuvol sety, de deerth iy’ <<,

celR, ﬁﬂ;ye/ej»@ﬂ sogmanm@n ok linien (Linien mi¥ kons/antem /4125/6{7/

2 betrachten. L schauen uns den Sachverhadlf an eviem korbretern

Beispiel an.

Be/lslﬁ/'e/ 1.2.4 . (% betrrchion notk einmal He Péler aws
]?e/'sﬁ/é/ A4.4.2 ¥ ;022/3//6/7 L tern S&Z’rafez’ Mfarzz/aeﬂ Pz 702~
Yer a wnd b.

Die DGl Glt)=2q(t) hat die [Ssungen ylt)=Ce™
An don Funklen (4, 4/ n der 2y ~Lberne haben &ye Linereforernré
dee 5@(’74/25 2 4. In fedlern Funkt emner [ éSMjséame vertailr




des Zaﬁeéa”nje Linsernelemenr /&fjemé'a/ Dee (oklrnerr S/A'die—
geber durh y=c ,db. Foembetn 2wt >#kise.

Vi DL y'lt)= 40t) -yt hat di (Esungen y ()=,

(
Richtungsfeld mit Feldlivien wnd Isokdinen von % v ) ] =2¥({)
L
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In der nebenslehondom (rrefik
smd Lintenelemente mirt f/e/'céer
v%szy /ewe//s i Aeroelben
farbe Wdeﬁgeée/r. Dee [so-
klmen sid /n /Lf/{/ﬁW e
einice Feldlinien 4 (Gungstar
ven ) in Schiwaiz fczzx%we/.

4-/—Ce,’t '

An den Punkien (8, y) in der ty-Ebene haken de linrenclemente
dee 5!6/344/@ 4~ Gc;", Dee Isoklinen sind geqeben Aurh 4 -Y*=c,
Ad-h. auch her weder duwrch fallelen zer ¢-Ackse.
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/m Folgen den behandeln wir nun ernyge /afcw(z?smef%am fir Dl
1 wdxzwzy.
D&l mit gefrennten Variablen
Daber handelt es sich wmn Déelen, die sich in der Formn
y'=fe gty
darstellen lassen, d-h. 4wt emn Froduk? ewerer Fankriones, vi der
Jeder Faklor nur von ener der lernablen abhing? Daked' sind
C:L=R, g ]—>R Stetage Funkfionen auf den keryallen I bzw. ]
Do ethods 20r Zesﬁ'mmwzj der [osuengen einer Solchen D&l pnid mr¥
Tfen/m/g oler Varakblen (TAV) bezaichne? Zur Zesré)?mzm\zf ﬂ’frlo"smye/p
muassen 2 Félle underschieden wepden.
1. Fall: g(/g)=0 ’&Z’/‘ an fféj Dann /[S)‘J/z‘/=/? emne &w@é/[&kmy
der DGL. Slche spezellen /&’saﬂjm nennt man auckh 5/{74/4% /a"’fm(fm
2kl g(g)#0. D Zes;é'mmzy der a//yeme/}zeﬂ /O}“?f el in S Shrien
1.5chmi W : Umsctnerben der D6l
;ié’_— = g)gly) (%)
2. Scom't¥. Trenn “ng Aer Varabler
%0{ ¢ = )Zlf] At
3. 5chritt: /n%egmﬁm auf’ beidlon Serten
g éifj_) dy = § prodt
Y. Schmtt: ../?eiKCﬁMﬂj der beiden In z@j/zz/e ligfers LEsungen der
Dl ,mé’j//céerwe/;se 71 mplies e Forr.
S.Sbmtt: lenn mb(’f//&é bze. sinn voll, Um formen der Zé&m‘/om
1 explize Ferm.
Bevor wnr 2u dieser Hothode Bespiele betrachken, wollen torr 2UnAhSF dse
l/m:?e/zmsweise fir den 2. Fad rech //erﬁfe/z.
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Dezn sefzen cn'r ﬁ {7) = %7 und bezeichnen mit G und F Skzrmm -
funktionen von g g und g
Uniler Verwmdwzj Aer /(eé(eﬂ/efe/ wund Aer Déi/ erhaliern war 2unichsr
G;[glf}) 7 9(.7) 3 4\ glg} g ‘ﬁﬁé}
Ke/{az/(ye/ f/)a’/m/ﬁm 4 @&L
/nleﬁmn‘ man nun auf beiden Serten, so ergibt Sich

G ly)=F) +C baw. (3ly) Ay =S 2 3 4 = Spedt .

Bespie! 1.2.2 g)res uchf sipd die (6sungen der Dal g=-224>
b)Whs istdie (Esung des AWP §=-2L4* mit §(1)=~1.
De Dal hat feﬁe/m/e Variablern mit 9ly)=y® , fr¥)==22.
1.Fall: gly)=0 far q=0. 450 (s¢ ylt)=0 erre mfa/a')e Lesung .
ZE&//!ﬁ(J)#O

1.5chn¥t. Ay _ 2ty

2. Schmtf:

HSchmtt:  _q1-_ 24 C

S Schntf: g = _;z’_

C
E T E/h{?e Aer Zo”saﬂj5éan/eﬁ fir ver-
L& Schredene ljeHte der /n/ef/zzéé%s -
konslantens C smd i1 der pebensthor
co - L Ao Grrefik aéfeé//aé% Lz (20 haben
ﬁﬂ Hee /é'amfe/z TolStellen st Vorae chon-

—c-1 —c=_23_ P S p— MM«SB/M @/7 jMfﬂ 2(51727/['227"C=0
gt es cie Poltelle ber =0




Be/s,o/e/ 12.3:/ qy/%&cﬁes Whachsteer
Der Automobilbestand emes [andes zum Zatownt! t ses a/f) Eme
[odellann ahme jeéz‘ arven aus, #ass die relative Wachsionsrere & 22 b
enem geringen Bestand annhernd fonstant st unal gggen Ml konvelgfen; wenr
sich der Eesland anher geanssen /@mz//méfzaze K nater! Evire soezelle Form
Aieses Hodells ist-die Armahme, dass due relative /ﬂa/ermfs/zzk i Stepgenders
Bestand lhear abnimm?. Gamus erqibt Sich de Dal

a _ o 4. alK-a)
av_/r{4 K} b o = LK

miF den Zm’/xg&%@? O<alt)< A, A 4. der BestanA ist zu
Jeder Zart poaltey wnd unterhinlt der W&/)%’Vﬁ/ﬁfff.

bWir bestsmmen die d//jeﬂzf/)ze ZéSdeer Dl mr¥ oer [Tttt DY

1. Schrdf . _a_t_a_, - aaCL(j{a)

2.Schritt . ﬂ(a. T At

C?,CK
3.5 _
chrtf: Sa(&( Q)alaz /I’S//dz‘

9. Schmbl - Es gt a(V = = =+ %= - Damit erhBf mar

bnlal ~tnlk-al=mt+C.
5. 85chmtt: Do 0<a<U-a /3//7‘ nl a| -OnllK-al=Cnle)-6rlk-a)=6117= -

a _ r+C
ZnK_&-ff+C<7—&—8 e c
-C —_nt
&> o€ = K-a
& &—4[/<A Tt , wobe/ A=~ >0
n _

Dee a//geme/ne lesanj der D6l st a/f)—W , AZ0.Das
/st eme /@/56564@ Fenktion. . 4 >0, gt Cim alt)=K, A4 far
£5%

wadsendes t nzter sich Aerr Bestand oler Kapa?/)%%fmze.



Beispiel 4.2.Y4 : Ckonomisches lachstun
Wir bezeichnen mit blt) das Brattonationalemn kommen emes landes,
miF klt) olon /(a/)/M bestand wnd mi¥ &L ae /ﬁﬂ%%ﬁmﬂ 2ur Cav -
Wrr /fym )&W Modlelannasmen z;ymdz
Es seien A« s,b, 7 positive Kenstanten mit «< A
1) blt)=A- Lel)] [€1* (b6 ~Dowglas Froduktionsflnkiion)
2) klt)=5s-blt) ( Andemc/gs/w(e Ao /(77//%4 /ﬂ/a/mﬁm/ zu 4/Y))
3 bt)=¢, £ Exponentielles bndisveem Aer 416 //gé/zz)ﬁ‘/
(v wellen wissen, wre Sich das Kc‘%'//%/ enten ckelt my¥ der Anflangs —
éed//gmg k(0)= ko - Doz Stellen wrr zundchstente geelonese 26! a;ﬁ/’
Aus 1) und 2) eg/ér‘ sich zundchst - klt)=sA- L] ™Cet)]™
Einselzen von 3) ljeferf Schlreflich da DGl mrf hennbaren larablern
KlE) = s A-6F e [hio]"™

Flr unsere weteren /Zée/’/cffﬂ/lffﬂ sefzen wrir AIE)>0 voraus.
1. Schrtf gé%é s e f OE N
A

2.50mt: K db=sA €5 “”%L
3 Schmtt: SK k= s ALS S

Y Sttt k%= 2A g7
5. Schmdt: b lt)= .5/4 &0( xAt + C}

Dies st dee a//jmfme (o asmj ader Dé . Aus der AB k (0)=k, ertualier
wrr Aerch Em&e/&e/z n Aee a/{yeme/ne Zasaﬁf
(A P by > bl - A€
De Za.swzﬁ Ades AWP 1t Somit
kid)= 3L 61 i - AT Tk A AT
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Uir betrachten rin noh, we sich das Vediccbineo %

pfar t =20 verhdlt. Eunachsr }7//7‘
L1p) | R+ SA LA 4T]

€LE) ~ [(C,e"%)" [
/C.o At SA [, -xt Vi
e + % [1-€ J}
bit) _ 5 [R@)]"™* [CHT* kit) 117X
) =A oLt =4 f zf/j
Do ;220 il weir: €im e """ = On & =0
£t +2eo

Damst 759{79‘

% 4%
sh bl _ "
f/fi 4 { ] ) 471 e " A{%ﬁ«j

st sind fir ko=
o | s=L, A=1,7=%% Ao

_ LoSun fséameff Hes AP
gezecchne.

Der West ficr « Varert

von 75 bls 5

1, t,= 1000,

bit)
wid g7z
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Beisprel 1.2.5° - CES ﬁp@éﬁbfzs,fwzéﬁbfz
Im 2usammeniang mot Untrsuchungen von CES Funtfionen,
Steflen Arrows; Cenerq, /linkas wndl Solow aewf du /’oﬁeﬂﬂ[z D6l -
g%ﬂ_ - YUU-xyS) et x4y 70 wund Konslarn sen &, 8,840
X X

2.Schw ¥ A
3(/[44 J?)

3. i tf: .gg(A—ocSS) dfj :S%O‘K

Y, St Fir dee Zefech/w/ﬁ pry /n[ef/zz/s aeef Aer Linkern Sete

g-1

be/zé’hijmaA Hee ldentofzt W= ‘é‘*oé'j,ﬂ_—xg?
Damt gitf:
54 d “\{‘/Ld, *__-_/I_S_Mg_:{ ol
y o= VRN I IV ARCIN I AT RS
ZI/L;[ - %—enl/l—ocgg[-l—cida,g >0.

- 4
0{v3—~ ;(—0()(

]

Also ethalden wrr
5/7,3 —g—en{/z—ngl =énx +C
5. Schmt#:
eny- -’é’enl/lwcﬁg(:@n)u— c ¢

<D g, l/l*_%ioc—tf = Onx’ + ¢ C AAWMExpafzemééﬁé,{
- S - gC
43 - g-C
S e T Co x> it Gk
= ‘:Sg+C¢o<)<g8§: C, xS
- - Cz, Kg %
<2 § = 1+ Ca&xgg

- -1 :
S ys o] T s G- g
Den 'Zusammenha/g e CES-FunShonen Swhy smas, wenn marn
X= %‘ | 3:{— mol K—/(a//'/d, )/—ﬂ/ofmﬁ L=ted und newe
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_4 _
Kenstanten A=(x+ Cg) é,a=f3(o¢+63) 4/
Ab = CylatCs) 85 = CofS, 1= 4—Cy AS = AS(AS-C;)=AS
einselzr.

{cs L—(—oCLgf%

= f Cs K73 + « L_gj‘ﬂ/g
-
::/4-{/49 C3%'34—/Fgo<.[3f 3

4
=AS a K™S + (4- a) "% § %
Dies ist eine Spez/e//e Form dler CES-Funttron-

lineare D&l 4.Ordnung
Eine linear Pal . O;Z{/ZM/Lj 5355t Slch a//;ﬂmz/h i der sy
g +aBy=rit)

wrobel 4, (%) 1) in enem  Intervad] I definirte Skefige Funkionen Aes unabtein -
gi9en Vanablen ¢ smd. Di techte Serte a(t) bezerchnef men wuch /s
Storfunkrion. De Dé L houfot homogen, falls 71E)=0 157, Sonst imhomogen.
Jolthe Dl en hupen Cinear, e de Cnke Sake e Ineare Fant riox
von 4 und 3 i¥.
/m Fa/gg/zdgﬂ bezeichnen wir mit AlE) eme Stammpunktion von 4Lt wad
muldpliziren de Dol anf beden Seton mit &40
Dres //e/ef% 2UNECASY -

e* g + @, [f/e 5 =7t e
Nach der K Ve//emeyef gt 4 ( e*. 3) = A% (7 +a, 1te” /ffy

Also erhalien 5y :

Ro% a4m-j) =7t e

A%‘/

Alt)
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/mle?mz/q}% auwf beden Secden dor Dérl liefert danr -

e/m)'g = Sret) et + C
A-h. nach Division durh e? 40 .

y i) = 1) Ault v C) ()
Das (st du a//gmzz//ze (Gsung der Lrearen Dl 1.0dnarg. [ naesk ¥
slch nun enfweder de ,ﬁrﬁfe /é’smﬁfomze/ oder dns oben angegesen
Vorgehun. Hir braucht man Giir $116)*olt ner eine Stammpunttion
von 11t Dise Shrecbweise macht di Srukiar der a/éeme/}wr lasung
klarer (s w. ).
Fir den Fall | dass do Dbl homogen 155, A-b. 714 =0, erhiith man olee
a//gmw/'/ze Zé’szj 4 w)= &
Bevor wir uns einige Beisoiele anschauer, wollen wir ans mi¥ der SHukder
det allgmeinen Losung éescéa’ﬁéfm. Aus (%) und (%*) swht man wn-
mittelbar ein, dass Y (t) = Yp lt) ¥4, (#) gilt. Dabel wzenhnet 4, Ut erze
beliebise spetielle, Sogenannte prtikulire Losung der inhomegenen D6 L
und. g, 16)=C-&* Y i allgemene (Ssung der zugeordnesen homogenzr
DaL g +a,lf)(cf = 0.
Weiter g/lY das Siager poa s onspnnzyp, d.h. -

(%)

Smd g, 2. 4, Losangen von 4, +alt) G700 8 b2 Gy +AfE Y T O
5015F Y=wy, + By, BelR, lesung von g +ao/f)5 = ol )+ T5 (2.
&/s'p/e/ 12.5: Gesucht isF de Za"_suﬂj Aes AP
Yrty=1t>, ylo)=4. (Huristalo qft)=2 7lt)=¢2)
Wiy bestimmen 2uniichst de allggmenme (Ssung derDal .
1. Scbi ¥ : Bestrm mang ener Stammflunrtion ALt) von aft)=¢
Alt)= £ t2
1. Scbrith: Mulbjolikation der Dl st e 40 = BF
e” (y+ty)= e26 43
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3.Schnitt: Umschrerben der lnken Serte mr Aé{/@ Aer /@Aﬁ’e/zzwie/
fZ 4_{,2
f&; (e*" - g ) =e*"

4 Schn f . [ /L/CW&M
2uncchst-sitt mit der Substvution T=Lt°, di =t dt

4.2 T~
$£2e* ot =)5re dr Fartille /n/efmﬁzm
=29%€" - SeTarf w= 1T v'=e’
=2e(r-1) +C w'= A1 vee?

= 242 ) +C
/n on der @67! leaferf Soni¥
W” g = et -2) +C
5. Schritt: Divion urch €% ufert doi allgemeine 165ung oler Dért
a4
q k)= t*-2 +Ce
Fr de %ﬁmmmy AeF Zé’szmi Aes AP beachten wWirde 4B
ylo)=t d-h. —2+C =14 é’? C 6
Somit it k) =¢* -2 ree ¥ du Losurg des AWP
Beispiel 1.2.4 : 7/{/54/7/3/5/:%3 |
Wrr bezeichnen mit DP)=a-b P und S(P)=wx +BP de Mc%ﬂaye-
cnd /4/Zjebo¥5/mz/cﬁ'0/z faren G m 4&4&’/@?\/}7,@% vorrr Thers 7o
pesiiven Kenskanten a6, «, 8. Der Freis P=Plt) varirere mit der
Zeit t und de momenlfane /4/;1666/6(/%75/22/6 PLE) ser proportional
2um Madf/aje&éerschass D(P)-S(P), A-4.
P=2L[DP)-5P)] fér eine positive Uonstanre 7.
Sk don é/e/c./m/ﬁerz fecr DP) und S(P) ezy/é/ Sich daraus
P=2(a-bP-x-pP)
& P HUbrp)P= Ala-o),
d.h. ene lneare Dal . ﬁdnuaj mef der d//fe/%é/'neﬂ Losung



Pe)= & P (e w) e

Ab+R)E

At
_ -‘;)(b’r-‘?:)t( oy M Abep)t )
e Aa- ) oYy e +C
_ a-« - -ple+p)t
" orp + Ce

D nach medse:%cmg Albtp)>0 /s, j/Z:‘

Cin PlE)= ﬁ;_oé

£F2e0
Dies ist gerade der &/e/thgemchs‘sp/e/s, A-h. Aer Phes, bes dem Angebor
wnd Nachfrage Gbereistimmen . DIP)=S(P) &> P=35g
Bevor wnr ein weitereo wnfangreiches Beisoie! anschowen, Gberlegen wnt nods,
e man de looung anes AP mi# ener linearen Dl 1. Onung

g f-&o[z‘)g =7(t) /y/z‘,,) =4,
in emer jgscé/assefzeﬂ Ferme/ angeber kann.
Die all gemeine (Goung der Deil hatéen wrr bererts bestimmY 2
3£z‘)=c‘/‘ “‘)[ 5’7715/64 Ot tc) (5¢)
md Alt) eine Stamm Wc’yfz von a(t). Somd wFf nach demn faetoalz
der /nlegﬂa/;ech/m/zj 55252“)0(’“= Alt) - Als).
Wadler bezdichne 2cer /%é&’/zaﬂj F(t) eme Stammpuntrion von e z;/
d-h. awch her weder g 11507 ds = Fre)-F L),
/A der 4&%:22/%/{7 F(t) wid (%) 2 : ylt)= e "Crre) 1™ xw)
Einsefzen der AB lrefort -
4,- AC ) e e Cm g )
Einsefzen von C in dw allgomeine (Ssurng (<) erpib¥
yii=e Rl ¢ [%‘ ol F[g Ie™* o5

— e~ [E)-Fle) T+ g, 8 1A

— - -— /4 )“ l‘o
N j,r(s)e [AH) /445)]0{5 r ge LAtE)-ALt) ]

(4

t - S&a,é’r) Adr _Sagr)de
=Cres)e® ds + Y& ® (% % %)
to

als (Ssung des AR
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Besspiel 1.2.7 . Hodell ,E[ir Vo//esm'r/scﬁaﬁl//'cées LrchSum 112 emnern Ent-

m%(wgs/a/w{

Wrr bezelchnen mit x4 das BIT pro Jeler, mi? k(6)den /Q//i&/ézsémp(

und mit hit] den Meko-2ustrom auslindischer Inveshitionen pro fusr.

D Grobe dor ‘Zeﬂé’//ceraa\y sel n(¢).

Wrr /«%&n ﬁ/ﬁmdz Hodellaunn ate rmen.

1) x(£)= g klt) ,d.h. BIP proporfional aum Kaprlalbestarnd, & bezath -
net- dee Adurchschniltlyche Podekts izt Aes %?;/'/%z/s

2) k (E)=ux(£) + hi£), d-h. dw momentane %Mermfmz/e des Wapr als
Ist eie Gewnchiele Summe Aes BIP und der LoHo -
Auslandsinves &5 onen

3 k)= hoe" | doh. die tlatwe Ardesingsmnte dor Moko-Austenatssit-

Vcsﬁhmerz f:(f; =M Se konslant

4) n(t)= n,e , d-he de relahive /4Wmﬂ(75m/e Aot Zem/,éem/szgm,ée
e it ot konsiant angenommer

D Aufgabensielwyg soll nan wa Jolot senn.

a) //e/'/e/'%zuﬁ emer Dal aus den Annabmen 1) - 3).

b) [Ssen der Dl mit der AB k(0)=k,

c) Herler wenq ener Forme/ fiir Azs BIF pro /{aﬁf, A4 fer 2lt)= ﬁffg

d) ferles dung einer Badingung dafiir, dass das B 1Ppro Kagf streng
meonefon wachsend i t (st wenn h, =0 q1EY-
Eine ihliche Annahme fir de durchSchmtlliche Prodekssnfab des
Kapitals & it Enéw%!u/ﬁs/cwdenz /st 0.3. Luler wackse de Bevol -
kerrng mit einer Rade von 3%, d.h. ©=0.03. [ profs muss damt « sew,
damA zlt)=> ff)) eine S%rmg moneton wachsende Funthon /5F<

¢ tage, dass z(t)> %0}'60’“’/-@15 /ar alle t=0O.
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a) Einseteen von x(¥) aus 1) und hit) aws 3) n 2) //qfeﬂ‘o(/e lnease Dal
k ek = hye™”

b) Bestimmen dera//%ﬂww laszwg mi¥ 06 aef S, 43 For ptue
kie)= ¢ (She" €At +C)

:eocg-é (ho Segla—adef)tdt '/‘C)

-x 8t
=Cxéf ( /»c—oas 69“ "—C)
t et
= h /a-'océ e/" -i—C
ff dor A B /eCO) ko erhalten wiy

— A— f— .—————A
ho ,« iz TC=koe € Cohkomho Sz
Somu 't (557
hE)=ho 2o & 4 (ko= he 2z ) 5 das AP,

Alter nat kann man das AP auch m/z: deflé’ﬂ(ﬂfs/armg/ LX)
aud S AS [5sen. Dazu benstigt man S Cug)dr=-uglt-s)
und Stc-«zg)ﬂh =-xgt. Emsefzen i1 (¥x%)S 1S //'e,[w(.‘
kl£) = 5’20 3 wEES) e wet
-/ ocgtf (,a-eg)sd éoéoa-,’-é

- <
- he wet 4 (e ocef)sL +/<oe“g )ZZZI‘/CL%%G

/a,—ozz
vy 6%6’{- /;(-xg /6(,u—ow)f 4) ke &t
_ Mmt _ 1 &t
= ho 2 perr i i (ko Lw'/u———-,wg)@

X)) — £ -kl)
> £)= " it) ,[; , st
1),3)

ZL"" & eﬂf“—(kc’ LL°/a,—oa§ "-6"(";

Vlo
g be.

(I c‘:-w\\l

(ue-glt (xg-g)t (xg~-8)t
e?<S +g~%’e°‘gs g he A E78)

1
S 174 0 nNe MXE

= 2 (0)
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(e-€)t o~ €
=200 € S L g vlt: ./:,—oz.e’ < [6/4'6_6046"&)
6-¢e)t o 4 cacg- Yt/ ¢ ~o¢s)1'.—
- 20 S L %:.F‘Zg I RZ 4)
d) HA b, =0 yZolgr‘aas c)
(¢-¢g)t
2(t)=200) e

2(¥) /Zsr‘W Aann S»‘W/g monston wachsen, wenr o<g>§
HA don honkelen (een ¢=0.3 , 0=0.03 also « > %23 = 75
e) l)ir betrachten 2(€)aus o). Es G/

-8t [ (w-w&)t
gl'w d < e et (e/k ) -4) >0

/C_ocg - ——
V;BJ T >0 ZApmree

>0, puooc <4
<Ol/¢c<océ 70//a,7o<6
40//(<o¢é

Aus der @dez//mg fir z(t) aus c) @5/ Adamy¥ wnm el e
Behaw/oﬂc/g.
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Nachdem wir uns nan mef e/’dxfw jmd/efefzdeﬂ / 5}a/(7j5/)ze/éad’e/z s
konérete 7jpm von Dbilen 1. 0/1/241/17 ézsf%é;%j"/ haber), wernden wv-
uns d//gz/m/m F/afes)é// A 2.
Qualitatrive ézéer/fuq ungen wnd Skabr 17/t
Kann man ol éé’swyeﬂ vonDalen explzrf &Mjéééﬁ S0 /GsSH Sich ates
Verhalton in der /ﬁaﬁe/ le/ch? untersuchen. [eider kann man A Lesungen
OfF nichf explizlt angeben, mochke aber ¥rovzdon /ussgm teber das
Lé:s(ugsrerén en machen. hiertere Fobleme feonnen dadusrch ent—
Stehen, dnss Ao Do1( weitere Faramefer odler auch nich? explizt#
Mjffeée/ze Feenshonen enthilt Dies ist nich? un fe/up’%/z//'cé, A jates
Chonomische Hodell auf (vereinfachenden) Annakmen basiert. Um
solche Annahmen o schuwach we méglich Vﬁorma//cfe/z 26 kinnen,
werden off Rarmeter ederauch Funktionen verwende?, ven denes
man ner bestimmie 5{76/756/&&7%4 7!”&%@/4‘ (2 3. positivarFarumeses;
menston wechsende Fantfion).
Awtonome Dol
Dies sind DGl  dew sich m der Form
§ = Fly)

angeben lassen ; de unabhingjge Varalble st 11 der rechien Seke
nicht awf. 2ur %nlefﬁuchu/zy Aes Zé'samfs verhaltens stcdierer
wir das So9enann fe 7’/za_§end/d§/amm. Dazu 2e/chnes man A
Kurve 4=Fly) in der (y,q)-Ebene.
2ur Erlgaderung, was man an emnem solchen %s@ﬂé&'af/nmm 2. 8.
ablesen kann, befrz chten iy dee Dérl

)= yt)-1)°
mitoer a///geme/'ﬂeﬂ Z&S’mdq yle)=1— —;—7.7;__2;)‘— baw g/z‘}: 1+ %m t>-C,
und der sin Ju/ez’fm Zé’smg




|
N
S

|

Pﬁﬂ&mﬂb@/amm /?/célm{fs)&&/ st f/ﬂyel? Losura j&é wren

N P T "2 P P A A A A !

L e

L P T T e A T

LT T T P P P T T T T A T T

0s A T Y VO VO VN Y Y A VO O VA VL VR VY
b T T T T T T e N N
- NN N TN N N T N T T N e N N e ™

e T ey, T ey, Thea Thea, e Thea, e, Thea, Then Then, Then Thea) Ty B

Tl R
I

-
/
f
!

e, ey,
s, gy
*—-a.‘u.‘\\
H\\\
ey My,
*-e.":;.\
*—-a.‘».“\\

s/ 7 ]

iy 7
ch /eder Zosaﬂﬁ Y=y l£) gibt es ein zajeéanfes y (7?/;/7 Faf/e;é’s

t st (ylt), 4(8) em Punkt auf der Wurve m P/Lafeﬂd/cymmm

Wit befrachlen nun emen Punef oberhalb der honzonfalen Achse.
Dann ist gle)=Fly(t) >0 ,d.h g 5t wachserd i L. Lenn wir aas-
gefend. von emem solchen Funef im ?Aasefza’/a(rf/wm/ ? Veyxp’%&w,
ge/afgefz wir also . enem Funet, der weer recits lagt: Des wr il
Aierch de blowen 7{[75/'/6 anyeaﬁ%@( Betrachben wrr da%&{ einen
Funkt unkerhal der horizonlalen Achse, so st y L= Fly (1) < O,
A4 g /st fﬂ//end mt. 4x5fe/cma’ von emem solchen Tunkt je/a/gm
Wiy Som/¥ ber Veg/é/'éem/ﬁ von t an erem Funbt, der werter inks esy
Des wird dwrch de roven ?,z”w/é Mjedéafe/. Betrachten wir nun
cinen Flunt! anf der horzonlalen Achse,so (51 Glt)= Flyt))=0, A 4.
Y konstant. Duse /4zwsafen Jassen Sich ohne Kenntnls der Zo*.cmyeﬂ
der DGL allen aus dem Thasendiagmmm ablesen- nder rechben Gumphik
sind Yir dlas betrachilete Beisoie! ernge Losungstarven in den enfsprckenden
tarten wrudergepben. De {'j;&’/ze “(Gsung ist konstant, o.4. okne /&dffﬂﬁ L
der Ze/¥ ¢, duw “blawen” b2es. “rokn ”Za?d/lf&l Seben per L0 yon cbes
b2o. von unken Geren de ‘ptine ‘ (3sung,

A
lrn7
Pl
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Im Fdgenden befrachien wnr dw Dérl

Git)= y) (y)-1)
md dor allgemenen [Ssung yU)=71re mit €4 a0 fals C<0
wnd eper sinquléren [osung  Um Az Em%p/eduagm 1 den
wnlen stehondon Girafiken bessel twdelfrden zce honnox, verwerden
wir )&’Jr des a//?mze//ze Losung anfetShuedliche Farben 17 /%ééa"/gﬁ‘-
ket von C,d k.

) Y= 41&,;/ >0,
Ylt)=gizm1 C<Ound b<~ta(-C), yle)= 77 7oz, C<Ound ¢ > ~u(~0

Phasendagiamm Richtengsfeld mit engen [ asungskurver

\

In dliesern Beispiel haben wir im Prasendiag 2uer Punite an/ oler
homzon falen Ahse. In diesen Penblen /s1 wuder 4(2) ) =0,d %. 4
kenstand. Bebrchien war enen rofen oder blauen Funtt ind erhdhent,
50 Hecken wir ke in Baspiel vorker nGher an den fr{?ﬂfﬂ untt

herarn. Andero [s¢ aber nun Aas VerhalMen, wenn (rr enen Schawszes
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Punkt im ?Aaseﬂd/aj/amm betrachten. Da dee ochwarzen Funtse ober—
halb der horieonfalen Achse liegen, Gt dost wneder §48)=FUyt)) >0,
Ab. j/f/ /sF wachsend in ¢. L bewegen ans abo miy wacksendern
t von dem gelben Puntt weg

Der grine Funtt ha¥ so2usagen @nzahender , a(e/fe/ée Rentt “ab —
stopenden” (hara kier.

Lir wellen nan dre 330&2(4%60(750 matie matzoch fepmiliercr.
Definition 1.2.8 - Erne Zé’ffmg g =a von g'[i‘) =F/ (ylz‘))éea/}/ Gelerch -

Jeanchtslesung, wenn F4*)=0 g1t aheghldann auch Gulerdigearids's -
zustand der D6l

Eine Glechgewsichtsiésung §™=a heyst
e lokal a,symf/@%cé Stbrl, wenn
cin § >0 exwtwert, so dass Z//n g Lt) =a , wenn lg (t)-al<S.

g/o/oa/ a,sj@ofa/wch Slabi/, a»eﬂ/? sie skabr! st wnd zusal#lch
bum é{[é) =a fi o;wée losunj j/z‘)

£+—2ec0

e /nstabi/ sons¥.

/n dem oben betrachiefen 1. Beispiel ist y(#)= 1 global aspmp 10 ¥150; Skzbr/, 12
dern 2. Beispiel 15F 4! £)=0 [oka/ z&/@o@ toch stabrl und (7&% 1 125ty !
Betrachlef man noch einmal de ?weﬂd/%%/mm 2w den %éééﬂ Be/ -
soielern, so kann man ,ﬁ%;mdej hinrelchende Tesulint f@sihalien -
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Sak1.2.9. Ser C7/1‘) = F( J(é/) und (y" =q eme &/f/b/szm'(j%s/é’s‘m\?/
A.h. BSje/ﬂé F(J‘) =0. Dann j///.'
[/ N . . . . -
Z gfz-jE (a) <0 = aist [oka/ %jm,/o/mé_sc/w é/exféyewcé%s/afaﬂj

(i) &z%f (@) >0 = a it mskrbile Gleickh few‘c/pé/é}aﬂj

Bewsprel 1.2.10: ?me/e/bhaaj
In emem algemeineren Hodel 2t in Beigore 1.2. 6 netrrmen wi-ax,
dass der Freo P=7lt) de D&l
P = F(P)= H(D(P -5 (P)

erfii//F. P ist ene Funkbion des Wac@fmye weberschusses UCP)=DCRFSCP.
Uiy nehmen an, dass {Erdw Feenktron (7//7‘:

H(0)=0 , d.h. der Ben Gadert Sich nicht, wenn der Nackf rageiter—

schuss Mull ist.

Ll >0, d-h. H ist-sheng menoron wadhsord in U
Somit: [st U(P)=D(P)-SCP)70,d. 4. uéeﬂ:@@fﬂ&z%%ﬂyf aas
rngebev, dann polof awn den Annahmen iber 7, dass P >0 /3?§ a4
der Freis stgl. Enfrechend fo/gv‘aa/s U(P)=D(P)-S(P) <0, P< O,
A4 Aot Preis sinkt, wenn das Angeborprofber 5/ alb de Mbchfmge
Se nun. P*ein Preis, far den Angelor und Mechfrape in Gileth -
fezw’cé)‘ sind, d-h. DEP*)= SCP*). Mack oé‘/gfr Annahme f/// arns
P=FcP*)=H(o)=0,dh P*it @@/c@aema%/ogagy
eiter gi It mol der Kettenrege!: 2L j‘—///l{) 25 (DA)-5CP)).
Do rach aézfer%/mahme f‘ﬁ‘(éf) >0 (5, Stmmt Ars LOrzerckesn
von %— mit dem Verzeichen yon 2 ( D(P) -SCR) ) fitercrs.
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Mach Safz1.2.9 /st der &/e/c@e/(ﬁz'c/zés/ole/lf P* lokal zy/n/wéék(é Stkebr/,
wenn. 2 COF) =SCP)) < O git¥. Mormales wese ist diese Bedligpang
erfill¥, da man erwarten kann, dass j%@(?) <O und ;’?—;5 CR)>0
5//%.

Exiskenz wind Eindovtrakod von [Ssungen von Déil 1. Getrarng
/m 2usammentiarg mo:‘/ OkONOrmeacsier (;’Zm’f//e% snd F/afm rach o)
Exdifenz von la’3¢4\7m von m&éﬁfrfe@aﬁwf. Werter mothte man covsen,
ol eime (sung eines AW Pe/m’wﬁj ISE. LIrr werdlen wns olater nan
mit Resultaken 2ur Existenz amd 5&%%9?’7/@/}4 von [unger be/2ssn.
Als erotes ’fwma//'e/eﬁ Wy e lokales fisulfal.
Safz 1.2.11: &?eém Ser enrr AL P der Form
g =gty  yl&)=Ys,
mit f und f, S/ehf in ener offenen /"Ze/zfe Adler ty-Ebene, wobes
(b, 4, ) € A Jelten sell. Dann exeofarrs Genau eme lokale (oseng Aes
AP, d.h-es exsofuert eme von ts und y, abhingige Zak/ £ >0, so oass
dao AW P auf oem Infervad (& -, & +8) Jernau eine 1554(@ best /2F
Beisple! 1.2.12 : Besr‘:’mmu@ aes f/&,&%éy/&é@ﬂ /ntervalls , @) otern
ene losurng des AP g—:f ) Y (0)= 1 exsoru s’
Jede ven Nl yesochwdene (Sseng Her Vo1l hat dee Form
J:-Z_”?Z— . SUS Aer AB ermithlf man C=-1 p{é,ﬁ =25
/s# 16344/57 des A F. Offenkar (st ol (Ssung acwf olem /nirvad
(-o0, 1) definsert. Du Feenktron 3-:;,4—5 el ¥ e Dbzl 2tveas aetec/
feor >4, dhes isF aber nich! Tel Aot lsun , Aot Aot AE 4@2)= 7
eH{el V-
In dom folgenden Roonli i ein Interval angeaeher, a/ dern Aee
X Aofinsert /SE.



Sarz 1.2.73 - Selen 7{ wnd £y 5&@7 ) Ao Fechfeck
R=flbg): It-td 2a ,ly-y.l2b]

wund sesi /1= ma,x (tq) |, 7= pn la, &
éfj)e 76 U rH

Dann besifet das AWT G=£(¢,y) , ylts)= Y erze e/ﬂdzaﬁj
bestmm e 40’3444(7 f/f) i Inservall (£,- 7; {o+77).

Beispiel 1.2.1¢ - LIt bebrachlen Azo AWF

' y=y*-t  y-=0.
Far /1 £ 5 1yle S ot [fle ]2 y=ritl=f+ L
Damet ergibt sich  Pir R=pl¢ 7) 1L, Iyl L5
/’1=3.[ ) T=min(%, 5-4) =
Das AWP bea'lz! also ene endeu ’éj bebosnm ke /é&sz el Aerr
Intervall (‘i ).

Beme/ka/u; 1.2.45 - L1 ertiickerns anschaeelict, twu de hx&ye
/n Sl 12, 13 begl. deo Infervalls, auf dem de losung extiruts,
2aStande kommy. U{féﬁ Jt-tol £a hann 7 nrcht f«m/éé/ 2l 2
sen. Da ~Hey e fir (4, 4)€R nach Definttzon von 1, muss
Aer Ted! ener Za%/\Z?&él(l’()f Rurch (to,4:), Aot in K lpY 2weichen
don Geraden durch (b, 4,) met Stegengen * H Lagen (vgl Srzze) .

3
Z

A b gt

b
2 <za = >
M UL ™ - g 2
‘301"b-—— — — _— ‘j fh"— ————— %———
'T - :
‘ ‘ : :
Yo + ! ! Yo
| | | |
: et | i
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| £ | ; N | 4 | {
o2 {:,,‘%- % L2 tota Lo~ '% Lo ‘e £ota \‘;°+.E-



2um Abschluss Aieses Abschnilis wollen wir neek e ‘7/0%/5.5 J@sulfer
2ur Exvotenz und E/'adezzkj,ée/)‘ Qrgeberr.
Safe 1216 Swen f ard Ly 5’{8/{7 pr ale /z‘,f/. Senzn alt) bl
Funkhionen, so dess (4 £e6,y)\é alt) 1yl +blt) Larale (45)
Qann exvrur 2 belchigem (4, 4.) cne e/&dwﬁj bestimmte [&5ung
oles AWP g =Lty glh)=Y,, da fir alke tel0 definers /57
Ersefzf man (%) derch dee Z’az?gywy
k%) y Pt y) < alt) 32 +blt) Yiralle y wd ale Tzt , Aann fat
dwo AW P epe E/'ﬂdé&cﬁj bestammite /észMj, Hee qeef [4o,0) Aeforrn/
IS¢
Beisple! 1.2.47 L0r betrachten des AP §=-y> , yi1)=7.
D u’b’ed//%Mf (%) aus Safe12. 16 /st offentar nicht etz
Es (7/'/;‘ eber 4 47 uu)= —g”é O. Ao isF (%) erfill¥ mi¥
alt) =blt)=0. Es existurt alo ene e/)zdem?'f bestimm/e (asung
awnf dem /nterval [1, o)
A TV tnd Emsefeen aer /43 2@(5% man lericht, dass de ardecss
bestimmbe lésung  ylt) = m /st D (aswzj SF narfir telsro
definiert und nicht fir alfe tel
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T3 w/,x/emha/q/emmw 2weirer Odiins
/n 1//}9/6’/’2, 5’/9040;/7/56/130 Lj'Zr;»;{e//gﬁ Frefen @&JL Loterer als 7. ﬂ/d/zzzzzj
m/ Wrr be’/a.ssefz wuns deherin dresem /@o/)é/ 2unbchst-m¥ Dl
2.0mnung , d.h. Dl der Fom
3’5 F ”63/ \7 )
mit e/ner y%ebmm Funkbion [, der unbekannten Funéron g7 ()
und 4= % G- {‘gf ,
Eine Zé’gmy /st eme 2-mal d/f'/é»e/z Blerba se Fauntton, e alae Dl
er’fiz//s‘.
Beispie/ 1.3.1: ¢ = kR mit ener Kensterien ,~elk.
Diese Dal lasst sich sehr enfack [dsen. Durch /ﬂéf/zaf'o/z eg/éf
sich gunbohst:  GU)= SGltlolt = Skdt=4t+C; G eR
Ernewle Infeqrarion fint au) s @/?Zlizf/ﬁﬁ l&sana
yiel=§ gl dt= Skt G )olt=F4*+GH 4G, G,C R
Die 2u f@éé’ngm lé:suxyséamw Sind fier £#0 %ad/czé/'%e "2-
beln.
Wir behandeln in Fél/feﬂdeﬂ 2UnZchSr zwer ;er/&//gfe Fille , dle sith
auf das lzsen von D&l en %&M zxézpéﬂ%ﬂw fasser?,
5,062/’@/’?@// 1: 4 =F(t4)
4 faucht in der Dl nrich? mv/’ Mt der Substisussore u=¢ v
damas G=Flt, w),dh one Dol 1 0@nang [5F «lt) e
a//ge/ne//zc [Esung, So erhdly man durckh /n/eW'm
yut)=Sgit)dt =S utt) dt
ez a//gmm’e /5544/{7 der D6, /.
Beispiel 1.3.2: G =4+2
Swbshitufion w=g lleferr de Dl u=u+t, A4 ene lneare
DaL 1.0drung mit der alipmeinen (Ssung u-= C,e’~t—-7



/{?/. $.A2 ’(1{) Darnmues erhdlt man Aders //z/@fmﬁ'ae
y = Sultidt = [Cget ¢ -1)olt
=Get -4t +C , C,C €R

Ao allgemeine l&wy Aer D&l

5,oe2/a/,,fa// 2 : of F( Yy a/) ( Autonome Dl )
Die Va,ndé/e £ %7794‘ Vi der Dl nichrt M/ Dicrech errerr 7rick tans
man die Dol in den Speziaifel 1 wber/ityer.
De € nich¥ explizc? czxﬁ%%‘ nimmy man g als maéhe;’/;j /o€
Vanable wnrd éesﬁmxmf 3 a(s Fanerion rg/ /1¥ Aer Net#es ~
regel eift: g = mL Véj)‘ U‘(;) 5‘;‘,7 vty)- vty)
Eingesefet in d Dbl erhiet man | ﬂgﬂj V)= Fg,0), ol
'fc’ér’ U#0 e D6l 0‘/-’:‘/0,7/:{7/(2’) //ﬂ/z{/m/?.
Lass¥ Sich dre a//ﬂczmzme [&:94&/7 v-bestimmer, o [Esst Sk
Aarais mr? \1{ U'dz Zaﬂmy g erm1/ el .

Bels,o/e/ 13.3 . 4 %’ j
Fir 3 Oelﬁa,/% man 5,6 muy (#0 als Z@&deef@@l
Sei' nun 5 £0. Swbstrtuiere = ()‘/(7/ 4= 0’{7/ UCy). Des /’7/2/1"

[_ 4

14, -
MA Td V' erhalden wrr

1o =5L5d -4 y=¢+4C,
j y J j 3 -2t~ ZC
Ah. U'=—g--l—C
araws 8{7//;/ Slch  dann mef U= Y Hee D&l
I
TAdlV - C:;-w Ay =|dt Fér C,=0 emié? Sich ~Syoly=5d¢

d,ﬂl, :il—Zf-—ZC !
-4 R
’CA(“'Q%A/I)’C“&O d

dh. far CrO e impli 2/¥e Zo’fgafcg é’;(g + é’;@ | Gy _4,)1-.54.@



Lineare Dl 2.0dnung
Bai den folgonden Uiberlegengen beschrinken wnruns auf i Behand -
lung Ilnearer D6L 2. Odnung, A4 twf D&l der Form
graltl g rale) y =7
ik awef enen Inkrvall L skigen Funkfionen aft)4 ), 72).
/st 7(¢)=0, so hebt dre Dérl homogen, Sonsr' yrfopoger.
Leidler g/6¥ s im éye/z.%/z 2ur iearen Pl 7. &/z{m/xzj keree a/éae—
meine Z@’Z{Mj@fo)‘m el Fs lassen skh aber ety e nl2liche SHalie -
relle £/§msm/m Aer a/éaéffzg/}zfzf A 0’3%4% é/yeéfxz Aeperdern
flnten wrr enige Zﬁﬂﬁ& eny die 11 analozer Formr bes der Kehpod -
/le lineares Dl n-ter Ordnurg Vermﬂlwy s
ﬁe)&h fon 1.3.4: Selen 4, 02), 4, (t) 2uwel Fankronon mi/ fe/;ze/)zsgmm
Depanitionsbereich V. 4, und 4, hegben lnear wzaééé’/zf{?, Lwens
ds Gleichung o §,(t) +e2 §, () = O neer die Frvsiake lesung
«, =%, =0 bos/Te¥ | andernfolls finear aééa"’/y.y.
Shd 2vel lnear wunabkargise Fankvionn g, g, Lsumger aer
[inearen éomqjene/z Dl G+e, g +a,it)y=0, so hefsf 4,4 €2
Fa/zdame/zl&lgjﬁi@ﬁ Aol Dél.
Beispie( 1.3.5 :
(i) Di Funkrione? 4 lt)= aﬂ‘fz//zd 4, ()= =% st 247, s liwear
Wbé&/zfg | Ao A Gileichung
oz,,e?’ff—a(z@ht: OL=D s+ e
et ﬁa'r K=o, =0 err/é?//)‘ /S
(i) D Funkbionen 4 t)=&"° wid g, ()=4-"" s linaar unabhing,y,
da do Gileichung
4(,4@,2”‘+ Mbt&% =0 £=) K+, ¢ =0
puer Par o« =ot, =0 esfilff ist:

Cﬂz’ 34)1": 0
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Li) Da Funkfionen 4,(t)= e i 82) und g (t)=e" coalpt), g0 spaA
[ineai maé/wmjxj , a& dee Gileichung
«, e Sm (/gf) o, et (09 (/%') =0O<E=)u, 97 (/Zf) Fa, (aoggz*/ =0 ){“7-/5’;50

neLr 7&4;' K=oty = O er,é//% /st
Fior lieare Dol 2. Odnung ‘7/'/5‘ nun folbendles 2entyale Testlint
Sale1.3. 6 : E5 se/ §+allgra, Wy =rit) eme linear Dol 2.0un s

wd  § +a, tq+a, (t) 4=0 e Zfé{fez?/ﬂ’/za«é homozere Geterchung.

Dann ﬁ/’/% .

(1) 55 4y tE), 4,06 e me/&&j&%f de/%aﬂzﬁmm Dbty dans /57
Y t)=C Y4, +Gy ), C, & ER, de a/{%/fzzﬂe (554rg der
hmajmeﬂ D6l

(2) st dariberhinaus Yy ) aite. partkuldre [;oez/e//e) L&stung der 124 ~
genen Déal, 0 IsF )=y, () +Yplt) dre a/{7€me/)zf lasung aAer
/ﬂhO/ﬂOjéﬂelz D& L.

Aus diesem Sarz é/j/é/ Skh nun, dass wrr enerserts ene /lepone ée/zo'%%
um en Fammm/zz/sjf/m Jar die m{fme Gaterchung 2 Lestimmen
und andrersets lerfahien bravucher, am ene porfikalire Za"swzj aer
/Momoye/ze/z Dol za fmden.

Beispie! 1.3.1  [Jir betrachten dee linease , inhomogene Déil

g+ Lj_’z y =endt).
364&5(704(/2\7// Y= TE 50 (LT3 ntt) ) /jz TE! oo (413" £))
brlden e Fm&iamm:éc/{yskm far g + tz y=0
Beweis von Beh Wﬂu/zﬁ 1.
Es g/t 4, = )_4 [sm[z-ﬁzn () + 137 oo (5737 en/f/)]

Y = - 7——2—: - sin (47131 4n )

Einsefzen Van g wndy, i des /Lmzoje/ze Dl ligferf
- sin(4 )+ 5 7'/75m(4-ﬂ ) =0
_ 4
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Y, (63 also da homodene DGl . Analog Ze/y/ man, dass ¢, dee
homogene &/e/cmnj (6. Do ¢, wnd Y, lnear unabhirngy Siad,
bilden sw somit emn Emdam/ﬂ&/{ys/em. Also lawlef Hew a{/femz/k(
zo"wnﬁ der homogenn D&l
Y= G Y, tC Y2
T2 [C, sia($T76:68)) +, con (£ 6att)) |
Behaupbung 2: Yp= § ° [enlt) ~11 isf partadive (Esung abs iakomo -
geren Dél -
Beweis von Jﬁwywjz '
Es g/f gp=5tlnit)-11+5t, G=5lt)+5
Damit ist %, tz Yo = 67[%}*4—4—;?(‘—2 —'L—kZ[(/z/Z’/ 77
=nlt),
A4 7 /SF pa Ho e telGire Zé?swg aer /ﬁéo/%ﬁm D&t .
Ins jesam/ erpht Sich Azt die allgemerne L&sung er in komosener
D&l als
Yy =YatYe
7—7[6 sS4 (H)+C, Cm[l‘ﬁfn/z‘}/jf- Lt2Len )11 .
leider j/bf és kew a//fememes los%ye/ifaé ten )fa/-daé Zesﬁ'wmmy
des Fandamen /&/S’fs/@/ﬂs UWr beschranken ans adzher i Felgenden aul:
Lineare D&l 2. O/dfzwq i f Ros/anten Kac,’%z/e/w@f
Dies sind D&l der Férm
\Lj + a, g 2 Y =orlt) mit Konsrankn a, ,a, ER.
&sh’mmwzj Aer ﬂ/{féﬂlé/ﬂéﬂ /534(/1j derﬁmfjme” Vieareot D6l
2. 0rdnung mit kons/tan fn Koeffpzcenton - o'+, q+a,4=0.
Lir ée/zé’ﬁ";w e Fundamen /%z/s(y&{ém LA b 2 lnear a/zaééq}z(/a e
éoséwfén Es istna éz//ejezv( 24 geer f/zaéﬂ E«;aafzwﬁa{/aﬂééo-
nen "z /omé/efen Ab. i machen den Ansark: y=e
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Wenn dies fatsichlich esine /(534(/1? sein solly dann muss g 2usapmner
mit ‘7’: 2% L \9‘:5’%” ¢ Jie D2/ el falten. £s muss also ff/)@/;.'
A2t f—a,,ﬂeﬁff—aoe%—— o |:eM40
& P radta, =0
Diese Gileichung heffot  Chatahlersizscne Gleicharg, werl sre, we wi, f/f/'cé
Sthen werden, das Zc;ﬂlﬂfSVe/%a/iéfz / dje A+ des FW/&/?;/M@
besthmmy.
Wirennnern ans damrn, dass bel ener gaad/aéﬁﬁm é/e/ww\;y A falle
aulrresen konnen . 2wer verchedene reelle Midskier, ene Aggpels reele
Mullstelle, keme reele tlidskhde. LJir betrrchren dee Folle jeﬁewzf/.
1. Fall - Di hambrersdsiche 5/8/54///\77 A1, 7 +a, =0 hat 2a veroch -
dere seelle lEsungen g, = -3 2 ](2)-a, ', A 4. ()72 0.
Nach gnseren fééer/(eyzzfye/z swed darn g, =e e unl Yz =™ (Gun-

gen Aol é&/)wfe/zeﬁ D&l . We \7@/7 # 7, s se lnaar ﬂmééa/g G
bilden somi? e F&ndamem&lysk/z. Duc allperme/ne (Esung  toceser 17
diesern Fal also:
ql)=¢ Cre, , Gy G ER.

2.Fall: De choraklercotzoche édf/cész A%a, ] +a, =0 hat ere Ao f
reelle Ml stelle 2 =-%4 4.4 [2)*-a, =
Som/Fhaben s emne .;er/e// 1054/57 4=e %’46 flrdas FenAz -
men /&/5\75@/?7 be/zahjw il eine wetere linaar a/zaéémf 19 Zaswyj
Wrr 2eiqen, dass g,=te = e fa’ldemj esfillt; /aden wair % gam
men mit den Ableirungen 4, (1~ 2 21t)e" 27 4= [(Z)#t-a Je®
n die D&l emnsefzen

[(%f-t-a,] e Cra,(1- a.t)e Tt a, e

—_Q
=2t

=1 (5% - 594-%%*%35%% =-{(¥)-afe =t =0
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y,=t -ef%‘fer,fé//s‘ ako cbenfulls die homogene Dbl wnd 4, e 2 g =te B
Sind. limear uncbhiing/§ . Sie bilden also e ﬁmphmeﬂér/f/ﬂﬂ@fz und ole
al/geme//ze Za,cmf Her Vel in diesem fal 1sF
Y e ¥h Gt ¥t (1 G T, (G er
3. 1all: Ve chambleristische Gilelchiung At a,? +a, =0 /af kevie seelle Mall-
stelle, d 4. (¥)'-a, < 0. Ljir ze/fe/y, dass n diesem Fal dre beirty 1vions
unabh&njgm Funktionen §,=e% s ), g = congt) mst
==, (3= ac-C5F cnr Fandlaymen telsystern bitoer
y=e“t sm (gt)
4 = et { wsin(pt) + e ()]
o= [ la®-p?) sinipt) +2upp cov ) f
Einsefzen m dee Vil -
et ? G- %) sin Got) +2ufs o)l +a, & Fuc s (léz‘/s‘-ﬁcmé&z")] +0,6% 50 QSL‘)

= e (- +a x +0,) Sin(ft) + f (2xra) coo (pt) =0

Somit erfillt g, die DGl . Eine analoge Rechnang 2elqy dass auch g, dre
Dl erfillt.- D 4.y, linear unabhingls sud, bilden sie en Fandarun -
falsyskm . Pe a//ﬁe/zze/}ze lé’swy Her Aomgmm D1l (S Sorm V-
Y=Ge “ sy (/sz‘) +C, e 507(/31‘) = <% 7 G Sm () +C (B S,
Coy GG ER mit x=~-%, p=Ta,-(%)"
Bevor wir uns damit beschi ﬁ%\;m, W man an eine parfiiiie (Gung
emer /Aéomjeﬂeﬂ DGl gelang?, belrachten (rf eundchst erz/ze Besorek.
Beispiel 1.3. - 3 -3’~6<7 =0
Ansate: g=e™* g=2e", 4= %"
Einsefeen in dic Deil: A% -2e7"— 6™ =0 [:e?*+40
&> PP-2-€ =0  (chambternShiche slackinz)
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é—> 2412: -%i-) %—‘/'é

&2 0,="2 v n,=3 (t1tFalV)
Fa/zg(a//zem&/{ys/eﬂz : %:@’Zé, %:e“
A//je/ne//ze éé'sa/zj Aer D&l : ysC,,c'Zév"Cze , G, GER.
Baispie! 1.3. 8 : g 34+ 5—3 =0

Ansatz y= =e”* , 4= 2e? 3 =%
LEinsefeen in die Dail : A°e™-377 + ‘20 [0
E PP -3+ 7 O [c/zcemUeﬂS'hSCéﬁ é/ezc/zwg)
=D Py, c -2" * —;?-~ -f*(l
& nm == (2R V)
Fundamenm/Sjskm qce Y=t et

Allgemeine Zo_szmj Aer DGl : Y= (G +C, £)e*?
Beispiel 1.3.3 \11 3 + 3 ;( =0
Ansarz: 5: ‘ g= A7, 4= A2t
Einseleen in dee DGl : %7 - 5‘26 + 233 Ft=0 |- % #0
= A%- 5‘—/7 + 22 =0 (chamhleritrsche é/f/cé/z/y)
& Dyp= &7 ]%’ 2
<= 2,,2 x5 GRIV
Fmdam/z/d/{fskm: %:cs sn(§ )/jz=€§-f(@7(§s:f)
/4/<7em erne Zé’swzf der DGl : g cf‘z‘f/ Gsin(F8) + G el f)/
Nachdom wnr nun gesehon haben, e man du allgemene Ly erzer
/Lom%mexz lineasen Dél 2.0minung mo¥ konstanten Kogizienten bestsimpees
kann, wenden wir uns dem 1oblem 2, eine parfkulie (esung fir de srhomo -
gene é. /e/'(hzmy 2 findlen. Dazu G es an alloemernes Vestabisery Aas ¥
“Variation der Wonskanken ‘bezeichnet wivd. De @a/zé,ﬁ%fw;f 57 n oer
Fogel 2iemlich qufwendig (i werten hier ene arndese flethoote Aeneer-
lernen, du in viclen pakh'schen //’/pé/fmjé//wzfm )&Méﬁc’%/m‘a/m’ Vi
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der Rege/ mi? Jerngerem Aufward o(wzéfgﬁféxxz/ werden kans.
hbei Versucht mas, Kenngnisse wbsr steckszerene E‘//%e/zrdg/éxz aer
f/ﬁ'rf” unkbon (in éomofl%/%’/) 2ce nutfeerl, e man dazu //Hﬁéﬂ/
emen (763{'7/7,@)@/2 Ansar? /[Jr ane [5544(7 Y ormuliert, 1 odert 2a—
NEZChSF nach vﬁne/e Farameser sind. Diese werden Aann so bestrmen,
dass faftsichlich ene [ 5544?7 herauskommy Fer vrele o &er Paxs
VOrkom menl &57'7/&{4 KYionen Rann marn enen passendern /sarx
aus emer Yabele wzhlen.
WIT werden 2ndhst an enygen Ze/?o/é/eﬂ erlaitern, (e man auf
solche Ansalee komnt.
35/50/'6///340' 3 -5' -6y = -1
Die a/@ememe Losung dAer ézﬁewz{/ze #ern hom ?ﬁ@eﬂ é@/%%j
4-y4- 64 =0 haben wir berfs bestimmt: 4, = G “Ge / ¢, G R
Fir de geSﬁ/%/%zmj ener partikalden Zafwgy Yo Aer méamﬁmen
cileich «nq Eéer/efm wir, dass, wenn ril)=£% 4 emn %{7/&9/77 Vet
Grad 2 /¥, yp so anjase/zf werderr muss, dass dbe lnke Seie oler
Dl e@mﬂz/ls i %{fwﬂz vom Grad Z eg/é/. Da Aé/e/}éz/ye/z Vor7
70%/&%3/1 uruder Pbynome muf n/ednfem Girad s, it es Spnvoll,
Yo i der Form = At AL+ A, anzanchmes. Du Farmeter
Ao, Ay A sind nun so zu bestmmen, Azss Yo dre /'Aéomo(fme Dél
lost. Dz Setzen wir yp 2usammen mit den Ablecrenger
fj.f’ =2t A, Go=24,

n dee D&l ein .
A, = QAE+A4,) -6 AP 1AL +4,)= =1
Q:B '-éAz{} "'C—'2/42_6A4)f ‘{'( ):/f,fz_/- O.f .’..( )

Da 2 7)0{?40/726 Geraze dann gleich Snd, wenn St in 14 ren Wegge—
2lenten (iberenstimmen, musS @lso gelherr



"6/42 -
~6A4,-24,= 0O

Dies ist ein //aea;es éle/céaﬁfs%s@m mif der endears LSSty ket

Z"W Ao= 406’ ;A= A=

Som/t st yp = ~§ 2 +rt1 2L emne pa/ﬁ}éa/é’fe (&S Aer ko -

genen Dol . Do fir die a</7€me/ne 1054/57 der D&l § =4, +Yp 9/,

erhallen ar nun /ﬂSjesamr‘

y=6eFeG - LS+ 2

Ist die a//ye/;z erne Zo':gamf a’er MAOM%F/Z64 Dal y - 3 6y = =4
Beisplel 13M: - =£* +3t 7

Dee zafeh.a”/zfe hmwjene Dal =y =0 hatdle a/(/;eme/xze Losurng

4,=C, tGe’.

Um nan ene spezielle (55ung 4, der inhomogenen Dbl 2 bestinmer,

MMUSSEN NT beackker, Aass in dieser D6 4 nihr vorkommy, Sonderr

nur de ﬂb/e/)‘szeﬂ ¢ and y Um nan mt g~ \7 an em P@?/wm

2. Grraden we in der Sf&?ﬂméﬁm 2u jﬁ/a/ye/?, muss 17 Ansalz 2

G %{7/2002 2. Guades Gewihlt werden, d.h- Yp als etre. Sarmmflené -

Hon e/es %@/wms 3. Grradles :

Yo = AHALE + A E ) G = SAE A + Ay, G =6 At + 2 A

Einsefeen in die DGl lleferr:

G At +2 4, ~ 3442 -2 At A, =42 +3¢ -1

) -3 At (L A-24) -t +( J=4.- 5+ 32 +
/faagf/%/'en benvergleich = -345= 4
'2/42 -/'6/43= 3

Zosa/g Aes [inearen &/e/c/wﬁs?j&@m5 A=Y, A‘z"’ Az ==
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Sorm/t /st Go==4¢> - 3%t partkalire Zo’&éz/ﬁ Aer i bfeompgenes,
&/e/éhémf wund 4= G, +C,et- L43-St2 4t dlje allgonene lesung
der Inhomogenen DéiL.
2usammengeflisst machn A Basolele foo{fmdz Ansitze plowsibel.
/st () e Folgnom vom i n, dann maddt man fer He
partrkulire (csung der Dal Y ra,yta,y=rlt) den fnsals
Cntt) , folls a, %0
Yp=17 t-Qult) , falls o =0, 4,0
(- Gutt) | folls ao=a,=0)
mdd G tt) = k{; A, - 7’df¢0m vom GiraX .

Beispie/ 4.342: & -4 -6¢=3e""
Wa betelts berechnat, (st 75 Ge ¥t G et ot a/éeme/&e LeBaureg s
Zajec?/d/ze/éﬂ é@MO\féﬂéfi Gilerchung.
Ansalz fur deo partiulzre /(i'sa/?f der /héom?fwmé/g/éﬁa/ff -
3}0:/464{-/9/7 _ %46«1—/ \’7;0://646#
Einseleen in e Dol -
N6 A -4 -6 pe = 3% e 0
& €A=3 &> A=1%
Also ist 4= 5 e parfikulie /0'341/{7 Aer 1mhOMGIenent Gilelih akg .
Dee af@eme/he Zo"gufzf Aer //#z&ﬁﬂjé/h?ﬂ Dal isF y-= GeTr e+ £e ¥
Baigole/ 1343 G-4-64=3e""
7 a//ﬁfmdae lesung Aer z/cfeafdlze/@r homogeren Dol (¥ weeole s~
G = C,E5 + Ge* foer /5t es nicht sianvol, Llr dbe partiftiulare (o=
sung del” imhomegenen Dl enten Ansale der form A% 20 pmactkers,
Az dres berer's (mi¥ =6 &= A) éa’isaﬂf Aer tomogenen Dozl 157
dre linke Serit Erz b Hermnach Lir /éa(m LeH fir A Korsfarse
A don Wer Vall
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Es funklipniert aber ein Ansale der Form . g,= A€
Es gilt: iy = ALA+380E™  Gp= 3AL2¢38)™
Emnsefzen in die D&l -

34(2¢38)e>F - A(1+36)e - 642 35= 37 |20
> A]3zt3t)-(ar3t) -6t =3

.3.:5
@7 /4'=5'

Somt ist = Ete” purthulire lasung der inkomanenn bilachiny
Die a/ﬁeme/}ze Za”suﬂj der/n/zamaj’e/ze/? Vel i j:é,e’zﬁgc“f 2te’ 2
36/’50/'3/4.3.44 T g -3yt %3 = 227
KT hadben beserts berchnet, dass 4= (Cr G E)e 2 e al/pemere Lt
der za jé&/d/w/e/z homegenen Dé:( 15 Kaer s Ansafze Aer Fosra
Aet . Atet oder auch (A, + A, He* nicht sirnvoll, an dizse yz2
Samtich Losurgen Aer Aomfyméﬂ é/e/cfmg’ sdl. ES funthonieri
aber en Ansarz der form. g, =A% ="
Es G- G=A(zt+ 5E)e2°, g = Azt6t + 51 ®*
Einsefeen h da D&l :
A2 +6¢+ 262)e2 -3 4(2¢+ 27 B S arte o2 F 1eFho
& A2+t r§ ) 3¢ +3EY) + 50 (=2
&> A=
Sorni ¥ Ist $o= t%e %iocz/ﬁ)ézc/ci‘fe Zaff&t/lj Aer /kzémzﬁe/ze/f Gilerthinng
De a/@e/ne/'mf Lasung der /’nﬁamge/zm el /st 5=[K4 6 ettt
2usammen geasst mackhen dre Belspiele folende Ansiree placesie!.
Ist #CE) von der Form C-& it Konskanten C,c €R, aarnn machr
man %é’fd/'e fmé)ék/a'if /&ﬂjdfr@éé 3 +2, 4+, 3=/r/z‘/ﬂ’€/7 Ansare
AL, falls ¢ kenre Lasung der chambskriisichen Glackhang
Ates | falls ¢ eifhde (G5 der Charbtendbeschen Gilothiang
A€, fals c deqpele [ a"swzj AEr ChoarakrertntaScher) Glenteaseq




_33,.

Belsple! 1.3.45: § -4 -9 = 2:sm7(2¢) -3-co> (2¢)
D allgerneime Za?a/zj Aer 24{730/&{@@/7 éomgexzw D2l haten trr be -
rel¥s 2a 4, =Ce % 1 G et bahimb. Fiir A partt fulare /éMj oler~
/h/Lomoge/m Del macken wirden Ansal? Y= A, (2L +A4 cox22),
gp =24, conl22)~2 A, 5inC28) ; Y, ==4 Ay St (24) ~ 4 Ay o2 (22),
Emserzen i e Dérl .
=14, SINC2E)-Y44y con (24)-2A, con(2) 0 Ay 512 (2E)-6 Ay Sin (286 Ay to008)=2500(28)-3 o0 (21
& A, +2A4,-64) sin(28) +(-4 4,2 A,~6 4, )coa (2E) = 2 511(2¢) -3 tov 2D
EM04, + 24, ) $5in (2€) + 2 A4,- 104, ) (02(2¢) = 2 s17(2¢4) + (-3) (227
Da 51 (2¢) und co2(2¢) [inear maééé‘/zy@ sindl, muissen e Noefle iinker
vor den Siaus- und (somussermen r@chb und liks /wa//é’ j/é/éé Sen? .
/(oq?f'%ém@ﬂyeg/e/cé : —AOAt+ 2 A, =2
~2 A N0A, =-3
Die e dmﬁj bestimmite Losun 9 des linearen Gleichungssysiems ist
A=-Zz (A B doh Yy =T sin(28) + S5 oo (28) [5¥ partikaldie
Za"sa/zj delr mhom ogener é/e/'céa/zi Dee a//fmhe /c'{smj a’e//ﬂ'émmf.«
nen Dél ist Somi? Y =G H 1 G -Z sin(at) + L tonl2t)
35/50/2?/// 3176 : 3 +4 = 25m (2#) —3ceo (24)
LIir bestimmen zunachst de 4{/76/722/)16 Zéfcwf? Aer zz\a/ceom@ Levno—
Jeren &z/g/da/zj yt 1{3 =0.
Chaiklenitische Gleichung : A+ ¥=0&>7,,=0tT7 (kene reele Lesung)
Fundamen r%z/ffskﬂf S Y= e’ sin(2E) = sincze), 4=’ Ctoa(7E) = o (2
/4/{76/726//26 Zé’sarzj der homogenen Dsrl - Y, = C, sin(2¢)+G (2.
Als Ansale far eine parfikldse Zé'szzfg Aer /mejmm G lertharg & som/¥
elne Funkhon der Form A, 5 (2t) + A4, (o2(28) nicht sinvoll.
Es funktonierf aber 4= t- U, sin(zt) +A4, coa(22)),
5;0 =(4,- 2A4,2) 5in (28) +(A+ 24, tor(22) ﬁ;o" YA, +4, sin(2) +4A-A, ) o0 (20



_l_{0~

Emnserzen in dw Derl -
— FU tA ) SN2+ YA~ A coa P+ (4, S (I £ A, (02 (28) = 7Sin (28 -3cealzt)

ED YA, sin(Zt)+4 A, con(26) =7 5inl2H) +3) oa(2F)
A ae#%fz/e/z bnvergleich: 4 4=2 &> A, =- a
t A3 & A=-F
Somit erhist man di parkkalize [Gsung go=t (- sinl2t)- % cen(zt))
Dee a//gW/he ZSSMj Aer /'ﬂ/mmoj&exf Dé2/ eg/é/ Sih 2ee
y=Gsi (26) +C, com lZé)ft(*-?,—S//)[Zz‘) - %caa(Zf//
=(C~%t) Sin (2t )+ (G- £2) ool 28).
2usammen je/afsr‘ machen de Bgoele (blgende Ansitee placsibe/
ISt a(+) von der Fotm IK,sinlkt) + 16, oo (kt) must Konslankerr Ky, Ky ard
k>0, dann machf man fir da part kulire /0"5402‘7 Aer Dozl
Y+, 4+, y=11t) den Ansalz
_ 25 Ay sinCkt) tA4, coolkt) | falls a,#0 v k#Ta]
I~ Lt th, sin Ay conthtl), fulls a,-00 =T
Zemenéuaj 1,347 Besteht dee Sfﬁ'%)éazéﬁbﬂ aus mehreren Summandlen,
S0 etha¥ man enen Ansalz 7&2’/‘ Y als Swumme yon eméﬁ/ecéwcz’zw
Ansalzen fur de enzeinen Suwmanden.
Bet Froduktn kann man versuchen, 763/5/%/{ Ansatre ea muliplzcere.
Dies Lehrt leidel nichY immer zam el
[lan kann enfprechende Ansilze foir Storfantlont, dre Frodeuble von
Polynomen | Exoonen tralfunttionen und ﬁzfﬂome/wdm Fan&oven
sid. | formuliesen, wao wnr hier abes nick! werker verigr waler:.
Bevor wir uns noth einge Beispizle anschaen, Stellere wnr iv emer Ltber—
SIcht 2usammen  welche Slmte 2cr lisung enes ALT der Forr
Gra,qra,y=alt) , glL)=),, &)=Y,
erforder/ich sind.



1, Schmtf : Bestimmung der a/l/yme//zfﬂ lesung Aer Zajead/zeé” homggerert
el ¢ +a,y +a,4=0
a) Ansafz : 3=e?ﬂ-
6) ChamkteroteSche Grleichung: A%+a,7+a, =O
c) szdamm/zzlfgs;@m : Yu Y2 (2bhEnglg vom /55a/(4jsyefha/:€n Aer
cham k¥ervotnichon Q/f/dwﬂj )
A #//yemwhe / é’sa/zjz Aer Aomoieneﬁ DLy =G4+tCY:
2, Schm ¥ - Besthmm “ng ener partikuliren / é’swzj der /’ﬂémzfyﬁﬂeﬂ D&l
a) é'zeexl';/zzlm Ansarz yéi’r P wahlern
b) Gy G beshimmen
c) Yp, Yo, Gp in dit héonwje/ze Dérl enserzen
A) Farameter im Ansarte durh /\6.%7/'2/?/7@4/6{7/3/% e ifein
e) Farbhkulise 15’544/{7 % cwjeéeﬂ
3. Sehr i #ﬂjaée Aer a//femz//z&z [osung y=¢, + Y, der irhomagenes
Dal
4. Scomi'tt. fes»ém»zuaf Aer [5‘5%\7 des AWF
a) Einsefzen der A5
6) Zesﬁmmmj der Konstanten ¢,
c) /4/2‘70&2 Aer /é&mj oes AWT
Beispiel 1.3.18 : §-3G +2y =27~ It +2t+8 - +2silzt) +6 o 28),
met y)=1_, y(0) =2
1.SAn - 4/{76/7%/'/26 /é:m/? homogene Vel g -39 24 =0
@) Ansafe: 4, = &7
6) Chamhdenisiche Galeichung: P=33+2 =0&>a,=52F-2T
&EDR,=1v2,=2
c) Fun damﬂ/ét/s(yskm: 4, =e?, Y = e”’
d/xé’/{;eme/}ze {éiswﬁ /mmeje/ze Q/e/éka/ﬁ Yy = C,et+G et



2. Schri' . Partakulire éé:ssz dAer nk omogenen Dl
a) Ansate : Y, =A LA L AL+ A, + BteF +0) 500 02) ¥, cool2t)
b) G, =342 +24,t tA, + Bl1+t)e’ +23) co9(24) 2T, 5177 (2¢)
Yo =643t +24, +B(2 +H)et— Y4 D, sin (2¢) ~ 4 T tor (24
c) Einseleen m D&l -
6 Ast+24, +B(2+8)et - YD sin 2t) -4 Ty oo (22
~ 346 AL -3 4, -3BU+E)E - 6Dy cov(22)+6 D, Sialzt)
F 24 4 2A 24 24 +2 A, + 2BE L 423 5i0l28) 42D o0 (2
= 245-3¢%424 +8-e%+ 2 sin (2) +6 coo (2¢)
& LAt A+ 24142 +[6A, -6 A +24,1E +[24,-3A, 42 A ]
+[-8lef +[ 1sm(2#) + [-6D, -2D, 1 toa(28)
= 2t +[-91E%+ 2t + 8 +[A1EF + 7 sin (28) + € cow (22)
d) Koeffizienven vergleich : 745 = 2 .
# 7 24 -S4 =g | LS
A=, Ay=-2, A, = O, Az =1
LA, ~6A t0Ay= 2
2A,-3A4 +24, =¢
“B=-4  (Ssunq: B=A
; [J'su/zg :
6Dy 2D,= & Dy=—4, D=0
e) = £-2t +1 tet- sin(z¢)
3. Schmi tf: /4//?2026//’16 Zo’:cm\y dAer imhomegener DL
y=Ce* kGt HtP-2tra +tet- sin(2t)
4. Scbwith: =2, +C, et +3¢%-2 +(att)e~2 con(22)
) AB: ylol=1 &5 G+C, 1 =4
§0)=2 &2, +C 241-2=2
b) Zo”szmj Aes @@/’Cﬁ%ﬂ»jSSjS/@/?&S ha) C=-5C,=5
c) Lo’”swzﬁ des AWP: 4= & LGttt 4 +tet - sinc2t)
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33/30/}9/ 4319 : /ﬂjeb@r’ S and /Vac/’//ﬁfe D emnes Giutes Seien in fbharn-
j{gée/'r‘ vorn ‘Freis T/ jffeée/’z Aeereh
Slt)= oy + w, PLE) +o2, PLE) + o, PLE) ) o sy 0y, 85 20
DUt)= B, — B,Plt)- B, PUE)-B Pt | RBoyBu,BeyfBs 2O
4njeb@f und /i/acé,f/zye /Lé’njm » dreser Hoded awch ven der Pedvande -
tung PU) und der Pebbeschleanizung PH) ab,
Jleichgeantht herrscht, wenn S(t)=DIE) gl¥, o 4
&y +ot, PlE) +oey PlE) o, Pl)= R — B, PLt) - 3, Plt) -5, P
& (e, +8,) PlE) t(a, +R4) P + (ot ) P = B, - o,

FCZ’—D(,_T'/gz:péOQ/Sﬁ
Py Satbrp, Hotle o Byoos

Hat man zusalelich /wcé /4ré7¢éen 20m TriS wund 2wr Prelsarale—~
g zu enenm bestimm tern Ze/'/px/zé/ , S0 hat man //zs(jasm ¥
bin AP der Form P+ K, P+ K P=Ky , Flt)= R , TUE)-F, s
sich mef olen hier Vo/yes@//@z [ethoden [osen /assz‘.

Eulersche Differentiz(aleichung zwerter Ordnang
Unler einer Eu/el‘SUCﬁeﬂ @;7[ Z. 0/5(/7/(/127 verokht man dee homggee
/ineare D/l 7,‘29'4—&,,{'3' + oY =O
md soeziellen richthonsthnter Kae/%é/ém@ﬂ. Diese [G2sF Sfch for
£20 b2w. £<O Awrch jee(//‘a/ze/e Stebotrtectsonen au/ iz émzﬁe/w
Lineare DGl miv konslarnkn /fae% 2renken 2urdithfeiiaen.
Lrr betrachton don Fall +>0.

Subshtubron:s=nt ,d-h. t=e°

M Kilfe Her Ke,%m\efe/ et//p/é/ Sich

3 at as t - oS
w_d oo d 4_.0,&5)_ L,gt,e, 4 .ol 4_,)
ﬁ’oﬁfﬁ—p{f[f As )77 A5 T atz"(ots



—-qy-
~E G E LR Ak e S -
Selzt man diese Ausdricke /ﬂ dce Evtersche Dl en, so ethal¥ 1»ars?
mit den Bezeichnungen g =005 1 4= ZZ% G dlee Ablertngen
von y nach der newen %mab/e/z S de lincare ﬁaﬂ??w Dl zwerter
ﬁ/drumj 3” +(cz;//)g’ ta,4 =0
mdf kenStan ten Notftezienten. 2os ( cS'saﬂjsye/Aa/»é/r écz”ﬂj/&&mx}‘
weeder vom ([ 55&6%51/8%2/?@/? oer chanmktervatzachen bilerc/ung ab .
Fior den Fall € <O verwendet man dhe Sbstecrron s=E un
gcﬁf‘ analeg vor 4 /Zémj ).
Be/Sp/e/ 7.320: {-23"4-37,‘5 + }*J =0 , ¢t>0
Die oten aﬂjejeém Sebstatutzon )/424/14‘ Aann awf de D&l
g'*2y't7y =0
mh der a,/(/feﬂze//ze/z ZOSL(/Zj jés) C
RiickScebstitetion //e,é% L7/%/— Gt +Caf_
Beisoiel 1.3.21:¢°§ +3t 4 +4=0 ,¢20
/A der aﬂgziebe/wﬂ Subbortatecrove e/%cc/yleﬂ tzr A Dézl

L -2

+
N O
®
N

y'+zy' +y=0
ﬁwfﬂfﬂ/f’d//?eﬁt@/ﬂe/l Zo‘sa/y (7(.5) e+ G5 C
Riscksabshetion ligtt §=C, E+G 25

Beispiel 1.3.22.. +*y +3t 4§ +§_\7 0 , 70
Wiy substtuieren wwoder s=ént, d 4. =% wund ertraltn dee Dl
(d" +24'+5 y=0
mdt der a//?eme//ze/z Z@saAj 5(5) e °{C, sins) +¢, coo(25) §
fiicks abshilation liefert: q(t)=t™"{( sn(2ent) +C,conczent!S
Boispiel 1.3.23 : In Aot Theorie der Qotionspreise #rifll man aeef de
Dal Q')+ a xg'tx) + b g00) =ecx +3.
Drbei bezeichne! G den (e elner Aktwngprion, wemn oler bw Aer



-qs_._

Akt X befrigh /n vielen [ledeler st (a-4)>%, wrs wir im folpenolen
anneh men. Auberdem sefzen tzr x>0 voreds.

Formal serzen wir nech atb #0,6#0 und (s.«.) A, 4 1, 3, # 1 yoreus.
Lir Suwbstuieten wreder 5=6nx, Ah X=e> und erhallen A 1ihomo~
Jene fineare D6l % +(a-1) % tbg = xe’+g.

A 52
losen Her /wmafean D6l
Déer L oA* Y. _
2 L2 y(a-4)0% +bg =0

Mt der chambteribiichen Gleichung A +la-1)3+ b =0.
egen der Vameﬁsef?a/zﬁ la-41)% > %6 bes/ ol Hee Charabrercotiocsie
f/e/c/m/z? de boiden verchedenen rellen Losungern
e 152 TSt und 2,="5%~NTE

Som/¥ /st jh(S): C,,eﬁ‘s +Ce™®

Fartihulire Lo’:sa/ﬁ Aer /h/LO/ﬁzofe/Le/? D67/ .

Ansats: gyls)= A +B dh e - ge® , Al - peS

Einsefzen n dee Dl -

A-e® + (a-1)Ae® + b(A’ +B) = xe®+58

& (arb)Ae’ + bB=xe rf

%ae%'&/e/z{eﬁye/y/e/cﬁ c (avrb)A =, bB=B Al A=F g B= £
Somit ist GulS) =g+ E [t kuddne (osung Aer iosemazenen
Vel dh. gs)= C,e™+ G+ &+ £ de aWw (&5urg .
JUt Hilfe der Tticksubsriperion erfalten Wi daiens A alanes e
463664\7 wunserer fojaﬂjg/e/waﬁ:

9 =Gy X+ G X + L

Stabilifét linearer DGl Zier OrAnung
WIT beschiphigen uns nun mit Zer Fiage , welche 4asa/7}éa/7fex¢ klerte
A@ZWW ber den /%,fanjsbzd?)gwyfﬂ e/ Ales /a}w(zfsy&/%a/én ber
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AW P mirt linearen Dl 7 der ﬂa’xzﬂ/ﬁ habern. D) unlkesauc e 125 bescve—

dere, welchen Effeks solche A’zzm/yeﬂ 2uf aes Vet (i

2uten haben. Wir befrachlen

g’ +a, /f)j +a, (f)j = 71¢)

Dee a//?e/ne//ze [&fscc/zj e = Gy + Co Yot Yo meX Hen Funamenrzz/ -

/éiscc/zjm Yy und 4, ferae %760/3{42/6 /w/m(yyme G lerthurng wnd evresr

partikulien [osung Y, der //')éamgefzm D61/,

(/)aiﬂ’rz rhaon 1.3.2%:Dwe Dal \17 +a,lf) 5 +a, () 4= V447, M%y‘ @(Sf/ga/?f%’%é
stabil, wenn Jere (esung (4, +C2 Yy Aer ,,zafﬁé?%ﬂ éamy%en?ézé
fir ¢ =2 = geen Wt/ éanwy/ef/

j(ucﬁ beoloetend. dami? i3 offprbal; dass ¢ G Y= O und 02 4:=C ¥

Do sich dee konkseten 4B 1 den Llesern fr A Konsfarfer oy Cy

médél‘fcé/afm, bedeeilef Aee dyw/o/&/wcée Shely /7t ako, arse Aer

Eflokr vor A’/zd’e/%/z(fm 0 den A8 G- #—>e0 N /74 f%/

Femen M(fﬁéﬂ kleine /Mmféfi w1 e AB 2« Sj/z/)%/éqxz/e/? Lafes=

Schieden su Verbaltern der 10544/57 /W E—De0, S0 posmss wen A

Déal nstakbr/.

Wrr Aiskutweren in /-’aﬁefwﬁr Jonzecer e yerocheedlonen Falje, dee be:

einer linearen Dl Jler 0/dmmf it konsfanten /@%?@'m@ﬁ @/~

hreten, konnert, 4.4 . §ra,§ray=r1t).

1.Fall: Db charkterrttiche Gileichung A%, D+ @, =0 hat 2wer
verache dene rele (o 05/(4\79/2 Ae, Ao, Dann isFdes Fundlamentz! -
{75/@/72 jﬁebfxz Aureh - j, = ; Yo ° =
Da f_yfz 5% -€m e™ AOW Hann, wenn 7,20 und 7, <O,
/St i dwesem /Er// dee D61 (7@%(, Hearn zsj@o/a/wd Shk2b,7, e
heo und 2, < 0(7/}‘.

3@19//’5/%3.25: D D&l +35 + Zﬂ = et hat di Q/fzmme

lsung  y= Gt Ge Tt fet



t
—cli= -1-2__ C2=13 ——Cl1=1/2, C2=

-2/3 — C1=3/2, C2=-1/3
C1=5/2, C2=-53 — —C1=0.C2=0

In der Gruzphik Sz einige
/é’smjs/wrym 2l Verachie -
Aenen 4B gezerctinet.
4@)=0, G(0)<0

yol =0, 3'/0/ =4

ywl=1, G0)=0

[ 2,=-1, ?)2- ~2 st die Dol asqmp foteick szl
e/gpze///’g’ 26 De D&l 3 +——3 y=+ ha¥ Adie al/gemerne

ZOSL(/g 3 Ce rv‘Q_Zé’f

3+
6 -

4

C1=8/5 C2=-1/10 —C1=2, C2=-12
Cl=14/5,C2=-3/10 —— C1=0.C2=10

Cl1=12/5.C2=1/10]

/Jﬁeﬂ 2,=5>0 st die Dal nskabil.

In der Grapnk sind weder
einige é&sm\y&éuwm per ver-
Schueene A8 Wdeggeém.
5/0)=0/ g’(O/= 0

3 0)=0, 3’(0): 4

ylo)=1, y(0)=0

2.Fall: D chaiakrtornotviche é/f/'c/zwy NVora,d+a, =0 hat ene Aegpette
reelle Mul/Sishle 7. Dann sF das Fundarmwen /zzlsjs/e/ﬂ f‘f?eée/? Aech:
Yo = e’ ¢ Y= £ Da fg@g em_—fi% te” "Ojém&( oAanry wenn

A <0, 15t i diesern Fall g D61l genau danr asqmpfses; Staty)

wenn Ae O 5/’/7‘.

3 Fall: De chatakterotviche Q/e/c/umy Nera, 1+a, =0 hat tee
reellen [ osun g€ Dann /st Adas Fan damm&/;/om yfyaém Aurzh



~q g/

o= 6xt5/h[/§f),jz—e coo(,éz‘)m/% w=-%  2=la, (%)

Da fiﬁ e“*sii gléz‘} €//n e* m(ﬁz‘) 0 g danr, wennt « <O, /57

i diesem Fall dee @él genae Aann xgjm/a/%/mbé S]] wenn

e-%c0,dh. a, =0 gH

Boispie/ 1.3.27: De Dl §+U§+Sy =t hat du 0//?@76/42 losung
4= G sint +Ge ot +44 -4
In dermn Bid sind (Ssun s -
kurven L verchadene AB
gezechnef.

- 4(0)=0,§(0)=0

yol=0, yo)=1
yw)=1,4y0)=0

—— C1=3/25,C2=4/25 C1=28/25 C2=4/25
C1=78/25, C2=29/25 — — C1=0,C2=10

C1=53/25, C2=29/25

ﬂejea a,=% 70 (d.h «=-2 <O) /st de Dél %jﬂ;ﬂ/@%’éé Srabrl.
ﬁéef%f/ man e ﬁ;’rﬂé verahw deren [Falle j@ﬂmdmeﬂ Zm!/ng—
gen asf e Kae,% Zantent 4., @, der Dozl , so e1hLEr marn ,&f?ﬂd&s
einfache Ariterrar.
/2713.28: Dw Dl g+a4j +Q,j=/‘)’/f) /s#gzm danrn asj”}”””
visch stabr!, wenn a,>0 und a, >0 f/V%
ﬁe/ner/wmj 1.3.29: Wir befrachken du Dl G t+a, G +aY =c ru¥
@, +0,  konstant. Dann ist Y=o ene G%/e/cﬁfemcé%s/o,smy, Qenn
y= ?o /st Sfpen bar konstante Zosaﬂf aer Gile/chung. e laSé(/Zjél?
der Dal Sheben )%'J s Feet avese ﬁ@/&hféﬁ?’(éi@/@&%ﬁ werr 7
a, >0, a, >Oj//)‘ (d.4. d 9@[ agﬂy/‘o/mcﬁ stz ist)
Dee &/e/c@mchﬁ/ogm\y =2 W Aanr as(fm/or‘méxé Sizby/.
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T4 @/ﬁfewzha/q/e/chwf]qm hoherer Ordnung

/n diesern Kaf‘/leé werden ir e/’/z{fe f@sultate wnd Meteden Aes

lefzen Krf/é/s n cz//fe/zze/‘/z erer form behandeln .

wirberssen ans mit lineasen DGL n-ver Ordlnung, A-4. mr¢¥ Dl yom 4p
j‘")f—aM [f)j‘"'”)f- ot alt)gt a.lt) y =it

mit cw,/ einemn [ntervall s@ﬁfm FerBonen? G ylt).-, Al a7l

e awch n lefeden /%/% ézt/'ﬁf A Déz( ﬁwﬂwfe@ }fa//s Hee

S/é;;fa/zéﬁ}% ¥l£)=0 15t, sSonst /ﬁéo/?sze/f.

Depinition A4.A: Seren iz #), % ..., G (E) n Funkbonern ry# fm(f//'z% -

mem Definitionsbese/ch 0. 44,521 Yo hospen lirear unabharyhy wenn
e é/e/’chmﬁ Lodlt) #oly Gy (F) #--- + oy Yy [E) = O et e Ak /a’,’;mg
Ky=0ly=...= oy = O besivet, mdem,&/[g //hearaééé’/zy(?
Sind n lnear a/zab/w"/g{ye Funkfeonen Yy, 4,--, Y éc'icmif/z Aer [izer rert
homogenen D6 L Y= +-uy ()Y -- kALt +0,8)4 =0, so heyst
Y1 Y211 Yn € FandamenaiSystem AerDé /.

Belspre(1.42:

(1] D Funkhionen Yult)= e” / yz (t)=& ?‘f

) Yilt)= it paarweise ver-
schadenen 2y 2., 7y Sid //ﬂ(ﬂrémééa/z {7
(&) D Fun ktionen 2 ef ,52#) L‘e L Y= & e sl lrnear
unabhorgiy.
(0i) Die. Funleronen 4,t)=¢%sn (/@At) g (H=¢™ qug, z‘), gg, #)=e<sndt),
Yy ()=o), ) 4, )= sin (b, Gy b0 o), comlin s
Jewels 2uei Fankhonen Gop,oorr b200. Yop ) Yosny At EteehSFzger?
Ko, ders OAOr e fy, fore VEPZceAen Sindy siid liear /mééa'/g(; :
('v)De Funkfionen g, )= sin (B2), Y )= caaégf) (%/f)-—zfé’("fs/’/z;&‘)
Yult)t € oAPE), ..., Gy ()= £ C5E 510 (1), Y1) =t & com ()
sind linear ¢nabhéngg.
(v) Kombinationen von Funbihonen aus () — (i) sid lpeas inabha gl
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In Ve/n/W/’/zem@ von Sarz13.6 Gt nur ,57%2/@&5 pen/rak /st
Sare .43 : s sel y"”/—a,w &) y‘”"’ -t @ E) o + Q) g = Y erne
lneare Dél n-ter ﬂfd/zuﬂﬁ unA g[”iafw /f)j"’" fon Qg e ) 4 =O
Aie %Cfewdw /w/)zﬁefw &/B/Zéé(//(z?. Lans ////f
(1) [s1-Gy &) o E),- ., e (E) i ﬁlfﬂﬂ’dmn/&/{ysém Aer rompgentn ez,
dann st 48)=Coyl) Gy lf) -1 Co i 08), (4, Copoy Cu € Hew
a/{78/n ene LoSung der é&mﬁm Dé: L.
(2) [st darniberhinaus y,lt) ane parfrkulire( ;aez/f//e)/é’smy Aer 2 -

homaegenen D& L, so &t yl)=4,08) vy, i) aie allpemerre /“Mf Aer
" 40m035wﬂ Dal.

Wir bendtigen aleo Lowedler enersers ene /ethode, (m en Fundtamensoa/—
Systern it de éngme é/ff’/'céwy 2u besprimerr und @i SsgEs
Verdahren ,um e parfihelire (Esung dAer jrhom ggenen Dl 2 fralen
Wrv betrachkn num in Folgendlon rur noch goezsie!/

Lineare Dnl n-ter Odnurg mit konsfantern Koeflszientn
Dies sind Dal der Forrz

cn)

G5t g (O 4t 8, 0, = L) A Konstanten 24,2,y -
Bestim mung der x/{feﬂze/)zeﬂ Za’Sﬂr? Aer /zomc‘ye/zm l1earen Dbz L
n-ter Odnung mit-kenstanten Kogfsziensen: (., 5[""4, +@,Gra,y =C.
Wir ben &haen ein Fmdam/z/n/fy@{fm, Adh. 7 /Mearmééé?zﬁ//e
lé’wnjm

Ansarz . 336%01/}‘ den Able/rungert 3'=Z’e7'f, ey g""”—‘-ﬁmlf & 5”’/’/7 5

Einserfzen in dew D&l //'efen‘.-

n At -
A eﬁ +a,,_42" eﬂ#+.-..+7?a,,@;”_f-aoeﬂ{-=0 |: 20

S Ara A radra, =0 (Chambleritioche é/e/%afy)
Auf der linken Sate der chamhierisichen ﬁk/MMf Skeht en "olgnom. n—ten
Girades, dessen Mullstellenyerha/tern A /‘szdaméc//o?/mj@z bestymmt
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Um diese Jeraser a/zjelyexz 2u kénnen, ben é’ﬁgm (¥ PURECHS Qe

/4%536%76 2ur faklerise g von 73@%4 omen.

Safe 14 Y4 Ser pex)=@ax ™+ On-sX" bt Oy X+ 20y @nt 4 e %wm v
Girad. . Dann besiTet pix) Stets aine Podlukidarsellary awo liweaten Fab-
foren. (- xe), peaclratvichen Fakforen (o pax +8s ) dec kenre reellerr Mol -
Skllen boollzen, A h.

k)= @ (X=X ) lex )™ e xg) “px +2.) " (Cpxrp, hact (Crpx ) “

it mgtmy b ctmy, + 2Rt Ry -+ k) =1,

Ficr ?o?/wme vom Guad 2 ljefer dei P~ Fermel de %ﬁ&/éﬂyﬁ.

Flr Po‘gwnw vorn 6rad 3 wid § 9 es WW/W FBrmel, e aber

Sehi~ ROmpleaer sind. Far ?o\(%/zam,e vom Gyl & und hchor gioF es

keine a//gmw//ze/z Fotmeln . ’%“‘/g’f lassen Sich jedoch fllfstellen miy

/é/ﬁ aes @?Zﬂdm Sarzes erme/n.

Saf2 145 S¢ PEX)= ap X by, X et Ay Kt | A F 0, e 7%9/2@/)2
vom Gired n pu¥ jmzmé/ﬁm Ko s 2ienfery, A-4. 4ty GEL.
Darn g/’/% ;

() ot R®)=0 mit x*eZ, dann /st X Tefer oler Kenstarten a,, d. 4.
wenn es ganzezahlize AMullstedlen j/'ér‘/ S0 Siid s anter den Kiern
von a. 2u )&}zdefz.

(2) Higerreiner st Seqar folndes el st Flx *)=0 it X< F e®
(i Gekiireter Fo9rm) 0 &t a Jesler von as wd & faler von &y,

Bevor «nr uns wedter m/¥ dem @Mw%fm %’a’é&/}@;&zz Jee—

are Dl n-ve (Q/d/zwlj mit konsfanfer; /(6’4%2(?/7/@7 bzschc;ﬁ% be —

handeln wir anige Eaiprele M/—?zké?nz/ewg. Dabe/ yeﬁm wrr So
vor, dass wir Schnittwase linearfabimen abso/ten,d 4. trr netzer

(olgprden Sudhierfials F TE)=Q) 50 137 ) = (X-x%) QU wobae

Qo) en Tobmom vom Gimmd n-1 1, deo me¥ Aiiffe vorr 73Grom ~



A 01516N ermetiel werderr kans -
8e/ig,o/é/ 1Y 6 So Fox)=2x>+ Y~ M0x—12. Als Ganzzanlige Mellskles
kommen nur & Teler von ~42,A.4. T2 £3 1Y TL 11D 1y
Frzge, o man nachenander protueren kank. lan ermielt .
H~1)=0. 7@{7/zmz ArvISon /i 'e/e/«/‘ :
(z)< Y XP-AOK = 42): (x+4)= 2X*+2x 12

2x3 1—2x2
2 xz— 10X
Zx + 22X
—~ 42X -2
- 4 2X—12

Som ¥ (?//7‘ Prx) = (Xff)‘&(x) mit Qlx)=2x%+2x~12
Mﬂfeﬂ 2X5+2x -42=0 ED X%+x-6 =0

(=D x=-% -fﬁ;-?

& x=-3 y x=2
g//»‘ Qux) =20 x+3)(x-2) | also Pex) = 2(x+1)(x+3)(x~2).

Be/g,o/’e/ 1 4. 7 Ses Fix)=3x°-x*+6x -2. A5 jaﬂzeaé/{/’ee Nl Stellen
kom men A Jerter von -2,d.4. 412 ;; frage. ftan berchner
Pt)=6#0, 7-1)=-42%0, P(2)= 3030, P(-2)=-42¢0.

HA SalA Y. 5 (1) schlrefben wir; dass 7<) keme jcwzzaé//fexz

Mellskelien besitet. Wrk wenden Sale 14 S C2)an wnd prote seer

r ” T 2‘ . Es 5//% P(E)=0. Paj/wmd/o’zy@ﬁ //e/é/—i‘
[3x ~x2+6x-2) (X-%)= 3x2 + €

Som/¥ g1t : Vfih (x- %) Bx*+6)=3(x-%§)(<x%2).
Da x*t2 kene reelierr NVullStellen bes/7rr, sFdies dre vollrntpe
Fak%'séfwﬂj.
LIir wenden wns nun wwder dem [iearen /Laﬂzo?wwﬂ Dol n—ter
ﬂm’/u(/lj mek honstfanten k&f%é@f&/ﬁﬂ 2. (e wrl) }wzéex« haben
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der#xzsaﬁz y=e"" auf di charakiorsteiche Gouiching

Ara, A va,p ra, =O.

Do Fun damm/fzfs/&ﬁ ﬁfffﬁf nun von den [ éfmx?m ol Chrrezf -

lesvs beachon é/ex’chxﬂf b2ts. andero M/ezdﬁé’cé% von der Fakrzsz —

Sééfaﬁj von A 4aaysd" -t a, D ra. ab-

Much Saltz 194 f//% NUN.

T8t 202 (3= e 9) ™. -(9% pid rg

kenme reellen Nullskllesr !

it gt Wt 2kt t k) = n Zq\/e;@m Linearfakter (2 ;w)wif P

ren m* Funkhignen des /-mdamen/nés\z/s Iems e’ fz‘ xf JE i

2w fedem W/Mdfm )‘Zzé/ﬂr (7 /—,0/? +$) fzﬁam Zé’i Jnkreaven

MFMW&/SWMS & 5//)(,5 Y, te" S/ngé"f) e 5/44?"7.‘)

& e (Bt te b con( pt), .., e F oo (prt) mn‘x -2 3 -7_:(_51)’7.

Des 30 gecronneneh 1 FurdamentallCsangen snd skrs lmear unabiizngs.

D allgemerne (esrng BT jede. Linearkombinarion del” Fundanenta/Bsans.

Basle/ 1.4.8: 47 +3y “ 3"-’- 23 J“"—s‘e y 685444~ 12y =0

Der Ansartz 5=e% //'e)fer)‘d/'e chara ktetsdtoche éi/ez’c/zaaﬁ :
At $37°- 223356 A% 8% -ul - 12 =0

= (A-A 1P (% 2a+2) =
w——/
keme reellen ffllsiellen
Aus der ,&zé/mw'éék{éﬁ me@//lc/zf Jasst sichr Ao FMW%/&/{?{SM

beshrmmen 2 :
Y=, 476" = te™, y= Silt), Y=t sinlt), g = oo (8) gp= ezl t)
Ve allgemeine (5sung Aoy AO/MW Dl 15t somrF-
Yn =, (G +C ) T+ (G G lt) +C G+t Gle “wolt).
Ahnlich wee im Fall n=2 kann man fiir Ao 444%'/&5&/7 aner pastkuliren
lesurg im inhomopenen ol 2 8. ber Stortunttionest vom ?/0 pagxzm,
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Exporentralfintion ,ﬁg’mam/rm Junkion passende #nsisee waites,
dee ir im Folenden 2usammensiellen.
/st a(#) em 7%»?@9/77 vom Grad m , so machf man den Ansarz
) {&m (E) , fels a,+0
L Gutt) | falls ao=....=a., =0
2u beshimmende Parameter shol dee mt1 Woeftszanten von (. l8).
(5F 78 epe Sxponenvia /ﬁméﬁb’z )= a-ecf SO machf man ol

Ansarz . .
&% falls ¢ nicht Melstelle der chasa ke Feroteochon é/ex'cé//{?

I™\4te® fulls ¢ h-fiuche Mullllle der Chambtensbahon Gteihing
- 2w beshimmen isF dor Taramefer A.
¢ (€] eine %ﬂjmama%c/w Funkfion +(¢)=a sn(ct)tbeoolcl) ¢ >0,50
1macht man den Ansalz

o g AsinCet)r 8 conlet), (alls dlps charmtt Rynom hinen Fabdor (ve )

Ll .. o
Asinct) + B cor(cE)|, Galls das charakbersteoche 7 ae
t Uspct)tBanlc ]/g,ébf-fﬁzf- é“/végr%éqfac T

Za bestrmmen siid Ae Tammeter A wund B.
Beisole/ 1.4.3 . AWP gm#— 53" +8y +$’j=4232£,_ yc1=4, ylor: z §0)= -5
1.5 i Bestrmm wng e a/W/)fwz ééawzj Mhom%%w Dé62(
Y +SG+8q +Uq=0
Ansatz: 4 =7t L fort Ao charmklerctzoche Gilericharns
N +SQ%+8 2+ ¢ =0
D (A+2)(A#4) =0
ED Np=-2 , Ay =~
Fundamo telsystem: g, 4= t-e%, 4 =e*
/4//;201@/)16 15540(17 2y, = (G rGY) et (ze'é
2. Schmi bt Bestimmung enes partskliren Zo’fm/y der hhomogernen Do
Ansare: Yo =/7'e2t,jp =24e% | i, = Y Afe**, o= g A
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Einsetzen in de DGl 84 ezé+20/4626{-46/452$- UpePL N2 |17
<&=> Y8A=12 > A=
Soms ¥ e = ?{- %t
3. Schr o J/W/)zc Za‘é&mf Aer /AA&M&W Dbl
9 =(¢, f-CZf}e,-fo’@ et + 7 e?t
4 Sehtt Lesen oAes AP
y=(C,-2¢, G -G T L%
G= (UG -HC b ) o Caet e
AB: 5(0/=% &=> (tC+E=%F &> (+ =0
Gl=3 &> 26 +6-Gr3 =23 &0-2¢+G-C =1
§0)=-5 & Y -UG+G+A=-5 £&=> U -UG+C =6
lé’sunj des linearen Q/e/chwzjss skms: C,=2, C,=3,0,=-2
SoniF [S5F g= (2+3)e -2 %44 e olas AW

Berspiel 4.4. 40 g"” +Zg 4 =185in(7t)-27 cool2t)
1. Schmi' i Bestimm wng Aer d/éféﬂzfl}zeﬂ 4 é&axy Aer frermgenen Dbr!
y“rz g y=0

Charaklensviche Gileichung : 2“+2 3%+ 1 =0
A Zj:g)z =0
heine recllen NMidlsielen, L7z jftectkitior 2

Faundamen h/fyslem Y, =G SNty 427G SINE), Yy = G Canlt?) 4= Gyt Con(t).
/4//%”2@/)15 hmwfm léézm(?:

4,200 +GA) Sinlt) + (C+Cit) con tt)

2. Shr 't - Bestmm ung amelr /oarﬁ)éw/é?m /a?%/fyﬁ(er /’/)é&/}lW D2l

Ansatz: Yo=ASin(2¢) +B cor(22) 3 =2 A coal24)-2Bsi2(24)

Yp=-4Asin (2¢)18 coo(28), yZ'=-8 oo (2)+8 Bsin L28),

Yp = A6Asin(Z+ 16 B toa(28)
Emselzen in dee Dél :
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16 A 5in(2t)+46B o0 (26)-8A 5in(24) -8 Beon(ZE) + Asin(28) tB cov (24
= A48 Sip (2€) -27Fcon(2E)
&> A sIn(2¢) +3 B coo(2t) =18 5in(2¢) =27 coal2t)
%@6%’2/23/4 fen Ve/y/e/'c/z c A=A =D A4=2
9B=-2? (= B=-3
Somst ist g/p: 2 Sin(2¢) —2 o l24) /oa/ﬁ)é%/é?é /é&‘/{(fﬂ/ﬂ/‘ KD —
Dail
3. SCﬁm'/f.'///éwze/’/ze Zé’szmﬂ der imhomegenen DéL

3 =(G+G ) sinlf) +(C, fqu)&:?[f/ +2 520 -3 a22(28)
Stabili et linearer DGl n-fer OrAnung
Analog zum Fall Zrer 0/p{/zMj nennen wrr ene linear Péil n-rter
O/d/%mj f/oéa/ as jﬁ%/bm Szl wenn ae QWhe Zéamy
3h=C,, Yot -t Calgn Aer 24{75:97%/&@1@% ﬁomade%w D62/ ez o
/w/wf/(ycém‘ fiir ¢ gegen wnendllich gl belrebbe Gy Cynsy G
Gileich bedeetend, Aamit (57 dass fir pedle Fandameniallcswng
Y g7 ﬁ;ﬁl Yy, =0.
Ll betrachien S/OeZ/Ef// wwder Aen Fall Aor Hiearern Dérl rn—rer”
0/%4%/%7 miF kONS fearrer Noeffezron . e w7 feseéw Lrbers,
/st Jede me/&//a"swy ene Fenthivr Azs ,éfmdm 7

et ket oty (/gz‘), 6“{-609(/&‘)/ -/’kex{-(/“n(/@z‘)/ Z’éexf(m (/62‘)

/ S
Es gt bime"=0 &5 720, Om 70 =>7 <0
+ Do { >

2 e“sinpt) =0, i e tor(t) =0 &Duc O

Cim Z’Aa"&sf/)qm‘) =0, bym f"a""?m(/gﬁ =0 D20
o0 +200

De xsjm/ovb%céz Skrb//i /Gt [G55F Sich also an Aer fak/preswites:
Foym Aot charakrersiteocken é@/&k&(ﬂj ablesen. Do Dézl 1 Eer—
sprel 1.4.9 ist globa/ a5\7m/o/p¢w'cé Stehyl ) abe 1 Belgole/ 1. 4. 70 m Stk /
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Es qibf noch ein werketor né/2liihes Kniricem, Aas eje notwendlye
und hinrerichenole Zm’/}ym? s f/oéa/asj@wép/w‘a@ R IV 25z
aines linearen Déil r-ser Oetnisty it konskenten %ae/%'gzeh/é%
lie ferf. Dazu befrachlef man de ans den Koeflezwenion aer
Dal bzd). Ader charktervifeachern &/ex‘cémg jeé//a{zé Stk

Qn.y Quez QAns .-... o ©0
1 Quo Oy—y ---. () o
O Qn-¢ a—n-?;\

A= | ' SR ;
: : ‘ 0
0 0 o --- &, O
0 0 O --- a, @

Zum besseren Verstzndnis schuiben wir de Hatnzen fir Sooeielle n as/”

w2 as(%0) wesias s 8 ,zw,(“f & 3,,%)
1 0, 0 a, &, 0 Qg O
O 1 0, @

Das Knleriwm (i 7lo0ale Asqmplotioche Sabili/ed berahf non aef

gewissen Vorzachen bediygangen (i aus des [k /1 geblideten

Determiunan fen. (orr é,enéﬁa'ezﬂ.'

Definition 1.4 = Ein Howptminor aer 0@%@7 A eler nxn-/flahix A4 st
A Detrminante emel [latnx, de aus der Hatrix A Awh Shachung
von (n-x) 2eifen wund (n-r) Spalten entsfeht. Dabe wird ene be-
shmmite Zule / gna dann Gestrichery wenn auch dee 1-fe Gaffe
gestrichen wird und dm jekeéhf.

Ein Howyotminor hegbf fimendle, 1ftmuor Aer Orary » erner
nxn -flatnx A, wenn er aws den ertken  Zerien und Soaltern von
A besteht

3-2¢
Be/sp/e/ 14 12 . @w /u/nma’eﬂ ﬂmy%mmaw vor / #-10 /

012
sind 3 )‘ ’ " ?-4 =50
oxzz

NMun kénnen wirdas ?zm'énschk K serzum @rmu//em.
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Sate1.4.13: D [ineare Dol n-ter ﬁldmmfm// kons fanien Hocfph 2unters
3”” + Qpey gwﬁ bt F QY = lE) /B’Fjenda Adann (7/&&4/ %f/gg@é&&é
Skahl|) wenn alle fi hrenden Hacobtminoren der awo den Astihizinten
Aer Dail faé/'/de/e/? (latnk A (5.0.) pexifer Svadl-

Beispiel 1.9.14 353),,5—\7" +8y +y = se?
Lir wunterouchen dee Vorzeichen Aor frtmrendters A‘W;é%//'z&/e// oo/

Ma#ix (az aoo) (94 o)
A=(1 a, O |=[4 & ©

0 a,a,] \0 5 4
Flr o fatmendlen Kowqpéminoren it -
s A s A0
570, =3370, (1 §0[1=3370,
1 8 05 A

d.b. de Dal isF l7/0552/ as(yn;o/b/&ﬁcﬁ Skzbr/.
Beispie/ 1.9.157: 4™ +2 § +y=185in(28)-27 con(2)
Hrer Ist ( a ar O O ) ( o 0 0 0/
A=|1 az @ o |[_ (4 2 4 O

Do bererbs der erole fitrende fregotmiaer O wdl dam# nikiprofbes
als O /st wissen wnr nach Safe 4.9, 13,dass dei Dérl nihiobhal

asqmp fotwoch Stabil 1SF



I @z‘ffemzmg/e/béxgm
ZA_Einfictmende Semerkungen
Viele Grofen,die in Aer A//’fk;’fcéa/;{swfssmscﬁzz W beotachhef und a/zaéz, -
siert werden, werdonr in festn Zatentervallen oder zu ;&sé/{ Pestplusk los
- oufaezeichnet. Einkommen, Konsum, Spargusten, Zinsen ek. werter 2- 5.
/ij//’ch, lochenfich, monatlich, Gptlich ek. betrachiet.
Yleichun qen, dle Zasammméa’hfe fiir solthe Grrzfen 2u VErochee Horeest
diskreten Zatpunkien baw. fur verxchedone Zetintervalle hestller,
Sind que/zam/e Diffteren amj/exﬂzaﬂ ) Gn. HA (=0,4, 2, ... beze/thner wes
im Fb/gfada/l diskiete Zertperioden oder distule Zeljpunkt.
Definsfion 2.1.1- St £ x R"—=R . Eine &/ek/umy der Form
Yeen =€ G, Yooty - Ypon-a )  2EN,
hefst @/ﬁfefmze/y/e/cﬁag n-fer ﬁ/z//zzmy. Elne /‘Bl/ye gf/é%, A4
eine Aoblldung §-Wo—21R, t —>ylt) =Yy , Aot At Glerthung extedlly
e [Ssung der @/}{%mze/zj/e/é/zwkzﬂ
Gei ener Diffpren Zeﬂf/f/'cﬁunj n-ver Oranung ird also emn Zasammen-
hang eimer Grrigbe 2um Zepunts trn 2 den Kesben dreser Girgte
an vorhergehenden Copunkien -1, ... T4 £ herpeshdy
e auch boi Differentialeichargen gt auch hies; dass es ken (Escs-
vextahren 5/266 Aas aef jede ée//}:é.ya Dferenzen j/e/c/zz{/\zf anwendoar
Ist. Aufer engen d//da,eﬂze/}zm Befmchtnngen beschrzinken wir ans in
[lahmen dieser Vorlesung auf linease Q/erﬁ(f/e/&éw 10en and
Aisku Fierer 163‘@75/922 Fhodn fir verchledene Ordnunger.
ﬁeﬁ)z/'ﬁbfz 2.4.2 : Sglen [a,,;f/feﬂ/p , (204 n=A und (7 )fé//{/o
teelfe Folgen. Jann hoht ene é/f/cﬁw?? Aer Form

Yeen + Cnge Yepnon t---1 Cop Ypoa 1 Qe Yp =72
[neare Differenzen j/e/'c/z ung n-ter Ordn ung




Ist a3=0 fiiralle tels, sohafff s@ homogen, sonst rihomagen.
Haf man /797#2{?;/06/7@ ﬁo 1Y+ Yn-4 jgeée/?, So lassen sich Aee
wellewn. Yy | E=pnedy ... prrazpiell rmmer rekursiy m/¥ Ml oler
W/W/z%e/zj/e/cw/zj ermitlein. Lir erlausern dies zienackhst am Fes-
splel der i) ‘c@n Kapi/nlverzin suAq.
Bejsoiel 2.1.3 : Do Efzm‘oé/wzj emnes Kaplils Mz‘ ber jasmtisies

Verzinsung mit 5% dler @/‘;&;e/zzeﬂj/e/cﬁa@ eroter Onang

Wopy = WKp(1+005)= 4.05 Ky .

[sf das Anfungskaprial Ko vorgeeben, so berechne masn (eieh? nach -

eman Her

K,=4.05-K,= 1.05% K,
Ky = 4.05 Ky = 4.057 Ko
U.5.w.
In diesem ﬁe/sp/'e/ St es sehr enfack, erire faﬁd/xsffze fosmal fozr
K, a/zzxjeée/z. Es ‘7//%: /(fr-/,ost- Ao,
NMen kénnie man sich damit 2ufreder qeben, dass man bey gageberes
/4/1)&/5754)6%4/2 Gora1 G- JoHeS FerlnSchit Yy rehitrons” med Beifl
Aot @Wzmlf/e/c/wﬂj bastimmen kant. Digs isf aber 11 mehrerer
Winsicht unbepruedigond
Hiifi st man iakesessiort
*an einer yasd/osseﬂ en Formel, um Y autch ,&ErW £ schnell leerechnn 2 kcnnen,
c am Verhalten Aer /&’5{4/\7 feor ¢ —>,

* Aphlgigkentn von Losingen von werkien Terameten unteriuchen zekesmnen,

* das Rufachaakeh von fafimyfsﬁﬁ/em/ e s bel Apr sk ves Be—
rechn ung /;a.ss/}%/i kann, 2u vermerden.

e/ ware es, Lseengen von Diffbrenzengleithaggen UV M elmertares
Funkbronen Mfeém 2 flrnen, wWas [edes 454/‘/;/-5/’4&'& }f,az// gest



.2 lincare Diforen zengleichurngen eratesr Oetnienyg
Eine lineare @/%exzzenf/e/chanj eroter ﬂ/z{/zzmy hot dee Spezcele

Forn Ytea + Qp it Y¢ = 7¢ -

L jeé en nun so voi; dass wrr Mjeéz/m/ von W/é//elm Bermachiess —
Gen Schlighlrch ene d//gwa’/}ze lasungs forme! hellesfen.
Konstanter Kseflszwent und konshrrife /héaﬂwfm//i}‘
Wrr belrachter don Fall (aoe)ieny = (o drepy, , (75 )reny =C7eny, 1
Ab. Aoy = Und Tg=/T"Sigd Ronstant fir alle tes:
Ypen t Qo Yp =1 &2 Yppy =~ QoY t7

[s¥ o gegeben, so berechnet man rekirsiv

Yy == Yo +T

Yo=-Q Yy +T =-Ro(-Qo Yot 7) +7 = a5 Yo + (1-00)7

Yy = =@ Yo +7 =-00( A5 Yo +(=20) ) ¥4 =~ Q5 Yo + U=t a5 )T

Yy = " Ao Y3 ¥ ==Qo(~ag Yo t (1= @0 +5 )T )tT= a5y, +tU-ap+as ~ag) i~

U.s.0.
Man erkennty dass man a{/yeﬂze//z berechnen kans -

Y= (-a0) 3O+/I’Z: (-a.)"

Fiir A, =~1 erhiclf man daraus wnmielbar: 4, =y, +L-1
Far a, £ -1 bonaleen wirde Fosmel ﬁZJ de feom%mdz Serme
wund. erhalien

-/ t A— ( ao)
%’ (-a,) 5° A— (- ao) 7
¢ A~ (—ao)t
= (- A%l 4
Ca,) Yt T a.

Beispie 2.2.1° Yoy ~Ye=3 | 4o =2
Wl ist 0,=~4 und 14=3. Somif [auftef dee (Esung
Yo=2 £3¢
36/’5,0/’8/2 2.2° Ypy-2Ye =%, Y22
Hrer ist @Gy==2 und 7=Y. Somi¥ (aulef dee [ Ssung
Yoo 282 ¢ L 4= ¥4 L2 )y =gttty



Bemerkungeﬂ 2U GuleichgewnchtslEscngen cnd Skl izt

Eine konskenle (esung , d.h. eine é/e/cﬁjemzc/zé/asmy Aer D) W&m~
qJeiching Yoo + 0 Yp =, ISY rne (O56ng, fir de Yreg =Ye =y "fir
alle tem, 9l A h. es muss je/oén 3"4—403*—//‘

Fir a. #-1 e)%a/s@f Wl also A b1 lelchgewnhis/Esing Yy
Wun @l - Gim (-2,)5=0 <=>lal< 1.

470
Som/ ¥ ,[’0{7% F la,l <1, daﬂﬂf id .
Z/m Yy f/m[[a,/ Yo t 4——(——@/”]——4”

A+ Qe 14+ Qo /

A-h. Yy kon vergiert qeren a G/&C%gemdfs/a?a/lf, falls la] <.
D& Gilgichung heipt dann glokal asqympfotsick stz
Berspiel 2.2.3 : (Jir undepouchen das Stakbyl) feito verhallen ja wunfer-
schwedlichen Sivaatonen.
) Ypeg -%4, =1 . Gleichgeanchts(dsung :

302.3— Feor Yo = A erﬁa/@n w - Aee (o;aﬂg

2] z— 4 /él i ~t
244 yt [2 — "2—_2
YoF 21 ko k R A 3

;F Fir 4,23 erbhalln wir e [ogaﬂg

t
1- [z)~2{_2

1.8

e b33

1.4+

1.2 4

=1
Yo' 1T f 1§ ¢ ¢ 7 8§ § 1w

Z)ﬁeu 1y, =1 G/e/céjemzdzv‘s/o,fanj 5 4{_4_ =z

4o™17 Fir g, =4 erha//en wir des losung
- £ A= (z) -2z 4 v
| Ye = ( 1)+ ar L '3 t2)
7 o o S Fir y, =3 L erhallen wir glie osung
s +
054 * t 1-( z) -t
| * g{.( )4""/14-4-_ “52)
‘So’; R S T A




Nons ran fer /{@6%2&.&{ unA ég//éé/qe /ﬂéapggqgﬂ/é'/

Lir Seteen nun nir (Goysleemy, = (2o Jiep, als konstant vorans. /st wader
Yo jejeéen/ SO SereChnen (nr nun rekuriy

Yo =" Yo £ 77

Yp = "o Y4+ My ==Ao(-QoY, +75) t 4= A2 Y, ~ Qo To +17;

Ys

Yy = = Qo Yot T3 = ~0o(-03 Yp T T, —0o T, +72)+ T3

1

=@ Yy +72 =~ Qo003 Yo~ Qoo +/73) +M =05 U, +a5, = Body £,

- z
- a':i Yo ‘QE”‘O too T4 ~0oT2t+ T3
@€.S.u9.

Al
gzmem erhilt. man f%s Aresen ééée/&fuxgm He W .
Ye= (-a, :101"2:/-(20) tjg-Z(—a,o) 7, (—aa)jo-/-Z:/%)f

86/5/)/6/ 2.2.3: gt-./»/{ - 5f =t+1

Wiy (st a,=~1 wnd 17 = t+1.
+
Y4=Yo * L:? = Yo+ (1624, +t)
_ t(t+4)
Yo ¥ —5— .

BZ/.%O/&/ 2.2.4.’ %\‘:{-4 _%3'& = 3’é

oz} l"M ; et =1
o= (8)° 4o + 2 (8) 8 =2y 2
t
= )" 3 -I-Z"t*/’. ——————/’:é
(7eome/nsc4.a 1-6
Samme
2y -2+ 267)

Der allgememe. lineare FZz//

Der allgemeine Fall — Yyoy + Qo Yo =15 ISP nun eswns kompliurtesr

mf?asaam/ém. /4/10./0(7'65 Va—lyeﬁm we 6en ﬂ%/ ber bekanntor G 2
Y=~ Rop0 Yo +4a,

Y, == Qo4 5,4'/'/” = "Qoy (aa,ay '/"/7’)?“/7‘ = Qo1 Qo0 Yo ~Coude t774



_6._.

Yy =~ oz Yo #7200z (0,0 Q00 Yo=o,a g 15 ) +77
= —aoll a°14 Qa,a 50 1_6?013 a’/”/,; _ao’z/y— -’_/’5

.‘:fq =-Qos 53 +A% =-Qo3 (-ao,zao,.{ Qo0 Jo Qo2 Qo,g 75 - a"zzd; *”2) t+

N

= Qo3 Qo 04 Qoo Yo = Qo3 Ao,z Aot 1610030024 ~Qo3 T2 +73
a . S . Lt).

Auch haer lGesst Sich bel Lraveren AonSeton ép Z/WW e —
ey dao dber s rger 2w fomicdieren /st

Wi verwenden [am/aj 2ur Schrerblugice ﬁl’f&mmm) )&Zr Todeckts

folgende ABRETZUAG : b b, b, . b, = on by

Damit lasst sich 4, a/zgebm Aureh
4, ( TTcz,,,aJ)g +C/ /éao,g)r +/ f—éao,(,)

t *"~+(Tr("0~o‘df) + 7.,

(=t-4
&1

(I—r( a-o,&))ﬁ + Z ( ‘C a.o,d,)/r + f -4
=0 §=iv
Beispie 2.2.5: g, — (E+1)y, = ¢
MA a,, o =+ ely//w‘ Sich 2ungchst

T( a,,&)—ll(&w) =42 t=¢!

QlO
‘“—4 t!
JL‘_ aa{d-)"&:]:’(é‘}-/) =) ()t =

Serzf- man djes m dw aé/ a//gma//ze Formel eny, o eHlt mast mitd =<
g =t! go +Z[f4)’ ‘ 'f'[f' 4)

#‘4 ‘
(H-/f)] }

"f{[%

/m {f@{;maa/z Abschrity werder (17-nun exm/o/aﬂiscé ﬂﬂMﬁMfmo;é -
/7ch kecken f[Zr linea re ﬁ/fr/%% 2@7(7/6/2/24(/2‘78/7 7. ﬂ/ﬂ%/{/\?f Lehande/r2-



Beispiele fir Skonomische Anwendungen
ﬂe/’sp/e/ 2 2.5 - Der Schweine zj/e[us o @/hwﬁae/%mw@//
Vi Koskn fiir dié Aeefauch? von @ Schuwehen Sel gegeben deere
K(g)%c@ +rpe*, «,8>0.
Wiy nehpun an, dass es V' (7/5/012 Shwernezuchibetricbe §Z
Dk Mach /mfe nach Schweane sefn ﬂééﬁ'}%ffm’/ vom Becs p pro Shuwen Aepess
Dipl)= T- SIO , 7,820
Gegeben. Kir nehmen an, dass Jeer Blithter semen Geetwrnn
éz(@}= P4 —K(¢)=p4 ,M@—/zgz
el egebener Preis o maximieren maochte
Es gif: a'(g)=p-x-28g  G"(g)=-2/3
é/(’a,) =0 &> Q,:%
6(55) =28 <0, dn S nach Vorausserenng pontu st
Unter Her Vam%e/?aﬂﬁ p > A also qer et manal g

p-x
¢z -

P éasamr‘%e Aer von den N Ziichfern an  Geloosonen Shiavesie St
Pieis p pro Scheein it durct deé Angebotsflnttion
Sp) =N % ) PZ%,

\7{76/66/7.
Das Hodell gert nin vor yolpnder wederer Annahmen aus :
Jeller Shueineziichier ovintult sich am Freds Pry Xet 12 qer £ ~Hort Zeek~
periade. oro Shivein be2ahlt wird, um e 2ak! der Shwone fir de
Anfewcht i der folgeraen Zedoeriocls festeulepesr, o4

SCp)=N" Pzg" .
Glerchgeancht von /4/3747@‘ und /l/acé,ﬂ/zge in allen Zavperiadon bodletef

Spe) =Dy ) A N pi_—;é =T=S5Pses #204,2, ...

bzw. Gaucvalent da zwe

N _ N+ 2BF
P t 25 Pt = T 2 -




MA der a,//fe/w}wﬂ logun '[)wme/ auf S.3 erhalten wir mus?
4 _ M +28 :

%=2gs T+ 2@s
t
FFC‘E%‘S) P + I 2B5C . WMot 2B

1 +—2‘—’|6/$ 2p S
- oM ) _ oMt M2 by
= (- 2;35) Pe ’_[4 (~:e2 ) V+2RB S
. - S *_/1/047"2/67—.4 rzw.
Der Q/f/chfemc/n‘s/olev st p*==2 RS A+  Wr2ps

Damit lGsst Sich py ausdrecken deerch
o= "+ 555) (- p)
De i foren 2erg /e/'c/w/g /5F 5Mz/ asymp 151 Stk wern
e |= feg < A V<288

g/'/%, In diesem Fa//f//)‘ ﬁg’ P = p*.
Eine Girefak, die dee busamrsitaation noth evimal verteatiht andl
eine Exkliwung fir den Begrfy Sommmatemodal” bafor! findef mart
2.8.m A §gd§ag¢e/; T Hammond, A. Setersiad , 4.5 ram - Further
ftathemabics o1 Sconomic 4m/j§/§/ S.397.

22e/5/>/'e/ 2.2.6 . s /%/z/ayeyermo'jen @l einem Konfo am tnde oler
Periode € betrage wy. /TA ¢y bezaliinon wir e Abheblger v
wd mi¥ Yy, de fmzaé/aﬂje/? ﬂa’f dao Konfo witrend olesr
Periode ¢ . Das Vemz&:ge/z i /éwls am Shde ener Zezfaeﬂm/e
konstant mit [=p % verzinst. Dam:f ergiél sick e @/%A%Ze/?—

g/e/cmcfg
Weis :@%J% i fftw — Cerr t= O, 4, 2,----
mA der Zéaa/zﬁ ="

Bezeichren nr mi't D, =(4*/')~t0(en @hé@ﬂ?éé%&W@//—ﬁﬁ
ertbalion (- daraws don Barvest (PDV. — joresens Aisconte
valie) Dy =y + 2D (g



_3~

Beispiel 2.2.7- fuk Aen 3625/‘5/%44/%7&7 we in Begplel 2.2.6 betmihters
wir nun dien Fal  dass der 2ins,der auf wy gezasly wid,
variabel ist, A-4. Ly = g %

D 2ujeééﬂje @W 2@7(7/5/5@@7 lachef Ao

Wyea = (A Lg) W + Stta ~Cera TG 7

md Aerlésans -
W, :(J:O [/14—[4) Wo {—g (&—[—L-S/l;-l&)) (3&,4—4 C(em) + Cbt_
-1
Mo dem @hkonﬁém\?swfaé)‘ﬁf D, = = | [T(1 {—z )7 ohilf rrnan Aavaus
weder den Barwer’ $=e .
£-1
@tlﬂ/{;: W, f‘;—@ku CS&.M -Cku) =Wy 1’%{@168,&_ C,e)/
t-4 _ () Ui ) rie,)
de D, ‘}_;Z (At *) (1 +i.,):,-'(/t1—ib)(4/+£m)f--'%) = Dien -

1.3 lineare Differenzendleichiungen zwerer Oainesq
' v v 4
Wir belrachiken

Jera t At Ypoq T Aot Yo = 72 mi# [QM’){—&M 7 (0){-6//«/, .
I5# 7% = O fir alle t€ W, S0 rasl de @@/Mﬂ/g homoger, Sorst 1komagen
Ahnlich we ba den @/Wﬂ ﬁéﬁ/e/c/zmzfeﬂ (assen sith allgemeine
Auss agen our zawgssmw angeber:. Dazu missen wer 2unihst den
37%6[61’///* lineasken éénaéh&ng/j&/ fir e her passendle Situakon
M?&béﬂ.
@e/&h/ﬁ}% 2.3.1: n Fa@e/z /Ac,,f.)%_,% ooy (ot deepy hefen lize ar
wunabhiingls, wean du Glechuny
Uy Ut +0 Uy ot ol =O i+ alle LEN,
e de ¢nale lé’m/g Wy=0,= ... =04, =0 bowrlzt
Handedr es sich bes e /-B{gm wunm /é’sa/?ym aner lieasn Djfosenszen—
gleichang, so sy S/ en handiiches Kirierearn fir ae dreare 4



\40.—~

aé/zci’fzg{?ée/% angeben. ir formulvesen dao Kribroum 2unddhss rzes

far den fall n=2 und geben den algenenen &zéﬁ?éz//éé‘//ées 2

m nachsten Abschnotan.

Salz 0.3.7: 2w FOéfM (e lpeny, , (ot Dreny, e LoS0nigan 2or lirseapers
Mmﬂje/w/i Q/ﬁ@t% ﬁe/y/e/%daj Yte + Qe Yot ot Yp = Osizel, sied

+ 0 1
“4:4 ulz 4

Uber de lélmf@ssfméku kann man &W Aessagerr Lesthalsen
Sar2 2-3.3: Sind (e ey o (Uayedpeny 2ewer linear m@/ﬁﬁe /5

sunger A/~ /e ﬁwwﬁ%m ?Wm(f/ﬁ/&%z/g

Yotz tCut Ypra + Qo Yy = 2,

Awnn 15t Ye = Cilbye + Collye AHre a/éézme/)ze /d?mgééfr L rest

homo qnen f/)/,%/f/z Zéﬁf/é/tﬁ ung.

5t dareber hnges ( {fﬁn‘)tew, g ,oarﬁ/w/é}e Za’za/zy é(efﬂ'/ém%wzw

GUEICHUNT Yoyt Cs Yoy + Ot Yoo = P75, SO /5T

Ye = Yne ¥ Ypr = Cp hge + G oz f'g/,n,t

Hee allgmene 1555511(7 Her hhom ogrun Gelercsenred

Hat man Yo, 4, voTReqeben SO (2ssen sih dw Uonstanky (g, Cz

an a’zxﬁ\? bestmmen.
Wi auch bel don @/ﬁé/eﬂﬁa?/e/céafym (ﬁ/é/ s ke dWé nwendbare.
Juthode zur Bestymm wng aet beden Lnear una ééﬁ%{/}éﬂ Zéﬁ%ff%f aer
homogenan Gieichung. Hat man Aiese beshmmf, so kansy s
a,//erd/ﬂjs Immer e d//gzme/)ze Zé’szcaf dler inhomegenern Gz/ersiiny
an jeben alns :

t t o

= k' le—~ 4/&.

= Cotuir tColty, — U, O Rt Tk, ) Tk Tk
gk 17t CZ ut 4’6[(;4 uk. at le=4 (/Ck.

genaw dann pear Maé/za/g/y , wenn

/’)’L//“ u,ﬁ_ =“"l'é L(/z‘.g.p,('- “41-&,/,,{ le.k . //}’l /L;{?ﬂdéﬂ MW Wi Us ﬂéﬂl
Sloaz/agfal/ kensfanter /{ae,%}?/éffz/éﬂ 2u.



~44._

Linenre @/}{Zé[%&%j@/&é/&/rfm ¢ ﬂf;///ﬂ\ﬂf ¥ fenSranin %xﬁ 2y e
Wit bohandeln 4y, + Ry Ypp+ A0 Ye =75 | @y, ER Ronsteny a, +O.
Wiy benéhigen 2uncichst awel lhear méﬁé‘/%'zm Lo oter z{ﬂfdmaaw
hom GUCICRUNG  Yypyy +0 Yppg 20 Yy =O.
Aﬂsa,%ﬁ 2° /72/';47 ﬁio, d.Z Usry j ST Lt
Linsefzen in dee Aamojeae @/ﬁﬁ%e/z zeﬂf/e/’chaxzj //:f?él/-‘
A% ra, A +a, 2T =0
&= 2°(A*+a,d +a,) = O

Fir A 40 ethallen oir Somitdw chambklesofzocke Guterching A4a, 3+a,%
1. Fall: De chara klerntvickhe ﬁ/e/t/uc/zf A%+a, R ta. = O hat zwer vesochae -

Here. 1ee/le L&sungen g = ~Q e JraZ L7 A b (2 > a,.

Dann sind Uy =27 | U =3 linear unathingize lesungen urd

Yoe= G AL G AE
ISV e a//éame/)ze ( é’fwg der A@ma;mm Qxﬁﬁeﬂwf’my/y
1.Fall :De charmkleroteicke éf/e/cmay A%, A +2, =0 ha¥ ene (Hogo /s
reelle /oszmj ﬁ"a” A b, (%)-a,=0

Dann st a,,=7t=(-% )" (G Sung ﬁ’zr homogenan 2, /ﬁ%f/{&&ﬁéfdaﬁ
Lr zez;m, dass L=t 7 In deaseomn Fall cbenfolt (lnear wnablizagz)

léﬁfwzj /S,
Eingefeen von lpp=£-77, thyiry = (Et1) D57 b1y =(t42)0° " 12 o
/10020?%0 @/ﬁ@mm el hss1 liefes/:
(£¢2) A% £, /mm**& a. t 7%
=t 27 +a,A+a)+2*(27 +as) =0

=0 —2./-2) 0 =
(charakt-Gileichs.) 2(-%)ra.=o

D cz//ymeme (@ @Séc/y der /wméym é/e/chﬂ/g iSF @lso
Yo =G AT+ GERT =G+ C ) (2



3. Fall: D chamkienntvoche é/e/cmazj Nba, A +a, =0 hat keiw rallfe
[5sung, d-h (5) -a. <0 &> (2)° = a..
flan kann 2&;%, Aass Hie linear écmé/M%f 1ges? (o &Ka/(rfm /12 AJesers
fall durch =12 1Tw(6F) | tye =(T27)% sin (5E)

mit oo 6=-% 2=  Wegen (%7)° <aoy//f[ <, o4
1 <-G-i=m = 50/72/1‘ ISF &= a/—ccm[-—‘f—'z)é (6 7)), wobes

arcer e élm/eeérﬁm khon von (oo bozeihret Du Loscnper
lassen Sich dwrch Ernsefzen iy due @/)%Kﬂ&é/y/él'cﬁﬂ/lj 665/27‘20'&%.
Wiy verzichten heer da/za)z”, man benstaor dafls Ardiionsssesreree
¢ir sin und coo.
Beisple/ 2.3-4 0 Yppy ~ SYppst 6 Gp =0
Chara klerviteiche é/f/'cém‘? S D%=S%0+6 =0
> A,,=|(£P-¢
£ A =2 ,7,=3
linear maéﬁ&nj{gf Z&'szwﬁeﬂ: leye =2¢, uz,k=3t.
AMgemeine (osung.- 4, . = G2+ 3%
Beispiel 2.3.5°  Yyur =6 Yory +9 Y =0
Chara kiematzoche &/e/c/zsz A~ CA+9=0
& (A-3)°=0
=D N=73
Linear Ma/a/zéérg/fe Zc’isuﬂfe/? S U =3 Uy =t3 z
Allgemeine /0'?5@/2\7 S e =G tGE) 3T
Beisple! 2.3:6 Yy = Yora ¥ Yp = O
Charaktervittoche @/K/&/L%/(Zj A2—A+4 =0 <—77)——%i)(7—)‘—7
kene reefle éaswg
linear wnabhingige lEsungen: 1=, d. 4(1a,) % =~

0=~ =5  cnO=5£D 05T



A0 Uye = Coa($TE) |ty = sin (30¢)

Allgemeine (25ung: e = C, wo(57¢) +C sin(57¢)
Fler dije ﬂesﬁmxm%j einer pautikuldren Lsung der inhomamenen sz -
GEhiern Yoy +Cu Yea +0 Ye = 75 kann man pyinggoled] duw Fformat
aud S AO urken verwenden. Des isF aber /ﬁé&/y P fSeter bt el ~
wand yerbunden. fan kann hir Ghnlich we ber den @Wﬁa/-
j/e/tﬁﬂ/?yeﬁ Y nach Strukler von 7; Soerele Snsilee ek
Dabei ist weder damef 2u achten, o0& 75 bererss (Sseerng aer
homegenen Gy/e/C/sz I1SF ir betandeln e F/zyas)@/anjm errGen
Belspie len.
Betepiel 2.3.7 - Ypez =S Ypun ’Léﬁt— = Y

Aigemeine [osung Aer /zomc??/zm alechans : Y. =2 “r& 3¢

Ansafe (fir di parfikulde (05cng des inhomepnn b othag -

Upp = A
Emselzen in de @W%ﬂ/&%ﬂ/{jﬁ
A-SA+CA =¥ => A=2
A0 : Uy =2
4//9@1@//16 /55%/2\? Aer in4 omoymen ﬁ/ﬂfﬁkilfi
Yp=C 25+ 3842

Seispiel 237 Yppp +244-3Y, = 8

L&sen der AomoW &/e/chmj: Ysz2 72430 ~3Ys = O

Charaklesiche Gleichung.: Ar27-3=0&D 7, =-15T7+3'

&2 Q,=2-3 ,A,=1

A//geme/'/w (551nq der homageren Glerchthg: .. =, (-3)C+C,

Bestsm ming emer [Partibaldsen LEsung der inhemogenan é@téa/zf.

Do jede konstante Fa(/?e bere/¥s [é&a/y Aer homW é/a’c/m/zf W57

Muss del Ansafz modfczar werden.
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Wir prstusren den 4psare: wps=A-t , d-h. Uppiy=AL042), g pog =ALE47).
Einselzen in de @/W/z%ﬂj/e/cﬁaffy //26,&//:
A-(t+2) +2A(4+1)-34¢ =8
& YA=§ <=> A=2
Sorni¥ st Wpp =2-C wund dee a//%e/m//ze /&3&%\7 der/né&mW
@/ﬁ&mzeﬂj/e/maﬂj SF Yp=C (-3)° +C, +2¢.
Beispie 2.3.8 Yoy ~2Yyrs + Yo =40
L&sen der /comog,mzﬁ &/e/chzmjx Yz ~ZYera +Ye =0
Chara kletvache &/e/ch: A=27A +4=0&> (A -1)>=0
Asppelte MullStelle 2=
Allgamaine (&51ng dler homogenon Glerchung: 4, = G4 Y, t1ECHC L
Bestim ming einer fartrksldren (Bsung der inhomegenen é/é/lféaﬂf.
Do jede konsfante F?y{ye wd Jede Folge der Form AT berelbo Le5urg
Aot homogenan Gileichunq /s1, muss der Ansale wekr modjzer! weet.
Wir prstauren den Ansare: wer=A-1" d.b a/,,m=/4’/ﬁz),2 Ug tq SALE41)5
Einselzen in da Difown zeﬂj/e/béa/ff //’e)é//:
A-lt02)" =24 (¢44)°+ A=f0 <> A% Y+ 4) -24 (%2t 44)+ AL =40
ED LTA-2AA) +E(UAYA) +UA2A=0 &> 2A4=10 &> A=5
Sornit ist Upe=St" wnd dee allgemeine [Eswng der inkamsgenc
D ,F@eﬁzeﬂj/e/ckaﬂ 7 SF Yp=C + Gt + 542
Da obiger ﬂel'sp/'e/e 2e/gen qanz ‘7%9// we der “e?za%//&ke nsafz za
modufizere IS, wenn Mg berer¥s éélcaﬂj Aer me Glerch ung
(st. Wit befrachien nun nody ein Beisprel,in dem stch Iy aus verxclia —
Honen Vermen 2usammon sefzt und. 2uséiz)ch /n‘[]a/lﬁwf/ﬁ Gl Yo, .4
vorgege bert sind.
36/%/8/2—3'3-’ Ypsz ~O Yeuqg 16 Ye = YT+t +3 y,=< Ya=—%

Dee a//Wne Zo%afy aAer Mm;wxz é/e/'cmwy batfen wir bererto
beshmmyt 2« : Y, . = C 2% + G- 3E



-15-

Fir duw soerzelle ( é’:w’ydw /'n/zamafwen é/e/cﬁzz/y mdacsen (Wi oles
Ansalz @ Upe =AY +BL+ B2 +B, A4
Upir =AY oL B (4248 (£42) + B up peg= A4 TEB L+ 13 B+ )4 B,
Einsefzen in daw @/’W?Mj/efcﬁmj Jiefes? -
A-YE 2B, e+ 2P+ B, (£42) +B-SAYTL B, (#1P-S B, (t+4) S B
F6A Y +6B 4 6B, +6B, = 4P +tT+3
ES2AYE £ 2B, £+ 2(B,—3B, )t +2B.-3B, - B, =4t+t"+3
%%(,”%t’z/enleﬁye{?/e/ch: 2A=41,28,=1,2(B4—38,)=0,2B,738,-8,=3
(Gung: A%, B,=%,B,= %, Ba=t
A//gmw/ne ééoa/tj der /'/z/zamogmm G/e/‘cﬁm(?.-
Yp=C, 25+ G52t 4T+ L t% e Tt Y
51%/4‘&6&2’/)7:7%5/7 ;
Yom T &) G+Gt5=5 &> +G=-2
y,==5 5 26+36+8 =-S5 £&=D 2Gt36=-13
éé&mﬁ c G=F G =9
Sonrf e»ﬁ'{//;‘ Yp = 7-'Zt—9~3f+-%'46+42—tz+%-t*4‘ 2 D 2oz -
y/e/c hxnj i tden vorgesebenes 5/&#6929)ywjexz.
BemerkarGen zur Skabr /i ot lincarel” Differenieng leihuengen
Ahnlich i bel lineuren D61l nennon ini- ehre livesre Difforen rengleicheng
Glohal 05‘7/%/)/‘0/%5% Skakil, wenn e a//;éﬂze/ee Loourg der 2ugeorrinele?
AOMD?Z/M/I é/e/céwy gegon Ml Skt fiir >0,
I g = Co gy + Gyl Ao alzemerne [Gsung der lieasen homggenas
Difforen2englerchieny  Yugy * Ot Yerg * Qore §r =0, S0 (¥ i Glob bierrg
Yter Ot Ypuq * Rope Yo =77 f/aéa/ a{ympb%é St/
=> fx_gzo Uy = O tund f_{fz Uss = O.

Lir diskutiuren woder aloemein Adie Ared pesochee dornen fzie, e
bei Linearen Diftorern %W/Z/Ma/zjw iV Rons faan ker /(@g,%?@ﬁ,@f



auppreten. Im F&/gezm’m befrchken wrr alo
Yoo t @ Qeeat A Gy =77
D Zaje@m’/zzé ﬁomafefw ﬁ/e/'(éanj IS Gyy + Ay Ygpq? RoYp=C rri
der chara kletss fpochen é/e/'(éwfj s A4va, ) +a, =0
A. Fall : Dee charak lesnrteiche &/e/'(ézmj hat zwel verxhadlene recle
(saungen D=~ E-1(2-a, , d=-2H(%)a."
Dann 7s*F Uge = 2,,”‘ Uyt -9"‘ wund Somr¥ :
bm AF=0und €m Ay =0 &> 3¢ 1 und 2,1

£—c0 {20
2.Fall: Du charmkteriiche Gileichung hat ene (doppelle) reelle losirg
A=-%  Dann 5t Uye= 2" wnd u,, =t-2% wnd som/¥:
tim A°=0und Om £25=0 &> (Al <1

42 D00

3. Fall: D chamkteratniche (nleichung hat kheine reele Nadstel.
Dann ist Uae=(Ta)) cor(68), . = (Ta)¥ sin (BF) und somit
Cim (13,)? o2 (8¢) =0 und t,”/m (120) % sintot)=0=>Ta] < 1 <=> a,< - .

£ £>eo
Auwch her j/b/ es ein handliches Kritsium  das alerr axf. Eo/pm%c%@r
oor Noele2enfer a, 2, bereh Solhe Kriterien smd nsbesondlere
ir @/%m Zefif/e/céam Vi hokater 0@@4«7 M'cééj | wenn olas
ShabiliIzts verhallen unletSucht werden soll, ohne e Za'}”a/fy Xl i/
24 berechnen.
Sate2.3.40: D Differn zefzﬁ/é/csz? Yovz # O Yoy 0 G = Ay 151
Ppra dann y/oéa/ ngm/a/‘o/w'cﬁ Stabyl, wenn | a,l < A+G0 cnd a, < 1.
Beispio| 2.3M1: Yppy +0y Ypeq +0.9 Yy =75 Global asymplokisch Stebr/
& lad<19I&=> ae(-49,19)
Beispiel 2.3.12° Yorp+2Yprq t 0 Yo =/ 1 ,&’zf kernen (et ven a.
@sympio tisch skbil, da. |21 < A+ ap und a, < 4 fir ket @
erfillbar st-



IL. 4 Bemerkungen 2u linearen Differenzengleichungey hoherer Oranans
Ahnlich wie bei lincaren D6l lassen sih i Betra ch/wffexf , e anr
pr Vineare @/erﬁj/kaﬁm\ym Zevertel ﬂ/d/zmj wyesé# Lfabers,
auf /ineare Differern Zexxzj/e/céaﬁe/z hoherer Orenurng Lot P2 Perr.

Dies betrilf nsbesondere e Srekser der (Bsungen | s Lor7efeens-
welse 2ur E/m/ﬁflmj von [ 534:/76/4 1M Fall konsianter Notft 2ienters
wnd, d Ubertgungen 2ar Stabilifer:

/m ahimen Heser Ve/zznsfa//awj feéw wir ﬂ’a/zw/' nicht rnahes o
und verwerisen cac’/ :

Anut %alsaz@j Fefer Hammondl, Afte Sesersfad , Arne Shown .

Further Fotemarics for sconomic Analysss, Prenfice Hal] 2008, S 410 ¢



y/ih Optimiereny
Viele dler 1akercssan erenl chonom/schent Gotrmie Hhgsorobleme /zé@exz vevs
einer Vielzahl von Vanablen ab. En Verbrau cher wdhlY Hengen von ver-
schiedenen Griterrn, wm eiern m%//'céS/ j/p/géxf Nws/2ar 2 errevciers Ein
Unternehmen veucht die Kosken fir ohn, lagerhatuny, (Taschinen e
sa /2, Imnspor! et Licr en vopgegetenes Troduk fions tel mogLchsy,gersy
2u halen. Du mathematsiche 3eémzd/z4/37 Soltcher /4u/faé€/7 exfordery 2w
Bestimmung Globaler baw. lokuler Exsrema von Funksiomn meliseser Vasaz -
blen. Daber konren 2usirelich /{/aéeﬂéed/'ﬂfu/gym [ResHiktonen 11 Fosm Lo
Gleichangen und Un glachurgen autpreten ( bopren 2t Rescoureen, /ti -
Aestprodlu khonSsme nge, Zadfcféfsa/wiﬂéaff ett.). Allgemen stell¥ sich
somit dje Aufgabe :

Beshmme. [inimum bzw. laximam yon ((x,,, Kgpny X)),

S0 dass (x4, X Xn) 5
‘% W ! } j/e/c/zmﬁ,s;esmébmm

j,r[xft/ XZ( =/ Xn) b

'/145"4,)%, - Xn) £ C4

} Wj/ﬁcmﬁsfes/néﬁmexz

A Sy X o Xn) £ Cs

FSevor anr i dwse Thematk anskegen, skllen wnr ein/ge éwd/aye/z ans

Aer fna lysis mehresrer Varnzblen 2iesammenr

1 ﬁmd/czqe/z oler /4/24/1/5/5 mahrerer Varieblen

Depinition 3.1. 1 Eine /‘ee/@ Feerktron £ von n. Varnzblen /ﬁ‘f/mf Guonpiieny,
die jedemn jeo/z(/w/@/z n-Tz /oe/ X =gy, o X ) S emer/‘fage@ Sk
e dexﬁy eme reelie 2akl den Funkhinswest znsrne’. B fegf Jofe—
nitions besaich von £, die /@ﬂfe aler Fenklions weste Wh hajst (erte -
berich von £, (?gZD‘g cR" —7\\449 CIR ) (K K yee oy fon ) 1 oy oy X ) el
auch kurz X+—>L(2).)




~2—

Bezewchnung 3.1.2: It feme Fankfion von n Varnabkn X, tz,-- %, 50 be -
z—e/cﬁ/w/zvm)' /Mc&ﬂf den Wert von £ an ener Skelfe X "=y Ky y Kon)
mit 2= £l ). Ky X2y Xn hethen dann wzaééé’ﬂf\/?e Varizble oAer
4{7zmxz/@ und z abhinglge Varrable vonf. In den &7/’7‘56%4,5611}7'55%'
schafien verwender man hiwfsq auch e Bezelchnungen exggent
Vanablen fir de amélzé’/g/’/be/f Varablien wnd endgrene Varezbre
lir de aéiﬁfzfye Varable.

$eme/'/ezmuq 34.3: U/'c/zéj bei der Depfintton des Fuenktoons begryds &F 2
sz(erz&ﬂf nach der .é’/)zM)?]?/ee/}‘ Aer Zamv/ﬂzz/ff.

WiT verinbakn, dass der Definitionsbesesch aus aller L elR" bestelrerr
Solly fiir de die Funkhion besechne! werden kann, es se'dens , dass err
anderer Defins Yionsbereich durch dee Aufontensieling wigegeber /sr

Beispiel 3.1.3: In einem lendunstochafFichen Setroy flingf dee F7odukrtin
d.4. cdu Anzahl produzerter Epherten vom investurton Kaonal K, oAen
AGerheinsale L und der verwendesen Anbaufliche 7 ab . /74?447 A
e velcher 2usammenharq durch eine Cobb ~Dokglas -Fank o7, A4
gie Fankton des Tgos — V=A-K™ L5 T ¥ peoitsven fon -
Stenten A, a,6,c beschruben. Hir sind K L, T die wuna ééa”ﬂf/fe//
Vanablen, Vst dw abhanglge Vanable. Der Definitionsberdch ist
D, ={(KL,T)eR>: K20,L20,720f.

Beispie! 3.4 4 - /?e&ﬁ'mmmy des Defmironsbereiches von <, %)=l xZ)
Da der Logarimis nar fir pon'tzve /7.44/}7%/@ def)é'ﬂ/'e/% IS ass
je//éﬂ: Xy —Xi 2O & X2 > xF
== &ED x| = x4l

&S X2l vox, «— [x]




Aflin - lineare Funktronen and Tolynome
Definifion 3.1.5: Eine Funbtion f: R"—> R, {(%)= 2&4 o0 x; +ay mit

ée//cé{?e/z reelfen Honsfanten @, a,,..., an,hofst affin-lnear. fals

,=0 Ist; hegt sie lineare Fankton .
Beispiel 3.1.6:

Pl xq %, x5, %) 2T X, = 2%, + 131 x5 = F %, +1 JsF affin - lnear

g[x4, Kg, X3 X)= Xy = T21 X + $TF X5 = WXy ISt Jin02/”
Definition 3.4.7: Eme Summe von Ausdiiicken der (o

C xf . x';‘ x,lf " it n/cé//zejgé'/eﬂ, yaﬂzzaé//fm Totenzen k., by -y koo

hejst Folynom. Der Girad des ?@{yzzams st dle mamal verkomreate

Summe der auffrefenden Potenzer.
Beispie/ 3.4.8- VZ(;(,, Xz, X3) = X43X2¥- + XEK Xg T X, Xg /ST 7{/7/20/77 vom Gurad 10.

3&4/ Xy X5, Xg) = T2 x, + 3% =Xy + Xy = 157 %/jﬂam vorn Gz d 1.
Niveaumiengern
/n den &w;dmr/esa/{?m 20/ /m/fS/Js‘ Yon Fun kroven petreres VGrrblern
werden Lblicherwese in Za.caﬂmw/zwj o %3/44//3@/4(@5/710}’/@// V2
von Fanghonen mirt zwel Varia blen .5‘0(7?/7&?/4/2/@ A irecudtiiren / fdions 1 snfess
behardelt. Des spd Linien, ) Henen Aee Feevdh frovr evten konshkptesr e rs”
annimmt. [n den /¢na/€/zda/zfm haben Aeese M&%j W%me Wz
laokosken/jnien, ot Alie mEglihen Vomioinakonen von Einsalemengen aweler
Prodeck tionsfaktoren wu 2. 8. Vaphal urd #rbectstraft dardtelen, de e
f/@/’cém KoAen vercsarchen oztes kogaafz/en e olee mﬁ/&/z/ﬂ Wevrtloyecz -
honen delier Tloduktionsfhak foren dardtellesn, de dlen glchen Qugor er-
2eceGert /m Fagmdm wollen i Ae Zegnyte d/éf%é/héf)éssm.
Defenrfion 3.4.9: Sei f @ clR" —> IR eine Fanktron und celR.

Dann Aﬂ/‘# M c)=§5<e 0y U )=c§ Mﬂc%mefzje,

L(fc)= 576@; : ,E[J?)é cf wntere ///Wméxye wrA



Mlﬁc)#;‘c’e ) :’&2’)2 c§ obere /V/'ﬂmme/ye
der Funtktion p 2um Meveau c.
Be.a;o/e/S 4. 40 Ses {(xﬁ %2 )=Ixz t & | Da x}+xZ20 /a/“ alle (<,x,)elR
und VxzexZ' 20,131 Op= RZ,(h{g— [o,0).
dur desﬁ'mmuﬂj Ader /V/'#ecuémMﬁeﬁ 2u emem Mhavewe C it czO
sind, dusjenigen Werepaare (e xz) 2l boshimmen, fer e

b%("x )=C &> TxFexz ' =c <_3 XE+xZ ="
alac>o
6. Do Mlreaurmengen beschreihen albo Kreuse wum don Usoprcen
J 5 7 aty

mi¥ Radius ¢. Fir ¢20 gil¥ also -
MY, c) =f(x4,x2) eR? : xZ+xZ= czf
L(4c) =2 (x4, %3) eR*: 0e 2 +xF 2%
Ulfe)=f (xq,%) elR?: c*sxex? |

Abgeschlessene , offene , konvexe /@Zfefz
Wimend pei Fanktonern von ener Variabkn é% Intervale ab /Ae///?zmym der
rallen Lahlen betrachie! werten, die entweder akgeschlossen, offern oder fiat -
Sfen sind, Sf de Sikeasion bel meteren Variblrn Aidzcfuy komppl 2t (AT
Stellen daker enige jfwzd/e;zxzde Bepriffe oar Vef?éymy
@q&h/ﬁm SAM: Ser S epe /?//Wie Aes R
A bin Funkf(xf,..., )é/?”/z%r‘ Innerer Fnkt von S, wenn es eir

£0 (7/5)‘ sodass atle Funtee von Up(7%)=3xeR”: |3 -X% << § ‘

n S //efm



2) § helfbt 0,1»”){@, Wenn S Nl @QUs 1aheren Punkien boskeht.

3) Ein Funkt (s}, .., x¥) € R™ hefor Randounkr-von S, wenn a .
Mg[?‘),fé’r/edes £>0 sowonl Runkte von S als atech ‘
Punkle, de nichf s S fe/zé}éﬂ, enthalt: e

Y) S hofft abgeschlossen wern das Komplement von S in IR”, o 4
R\S offen /St Das bedpulef, dass j?der Rardjpankt von S
u S (79%0"/«/.

5)S hadbt beschrinkt, wenn es ene /{afe/ Chirelchend g7 4, A S
nhae¥.

Beispiel 3.4.12:

A K=1 (¢ )R xFexZ e Y] ist abgeschbossen.
2) Ky=§ (x, ) €R &Y+ (2T Af st o/,é/?

3) Ks=$xur) R A2 xF+x2 4] st weder o//@/; nech aé‘yexé/ossm .
><Z.
\

Xy 1

Ky

-2 X4

Definition 3.4.43 : Eine /"lmye SER ”/M/Zz‘ konvex, wenn fir ale 7 ges
urd. jedes A€[o4] gitt: AR +(4-2) yes.
Anschawelich (im R?, R?) badectter Konved-

1%, dass mit Je 2wer Fanklen Aer /enge S
. auch de ,éampé/é Vé/é//'idafzjxﬁféée Aer
boiden Punkie rr S, //29‘7/.

kon vex nicht konvex
In R st fedes /niervad, fﬁ"’/ o6 aéjefd/ﬂsse/z,
o]/%/? oder haltegr, konvex.



._.6-\

Boigoie/ 3.1.77 - Fin Verbraucher kauwft flggen x,, %, X3 von dwer verzchu e~
non Guikesn 24 Hasen s, pPs fe /‘Zzzyeﬂemé ert. Dafiir hat er e Buclger
m 2l Veflfufa/y De Mye//rzm e /st

b= f(x,,xz/xs) X120 % 20,6570 Xyt Xg ot X3Py £ mf

3 Dee Bua%u‘me/z bldet anschaulich
'!\ Budgerebene ¢ e /
j /x4 Pt Rt R=m  Cinen diaminensionalen konvexen
1
| Néwpe; der durth due Koordymarene -
L —>%, .
// (0,240 benen wnd dee Bedgerctene begpenzy
7 /st

/‘(/,oo

4 Pa
&maﬁgyexzde $eyny4’e Aer ?xﬁ’éfe/z/%&//ecma/zg

/n diesem Abschnitt werden Grundliegende Begrithe we Siefipfect, partule Fotes-
Wjen p ﬁ/cﬁmfaé/e/mfm et flir Fankizonen mehrerel barizdlen eusammen-
5557‘6//%.
Definition 3.4.45 . 2% R hejbt Gurenzwerf von ,Z(Z’) ’&Z‘r X gerer X%, twenn
gir alle Folgen EXimImens PF gy Koymyeeny X ) €Dy und G772 Xim=X;
5//?‘, dass Cim Pliomoy Xoym) = 2% is¥

m=>eo

Han Schrecbt dann f/ﬂ? ‘f( ¥)=2*
Y heifot S/akj i Pankt % ; wenn X*eDy Mal f/zz %)= 1224 %) it

$e/'5p/e/ 3,446 : 4hr betrachlen He Safmcm/né Treboifalfe

Pl )= {_27":% ) Xt O vxp#0
) ; X=0 A X%=0
Oftensich¥lich isf hier dje Stelle (<}, x5)=(60) /2l kermadesch
Lrr wrkerouchen de Funkbenswerte 2ue sapeelen Lizien in Defoufionsbe -
Kich ,de durth (0,0) veraufen. Soezel [ Ze



r far XF0 : fo,x%)=0
s flr %20 fq0]=0

2 X2 X7
R ~ -2 . 2\ = 2

Z')(.:"(—KZ ___4

- z ; . -
. 7&4/ X=X mit x,20 - L XE)= S+ (R
4

Somrt (7/# 2.8. féq,x}) —> 1 f&’r X,—> O
oder auch LKA )—>=1far x> O
aber nach Definition der Funkfrorn Panbetas
£0,0)=0 , d.h. dis Funkbon ist
émséﬁy an der Stede
(x* x¥)=(0,0).
e Lberlequngen zesgen auch,
dass es im Hlgemeinen nicht reichr;
Azs Verhalten in Richtung der Koot
Ainatkenachsen zu iberjoriifen.
e Bes%z'mmwy momentanet Anderungsmien begl. emer Variablen X, ledsulf
e J?e/echna/Lj At pastielien /%/e/'/a/zf nach awser Varablen. Jabei werden
alle anderen Varablen als konstant betrachkef und rach x,'a{/%/mazeh‘.
Definition 34.47. Sel Ty < R" >R ud *¢ De.

) L hejpt an der Selle X* partiell nach X, diffferene rbal; wenn oles Gvenziverr
Zim A2+ h-ez) — P¥) - im Ll Xiay Xit by Xitar-= 1 X )= Plkay= =4 Xn)
A0 h 4~20 h -
extitirt. Jor Grenzwert wird dann mit £,(3%) eder mi¥ 25 79 bezath -

net and hegt 1. partelle Ableidung von f nach x; an der Skile %
[stf an Jeder Stele el parkill nach X; diffewrdriar, s heff? . ke
g—ﬁ erole parﬁé//e /%/e/kmy von { rach x; .

2) Ist £ an allen Stellen 2 €Bp nach jeder Varablen x;,i=12,.-, 2, partall
Aifforenzarinl, o hafof dee Funtrion pastel] Aefferen 2rion s Sindl 2usite -
//ch deé paartullen /é/e/faxgm b =42, 2, s/e/ﬁ, sohefpt £ Stets9




partel m]%a%r/mﬁ

3) astie/le /%/c’//aﬂfm hoherer 0/&(/%/7 e/?eéef/ Sl 1teratlr b parsiite
Aé/e/la/zjen /Zl'edﬂjefe/' 0/%/0{7.

Y Mt CH4), k21, bezechnet man Ao Henge aller {, foir i alle partuifen #ferien
gen bis k-ter Ordnang extirurn upd Sterg snd.

/?eje//z 3.4.18: Zusammen &é//wg Aer m‘dng'fs/eﬂ /%/e/ka\zﬁg/eje//z.

1) fakteren, A Wéﬁfug/ﬁ von x; sindy blerben kern Differenzaren rnachx;
ethalten.

2) Dee pat%w’//e Ab/e/}éc/g epner Summe (. @xﬁ&;e/z 2) /¥ dee Sternme (ﬂ%@z}
der o Hullen /46/6/)@/754

3) Frodukrrege/ : 2 ) v @)= u () V(L) + uek)- vy, (X

i) Quote n/eﬂ/tfje/ .2 Z{ W) j/_ U, (KD UCK) — WX Uz, (R)
X/ (X)) [Uc)I%

§) Ernfache Wettentege!: £(<)=ulve), o:DRR,uwDecR—>R
L. )= Al (7)) - 2L 0

oo —~Z =2 XL
’%&gefe /{%/g/ke/ly " “Innere /é/f/kf/lf 4
Belgole/ 3419 flx,, xz, x3) = XP X3 (K + %, %5)
£y, (K4, %2, %3] = )<222»<4'€n64*xm) X, m Z
=Xy X2 fZgn(x,f +x, %3] + )(f:)(zx3 j
Dol X0, 13)= 2] 3 nliytiois) 43+ e 7
= XZXF 33 Onlxatxy Xs) + xiiszxs {
fo, Cxa X, %3)= XKD A Ka = %5—7_;;

In vielen Fiillen kann ber pastullen Abletorgen honerer Otnung de Rotunftle, 71 der

A partllen Abteitungen berechne) werden, verfauscht werden. Do folzendt Sz g bt

eine hunreichende Badingung ary d ficr ansere Zuecke @ der Rogel pflilf is

Stz von Schweiz 3.4.20 : Bel eirer jemfscé fen partallen /éé/émf £—rer
Ortnung dast des &4'42/4?/0‘/78 der erzeinen Dyfferen tsasinisscdire e v —
FUSChY werZen , wenn o partalien Jbleitungen k-ter ﬂ/d/zMj 5/ééj 224



2.
391‘9023/3% 24 f(x,j)" ,):,L%z
_ XPYqeaxy® _ Koxy?
£ = (X +y*P / fﬂ' X+y*)?%

2 b 3
_ 24T _ X3E3xPymexy _ 2y -6y
foc= Tieg 1 fey= T Cxey ) €951 9y (&»1“32)3

Partelle /4b/e/}l¢mye/z esater bzwo. 2werter 0/&(/25(/77 werdlen Wf 72 e

Vektor baw. in aner Tastx 2asmmaﬂje,fass%

Defini'tion 3.1.22 Set 0 <R "SR 2werinal partel duffescnzerbar:
Qann isf der Gradent von  deflnirs dareh;

( “({2‘?)
)= ﬁmd (Z)= ‘gf"cx /
Vﬁ\g - 12 ‘Fxn (3
und dw Kesse- etk vonf Adwreh
Exaxq (Z) ,f:qxz C/Zz) - - f,(,,x“ (7)
1(2)= | FHF) fexe(K) - - - - Lax L
f \e,iv.xA (<) .e&;x,c;’) - - - Pk (2)
Betsplel 3.1.23: frqy)= sin(xy)
coalxy ) - y*sin(xy) -xy sinlxy) +coalxy)
v‘efx‘ﬂ):(\‘f oolxy )/H\e("rﬁ/=/ y“sinley Y 28. 8)
X coo (xy) -xysintey) +ceolxy) -X=sinixy)
Wenend, man bei partiilien Ableitungen momentone. Audensngsmben iy Rihbang
der /m/ha/fga/cﬁsm ) AN 11 Richtenq der karfesiachon Einhuisveé fonen
7-vYe Stefle

&7 =0, 0,7,0,--.,0)" bewchnet, swerten in alggmernen Fall Aer Kihtengs
aé/e/la/zj ée//eé{?e /?/'cééa/gz% bef e ChrcF.

(Y th) N
{xm.u;,s-a-l«-t)é)
hfe?,_l
X = (x+h,Y) (xwg)/
> X > X
(o] (o]

Definition 3.4.24: Ser f:Dp SR —>K unol 7eR mit |7 1= 4. Dann st dlet
Richtungsableitung von (i1 Richtung i Agfeniest dlurch

i EEAT) L2200 017), falls dler Grenz wert excstr




Wehlt- man speziell fir O bnen der karesichen Einheksoekroren €., SO
erhGlt man dee pafﬁé//eﬂ /%/f/)ézﬂf(fﬂ als ;oé?/?//e /?/&é/w(/fgaé/f/)&/zfﬂ/
Ab g )£ (7)
Der ,[%p/gefm’z Salz it fiir prakfriche Rachnuwngen von Groper Bedowtecng.
Sar/z 3125 55/’{:@'2 cR"—>R 5@)?7 /pczrﬁg// a///%mzzé/w/' wnd e’

mit 1511 Dann f//f )

Iy fi2) =< 5, vRR) > = '_Z_: Tt i ()

Beispie! 3.4. 26+ Yriq)=baly*-x), 7=+ (3)

Es gitt /7= £T4e+5 =4

: - L= -1
ol oesig)=( _zi,_f) F=am

9g* =X

Sy

/St

iy =<E(3) 5 (54)7 = &5
An dler Stelle (x*§%)=(-1,2) gilF 2-B. Bt-12)=-%, 0y (42)= & Ip(42)= 5
Der folgenale Safle bernhaltel 2wel wnchtize Epenschafben des Gl eniere.
Safz 3.4.27: Sei fe C'CH), Aofene fenge , e A myt 7{(2"‘)*5? Qann gilt-
1) VR baws.~ RERY) 2elgh in /?/CNMf s Stedlsven Aﬂsﬁzjs bew. Abstugs von f.
2) vz ist orth 050/252/ 2t der Niveamenge M, QLE)=jxely f65) <X 9.
7.2 E/'/:{L’ZMMV&) 2ur ﬂ,oﬁ'm@fwzg
Eine Qphmierngeacfabe besteht v1 der M/ miening bow [asmse ang evter
reelen Fankhion, der Zelfunktion an/ evier ﬁeémm flenge, sler /e TS fer
Funkse. gé/&//'e/e ’&?}'So/céz 4%,{?0%%)@//%/{?&7 S -
- Produkbronsplenung ynler Zezcé/wzy von Haschinen bapazfked, vesfip -
baren Arbeitskrictien, ek, so daor der Giounnn maciml we,
= Transport bestimmber flengen enes Proauktes ven vesacharenen Troztk -
Hons - und [agersSIétfen 2u vesachddene Vorbrauchers, So Anor He
Triznspertéeoten min/mal werdes:.

2um E//zs/zey behandeln wir 2undchst en Sugodl, oas sk gemne -
Frich [cren (Gss¥.
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Ee/'g,o/ﬁ/ 3.2.1- I enemn /aﬁﬁ(/dz}ﬁ(/m////c/wz Bebtrzt sollen (Jeizen condt
Rarfoffetn produzetf wemm. Fiir /1 ltofgen fnbasfliche bendtis
man zul” f/zeuﬁ;mf von
~Kasfolfeln: 5 € Anbaukonken, 24 Arbelvszaf
— Weizen 10 € fnbawkeoten, 104 Arber¥sze¥
Der /Gu'fgezm‘nﬂ fir /ak/ﬁ/%& éeﬁn’p‘ 20€ pro /@75/7, ﬁ/ lloe2es7
60 € pro /70(76/7. FEar dhe Grsamyproaic kvron Skehen 1200 /iozes,

FOOO0 € und 5700 4 Arbersszay 2ur Ke/ﬁézwﬁ.
Vi Frosuktion Soll nin so georalter wesetery aass der fuspaneion
maximal wirA.
Wrr beachreben ai Au,/ja,beﬂjé//wﬁ Zuniich ) Azt e pretbesrie —
fooches foded. Daze bozachmen tnr mit x, da Anbunflathe fir
Kato ﬁ&& turnd mat xp dee flir Leszen.
2iel jstes nun, g relfenerzion 4 ﬁem;‘ﬂn/pwéébﬂ)

.‘f[;q, Xy )= 20X, +60 X5
2u maximuierer], Sp dass e Restnklrone ( /Vgééﬂéeaf)géw(f%)

X+ Xy £ 41200  ( maximale 4ﬂé£a//a"&éd)

SXHNOX, 2 2000  ( maxima e Apbreckastr: )

254 t10K, £ 5200  (max/male Arbetssizvnte)

X270, X, 20
el sind. D Restriksionen beschnaben et flonge /1 <R cler 2t~
/c’ciss/ge/z Punkte. H kann puit in dber x,x, —Ebene @b(rfas/@//% weratbn.
De 2 cé/f,”x/zé/m/z beschredst buerene Ebene in 173 f%zza‘?/n’/ Azs
[laxi mam. icber dermn 2ul&ssigen Betach /7. Um Hozo ;wmlﬁfwy?
2w beshimmaen, Zeichne¥ man Lsreauiiiern 20 X, +60x, =C Aesr
2elfunktion G- verxhadene C. /n duserm Belpel si Aeés
parallele Geleden. Das flacimant der Zelfunksion wid da



d/zje/wmme/z , wo dee M/~

reaedrnie mit maximal

mé’g/x’cﬁaﬂz c,don zo— w | At Xp=4200
X4:0

/w(jeﬂ zefe/m W m; "-Sx t 4022000 |

not% borih . - N

600 /1056/7 /(aﬁlﬁl%//z 6(/1/
oo /10{76/1 Wi 2en e7e.éen i
also wunter [/’ﬂéefr—’amj Aol

Reotrr bronen ¢iuen maxima -

Fitd il i D pu
T . . . 4 : ! ! ! 2550 -
0 si 600 1000 1500
xd

len &/'fzjzm‘/m von 36000 €.

Das foﬁeﬂde /376./;0/6/ lGsst sich zwarl noch anschaulich erklipen, 2agr aber

auch boreirs, dass man allein mef j/z?oéak(é n [lefheden nichf aees ko

Baspiel 3.2.2. Lrir Suchen das [fliairmam von Tf[x,,xz )= x ot Co= 1) sunter
dien festnihhoren x, £ X7 und x, 20.
D Niveawnlinien von £ sind geqeten darh X ¥ (seg=)=C ol by poir
c?0 Kusse am (0,4)
't Radleie s 127 f1X _
wahsendem c el - __ o =
Egriper. 2u bestin- |
men Ist alko dafd‘én/— e
ge Krees, der olen 2w~
/6’255/?2/1 Beresch b —
péctnt- Das Hinimam
von f unter Sinhal -
Wy dor Rotprbtso— | 1 i
m&ﬂ/da[so;&;,r —_— ~7§vz"o! e rar=ananans)

«=tLT2l x,= % ange nommen u/zd&&/zfgf]é%vzg;): 2.

— o

—_p————————————

1z

- = -

1
1
LD -,
$
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P ktviche 7mé/em5é//kﬂffn benpa/ven oy ene Vielzak/ vor tbleessr
und footrrbhonn, so dass man fiir e Zé?swzjeﬂ enfoprectendle rma -
Hematsoche [bthodern é!/w"ﬁ;?/, Lr jeée/z 2undichsr- ene allgomerne
mathernatvoche Fafmu//fmy Aer 41:{7(?456/75@// ung ar.
Opﬁmmmqofwﬁmﬁe 3.2.3: Sei f: Dy SR" —>1R , Dy oftore fternge
und. M ¢ @‘g Donn ist de /4u'%aée
- Z( min ,Zf;c’)
so dass X € M.
D6 Funktion f hegst Zielfuntion octer Koskenflunbtron I hess! aulissipe
terge and aw Elemente von H aulGssige Fienkete.
/st H=Tp , So sonch¥ man ven eirem »cmesﬁﬂ'/ﬁ/éf/en Qaﬁ}n/emyﬁ?)/aé/em
Wird M durch z{/e@eﬂéed//'gﬂ/yeﬂ (h Fosmt von Glerchungen e ling fec -
c/wmgen) Aefiinietf, so g/an'c/w‘ man ven evem /esalfv}zf/ép/e” Gotrrnre —
7 fspmé/em oder ﬁloh'm/em(ﬁwﬁﬂém st Restrikbronan Mbban be—
d’/’/{?%/gfm),
bemorkurg 3.2.4. Es j/éf nakierlich auch ?mé/ems;é///z/‘sz/; n Aenen nichr
finima. , smdern Haxima fesacéf werden. Yo dies aber agesnlent dazu
ist) Flinima von g=~f eu bestimmen, werdel /L@,ﬁj nur [liarmie -
Wsau,l’gaéeﬁ betrachref
Lir legen nun fost, was unkr lshalen bew. lokalen fiiyma 2a ver-
Slehen /st
Definition 3.2.5 : e H hegst lokales [Tinimeum von [ anf [1 oder (okale
Zé’szmj von (P), falls es an f?Oj/Z‘/, Sodass
PRz PUR*) pir alle Xe M nUR%).
X* €M hejfst strikles lokates Hinimirmn von /.”au/ H pderstsibie [ofale (o~
sunq von (P),wennes ein £ >0 g1t so dass
2 <) > %) 1&d'a//e XeMn U (%), %+ X*
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X e M hoft f/oba s Hinimam von £ auf H aderf/aw/e (S507 vorn
(P), wenn
bc?) 2 PL2Y) Pir alle el
X*e M hedfof Strikres j/"ba/‘% Hinimam ven f aef’ M Aer Sk L?/0 -
bole LSsung ven (P)wenn
)2(?) >.‘£(7<”‘) ,ZZZ/— alle XeM | X +3X*.

LLR%) hofft Qptimalwert, wenn X* lokale oder j/aéd/é /e’z’caﬂf veve (7 st
II.3 _Unrestnngierte ﬁ'p/?}??/fldﬁg
/n diesem /fa/;/‘/e/ belrachlen torr &/Jh}n/e/aﬁgo/ﬁé/mze ofne Nebenbealir -
guagen und éescﬁéi//zﬁeﬂ uns mrt Fgm oler Syvifenz pvan frrine, Sswe
mit n@mﬂdlgm und hinreschunders Krverun wnfer fWﬂ ?/ﬁ’éxmz@)—-
bar/ce/'»@mme/ﬂmyéﬁ an dw Z/’f{/d/@éﬁm . 2um Te handel¢es Sick
Aabei um I/mc//yeme//ze/mfm von Fankhonen mi¥ 2 Vanazblen an/ fenk -
hronen mesrerel Vanablen.
Anschaulich isf zunichst klat; dass ber erer M;{é/m%’/ézm Finkts on
elner Variablen see /er(zymé an Are Keerve an entem Foman in lnneen des
7)2{2%//7}9/1 Shertichs paralfel 2ur x,-Achse verlauft.

Ebenso jsf dee 7&/{73/26'4/@644'5 an exem /lnmant
im Inneren Aes Defonitionsbereichs ener Funk-
AAon yon 2w Variabin parlel zur X x, -Ebore.
Des bedlow fef | arss At sk esondlere e
partulien Ablecungen (Stagungen in Richiury
der Noordinasknachsen) Mull sait méissen.
Dieser Sachvertalt gr/¥ a/za/aj @t fir
Funehronen von n bariablern , di momenranen /%de/k/?f/dé//
Meraaen Wﬂdzjemz pir pedte Lariasle Al Sey aieny enz
Hins/ mam mr//éfm sel.




-41S—

Safz 3.3.4 : Motwendige 3‘%’//54(/7 1. rdning

Sei {:0p SR —2R , €D DDy offer: und f 12X *dlefforenece rsbas:

Besitet { an dot Sklle X* ein lpkales [inimun, dann gt

V(") =0.
Deerch Zesh'mmxaj aller X* par ot vvfc;?*‘)r-g Y, ety mean also
alle moglichen Kandidater in Inneren von Gy fir firmmal-, bew.
a/{?é/ne/he/ Exteralstdlen . Tunkle X*mivf vfcZ%)=0 heffen zeect
stabonz re Funkte. /an Sfﬁtk/ von Wéfm’/gaf Zédf/ﬁa/zf 7. Otreens,
well patelle /%/e//adféﬁ eroler OiAnung befrachief werden
Beigole/ 3.3.2 - Ly bestimmen de Stationcren Panbte yon
045, 6) = Xo 4255 4255 + 2% Xp. =2, Xy ~2xqH 252 —HUNXg S
2Xy +1x, —2
V\ECTZ) = | Y% +2%4 -2x3+2
Uxs—2x, 4
oy X4+ Xo =1

v{(X)=0 & g XA tzéz-l——lf(z :-24 j

s Jst en linemres Gleichun fSSJSs@ﬂ. D e/'aa’wﬁ('j bestmmite (2sury

st X=3, 6,=-2, X3=0. D& Funkhon besifz' also nut enen

stefiondren Punf, namiich P>3,~20). Cb { Ao e [lrumnarn be-

517t st ohne el fere Z(n/emkx/yeﬂ neht 2u entochuirter.
Besit2f ene Fankbion ener Varablen an aier Sithe epe wagerech e
7(3/156/:/5 wund st dee Fen bbron in eiem Bertich wm dlrese Stelle sprkl-
konvex, so //‘eﬁ/- eln Minimum ves. Auch de dik e/chezz/zéxzeéxz Klzrven
im Bild awf S. 19, dee dierch Ans Finsmurn veraee fon Sud vk
honvex. Offn bar soielt de Konvea /s in 244%»7»2&644\7 o1/ ¥ oS
Unte rwchieng von [ /malstellen e m%ﬁ}e folle. Ly werten datins
2uncchst e PVefonsvion @eef Fantsoonar von 2 Llszebses pena gy



_./(6,\

und. Knserin dlljéée/?/ ’/a//s A Faenitzon féfy;@fe ﬁWZ@'fém)&d’éﬂﬁmf‘
5424@/(17e/z e/;&’y/%.
Depinition 3.3.3 - Se £ dﬂﬂh/’eﬁ‘ %[ e ko Lexes /@53 S. 2enn heffrf

1) zzzzzyf acf S wenn LA +ca-7) g)g ’{ ALR) +(4-2) LT

por alle x,s e Sund NeloA],

ﬁ?éf'/éO/Z@-e Z oA A— 7)< v _ 7
{5%néf/em/ca;]7w’£ S wenn L3 x+(4 2)(d)f>j72\€(x)+(4 ANLG)

b&'c’/’a//e x,g 7€S mit X %\Zf tnd A€ (01),
Fir Funkbonen von eimer buo. 2wer Varablen badlowtef skt Heonoets v
anschaulich; damo dee Yorbsndungsssrecks sischan 2 belebpen v
Sthuaenen Finkrten Steh oberkalé abs Fantrionsprophen ceiZu%:
Beispie! 3.3.4 : Uyr zefpen, dass ded Funtlion fix)=x=1 auf der
kon e xern /724'76 S= Ly =1 trkt konvex 17¥
(&) PlAx+=-7)y) < A L) +(A-DEly)
&> [Axr -yl -1 < Ax> 4] +(4-2)[ y=17
& AKT+20(U-2)ry 4—(449)232-4 < A=A +(U=-Dy*~ (4-7)
& 0231 -2au-Dxy +[¢1-2)-(-aF T

;7(4-—,;) cA-'a)):A—c«r-z)j A1-a)
& 0 <AU-) (x-yF

Do A4-7) >0 Liir jedles A€W, 1) und (x-y)* >0 fir xty , sF A

ﬂny/e/c/thy Cx) fur alle deto), X,y &R mit x+y efialt Ao 1t f

Stk fonvex auf .
Das Beisoiel zergy, Aass das Machpriclen oer Konved/ faf an Hand aler
Definitron schon kec emnfrchon Fanthonet axy. /az{/m’/f KSE L Pafte
geelreler Dfern 2terbark erseipenschaften /by es enfechese Knikrezrr
Ber ener Fankton emer Vanabkrn wissen wry; Aass se Skl konvex 1sh
wenn 1re Z»M/)?/@@/’Q{zf o5t 1SY. Bei Funkteonen mebyreser Vasabiere tonid
e Kol der 2werten Ablerting von der Hesse -Hahix ibernommnen.
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Aus der pextiven (neqatwen ) Defunithed aer Reoze - fusmx (b4, Hezo
Hee Fanlion ofkF konvex (ponka ) vV
/233 5 Sel £ ene C*-Funthion auf ener offnen, fonvesen /rge S <R
und ¥ *e S en plrtionérer Funkt von £ Dann j/'/}‘ :
[5F dhe Kessenatizx von Vp an der Stefle X* ( ﬁ? (%)) /;OS/FZU HeforY,
dann besifet £ an der Stelfe XX e Shrikies lokales [,
Ist dee Hessematnix von { an oler Sdele f*nﬁaé& Aefins?, Aann lors 76F
fan der Stelfe XX an otsiktes lokales Jax/mam .
2ur ézberp/d,&uzj der posttuwen Definithed dlient dos Hereorre ~ Wrrierziesre
(031, auch Defintion 1.4 41)
Safz3.3.6 . Seien Dy, d=1,2,..., 1, dke ierenden /?ac?os/w/,%wfzr errer
%mm@hhc/w nxn - favix A. Zann y//% ;
A poaitew defenct &> Dy 70 fir alle 7=4,2,..,7
A /wgmlwdcﬂ/m’ &> (1) Dy 70 farall r=42z..
Berspiel 3.3.F: Ll X2y X5) = X3+ X2 +3x5 —2x4xl—xz
LT bestammen 2undichSt de Skahoncren Funkte.
2%, —2.%,
gad f(2) = (sz ~2 X4 - 4)
6 X3

()Zth—Z)(L=O f

ﬁ/ad 1&7) =0 <=—>2z)3><§- 2x4 —1=0O
3) 6 Xz = O

Yleofect - X3=0 1) leafort: X4= 5%

X=Xy in 2) loferd . 3cE-2x,—4=0&ED xF-5x,~4 =0
= x,=5t|4+%
&2 =% vx=A1

Ve Stavionaren Punek snd also: P(-%,-%,0),0(41, 2).

D Messe- fatrix yof ‘%73&5/2 Airch —84%5

2 2 0 Z2-20
He(2)= (2 mo) ) H‘QC—@‘MF(‘OZ = g) /HW/”/O):(—OZ & ¢
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2 -2
Da 2 >0, 5 =-8<O it /’(g -%-%,0) pr/%mﬂﬁaé&
Aefinit. Safz 3.3.5 Az,&ﬂ 2/50 keeine /%waje.
2 2 z =260
Da 270, }__2 6‘:270, -2 6 Z =48>0, /st f'/g[///{a//zacé
o O

Sate 3.3.6 poitur defin/ Much Sale 3.3.S besilzlf an aer Stele
(11,0) ein lokates Flnimam (4, o)=-1
Bei den hinseichmden Bedingun \0en haben Wiy Gesehes, dlav deo Konvexfiato-
verhalten eine wrchtrge folle Sprel¥. L wntesuchen dasker im Folgenater
Ao Vethalten konvexer (konkaver) Funtlsenm .
Sz 3.3.8: 50 - cR" —> IV, W konvex, esre C*Funttzon. Donn giit-
1) Hp () peoitur semidefeni? fiir alle X eTp =2 £ konvex
2) Ho( ) pooiter defonit firalle X € Dp  => fstikt konoeX
3) HelR) nzja//w semiflefn it ir a i Z’é@ > £ konkar
4) Hp (%) nega o defins¥ fiir ale Tgé@ = [stikt kontar
Wir erginzen Sal? 5.3.6 nek am Lriterden flir Servdefonhert
Salz 3.3.3 Ser A ewme {ymmef/mcﬁe nxn - [tafrnx . Dann ///)‘

A poai tur semidefinit <> Dy 20 Liradle ﬁaa/a%mmwexz Dy von A
und alle =4 2,.

A ne jWSemmle,&ﬂ/ tE (1) ﬂ,« 20 /&’r alle ///7///20/?4 D von A
m @/e = 4 Z/ - Vi

Der Vomltr! keonveser (€onfaver) Farntbionen zeig) sich in dorn ﬁ@mdm Sarz.
Sate 3.340: Sei f:De SIR" —>IR, Dy konvex. Pann gilt:
1) /s¥ 71,” konvex ,dann iSf pdes lokale [Tnimam von f Globales /1 mun.
2) Ist £ konkav; dann 15t jedes lekale Hax/mum von f Glokzles [tuximan.
3) st )f Skt konvex und ées//%/)? en? [/ mum, Aann /SY¥ dies en
Strikies globales Tinimum und Z/ﬁﬁ/éaﬁf LbesH oot
4) /st [ SHIRY konka v 1nd bosifed £ eir Madmunm, dany ist des o
S¥r7 kfes Globntes flaximam ud b dentry bestimmn”
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Im  Folgenden belrachien wnr nun einjge Beolele mit anwendungsoren -

fier-vemn M'n/eWo( .

Beisplel 3.3. 11 Ei1 Unternehmen verkaueft e Fodukt auf awel Verschiedenen
farkten Aund 2 2z Pesen F, und T, | wobe/ 7 =a,~b, B, B=a2-5,0:
mit KenStanten a,,a,,ba by >0 Sein soll und @, Q, die /zac/zgefraﬁ/m
/Zmﬁen bezeichnen. Als enfaches flodell Jir e Kosten befrachsen wir
Adje Fankhon KRy Gy )= (B + Q) |, x>0.

Der Gzesam»fyemhn b@/m’ffr‘da/z/z ;

GlRYyRy) =B 0+ TGy —«(Ry+B;)

=(a,~b, Q) QA+ (a, -b, R,) Ry - (Q+Q;)

tie/ ist s drefengen Werfe fir Gy Qe >0 2w besthimmern, Yir dlee e
@em'mfwzéhb/z maximal wird . Dies [sF Zi?m'm/gm‘ Aazu, Q,, Q, >0
2L bestimmen, f[(r dee if(@, Gy, )=—G(B,, Q) minimal wiAd
Dabei /5F @f =5(R,, Q) €R*: B, >0 1 R, >0f erre konuvexe /Zz/zye.
Als /w{wmd/('ya Bedl'/ﬁzory '&Zr em lokales Extremum ermithlr

bar Zb/l &4 “ 4 + — Zb/[ O G’l Q,L —l
W f((&, ()= =0 &> =

Zbl @Z—% + L (o) Zba Q& Q07—
Die e/ndeuh\? beshmm e Lé"sang dieses linearen é/e/ﬁza{/jsys/@ﬂ%

und. somi? 5/h2/;yer Kardidat fé’r emne lokale Extemalstelle isy-

(O &) = (%‘:“ ) “z;:‘ ) / ]Ea//s Qg7 und a,>«.
4

] ] 2by O
Wei'ter Ist /7“9(&4,6&):(0 sz) y doh oo (84@)=2b;>0 und

Dp (@ &)=t by > 0. Mach dem Muroite-Knknum st de Messe-
flatnix peoihy def/'/z/r‘/ A4y fStrikt konvex el T.

/ns ges am¥ besitet somit { an der Stelje ( Q% QF) ein e/’adezchj be -
shmmies globales Hiniman .



208, 04)= by B~y + o) Qf + (0,05 ~a +) O

_ (m-«. _a, m)-?;«;ﬁ + (_c_tz_x_ _%{,x).u

2 Zb/{ 2. sz
= _Laa -)” _ (0z-0)*
Ltb/t LHOZ

Der maximal mo’y//'c/ze Grewinn loehz'c’jr‘ Sem/¥

(o~ r Z
G LaK&F) = - flaf @F) = 2 ,o:‘) + Loz=et)

fwrdw/@nﬁexz 0% a;b Q= asz

Jte T 2

Eine wz'ch/vye Anwendung in 2usammenhang mit diesem Abschnitt /st
die lneare [egression, von der Sie vielieich? im Bereich Strfistik Schon
elin mal gehdr? haben. Bevor wir uns aper a//(jemz/‘/zen Lesung dler
Problemskllung auwenden, befrachken wir de Au@aéms;!e//a/ﬁ un

mo’j//&ée Zo’isa/ysam sifee an enem Beigole!
Beispiel 3.3.12: Eine [larktanalyse fa¥ ﬂy{?&m’e Daten (p,,4;),1=1 2,

fir i /Vacﬁlf/aye nach einem Frodukr in Abhangl gkt vom Frels e{ygée//

AN
L4123 |4]s
AN ER K K -
dilwl3|2]2]4 K .

2 X x
Die Stizze leg ¥ die Vermu ﬁmj T x
/Laée, dass sich die A/ac/z/@/njc o ,, > 3 ; p é) P

n 4&1&’@{7@/’/ vem Pre/s durch eine afﬂh -lineare Funkbon der Form
Dlp)=w+ g-p beschreiben [isst. Man //'ejen Y 0/’/5/15/% Hlich nicht
alle FPunkste ouf ein undl derseloen Geraglen. Da es sich wn Hesselaten
handelt, die in der ﬁr’zje/ nicht exakt¥ Son ders feﬁ/eréeﬁa/é/ i) feans
man dies auch nicht enwarten. flan verswucht daher; gpe Greradle So
24 beshimmen, dass dje Aéw/mmjeﬂ 2 den Hessapren “mogl chst
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ye/my ”aas’&‘ llen. Emn fé’ﬂjfes Arrerioam fiir Qptamalsfet (ehe muwm/jm
fe/m(g) Jstae Mz/z/mze/wy dler Summe der Fe Wwd/zzé /7on Suchr also
B R Sodass Llf)= 2, (Dlp)-d;)*= 5~ (x+ Bpi -ci)* rrviaimal wried

2unachst j//)‘ > fu () B %_72(»( tBp; —d;) \fp (, 3F 2;4 Z/J;(drﬁ]o;-o(/),
A.-h. nach Einsefeen der Dolen aus der Vabelle
Gy 8)= 2wt~ t) £ 20+ 2[8-3) +2(x+ 38 -2) + 2(oct U-2)+ 2Lt 6§ - )
=25+ 468 ~12)
fp (8] = 2(oc B ~4 )+ Wt 203D+ 6 (et D5 -2) + 8letd p-2)4 M2 6 5 ~1)
= 2(M6 +663-30)
Dee /wéummgz 8@51’/’/%4/2\7 pir enn lokales Extremum (st Somiv:

-~ S+A63-12=0 5 16
?f/zw( ‘f (x)8) =0 <& =D
4604{—66/3 -20=0 1§ 66

Ve eindontis bestimmbk [5sung dles @/e/c/zwf.ssjms /S/x = F g

Ue//erj/// Py )_(
A PP

)3 au/ée/%em ]j’% (oc,,@) =10 >0, fol/7% Anss 7? Skt konvex if au/ der
Lenvexen /'lznje ﬂrg = R? { nimmt also an der 5//20(&4/7 bestammbers
Stelle (a7, 8%) sen globaltes funimum an.

10 37

De a,/ﬁ}z - lineare Funktron,
dre die Surmme der Fe4/er— 5o
guadrare min/mier, /St also e
e/od&céj bestmmy¥ Aurch .-

Dip=35 - 5P g "
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lineare Regression 3.3. 13: Ten ngaﬂﬁ Aer flinimiereng der Siemme der
r%/erga,a;{/w@ bei der Approximation von fessdaken durh ene affin- [ncake
Farkhon bezeichnet man mit linearer /?ﬁ/(gs/a/z oder quch a/(/fe//ze//ze/’ ru ¥
Aﬁam/r/'ma,ﬁbfz i ?ma’m;%céeﬁ 1) Hel
Um nan éin z//jeme//zes Uonzept envsckeln au kbnner, beadtigen wrr
e/'ﬂ{'?e Netationen.
Gegeben Seien m. [essdaten (4, 4;) 1% 4,2,...,m. Der funttionale e~
smmen /wmy qwischen den x— tnd j-Ue;»é/z sl darch eme a{%é*
lineare Fankhion V(x)=o+Bx S0 beschrichen werden, dass du Summe
dei /‘Te/z/er?uadm,/e Ll,3) minimal wiid. Es /5»‘

qf(oz/,s) Z:(ycm - 3, ) £ (o +PBx; 3:

Die eroken /oarhe//en Abler Mjexz sind :
.,Z,é(oc/ﬁ) ZZC«.%ZX[—G,) —'Zlmxﬁ—ﬁz X; — 8’)
=4

=4

fﬁ&x{ﬁ =; 2Catpy; -3;})(;;2( O( ;X‘. *FQ_; »<?~2_% ’(53!')

3

——

Under Vemﬂd/wg der in der Stavishk iblichen Abéuwfzﬁ X= %_ X;
g=m Z Y far die HiHelwere et Sich dlamucs:

b ()f3) =2 (ma+mpBx —mﬁ)/ Yfp(«.,ﬁ):Z(macZ + ﬁ; x;z—é x;U;)
Di n@hue/zahge &d/’rﬁu/zj ?/rwz/ £l /6)=5> )&ZW also cw,f Aas lineare
ﬁ/e/chmjss yskem:
1) w+px= 5
2) wnT P = 2wy

mit der ein dzwﬁj bestimmlen Zosung
"« 5Zx1—->¢ thﬁj, ?x;%;—mig

2 -—Z ) ﬁ = m 2 —2
2 Xi— S X —mX
i=4 =




Fir dle Hesse -Hadnx von ¢ 3/’57’:

Zm 2mx m
= m )= z - xZ
/7%(06//3) (ZmEZ Z%X?) , Dl ‘%mgg Xi—mX g

Um eine Aussage iiber das Vereeichen von Dgptug) machen 2 kin-
nen, wyen wnr; dass der Ausdreck in der jescﬁwe//@ﬂ Klammer mi+
2:_' (x; =X )° Lbereinstimm¥. Es it

_ﬁ (xj—X)* = _2,(&; —2X X +—?z)
=4 (=41

m m
=2_.m—)<7f—ZZZ x;+ X721
=4 “‘;A =4

— \/—)’_—J
=m-X

i — -2 > -2
=_£)(1 — ZmX%+m¥ =§f X; —mx".
=4 =1

Also 3/'/7‘ Dol B)=tm ; (x; =X )°. Die Determinante der Kesse—lahi
st som/! %(?e/zcuc dann jré]ﬁe/' als NMull, wenn mindestens zwer der x;
verschieden sind. Fir den praktischen Gebrawch kamn man dies aber
ohne Einschrinkurg verausseleen. ( libetlegen Sie einmal selbst; wi /s~
dakn O, 9;) in R* verle/l¥ waren, be denen alle x; e sid §).

Do awfordlem Lo (/8)=2m >0 15¥; lbf/hf?esamslgié pesse - [la#r7x
fier alle () EIR” ool iy Aefinit. Also st £ Shikt konvex auef [hrem
Ao vexen @eﬁh/ﬁ’o/zs bererch @‘g =R° T/ nimmv Soms? 75,27 e Oben an-
ﬁejebe/zen &5, 18 *ihr f/oéa/es Hinimum an.

Bernerkur 3.3. 44 Jurch Einflspmang weiterr Gurdlen aus des Starts/rk (assen
Sich &8, 8% i kiirzerer Form d//?jeéel’)-
Wit beZw‘ch/ze/? mi't

=1 Z: (x;-%)% st -m; (yr -, 5,(5:,41:7%&[—7)(%;*&7), F= S{’%‘s—
ol Schafawerte fir de Varianzen, dw Kovarianz und den /@ne/aﬁm%ag%:
zienten- Jann Gilt: o*= Y~ X, grer 22
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2usammengefnsst haten wnr also ,fa/fe/m’z Epgebn/sse
Sind (410,12 4,2, .., m Hessdaten, wobei mindestens 2uwes der x; verxhie-
den sen sollen. @a/m IsF die [ineare /?ej/egsmﬂ?enm’e e,mz’em?f bestinmt
nd. gegeben Aurch dee é/e/cé/(/zj

Y= (g - -X)+/ﬂ' -Sﬁ—'x

Nach den 06{76/7 Er/&o@mn(yen braucht man ur Bestimmerng oler
Koe,% 2lenden oler @ng/b/z{ye/w/en nir Hdas lineare &/e/Zhaﬂis%ys fesn
2y [d5sen, das sich aus den /zep/zue/m’('ye/? Z’ea’/‘/zgm(ye/z erg/4r

Besspre! 3.3. 15" Sandorfoptimieeng
Ein Unlernehmen hat & Foduktionsskitten ; an verschiedenen Osmten ,
dewen lage durch dee Woordinaten x; und Yr gegeben sud als :

[ | 4 |1 2 |1 3 | & | 5 |
(x,,g;)l(vz,-q)l (-3,1) | (4 1) | “,5) ‘ (?,-5)‘
29
o My
’mf—S'

Rl L LF
az=§ >X

0423/

Es wird nun nach einem qotimalen Standort (xy) fir ein Ersarzferl /ayerl—
gesucht- D 2w erwariendon /nyen, de pro ?kzﬁa%aeﬂm{f an die 7o -
dubhonssiatten F aasw//efem sind, snd (76\75@9/? Aurch :

4=0,=3 ,A3=6,0,=5, ag =3
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Wit ge/zen daven aus, dass dre Transportkosfen von L 2w £} [inear
mit oer Tldﬂff@?fmeﬂﬁe a; und guadratisch mit der Entfernang

A = ) ()s;: g:) ‘3""‘“)(1')2 tly-yi)¥ 2wischen [ und F; aunehmen,d- 4.
WAr nehmen an, dass dew //MS/Mkos/e/? Aurch
fexy) = a,ot Z@t, 7 (X=X ¥+ (g-yi) > f

geqeben 5/’/10( - Der ephmale Standort (xy) ist-nun so zu bestwnmer,
Anss de Fanrtkosten mimnimal werden.
Als /wfwmdxye Z’m’/xﬁx{zjﬁy erhalien wz}* ’

ZQ,,Xt
,f(x\g) Z_Zac(x X)=0 (£ X=1% =2.5

Z a

E

2 Ui
{Lr(x,g) Z:Za,(5 Y)=0 & 3._ = =035

L
A

-y

Fiiy die MKesse - /Za%ﬂx erhalten wir

B g 2
X = ,
Feug" o ZZq, o 40O

A fux (X,4) =20 20 Ww( Ap(xY) =4600> 0 schliefer wrt, Aass
.ﬁsf‘n)é/ konvex it auf’ der konvexen /'lmye Vil

Die Koordinaten ‘)&Zf den optimalen Laﬁers/%/zdow‘ sind somr¥

(<1 4%)=(2.5,0.35).

Hé’nje/z dee 7722/15/;@1/&05@7 nicht ?aa.dm/f/'x/v, Sondern linear yon Aer Enf-
@mwy @b, lassth sich leider aws dlen n@/wmd{'ym ﬁed/%mfeﬁ heite
explizive $ars'(e//zm\7 'Zé'/‘/c’e und g*aé/eseﬂ. Féor Solche Frobleme wesdlesn
Aann [femtrve Verfah/ceﬂ verwendet, de 2 .B. die losung oes oben be-
trach fefen quakratichon Froblems als Startnihereny verwendles -
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4 Opﬁ}w/'e/u/\u/{ mrt ﬁ/e/’cﬁa/zl/qszshlﬁ onen

Das in 3.2.3 allgemein 765/%/ v (7,o/éb7/emjslamé/m behanaen Wiz
diesem Abschmtt in der soeziellen Foim, dass ot Webenbeditgung e
(Beschreibung dler Ilenge 1 der ch/éZSS/;W Funtsk) in Form vev Gifed o -
gen fiir dus Venablen gegeben S, ol 4. w7 behandeln di Fufgrse
#7117 7/( </,
so Aass (74[;7)=O,,_,.gm (X)=0 (m=n)

Lagrangesches /‘la/)ép'//ka/ﬁwcr{&éfm
Bevor wir dieses Verfuhren allgemein angeben, wollen wir an eiem Begore!
anschaulIch eHdurerr, worawf djeses Vegatiren beruhr.

Zo’é/’gp/é/ 3.Y A Lir betrachlen das Froblem
min flxn¥%)= X5 55
50 dass Gl ) =X+ x; -3 =
zunachst an Hard einer Gimphek
Ve Funkbion £ beschreibt de gras Schatturte Flicke fn B
2ier Ve/z(m///&ﬁw?y sid exige A -

A veawtinien von £ Schiva/z enge —
: 2erchnet Durch y47e 2] =0 tnreAd

4 ‘ Hee 1) Aot X, X~ Flbere f/(d'ftf%/éé*
" h S ‘;‘v nele blawe Perzbe/ (ﬂlce'/Mje
- ?‘ ' j Aer 2ueldiss9en Flenkle) be -
(" e Schrwben. Schiinkl man £
2N el desfengen Leyse) i, o
Etrema it Restitonener A Fotriksbheon e/ﬁ;’//eﬂ, so

erhdly man dee auef der Fliche i blae éermyeéaée/ze Weerve. lings
dieser Kurve sollen nun lokale Sxtremz bestommy werdlen . De
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lokalen [Tnima und das lokate /Taxinum Sidd 7 ﬂ’e/-é}/w»%
Aeatiich 2a etkernnes’. De Zzyeé é??fe/z Avewesizien Siad el der
Flache wund w1 der x, x,-LEbene 1 f}z&? b2c). 7 m/dagysé///.

[lan suht, daos e blawe Kure tuf Aer Hiche et rofe bzes. oo
griine Loveaulnie beriht

LW betrachion die Siteataon in der x,x, - Ebene. noch ermal genauer:
Do Kestrktonskarve und de 2u don
lokalen EihemalStellen feﬁo’mdm
Aveauniinien berahren Sich an der
(okalen Extremalstellen. Andlers aus -
jedwfé/, teben awese Miveau/inies
un d festribtonskurve an oo
Exshrema srellen /'e/w//5 aeselbe
53@\/7/{4‘7.

Sefet man e 5;@{7%/7@2 Aer /m/o/z'z/'z‘ et Haren £64,4,)=C
and gl x)=0 j)/g/cé SO erh¥ man

e inaulo) - E2G250) = Fiiy (Sapung ohibion)

Extremna mit Restriktionenen

b2, anders ers Chreben

_ -,&(,,C)(,“)(z) = _ ‘Z’(;Cx't/)(?,) .
gxd Cx'f/)(z) g)(z CX41X2)

Duse Gileichhe/t kann man nun quch So beschrerben, dass fer an
AEN Hee beiden é/e/céwzfm

— f:q (quz) =7 wnd - Pﬂ"z(x&’(z) =7

Prea (Kay¥2) Gy (X4, X2)
bed. andeso MSfeanbéf

i, (a4 ) £ G, (e %2 )20 tindd P (4 % )29, (%0 % )=0
eHA san massen.
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2usammen mit der Restnkhhon erqeben Sich fiir wnser Beiore! de
Arer Gileichangen -
N Lelsape)t D ge e )= 26,120 x,=0 &2 X (A4 7) =O
2)fobaptd goGo0)= 2%+ =0 &2 [=-2x
3) 9(x,%)= X FX =5 =0
Wegen 4) x[A+7) =043 x =0 v A=, unfesocheden wnr zee Fatle-
1 Fall: X=0
Einsefzen m 3) liefert x,= =
Einseken in 2) liefert 2=-3
2.Fall: A=-1
Einsehen in 2) lieferf x, = Z
Einselzen in 3) //“e)l’en‘ x= A v x=~1
Die Funkle 7,(0,2), B(1, £), B (-1 £) kommen alco alb Kandidaten fir
Exsyesnalstellen in F/&j@.
Es gilt: (0, 2) = L ist lokales Haximum, (1, £)= F-4%5)-5 sind lo-
kale Hinima von { unter der jfﬁebefzw festrkhion.

Bevor wir die Hethode, die uns notwendige Bem?gaﬂjeﬂ fir lokale Extema
ber Qptimietungsproblemen mir Meben beding ungen lrefent, i allgem einer
Form an jeéen, schauen war die 06{'76/1 Bea’/@sze/z noch emmal forma/
aus einem anderen Blickwinkel an.
2w dem Froblem aws wnsererm Bepre! Aefanieten wir epre /r%[’%/amé -
fon ( Aaymnje/m/m'm) durch
LUty %o 2) =flx,x) + 7?3 0G4 ).

Di Fordeneng  grad L(x, %,; 1) =5’,&7AM‘ e/

L, (4, %07 A ) =P (Xue )t D G (%4,%2) =0

[x,Cxe, %y ;) = )ZXZ(XA,XZHQ g,(z(x,,, %5)=0

Lp(xy%ejd )= gle %) =0
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Dies sind genau dieselben Gileichungen, die inr aus Aer ZeenachSF an —
schaufichen Algumen/a/zm hergeleivet haten.
Ik Filge dler chmﬁeﬁm/cﬁbﬁ lasSH Sich nun de Lagrangesche [ul-
fipl1 Ratormethode setvr x//gem en \formulleren
Netwendige Zed//zoqxﬂuqz.q. 2: Es Seien \f, 94, Qo1 G R"—2R, m<n,
C Fanttionen und { bositee an enen (aneren ikt % von Bpa Dy 0... 1By
Cin lokales Extremum unter den [2sHrzommr 4 ¢ %) =0, (=4, y22.
Der Rang (Anzakl linear unabhingiger Zeden - bzw. Joaken) Aer sge -
nannfen Jacoli-/1arnx za den FUnthonen 4y, 9 an der Skle <*
(FNiatrix doreroten parti ffen Joteitier 9 107 Gyy-y G arter Skille &%)

284 > ... 28 =% = T

g—é (X*) ;é‘ () [734 (x *)J
%)= = :

28m % ... 29m (2 ] T

Yo (X¥) 5 = (X *) B Ugm (x ")]

st/ .- Dann exvikeren m ohlen Jo - dm (dd sopnannion (agregge -
m
Hulf ol katBsen), so dass fr LR Ay, Am) =f () + 2= Ar 4, () 91E¥ -
ﬁg_l=- Y ~ 9 v a q 9 s = /=
2% (X*)=25 (2 +dz;; % L& (%%) =0 | i= )y,

Z’emrkwqu 3.43 - 4) Du //eééﬂéed/'/ﬁﬂ/ljeﬂ lassen sich auch in der
Form Lﬁj K MyeeesDm) =0,z 4.y, angebers.
2) P kizoch bedvectet Sar23.4.2, dass man als Kandidater ﬂl’/‘dcé
Zé’SM\? aes qoﬁ'm/e MMfVYJ/vé/ems dx’é/éﬂ/jéﬂ (5 Ry -y Pos) 250720
7&2’/’ 7 j/’/% :

7) 2L ,2) = A, ..
axl.()() [, 11-4/ ) /7

4 S

) ¢;R) =0 =~ 4,...,m
) g (J(R2)) = m
3)Di Bed/'ﬂgan(c]/ Adass dee Jaw&z‘-'/’la%k maximalen /?a/zy bes/rzt, g2 -
ranturt) dass de Restrkhonon §,(X)=0,/=4 ..., m, loka/ s 7
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der n Variablen awflosbar Shd- Dabe/ bedeetef kel dass A Af~
(Bbatkerf fea/i’/yr/f/;/e/ 186 wemn X i ener /{mfewz/y von K* et
fBe/'spie/ 3.9.4 . Lir betrachlen das Froblerm
i X Xz, X5,y ) =X F 2 XS FXp K = Xyt Yy = Xg =2 Xy +G
S0 dass g, (xyXe) X3, Xy ) = Xy~ KXot Xy =Xy + 1 =0
o (K4 Xz X3y Xq ) =20 =H Ko+ 2 X5 + Xy = &€ =0
D 2%\76%5)7\‘?@ laj/dﬂyeyﬁaméﬁbﬂ [autef -
Lk Xo X5, Xy D) = X5 F2X5 # X X3~ Xy 4 25 ~Xg =20y +5
A Xa= Xyt Kg= Xy +4) + A (2%, =Y 4205 + Xy 1)
Dee particllen Ab/e/'mfe/? S
Lo, (Xy¥a, X3 X4 j By, Do) = =114, 12 7,
Lo OkuXoXs, XajBa A2) = 26 ¥ X3t 4 =2, - U A,
Ly CeuXe K Xyjda, By) = WXa ¥ Xo= 110,420,
Ly (ko ¥ay X3, j 2, Ay) =2 -0, 472
L g (Ko /X2 X3, X Py T2 ) = X=X HXg— Xy ¥4
Zﬁz (zq,lexs,,\/‘, jAy M) = X =Uxy + 2Xg+ Xy~
In diesem Beispiel eribt das Nullsetzen dev pastielien /4é/e//a/zfe/z e
[inea res &/e/chmﬁss Jsm Craflatnx- Vektor - Form)

o 0 0 0 1 2 ><4\ /4
o 2 1 0 -1 -4 Xz U
o 1 4 0o 1 2 X3 11,
o 0 0o 0 1 1 Xy ) 2
1-1 1-1 0 0 24) \w
\ZJ‘F 2 1 0 0 \ﬁz Lf}

Aas sich 2.8. mit dem éau/é —/4(7:917%/7/72«5 lesen 1GSst. Die e/ﬁdamé(;e
lesung isf (X% A A5 )= (51~ L) 5125 -1, 1). ir haben Soni¥
einers mé(’y//cﬁm KandsAaten ’&’Zr en [okales /Timnun bestm



Fir de ]Mb/'* Hatnx von G492 GIH -

JZ) = (

1

-4 A
=0‘(c>?*).
2 -4y 2 4

-1

Offensichflich. rst /?Oq( Tl x5 X5 x0) = 2, Az 2.8 der 4. cond ¥
Soallenvekfor neas Wééa/g/j Sindl. Dee /&ﬂjéea’//w@ 5 also exully.
Epinzung 345 af-Haordthmes (schemaszoch )

A4 A0 0 || WD Rickwirsauficse
“2)
24 2 4 0 o || ¥ | p@: 37,=3e>A,-1
0 2 41 o 4 % ||-Y awn® : A= 1-27,
0 4 4 0 1 2|4 mt 9,=1: P =4
d C o 0 /( 2 /1 j( m@.‘ "'221 X,1=-4—S_ﬁ,,”lg/72
1)
o o o 0 -4 A1 M92=4;7?4=‘4-"‘q:%
2 0 12 o o o L@ oun(3): ><3:Z~3X11+27,,;"{7)’2 »
Mﬁ = 42: Xy= /.
e izl o e
4 4 o 1 2| z 3T F
: :—é-f’
1 21| 4 ® @ 25 3 . 4
SIENIG ik K= G5 ey
1 3 1 -4 2 _@ ) M}(2=‘%1X3=%1xq:-§i N
Vo2 C/'_ N
[ > 1 2 XA— 2—7
25 8| M ®

Um nan entocheidlen zu kdnnen, o6 Stationire Funétk Aer er/ané -
hon faksichlich [Unimueser bzw. /e mierer Aes &ﬁm/éft/{ﬁpmé/fﬂs

sind, ben é’h&m wrr hinreichenge Beain fMjé//. Dabe/ §0/é//ﬂ/w' Aonw verr —
7t der laflmﬁeﬂm tborr emne ol Diis drictken w7 ¥ /%/ﬁ vern
@eﬂh/#ﬁu% e/;eﬂfcé a '5@4 Aer kesse - [ptzx von [ aes.
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Cunzchst stellen wrr emen z,zccsammm/zaﬂj 2tsprSeere Hon [liina adler
/af/a/zfeﬁmé o undl der Plenttins aeef dem aulissipen Beseich
ber. Ser nun X*eir Skr roncirer Al der hf/zzﬂfgﬁwéﬁ'&/f ouF
it 2ugehdrigen A5, 54y, 2. Dann bezerchnen wrrmu¥ (L)
e redecz e rie /afra/zye/&ﬂéﬁ'&//, Ao STch Aierth Siiselzen oler
ﬂm@/z (arte 4f ypeer Ay yl=1, ..., 192, 171 et /K«%ﬂ?éﬁ(/&gf’&ﬁ e &F
Dann gIEf -

X% (lokates ) Hini mum von | X T* lokales )/ 7,/m ane vore f 4%/ Aer
/Zm(ye Aes 2 /@55/00!// 4

Aenn
LER*) 2 L(R) & pIR*) Z: 7) w,ax’) +~Z A7 g//
ﬂ(a, ”"Si&»éo/zaxer 277 é/ vore L
& fRF) i)
Demst [EssY sich nan fa{fe/m% hin Kerchendle U kerzasm fOrmaliesen-
Sal3.4.6 Seien f, ;) /=4y 7, C*~Funttionen wzd(zf’“ﬁ,,, LA
ein sketrongrer Funtt von ((X; A,,.-, Am )= )f([)w“gﬁ 9r (X)) . Dann
g7 Ist i Absse~[tatx von L* an der Stelle X* peoorfer oofine,
dann besfef fan der Sklle X aul olor flenge alet 2uliEss/pers Punire
en Strikles (okales Minimam (ba 42(762/;0("1 Defon/tho stk ses obafs
[lad mum .
/st [ "/é’r alle < konvex (konba o), so handel¥ es sich wm ev; Globats
[linimeam (Flaimcem ).
bespie! 3.4.7 . min fika 1, x5)7 Xryir®
so Adass x+2y+2-30=0
2x -4y -32-10 =0
D 2&(7%0"9‘756 W’ﬁ?ﬁ"”g’é&” Lot
L0y Xy X j Dy Do) = xPHG*4 224 Ay X429+ 2 ~30)+ Jp (2~ Y4~ 32-40)
und. es ‘7/'/7‘;
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2x +A4+2 A2
24 +23,~ N2
W [(X:A,3,)| 22 tA-3M:
X+24+2T -30
2X-y -32-40
LIir bestimmen dew Statoniren Funtse Aer /af%&aéé&m
grad [ (Z; 34,3, ) = 6’ => %;d 2427, =0
3157 TR0
X +t2y+2 =30
2x -y =52 =40
De [Esung dwoes linearen ﬁéo/céwzjss gs;@»zs ISF ObacloccHl besimmt
Se loudet: X'=40, y*=10, =0, J-12, 7F=-4
Ot unterSaen nun e @%hﬁ%é/s@fffﬂjcéé%ﬁ Abs Asse —/%5r <
von L*lxy,2)= x y* 22+ 42c 2y +2 -30) +4(2x- Yy ~32 ~10)
=Xty 2°+20X +20y4 - 40O,
2 0 o ,
Fer x, 4,2 beliebrg /st Helqy,2)= (g é g) 960/ Voo e fi e ¥
Damct st (g% 2 =(16,40, 0) Globaks flrrmum von [ cnder
Aen angegeberen feAnkrionen Y \firg 40, 0)= 200.
Man boachtle, dass es sich in Safe 5.4.6 um hirrerchende Bednpuygen
handeb¥. Wenn diese niht eriidlf sind, laonen Sich med Hiesem Satt kerte
/stsafm maden. £5 Gbr hinrichendte Krrrun, de schwdchor sie,
de wrr im [lahmen dieser Vw/esmﬁ aber n/chf ettt bokandel: .
/n jorakisachen Anuendlingen kann man hiufe Heweh gnacese Uber-
/eﬁa/zgexz westere Aussagen mackhan.
Beisoie/ 3.4.8: Ein Verbiaucher bestimm? sevient Malzen mit aner (abb —Zzﬁ/@s
//ué%&wéﬁm Uls o X3) =XE X3 X5 PUF X0y Xy X3 70 EF Aw/e/'//'?/ Aer
Zadje/éescé/m‘ﬁémy Ky #-Ky 4X5 =12 L SOl er X, x5, %5 t/d@hlen ¢



Das 2&3&@"/7\’76 ﬁ/oﬁ}n/'emySPmb/em Jawter
max Ulx, X3, X3) = x5 X5 X3
S0 dass glx, xy X3)= 1275 =x, = %3= O
éajrarz\?e’&ufz khon .
L%y Xy X3 0 A)= XEXS X+ D12 =X g = %7 =X3)
Da partillen /%/e/%mzjm Aer lagrange - Funttion lawrern.
Lyy(XyXo X3} A )= 2%, X5 X3 =7
L, (X4 X, X7 A )=3XF XS X3 =7
Lty (XyXe) X3; A )= XEX5 =7
Ly (xy Xqy Xg5 A= A2 =X =X~ X3
Wir ethallen somit d Bed/ﬁgxnge// :
1) 2% %3 X3= 7
2) 3xFXe X3=1
3) X2 =)
U4) X4t Xy +X5 = 12
Wir kbnnen in dieserm Basoke/ ohne E/'ﬂ%/é’/z@wj VoIauUsSeles), AnSS
X,, X5, X3 alle von Null verochieden /st da sonst der Melzer f/e/cé 724
wund somi¥ sicher nich? maximal /Y.
Gleichselzen von 1) und 2) liefest:  2x, x3 x5 = 3x5x5 x5 |:2x, 55 x5 #D

I) Xo = %X4
Gleichselzen von 1) und 3) //‘eyﬂen‘: DXy X3 Xy = xEX3 |: 2x, X3 #0
I) X3 =%%

Einsetzen von 1) und I[) in 4] liefort: x+3xqt &, =122 x4= 1t
Einsefeen yon xy=U in I)und I) liefert : x,= 6, X3=2

Einselzen von x,=4, 1,=6,x3=2 in 1,2) bzw. 3) lieferf: 7= 3456
Far die jfacobi~ [letnx gilY: J(x, %o,x3) = (A, 4, 1) = Jixf x5 X5, also
ist o Ranjbed/’nguﬂj @4] (xf, x5 x3)) =4 erfallr.
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D einzfge méy//che [lokale ) Extremalstelle von £ unfer dler ﬂ%@%@«
£ch/a”ﬂkzm(7 ISF Somi¥ (xX, x5, xt)=(46,2).

Da der durth due Budgerbestidinkung beschrcebene Bereih abgach/ooan wad
beschriink! [st; besitel L dor! e absstuses Jwiintim. T [ e dom Knid
A 2ultissen [nge O S (K an oot Stelfe (4 6,2) ooy Matoerr unker aler
&ﬂ{yafé%%hkmj maxinal m UY, é6,2)=4%63-2=6912.

Wir werden nun das lefere Beisolel etwas allgemerner peraachien, um o -
mit em /\’7e weltere Zgn,';/e und memméa’hye erlautesn zu konnes .

Beispiel3.4.9: De Aulpabersieling sei we i lefzten Basole!. feir o Budlper-
bascé/&’/zéafg verwenden awrr 4//6/%/775 ﬂﬁe/ﬂe/}zer Al Glesura
Xq ¥ X Xz =7yt dem Eikommern 771 >0.
Das %ﬁe/t&'nje @hh/éﬂ%%mb/em lauket dann
max U, %, X3) = X2 X X3
so dass g(x“xz,xs) =M -X,—Xe —X3 = O
Es ist 2u erwartkrn, dass duw Qprimallosung vom Einkommen 1, abhin -
919 5%, was darch d folgende Rechnang bestzsipt wid.
[ a9 mﬂﬁcﬂwzéﬁ on:
LUKy X2, X3j D) = XE X3 Xg + Pl —x4= %3 = Xs)
Dee partillen ﬂb/e//mfm Aer zzy@ﬁfgfzwéﬁ'm S
Ly, (x4 %o, X3; A) = 2% X3 X5 =7
Ly, (X4 X5 Xs A) = BX5 X5 X5 =7
Lty (Xay Xo) X3; 7) = XTX5 =1
L (X, Xq, X3i ) = /. =~X4=X,~ X3
Wir ethal¥n somit die Bedingunger: 1) 2% x5 x5 = ]
2) 3 XS X5 =1
3 Xixe =N

4) X4+ Xy t+Kz=
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Das Losen des nichtlinearen Q/e/Mﬂ{yﬁj&Wﬁ Geschieht vl analoq
zum lelefen Beigoie!. Es eppitd sich Aje ven abhinglze Zo’z’sa/Zj :
X, (m)=Fm xXmY=%m  x3(m)=Fm 2 (m) =35
Selet man dies nun n die NMuleenfunktion e, o etalf ran ae vevr
aé/um(y ige Fm;éhm

Uim)= L{32 = UxE0n), %07 ), x5507))
D Funkbion UL heft @ﬁm/wen‘/méﬁm des Problenss . Es g
X
o( (i) = ’?'_Z‘ =7"(n)

Damit gibt der layld/yf— [lulbplikalor 7°() die momentane Rake

an, mit der sich der qovimale Wert der Nlzerfunklion? anolest; wenn

slch das Einkommen 1 ondert.

D meare Agproximarion von U an ainer § wlle 7 isf (! Analysis I :
4lm)= Gem) + 2= [l5) (- )

= ) + 2% ) (m-5) % lm),

wenn m nahe ber mi ist. Anders Mfedm@é% &Fdanrr

U0n) = UG) % D405 ) - =70 ).
Ficr m=mtA bedewtet dies ?062/6//:

Wl +4) =05 ) = ¥ )
2%(7) gibt also nherungswelse az, um wu vl sich der Ml crdert,
wenh m um A erhht wird.
In der Okonomie hefft 7 auch Shatenprels.

Wir befrachlen e memenﬁa“/ﬁe nwn an emnem allgemernen Gofzmie-
ij/Wé/em oler Fom :
min (max) Pleyxz..; X,)

so dass gi (X Xzy--y X )=0 , 1=4,2..;m
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Far die Restriktionen g; Schrertben wir -
7 (ot Xa ooy Xn )2 Cr = by gy 351 Xon ) = O 24,2,y 177

mit Konslanten
Auwlerdem sefzen wir vorauns, azss alle Fankrionen fire/Send o
olifferenzierbar sind.
/ éﬁwffﬂ der novwendigen zed//ngﬁ; de Sich aus dem NalSelze?
der partellen A&/e/%aﬂf/z der Lagrangefunktion eppebes, werten nus
im Hgemernen von aé/w'hje/z
/st xj( NER A ), (=14,...,m, emne Solche
Losung, so ethalt man durch Einseleen i dse Zelfunktion ¢ ene Fank-
tion £, die von aélzc'mj/s

70 )= Ui )y-ney X C )
Die so entstehende Funkfron helfby Q)ﬁm//«}etf/;wéﬁéz/]-
Der optimale Wert der Zie fméﬁ'&n andert sich /45%'{7(7%6/}‘ ven der

Wahl der Kenstanten N den Hestrikbones .
Es 3//% nun x//je/ne/'zz /o\/ymder Z&cszmmmémj:
2 ¢ )= A5 )

|F27/’4 teressierve Studie rende wid dies in Fbl/fe/pdoﬁ mcé(fem’e&w.
Fior den Bewsels bmé’/z'g/ man 1sbesondex olie allpeneme /@/@mgg/ 47
Aus dem Wulseteen der particlen Aé/e/mfe/z der Lajm/%éwéﬁw

LUXy Xy Xon [ Ay Dzgees A ) = f["wxzz ,x,,)-f-z__,}) L6, =h a7 o0 330 ) ]

nach der Vanablen Xxj, (/-4 ) 1, fPg? 2undichst
g(xluxzz /Xn) Z-/f-); 5%‘

Fiir d/e particlen ,4b/€/¢¢0{76ﬁ von LU )y -ey X € )) nach
3/'// miF Hlte der /Ceﬁ@mfye/ ;

()‘41’(3/ /Xn) Oj)
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27 )= 2 s )y ey X5 )
_ o 9.2
“F S bl ki) 3 X )
A m
i%%‘ﬂ;*g)%ht*lxn) _"’(( )
E insefeen von (%) | d:n = "
=2 'ﬁ:‘Z-—‘l’lC’% -1 %) —-ch ) (%)
=4 J=1 2%

W/'/)f erenier man die dwich de Restrikbonen qegebenn Gleichunger
hy(Xf 1oy %)= €, auf beidlen Serven /pa/ﬁe// nach (,, 5o erhdlt man

%hic’(u /"n) Z—*"lt(&u--/x*) —’—X&( )
_i ,,?a//s =2
0, falls 7#¢

Sefet man dies nun in die &/e/cha/zf (%) e, so erhalt man

2 g( ) =3¢ ) | doh. s Behaegotursy

Dee Forme/ g—— \rZV ( ):7);( ) %/(-?,z,.
Der Laﬁm’ﬁe - Hulyplikalor 7( ) bicr die i-+e /Veéwéed//y/a{?

/st dje meomentane Rk, myf der sich der Qpfimalwert der Gelfunk ion
anaerts wenn sich de Kenstante ¢ in der i—fen Reshrik/avi andert.

WiT lettachben wwder die lineare Approximartion von Fam( S, S ),

s

A.h. A - ¢,
£( )= ﬁ(c,,, G )1—<W,E(C,,, ,cm / _2;")>
=?(N,,.,/Cvm)+2%§2"£ 7Cm)( -’C\;>
{

v

7 )= § Gy E) 2 220G B e )



Far c,= 1, c;=C; far i#€ embt sich darmus soe2l]:

Ve > Y ¢ W

N, ~ ~ x, A ¥,
B, G G Gy, cm)~‘£(c,,,-, Cond 2 A0y Cry) (%)

A, E5) 9ibi also an, um wie viel sich der ptrmal werf wrgeftiter
andest, wenn &, wn A Einhelt erhiht wirA.

In der Ckonoriie heftt 7,5 auich Schatlonpress, der ener Eintert dler
Resseurce € zzﬁeschnébeﬂ wirA.

Be/spie/ Y A0 Wr betrachlen dz %M/emf,%omé/em

min (X, Xz, X3 )= X5 + X5 + K5

.50 d&ZSS 34()(4,)(2/)(3): "XA_ZXZ _X3: o
SZ,CX4)XZ) XS): ~2)</7 +XZ+5X3 = 0
lag /angeﬂmzéh'@/? ;

Ly Xay Xa; Dy Ao ) =xE 4 X5 4 X5+ Dy(C K= 2y = X3 AP0, -2%, +X2 +3 %s)
Partielle A%/e/ﬁwgeﬂ:

Ly(KeyXgy X3 A0y D2 ) = 2X3= 0,=2 7,

Lx, (KyyXo, X3j A0, A2) = 2 X, =27, + Nz

Licy (x4 Xq X3j Ay Ap)= 2 X3 — A4 +37,

Lo, (ky Xa Xaj gy Dy) = €= %y =250 = Xs

Lo, (kX2 Xaj Dy, 05)= Co = 2xg + Yot DX
Nullseleen der parfielien %/e/'mfexz //'e,fep/ :

1) 2x4=7,-24, =0

2) 2Xx,-27,+A2 =0

3)2x3—72,+37,=0

W Xt 2 5 =

S) 2%y =Xy -3 Xz =
Das ist ain [neares &/e/'chaﬂj%ys/(em/ Aas Sich 7.8. mit Aevr M -
/4/5 orivhmus [6Sen lsst.
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=2 0 0 -1 2 0 (4§ 7t L 3
0 2 0 -2 14 O ﬁucéww«%saa//asm ligfert:
o 0 2 -1 3 O
1 2 1 0 0
2 13 0 0 N R
—=> 2 0 -2 4 O ¢ 7(%)
0 2 -1 3 c>J A2+ 2
2 14 % 1 j 1P 28
-1 -3 1 2 .
Xg =iz Cp—
—> 2 -1 3 0 ;,(-%) (%) s s
: 53 ] )
3 0 % xXy=1
—> 3 % (%)
% F c_’ x,,*=:?5: *-64
—> % o+
Die OIoﬁma/W)funébon egxév‘ Sich durch Einsefzen von x} x5, x5 i Vf 2U.
14 2 z
1?( l=Zo i+ =

Han bes/‘nhﬁr‘ leicht olen oben a//feme/ﬂ m@gs;@///eﬂ usarmen hang -
2o, = 2w 2o o, =R, )

2 X
‘3——@6 A A R ACES

Wahlen wir 3.8. , so erhalten iy
P30,40)=200 , B )=A42, A% )= Y.
Mk (%) auf S. 418 erhél¥-man 2.8
£(34,9) = Pz010) x A% )-(31-30)+ A )-(3-10)
=¥
2um l/ely/e/'cfz A exakier Were
P(34,9)- F(30,10)= - ~200 = £l =3818%



L5 Cptimierung mit Ungletchangsestrkiones
In diesem /%me‘//‘ éeﬁ;acééw wr /o?ma?s eaé}mffafzfgﬂmé/e/ﬂ :
min f()?)
50 olass ()0 | Ay
Her haken wnr nun 2 ée/d’fé.S/Zé?éje/z , Azss olie Restrittionen i7 feornr
von l{nf/e/céa/{ym y‘ffe/ye/? Sad. [ im Abschne i vorher defonieren oz
Lwder de 2um Froblem gME/eﬂde {f:frnﬁe/a/zé/f@ﬂ deeiess
Z(Z’,/u,,,,-.,/q,,, )—’—fa?’) + 12;/«,'/1,‘0?’/.
Um an Kandidaten pir de Z&’samﬁ aes W'm@/ﬂrgsfmé/ms 2a
(qe/angeﬂ, fordesn wir har Ludler

(1) % (Z) =0 ,i=4yeyn

und Wﬂ e S%fmamz/e komplemen/téire ﬂ/@o/m}yﬂfy e, b .
(z)/cd- 70 /n/";‘/ad':(? )&//5 AJ' () <0, (/": Ay 172

Shilie £ lich miissen auch dee Z(/‘Lf/e/dza??s;es%}éﬁbfzm et serr.
Dis Bed//zjanjea (1) urd (2) hojbon Kansh=Kuhn - Vacker Zodnigernzer,
kurz KK T_M’)W“’ffe”'
Dea Zea’/‘/zjwzf C2) bedawlet; dass in den beider Unalerhinnger
M7 0, hy(R) 20 hothokrs eimmal en Syetes < bro.”™> aufoe fon dasl
/st Ay (2)=0 an einer Sklle 2, so 5@(7/ man, ArsS gl joS¥rikton @bt
ISt Bevor wnr 2u enel précziseren [ormu //'e,%/? Wﬂﬂ’/oéefgea’/k -
Jargen kommer, eHEzfert oy A &Wf% an eren anschiiilen
Ee/s//'e/.
Beispiel 3.5.1: Lir befrachlen das Frobler

min LlxYy) = ()C—Z)Zf(g—z)z

SO drss  hylxy)=x-120

holx y)=y-2<0
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Anschaulich stell¥ sich de Situation /agzwﬂ/‘m/ém ar.

Du Zulfunktron Skl en Tambolomol
mit 1laimam Ln Ferkf( 2, 30)dar
Der dureh dee Tostrrkrbonen ,é:ﬁe/g/e
Zaﬁrsfe Lererch b1 dor xy-Ebene
/St bl _Cd//zz//a'//. Dz 2t der
Sctuvarzen Niveaewl/inte /@Ma'k/mﬁ’e/z
(x,y)-(Jerte //%7817 alle wepersalt
Aes 2uldss|gen Berechs. Erol et Her

Adicker e Ze/chneserr Mreaeine
bt es enen Lot (x,4) (rdmiich (1,2)),0ter 172 2edissisen Serecris Legpr
Nivececlinten mid héwerrnr Aaisazee haberr alenrn rwss Zendle jn 2o —
1ol ger Bereich, aber eben acech mil frv/fezm Z&(jé%o/yw V2 /h%a/zszz/f//
D nebenstelende Giraphik verdeef - |
lich de Situation nols emmal vo der .
XJ-E@%& D 2w den Alevewe/i1/er |
feéé’/@/deﬂ Feen ¢ oonswerre nehrrness
mh profes werdendon Krasen 2« .
Sonid 1V amoctuaelich kar, deas

L
2

[xng*) =(1,2) das gmé}mémafs - VD//
p/vé/em (OSF- ] g

/m Eﬁ/fe/mﬂ uéef/?fm Wrr neen, was s mn diesern Belgpe! oo
KK T- 3%//{74(7.% //€/er/2.

Die L@Ww&ﬁm il Gegelvert Aeseh

L0, spen pa) = G2+ (g =30, (x40 bty (g -2), .. /(/(FZed/)%?wzje/zsx'a%

(1) @) Ly (6, Yy puag ez )= 206-2) Sy =0 b)Lylx, Ypa i )= 2(g -3) Lz =O
z) a) u, 2 Omdlp, =0 falls x~140 b) u,2.0 mik pes =Osfnlls §-2 <9
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1. Fall: Beide Re#riktionon attw, ol-b. x=1, 4=2.
Dann iefert (1) a)/«.,, =2 émd(//)é)/az =Z.
Damit 15t (%), 47 )=(4,2) méy//chzr Kandialat.

2.60ll 4. Rarbribtion aktis, 2.Mestksion inaktes, Ahx=Aund yeZom =0
Dann liefert ()6) y=3 jm Wiedergmuch 2ue y<2.

Kein m3glicher Kandida.

3. Fall: 1. Rptnktion inakhw, 7.fennktion abto, d.bh.x< Imiu, =0 und g =2.
Dann //'e)&;)/ Ma) x=2 in Wiedergorech gee x < 4.
Keim méy//'(/wr KandsAa V.

4. Rl - Beide Rertskstronen iakibe), d.b. x < ///%/?/f,, =0 unA gz 2/l = O,
DQann lieforn (1) a) and 6) x=2 und g=3 i ﬁdd&f;@%{é?&c x<Aand g<2
Kem m%//'céef Rardsiola¥

//zgase/m‘ erfiilt also ner (5} 4*)=(1,2) atee KU T— ff;//)zfa//jexz

iy formuliesen nun emne entyprechendae /Z&Wéllﬁe Z’edz'ﬁwzy. A Stelle

aer Wéea’/)zfmﬁ feir dee (/am&#/&%k Aot f@rtrik fr0nsf2en &rsoness

M- nun ene endprechendle fecz’/}(zfaﬂf s At abtron [z k ssonen.

Netwendige Bedingung 3.5.2 : Es seien £ hay---1hm :IR"—>R  C" Funé~
fionen und £ besi e an enem iinaen Fountet Z¥von TpnD,,0... ND,,.,

tin (okales [ipimem ynter den [iestrksionon by (X*)£0, )= 4,77

Der Rang der flastnx, dhe aues den Grradee nton aer 11 X* abtusern festrit —

vonen an der Sklle < *jeb//é(efm'mﬁ S& maximal, d4- de Graceanten oler

an der Stelfe X*aktiven Restkrionen seen linear anabhing)y

Dann exwotwren 2ah@n m,, .-, fm, so dam for due Lo grange -

funkbion LCTipu ) pem) =) +2 peihy (2) il

(1) 52)‘% C)?*/'/“/'/--'//“m): O (=477

€2) mi0 mit =0, fls hi(Z%) <0, =4, .
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De in 3.6.2 jmm/e, /?afyéed//gxﬂf wiAd als constramnt W//ﬁ&m?’m
CCF) bezeichne¥. [enn e (F “Eed/'ﬂ(fwzy an erent gpsma/en Fln#r
nich¥ ertiel Iy ist; kann es Sein, dwrr dert dee KK T7- M/géz{/ﬁ% niRY
i Sind - Um alle moglichen Kand daten 2u errutln, misser:
Aaher Ggenau Frommen 2ve @/’774 f@/&/f werster.
. Eas‘ﬁmmw/\zf aller zalEssigen Pentde, A dee KKT- Zea?x’(zfafff// ewtilr,
. &Sﬁhmdﬂj aller 2ulissigen Funtte ,an dener dee CF-Zedly varig #IAS
eIt ist.
Basoie] 3.5.3 . min fa,gb -xfj—xz
so dass hAC;(,g):%Z{—L(S—Z_éO

h,tqy =-y+ 120
In der nebensiehenden Guehik istder
2L SSIe Beresch blaw umrmndef wnd
SHraffest. cusdfelich snd enge
Naveminfen von £ mfe%&é/z% far

-
=

1 erkennt, dass ateo /et ange —

nommesn (s, wo e roke Mieawl e

den zulissigon Beresch beriitert

— Niveau 0.7

Niveau 0
—— Niveau-1 — Niveau-2
—— Rand von M

Do Zaﬁwnﬂj%%éﬁ’aﬂ Ao Frotterns (s¥
LCx, Y poay pez )= ~xy~ <= pe, (xPy =2) tue, (-y N

RKT= Bedingungen [ousten :

(1) &)Zx(x,gf/uﬂ//az):—g ~2X 424, % =0 é)L\y&,g//g,//t;)z—-X;u,, 4y =0

(2) a) ey 20 /m% :0{@//5 xFy-2<0 %Z 20 mit e, = Ofa/[s ~y #4<O

Ve Giadeonten dor Rodtsithenen sind vhy(xy)=(2x 1) | 7hy(xy)= (0,~1)

1.Fall: Boide Rpitmksionen sind aktis, A-h. y=1 wadd x* Yy=2, also x=*1
Far x= y=1 Lafern (1)a) und b)/u,,-f 2 .= L. Leter f//)i dass
Phe(xe, §4)=C2140), 7 hyCrq) Ye )= =) lingar Wééé%jy s, d. b e

22
- L




CF- gem'/gwg jst ertilly

Fér %=1, 424 lieforn (1)a) urd b) p, = 4 u,= % Llecles j///, Aass
Vhalty, Y )2 (2 1), Ohy bz, 32)=(0,-1) Linoar unabhingly siad, o4 et
CF ~Bedingurg 15T erfidlt

(osliche Kandidaten: (v, 9,)=(1,4), (x,4:)=(~1,1)

2. Fall: . Restriktion aktiv; [ Renriktson nabsty; A 4. x*+y=2 and
Y 2 A mit gy = O. (0 (1) &) erhilt man = X , ergeaerzs i ()a)
TYT2IXH2E=0 doh wegen (FrY =2 A Glethung
3xZ-2x-2=0 & x=4 517 | Dpgen po, =X 2 O jsf neet x=4+§T%
2@/&?55{7. Dann ist abel y= 2-x*= 2~ (5 &)=L -STH <4
im Lederoprech 2 Eadd
Da. Vh,ixy)=(2x,1) liear Wé/‘é’fffﬁ ,&V/edﬂg X /S et CF~Be -
d/ﬂja/g ,&’J alk (x9) in dwaesn Fall epzillF.

Keine mo’(’y//'c/zeﬂ Kand,Aelon 72 Aresern Fall.

3.Fa)l: 1. ReoAriktson inabtey; 7. florsrkreon akbies, d.4. X ry <2 mifa=0
wund y=4. A (1) a) folat x=- L und s (Do), = 5.

Da. vh, (xy)=(0,-1) lnear amé/m"/g/ﬁ )Z&r alte (x.q)in oasom Ja/l,
5/'/0)‘- &s enen m%//'cém Handixasen (x;,ys)=C%,1).

Y rall: Beide foStriksionon nakisr, d.h. x*y<2 wund y >4 sty st =0
Aus (1) b) und a) erhdtt man x= 0 und Y=0 i Lederpruckzcey >7.
Do baide Retriktionen inaktir Sind /st e CF-Bedinguny ausmanin
el
Keie Kardifaten in desemn fad.

Fier dee Aol KandleAaten ;//f nan: f40=-2,0-144)=0 £64,10= Z.

T dee Fanttion £ Stertg Is¥ aeef Aon aéﬁex/z@aamm wrd besclrink—

fon 2eldss/en Bererch H=fexy) : x*+y ~220, =4 +120§, nlmm/

At 1hr Viinimem an. Somit 157 (X g*) =(4,4) mi¥t (i )= =2

éé’.su/zj Aeo (Zmé)%/émjs/ombkms
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Auch im Falle yeon [(/zj/g/'céw(zysxgs%'éﬁmm sorefen %a/zwx//ike{;m -

schaften ber hinrerchenden Krterdn ene wrhssge Sove.

Sat 3.5 4:Lir befrachlen min f(X), S0 ass by () €0 ,y= 4,2,y 7, 1t/ 7
dor lagrangefun khion LT p,, - punm ). Sti Z* 20liissly und
erfille die AKX T—Zed/}ﬁwyeﬁ mert 2UGASTIIA ef).- Lo Denst
GH#: 15F (%) konvex, danrn jst X* qptimal.

Beispiel 3.5.57: Sei m enme poritwe Uonstant. L) hetrackrerr

min ~(x*+2y) ,

so dan x* +52

2z
7 } oberes /bR IAS L Aer l(fv/ffﬂ(f 1277 faiiss w7
y 70

Wir analysieren dee Siveearion 2anichsyt my¥ M des unfesr Steserdess
Frapmken. Es Sy (wi sich herausstelen Lond) zwer Wproc Siteatioren
Gezathnet  links /st m=T7 b 0< m= 4 wund rechtorr=S;d.b. 24
M i dor engezathnedn Al veacdinjen Swht man, dass olas 171/~
meusm im 2elissken Bererc genau erremr TUnkl rech¥o in 2ael
Frentten angenommen wird . Dés ist, wi woir oy ¥ Milfe der ansen
stehendon /%Mw/y Sehen werden, {7/%&7 plir e ;é/zam;(on Fale

O<cmed und m 2/

— Niveau-0.5 = Niveau -1

Niveau -3
Miveau-1.3

Niveau -6
Zulissiger Bereich, m=3

Niveau-2,/3
Nivean -7 5

Fuldssiger Bereich M, m=023




...L/?-\

Za?/mﬂfe/wzéﬁoxz 1ot LOx, 4 ps iz )=-x* -2y S (x+y=m) Sty
KK T- Bed/ngom g1
(1) ) Ll y, g pes )2 =2x 420, x =0 b) Lyl g pe)=~2t004Y ey =0
(z) Q)/L,ZOM/Q,;U)&Z/KS x*YFem  blu, 70 miti =0 2lls y=0
1.Fall: Beide Restritaonen siid ok, A h. <=+ y=m wnd y=o.
Auws (1) b) eg/’/of sieh mst 4=0 :/az=-2 1 eaeroprics e (2) b).
Neme meglichen Kandiita rern
2.1l : 1. feotriktson aktur, 2. Rearrkison niaksss, A b. x5y =m und g > O
m/f/«,zr—o. [//)a,)/(a;én‘ XA e, ) =0 &2 x=0 Ve, = 4
/i) X=0 ja ><2+32=m //’e'érfg=i‘fn77. Do Y >0, kommr nar y=k=7
10 Frage. eh (1) b) erhGll man g, = 5=
Kandidaf («,,4,)= (0,7m’) m/y‘/a, = o7,y =O
(i) py= A1 FH (1) b) foloY Y =1 und aces <>+ y*=m dann X=2Im=1],

falls m34
Kandidaten fells mz1:(x,y,) = (Tm=4', 1) (x5, Y3 )-ETm=4" 1) 1/ ¥
=g 2 =0

3. R/l 1. Restriktion maktrr; 2. Rentriktion aktre; A.4. X “+Y°c m1 ms
q =0 und y=0.Dann yfa/y/ mi Db) pey=2 jon Lsedesgoreect 24 L 0.
Kein Kendida.

Y Fall: Bede Rorritiionen inaktus, A h. s, =uc, = O in Lwedorqoreck
2w () b)),

Hem Kandidat-

Wiy Giberprifen niun Qi Konveditaroe/genschafion Aer hirkes feenctos:

Zed/fgzmj

(i) Ocmed; [*(x,g,/a///u;‘)-—xz 234— (x%+y*=mm)

H v (x,y)= ( 24757 ;); H

© T
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iy o
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o
e (0, W)/)ay/%u'/ﬂ&ﬁh&/, A b L*desf sttt konves.
Also /st in Fall Ozm= A £00,7m7)= 2Tm’ m/n'/'ma/wc)/ﬂ’ew 2 —
/cZSs/gm Bereich (F&r m= 4nur/ea/zues(/ V&’[f/n =4 kel snr)
(i) Ficr m 24 haben wrr noch (2Tm=41,41) 2w beachrer .
Es y/// f[fm A) = ~lm-1) -2 =~n+41) £-2Vm’, A
m A7 2Tm &> () 29m =D P+ 2 m+A2Y m
&> 02 2m+120ED (m-1)220 (oflens/chlics wakhs)
Also vt far maA minimal Lir Ctlm=17,4) mitf &l 2=~ )
Zemer,équ 3.5.6: Es qbt auech Shevdichese hnrerchende Zejfigzﬂ%@
ods dee 11 212 3.5 Lormuliorten. Duse sefeer ber ok Bepryie
e guasikonvere Fiunrionm i Qeepuote Areieren 2ei-Ubep/iifzang
vorawr- Im hmen Hewer (orlaing gelin wr-damiy b werkes
em.
I~ & Michtnegativitatsbedingungen
In velen p/a,/e%dm Dtmie /V{Mj\z/?p/vb/em en kdnmern oder mussen Verza -
olen als nich? ﬂéjd 4 d%jéﬂ&ﬂ/l/}h’ﬂ werden. Wir Sefzen im /?9(/73/74’94
vors, dass die Varedblen so gordnel sud, dass fir de eren £
Varzblen Vorzeichen éed//zjxﬂférz fséﬁ werden, A. b. wir betrackhter
min ‘E (<)
so dass hj(Z) <0, j=4,2..., m

Da ﬂ&,’r Ocm< 1 : —2{—7%%) wund >0, IsF

Trnzipiel lagsen sich de orzachent ed/hga/fjeﬂ auch als Frsttibeyen
der Form Sberbon. Wi Zafeéo"?z;e
lz{ymnje'fanéﬁm [ ket dann .

L(f(’//u,/...//um; 7@,..-, Kk ) = .f(2>) +%/ad/lo‘[)?) ‘(‘%’ 1{1 (—'X[)
und. e Fethodon des Glerern Kc}oﬁé/s Ebnmn vercwendol werder .



Damit ethlt man ‘ﬂp/?e/zdz KK T- Zed//gzm 9.

" >
Na) 2 3%( )-[-Z:/u&-g—%f(x) X, =0 (= 42/"’//Q

b) _5%( 2)- Z/uéa_h&(x) o | =kt -y n

2 a) pug 70 mit p; =0 falls Aj(X)<0, )=42.., m
b) X;j 720 mit X;=0 Salls —x; <0  i=42,.., k
D Bed/hngfe/z 0a) und 2)b) lassen Sich nun werter 2uSammenfasses.
WA 70 und % =0 falls X; 20, snd Wa) urd 24) 2usammen aguctalenr

U darﬂed//%aﬂg: _g_,f ()?)té/“# %(&))O/z- ok, Bl dlas

Jechredozachon gellen muea, falls Xi 70 (st
//zsﬁesamf haben w11 also dwe KK T - Zed/%a/rfm ;
Ne) ﬁﬁ, (<) + f vl g%;(?)zo (:Ofaﬂs X[ >0), [= 4,2, k

b) 2& ( )+5:A Hi b (D20, = ket )y 7
D pep 7 O met gy <O folls hy(R)<O ,y=42,
Beispie/ 3. 6.4 - min Pixy)= $£x3-3x-554
’ so dass x2S (dh 4, (xy)=x-520)
yedtx (db. hyl4y)=y=-x-420
Xz 0O
D Zaﬁ/wz‘%/méﬁbfz la et /&,j;/ud/az)— Ixz2x-%y b, G =S)ptes (=<~ 1.
Dee KKT- Zeﬂéz’/gcmfm Sind. -
1a) x~g puy~p, 20 (=0 ypalls x >0/
b) —/’}—Z -f/u,z =0
26) pgn 0 M/g =07[z//5 Xe&
(c'i)/uZ 20 mt p, =0 (alls y<A+x
Aus 1)) ,ﬁ(/?/ unmy Helbar pu, = 752 O . Mach 2)Li) mass dary ¥
g=1+x gelten.
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Wir bebrachien nun den Fall s 7 O. Dann /Y it 2)( 7) x=5. Eiaseleess
von X=5 and pz= Fin 1)a) liefert ju,=~5* 2 +5 <0m Lddlerprcs
2%/:,,7 0.
Far pe, =0 gilt mod M)a) x. 2 5 + 55 >0 Also ist nacha)x =3 wund
y=A+x= z
Insgesamy exfiiltf nar der Puntert (< *) (%, %) mta, - =G p = 4
e AKT- Z’ed/ﬁjaﬂjéﬂ.

Beispiel 3.6.2 . Wit befrachion das Frobtern

max gly)= Enlarx) +Yy
50 dass px+Yy £m  x70,430 ,wobe/ pe (0,1), >0 sen1 so//.
Das FProbem /st c’z’Wn/m/ 2w min figy) == lirk) -y i oo —
selben festriktioren. De KK FZed%ymjeﬂ lautn also -
Nl) -Axtpep 20 (=0 vfa//_s x>0)
(&) —4 1t 20 (= Ofa//ﬁ 3>o)

2) p70 /%V//c =0ﬁ//5 pxty <m
/Jéﬁe/z 1)) kann pu=0 /z/’cé/fe//@ﬁ. 4/50/;zass/a >0 ser, d. 4 -mits)
px ty=m *). Da pm >0, kann /z/'ch/f/e/ckze/ﬁj K=0, 4=05e07.
X=0: W(%)/'s/daﬂﬂyzmva wnd mi? 4)[;5)/{ =41>0
y=0: M# (%) I'st dann x= %70 wnd my¥ //)/,j/u: ,,—f;; 7o
X=0,4>0- HA1)(&) bt fe= 150 y it 1)0i) x= 5 =1>0,0¢)g=mdp>e
Es gibt also dres Puntle, dec oa KKT-Bedingergen ertiilen-
Chyt) =0, m) mitpf= 1,4 =f0,m)=-m
(Y2 ) )=(%710) ﬂtdf/l& ,,,,,f/o /‘f ‘f 10)=Cnlp) - (11 rp0)
(x5, 35 )=(& -4 mra=p) mit puft= 4 /vé ‘f(-“/f, m#A-p)=énlp) MEA-p
Fiar jpoes 220 /¢f; en(2)22-1 // Damd .

G520 tngp)-mt—p 2-m &> lap 204V

G2 8 € thlp)-mi-p 2 ilp) ~almip) &> Calmep)£m=A4+5 V'
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L7 Optimietung mit Giteichungs— und Ungleichungsredntrntone?
Wi betrachtn nozh kure den Jall, dom Jleichungs= andl binglerihungs-
reotr7éthonen | o %%?eﬁ'éméw//)?aﬂjm 7 v ptojpect secngs —
problem awptreten, 2. 4.
min ()
So dass gféz’) =0 ,=4...,m
hGP)£0 | j=1,.., S

Vi Behandtnrg dos Problems ehybr sich aus Aen vorkergeinaer Hapr-
teln. D Lagrangefentfoon mit der Lagrargenultipl ka/os Ty, Tor,
Sy s (SF LU Py, orf . - pt5) = EL) +§:: A 920+ dg; Ay by )
D KKT ~ Bedlingungen Sind geqeten Heseh:
1) @) 28 12) 2 F 0. 280 ,2) L S . Dhy /2

) a) 5‘3@ (R) +5- 7, 28 (2) P 5;‘%-(;2)20 (= 0palls X,>0), £=4..., &

zq ‘ PXe

b) & 7 . 23( 12 hg 1P -
) 28 Ot 20 BEENZ py B (R)=0 ) Loket ey 7

2) p; 20 it p =0 falls by (Z) <O =, 1.
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II. 7 WMumerviche Verfahren aur Gptymie teng

/n dresern Abschnif werden ernige Wﬂf/ffsz Gredlanken 2w rnume -
rochent Verfdnen bel nichHinearen Qptimienengspoblomer Skiexers.

Ausgehend von einern Slartwed X vermchf man e Fobe oz

K@ L=1,2,..., eubeshmmen, Ze sich enwr (okakun bauo. (f/aéa/eﬁ
Exhemalsiele niherf oder quch einor Stklle ,an Aer de /za)éof/m’/;ew
U/oﬁm//'/%’ééed/'/ﬁanfeﬂ erfli/¥ sd. Franzporel] fann may Sich Aes
So verokllen, dwrr man yenudhl, wﬁjéémd von evumr x“, in errel”
@C/LW\? ein X 2u suchon, flr aas Aer Fenétions wetf £levner
(sF. LT befrachkn im Foﬁeﬂm Gessplelha fmxza{/eyce/m’z eyt tirerr
mi¥ cnkrachedlichon Difteser %’@/MW%/?JI/W an @ 2«
MM IErRNAE Funetzon .

27 Llsche Koordinartamesodle

Hrbe/ werdn nachenander ae Rihiangen aes Koo aarmacszser

als 5acé/7'céﬁ%zﬂfen verendel. Sueahend oor &P Suchl s 2e -

nachst em floimam n /?/&é/ﬂ{dj E, ) v Aarsemr Jaiinamt PuS —
geémd /0 /?/Zékmf &, w.sw. bis E,. Don dann ethallonon (esr
nennes wir X wnd suchenr wreales v /f/cé/zmj e,,/ er%.

Lirbelrachion de ethode an eirom e fuchen Z”es}a/e/

Feispiel 371 min flx,, %)= (x,=2) T (- 25, )

Wy it klar; dass )Z an dei Stelle (2, 1) o absolutes [Tinam &2sierF

Start: 2= (0,3)7 mit P(7)=52

Alusje/zmd von X Suchen o1y in /z?/cé/aaj E,=(10) ab. wrr

suchen ein finimam von f(0+h,3)=(4-2) “rth-6)* 7f//z)

o [linimum von Z ) wnd fiir h% 3413 an genommer, A4 i)

Suchan nan M?Mma’ von (3.43,3) i1 /?/&é/ﬂ/ij 22200, 4" und

meioaen daker nun en [lUarmant von
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((3,43, 34h) = 43T+ (3436 -24 )% = '?(A) L mntrr. Foer erhals 7z
hWa—44Y wund som/¥ K= (3.13, 7.56)7 ;u/# ',f[,z"”) =463,

Mgeﬁmd vom X such¥ rman nan z

UL

2 ChLSt wpaer & i f/&@

&, dann 1 /f/c/z/%/? &, 2ur &sﬁhwmﬂj von X,
D etoten [tra fronen sind in den unken Stehenolen Girepluken enge =
Zerchne¥ wund m Hel naddsktenden Tabede wfamm/f%&zssﬁ

k.

X fac/m'c/zlaq
L)

(0,3)"
52

(313,156)
1.63

(2.63,134)"
0.16

2.4y 4.22)"
0.04

(2.35,4.17)7
0.015

(2.29,4.44)7

(225 1.42)7
0.00Y

u.s.a.

A

3.43
4.4y

-0.5
-0.25

-0.19
-©.03

-0.03
~-0.05

—-0.06
-0.03

-0.04
-0.0Z

Figure 8.7 Mlustration of the cyclic coordinate method.

2urschen were
(3.43,3)7
(2.63,1.56)7
(2.44,4.34)7
(2.35,4.22)7
(2.29,4.47)7

€2.25, 44407



_5‘((\

JeHhody des Steyiskn /%5/7{75
Diise [Tthoot /et Voraws, dar daw 2t 71 AIMERAZE Fanktron evre
C™- Funkbron /5¥ WM vovr ernem Shirteert X7 such ¥ man e
Unimam des Funtlion n Rihttin§ des ste/Stky Abstugs, 4427
/Z/'C/z/a/ﬁ des ﬂeﬁazﬁwﬂ Giradienten an oer Skhe 7 4;4{75&2/%2’ var
der Stelle X duvaws Hinimams suchil man dann werker 1n Kichtars
der reqakiven Girdiénton von X ...

Berspie 3.3.2: min {[x,,xz)=(z4—z)u+()<rzxz)2
ES GIMF -0 () = Edlx-2P-20xa-25) | Y- 2%, ) "
Sart: X C=(0,3)T , ~vp(X)=(44,-24)".
rr nuchen also ein [fliimam von
plo+ 44h 3= 2490)=(444-2)" +(32 h=6)"= £ (h). Qoo frrnsimur
tnrd fiir hx 0.0645 angrommer.
Somct jst X=(230%5,15232) mrt PIZ™) = 0.365°3.
Fier % bestimm? man dann - vE(R<) wnd das faivnarr vor £
in aweser /?f'céémf. Dié eroen ferabionen sind in den Guaohken einge -
ZerChnet wnd 7 Hel nadiskhenden Tabale 2usammengefbssr

i(bl
3




k 2! LX) -7 PR h

(0,3)7 52 (44, -24)" 0.0645
1 (230%54.5232)" 03653  (-0.7382-43552)"  0.2307
2 (2533,4.2104)T  0.0366  (-0.8514,0.4694)T  0.4416
3
4

S

(2.4443,4.2622)" 00450  (-0.1801,-0.3302)7  0.26 7?2
(2.3340,4.4740)"  0.0264

Bo' boliden briher Uvryes/e//réﬂ Vertahren weraern flnuma i bestmmesn
/l)/'CW/le/I yesacé;‘ - Das bedpkst, Ao man flinima ven Farndtsionen eiresr
Variblen bestimmen mass, W hiufig Quch ner 1&mbr mEGHEA 15Y.
WIr werden dweo zam Schtun #10e% £z dookuteres.
Newton - Velfaimen
Déses Verftbpmen bescht daransf, deo man Ae Funtfzon ar Zex
/et zorten /ewe//s Aurch epw gurdratiche Fanttion appronniest
Tz meerr de 2 mizimictende Fenttion eme C*Fenhbon seir.
Dee Wc/w Grporoxsmation an her Sele X s5F f?zéw Aocrcss
L)@a? )= 4L H) + (Z-XC)T v frZ) + $(R- XC)T Hp(Z*“) (X -9
A/olwe/zw/?e Zed/}zgadj ’&'Zr e fTr/mam von & /sF
V@CTZ) = vf(z""’) + H‘QCTZ‘”) (X-%W®) = &
Wit nehmen an, dass Hp (%) nverfurbar /st Dann it <ol
ain o(zw%g bestimmu ( 55/4/37 des liaearen Gilerchangesyrems
7GR )=8 &9 THRW) + Hp (RN -R )
&> XU = Z - [Hp@©) I f(z%)
In fdem Meratronsschnlt 15f also A fbaze -/Thrx 20 bestoirnmeers
wrd. ein lieares &/e/céMfssZy/em 2u (85ent. SShf Hor foae—/Tarsr Xk
verwendef mas Aa&ﬁj W iterergen.
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Wi haben f555Mﬂ, Azr) He Zeﬂé‘mmwy ven flirina von Fanfhhiven
emer Varizbien als Tajproblem bed' numeszicken Qptmierargsceqglsrs
aufrn . Auch dws /st Aé&ﬂy neer mesm m%/&é.
LT beftvmun ans Aaker 2 Abschluss nock A i
nannten livensichmetbodon
Wis nehmen &, dars wip Lo /TArmume eiter 242 4F koncer en Fens -
ion auf eium Intervall La 6] bestsmman Lrolen. Fir alle %9 € La L
mit X4y uwd Ael4) sal q/so jd/e/z.‘

76[2;04 - 2)3) < Alx)+ - ﬁ))ﬁ{y)
flan ght nun o ves, duss man Ao Inkerval, i Ay Ao flyoyecern
liest | Shmttwese Aurch Veglenh geepgnekes Frnttonswerk esttes -
S
W starterr mif den Inferval! [o® 6% T wund bestimmen dw Fanétions -
bt L] P8 an zwe Sellen oy87 flir dee @< o< FZ b
sein sol/. j/zc/zdfé' 1200l konnerr nun e verochudlre Fale et~
frefen :
1¥all - f0L)> ,f(/@“’) Dann i1t 2. Fall: L&) é—f(ﬁ”ﬂ@a/m ﬁ[/?‘ -

{(x)>(¢‘7,€é‘r alle xela®) «*) L) > P )peer alle xe (87 641
) o
Sl [ 4Tl ] Sohe L2 4] = [0t 8]
‘x." X’ . ,’ K -
a‘fo) oita) ";LO) ;w) ;co) 0260) ";ce) b;(o)

H# oem. Interall [, 6“1 vertiind! man dann Gerauso w2 mr¥la b6
(.5.00. /h /w(m Sctri B erhalft man e klerneres itevell i [a 6%
klemn gemeq, o nimm? man dw Infercal mitte L (a% +6“) als
Nérorzrg fcr de [lnmalstele.
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Farai Weh! vond’\f" 8 es prineiplel natirlich oniele 118p0ch-
korters . Sion poll /st es A[/;/@MSO 2u wihlen , dass das newe Infer-
vall auch sinifikant kleier &f als das alfe wd Ae Arzail
Ao# 26 )éfeﬂ Feen évémsdzzsmflﬁmjen klews 24 hatker.
/m f}/gmM wihtern i & hechds und /3 “Vinks pom /%M/oméf
Apo (/ewe///gm Inkervalls mif f/é/cﬁém AbS farnd vern e tejounty’
Far NECO L) ser also
20 + A7 -at’) ,ZM V-0 -a”)
=-Na”+ 36" =7 a" + A=At

Bezoichnen wir m/¥ (; de linge des Intervals La “ 67 So
f//’l . i, = /{ﬁ/am: b=

= 47 [( A1-2) 2+ 7 bm]

=(1-A)[6*" -] =(1-2) L;
£s alt also die @/W?eﬂf/@bﬁaﬂj Litg —(1-A)l; =OC mr¥ls=b-a.
Somst (= U-2)(b-a). T ANe0,%), wrrd [; wnso kleizer;
f dichkor A am Cer’ F & qeerdihl¥ wnrd. I /W;W s zuwes
Fune fions Mwef{c/ﬁexz 2w/ Xesémmaﬂf Aes newen /nervals
/zéhj. I ,ca/ngm bestymman wir A€(0,%)so, Az recr /em'/s
ein Fanbhonswert neu bestimmi? werden puuss.
Firden 4. Fadl d.4. La'™, b“1=Le", 6" ] soll qlten:

=B &S p A0 = 0N U-7) (b -al”)

&> w20 - )= - (B-at")

&= (- + 26 = A2 +(4-7) b

&> - [(-Aa P+ A" ]+ 2 b = A a O 1-2) L

< -0 [U-A)F +(1-7) =11 =0

&S (U-p) =-S5+ =

Vo De (0,%) und somit (4-A)e(%,1) sein ol ol (4-7)=- 28 9=5 -
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o' (bo. B°) tilen e Shecke 0,67 im Lehdlns des Golderer
. longe (2!, 67) _ (Gnge (277, B7)
SIS 1A e o, 577 ™ “tinge C 57, 59

Araloge chéke/ym wad aﬂgf@fmwygﬁ ﬁ:m auct in 2.1zl
Lo 65" 1= [a'”, B7] mit der Forderung 3" "=u’” cugf dassesbe
E@eb/z/s. Aufer bein 4. Schritt ist nar fewel’s ete neie Fanéfins—
aws wefslu/zj Elfofde/‘//c%.

Beispiel 3.72.3 : Des Startwservall Ses [a“ bt ]=Lo0, 11 wrd e
Funkshis £ it korvex auf” [0,47. 2% Hinmalstelle soll ot
ener Genaw/gkerr vor (0 S bestimmy werden. [yr sberfegen,
wie vk Shimtle und Fanktonsau swef/zwfeﬂ exforaerlic/
sind far a) A= % ,4-3=% 6)3,2F -8, 1p=-5+ZF
Da enr als /Va%amaj Ifd’/’ A [Tiormalstlelle olen /ﬂmeél‘
Aes leleven bestimmimen Intervalls verawendesn twoller, soflalso
geltn %Ly 2407, d.b. (yz/ S 6)

z =) 2 407% = z'-{/i(ﬁ,—_/g)ﬁ tn(z407%)

o (24075
N ;> Inl2 40
Q; Lo 2n(A-2)
-4 ot En(2-40"%) _
a) 2= L ,dann 15t B 26.68....
Abo sind 2% Shrtle mi+ Insgesam ¥ 5‘4Fméﬁbﬂs¢asmemfen
efv/mder//cé.

: 2 1975
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