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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Vorbemerkungen

In vielen technischen Bereichen spielt die Erzeugung, Speicherung, Verarbeitung, Ubertragung und Wieder-
gabe von Signalen eine grofie Rolle.

Dazu werden mathematische Werkzeuge benétigt, die (zum Teil) im Rahmen dieser Vorlesung zur
Verfiigung gestellt werden sollen.

Bevor wir damit beginnen, betrachten wir zur Einstimmung einige akustische Signale und ihre mathe-
matische Beschreibung.

FEin idealer Ton ist eine periodische Schwingung gleichbleibender Frequenz

x(t) = Asin (27vt), t € R,

mit der Amplitude A, deren Grofle fiir die Lautstérke verantwortlich ist, und der Frequenz v, die die Anzahl
der Schwingungen pro Zeiteinheit angibt und die Tonhthe bestimmt. Wahlt man als Einheit fiir die Zeitskala
eine Sekunde, so wird die Frequenz in Hertz (Hz) angegeben (Anzahl der Schwingungen pro Sekunde).
Aquivalent dazu kann man auch

z(t) = Asin (wt), t € R,

schreiben, wobei die Kreisfrequenz w mit der Frequenz v iiber die Gleichung w = 27v zusammenhéngt.

Ein realer Ton ist ein Ausschnitt aus einem solchen periodischen Vorgang. Dabei muss die Tondauer
wesentlich groéfler sein als die Periodenléinge, um tatséchlich einen Ton wahrnehmen zu kénnen.

Ein idealer Klang ist eine Uberlagerung (Summe) mehrerer Téne mit unterschiedlichen Amplituden
und Frequenzen

n
x(t) = Z Apsin (2mygt), t € R.
k=1

Ein realer Klang ist auch hier wieder ein hinreichend langer Ausschnitt aus einem idealen Klang. Die
von Instrumenten erzeugten Toéne sind in diesem Sinne eigentlich Klinge, da der eigentliche Grundton der
Frequenz v von sogenannten Oberténen mit den Frequenzen 2v, 3v, ... und vergleichsweise geringen Am-
plituden iiberlagert wird. Die Anteile an Obertoénen sind verantwortlich fiir die unterschiedliche Klangfarbe
verschiedener Instrumente.

Ein Gerdusch ist ein akustischer Vorgang, der keine Periodizitdt erkennen lédsst. Viele Frequenzen mit
zum Teil extrem kurzen Tondauern kennzeichnen Geréusche.

Fiir die Verarbeitung von (akustischen) Signalen ist es wichtig zu wissen, welche Frequenzen vorkommen.

Das menschliche Gehor kann (abhiingig vom Lebensalter) Frequenzen von circa 20 Hz bis 20 kHz wahrneh-
men. Bei der Bildung bestimmter Konsonanten (z.B. s, z, f) sind Frequenzen von bis zu 10 kHz erforderlich.
Sprache bleibt aber gut verstdndlich, wenn man Frequenzen oberhalb von 3.4 kHz unterdriickt.

Man bezeichnet den Frequenzbereich unterhalb von 20 Hz auch als Infraschall, den oberhalb von 20 kHz
auch als Ultraschall, der beispielsweise in der Medizindiagnostik eine grofie Rolle spielt.



Die in dieser Veranstaltung vorgestellten Methoden werden insbesondere auch im Bereich der Regelungs-
technik verwendet. In einem technischen System treten zeitabhéngige Groflen auf, die automatisch beeinflusst
werden sollen. Will man beispielsweise bei einem Elektromotor einen bestimmten Drehzahlverlauf einhalten,
mit welcher der Motor betrieben wird, so dient die elektrische Spannung als Stellgrole des Systems. Durch
geeignete Verdnderung der Spannung wahrend des Betriebes lésst sich ein gewiinschter Drehzahlverlauf des
Motors herstellen.

1.2 Die komplexe Exponentialfunktion

Im Verlauf der Vorlesung werden wir sténdig mit der komplexen Exponentialfunktion arbeiten. Wir stellen
daher vorab die Definition und einige Eigenschaften zusammen.

1.2.1 Definition (Komplexe Exponentialfunktion)
Fiir z € C und der kartesischen Darstellung z = = + jy ist die komplexe Exponentialfunktion definiert durch

e = eIV = %Y,

1.2.2 Bemerkung
a) Wegen der Eulerschen Formel (e’Y = cosy + jsiny) kann man fiir e* auch

z

e® = e%(cosy + jsiny)
schreiben.
b) Fiir Real- und Imaginérteil bzw. Betrag und Argument (Winkel) von e? gilt

Ree® =¢e%cosy,Ime” = esiny,|e’|=e”,arg e® =y

c¢) Es gelten folgende Eigenschaften und Rechenregeln:

ezl+z2 — e* ezz

e’k — 1 fiir alle k € Z
eCRHUT — 1 fiir alle k € Z
eI DT — S fiiy alle k € Z
eICR=2)T — _j fiir alle k € Z

e*Ti2kT — 0% fiir alle k € Z

1.3 Eigenschaften komplexwertiger Funktionen

Im Verlauf der Vorlesung werden wir es hiufig mit Funktionen zu tun haben, bei denen zwar der Definiti-
onsbereich in der Menge der reellen Zahlen liegt, der Bildbereich aber in der Menge der komplexen Zahlen
liegt. Wir stellen daher vorab einige Definitionen und Eigenschaften zur Verfiigung.

1.3.1 Definition
Sei z : [a,b] — C, z(t) = u(t) + jv(t) mit u,v : [a,b] — R.

a) x heiit stickweise stetig, wenn u und v bis auf hochstens endlich viele Stellen stetig sind. An den
Ausnahmestellen diirfen v und v nur endliche Spriinge aufweisen.

b) x heifit stickweise stetig differenzierbar, wenn u und v bis auf hochstens endlich viele Stellen stetig
differenzierbar sind. An den Ausnahmestellen diirfen 4’ und v’ nur endliche Spriinge aufweisen.



1.3.2 Bemerkung
a) Ist z : [a,b] — C differenzierbar in t € (a,b), so ist die Ableitung durch

a'(t) = u'(t) + jv'(t)
gegeben.

b) Die fiir reelle Funktionen bekannten Ableitungsregeln wie Produkt-, Quotienten- und Kettenregel gelten
analog.

1.3.3 Beispiel
a) Sei z(t) = (2 + 2t + jt*)*. Dann gilt

1644+ 3265 + 2415 + 87 — 2315 — 241° — 610 4 412
o(t) = 320 +48t7 + 24¢5 + 417 — 810 — 441!

<
—~

~~
~—

|

Somit ist z’'(t) = ' (¢) + jv'(t) mit

<
~
—
~+
~—

I

643 4+ 160t* + 144t° + 56t° — 184¢7 — 216¢° — 60¢° + 12¢11
V(1) = 192t° + 336t° + 192t + 36t° — 80t — 44¢'°

Einfacher erhilt man durch Anwendung der Kettenregel
o' (t) = 4(t% + 2t + jt°)3 (2t + 2 + 3jt?)

b) Fiir x(t) = e** erhilt man '
2/ (t) = 4j et

Wichtig fiir die im folgenden auftretenden Berechnungen von Stammfunktionen und bestimmten Integralen
ist:

1.3.4 Bemerkung
z:[a,b] — C, z(t) = u(t) + ju(t) stiickweise stetig, so ist

/x(t) dt = /u(t) dt+j/v(t) dt

b b b
/m(t)dt - /u(t)dt+j/ o(t) dt
1.3.5 Beispiel

Dieses Beispiel werden wir in der Vorlesung in dieser oder &hnlicher Form permanent wieder verwenden.

/ejtdt /costdt+j/sintdt

= sint—jcost+C
1

= sint+ —~cost+C
J

| —

= —(sint+cost)+C

<

= fejt‘i‘c
J



Damit ergibt sich beispielsweise

" it 1 't
/ eltdt = =e’']
0

1.3.6 Bemerkung
Die bekannten Regeln fiir die Integration reeller Funktionen gelten auch fiir komplexwertige Funktionen:

Ist g : [a,b] — C stetig, dann gilt
b
[ sit=6w) - 6ta)

mit G : [a,b] — C Stammfunktion zu g, d. h. G’ = g.
Es gilt die Regel fiir die partielle Integration.

1.3.7 Beispiel

™ i 1 1 ™
/t-eﬂtdt = t- = e —f,/ et dt
0 J J Jo
=—7 0
. 1 .
= —jrel” — i e[t
=1
=1
= jm—2

1.4 Periodische Funktionen

1.4.1 Definition (Periodische Funktion)
Eine Funktion f : R — R oder f : R — C heif}t periodisch mit der Periode T', T' > 0, (kurz T-periodisch),

wenn

fE+T) = f(t), fur alle t € R.

1.4.2 Beispiel
a) sint und cost, t € R, sind 27-periodisch.

b) tant, t € R\{t|t =7/2 + km,k € Z},
cott, t € R\{t|t = kn,k € Z}, sind w-periodisch.

c) cost+ jsint = e’t t € R, ist 2w-periodisch.

Oft ist es iiblich und zweckmiBig, sich auf die Betrachtung 2m-periodischer Funktionen zu beschréinken.
Dies wird durch folgende Uberlegung gerechtfertigt.

1.4.3 Satz
Ist &(7) T-periodisch, so ist x(t) = Z(t/w), w = 27 /T, 2w-periodisch.



Beweis:
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Oftmals wird eine Funktion nur explizit auf einem Intervall [0, T] vorgegeben und dann periodisch fort-

gesetzt, d.h. man bestimmt eine periodische Funktion, die auf dem Intervall [0,7") mit der Ausgangsfunktion
iibereinstimmt. Sei nun g(t) definiert auf [0, T.

a) Direkte Fortsetzung:
Man zerlegt R in die Intervalle Ij, = [KT, (k +1)T), k € Z, der Linge T und definiert z(¢) auf R durch

x(t) =gt —kT), t € I

Die so definierte Funktion ist dann T-periodisch.

Anschaulich bedeutet dies, dass der Graph von g iiber jedes Intervall I, = [KT,(k + 1)T), k € Z,
verschoben wird.

b) Gerade Fortsetzung:

Man zerlegt R in die Intervalle I, = [(2k — 1)T, (2k+1)T'), k € Z, der Lange 2T und definiert x(t) auf
R durch
z(t) = g(—t), t € [-T,0), und z(t) = g(t —2kT)t € I, .

Die so definierte Funktion ist dann 27-periodisch.

Anschaulich bedeutet dies, dass der Graph von g zunéchst an der Ordinatenachse gespiegelt wird.
Die enstehende gerade Funktion wird dann iiber jedes Intervall I, = [(2k — 1)T, (2k + 1)T), k € Z,
verschoben.

¢) Ungerade Fortsetzung:

Man zerlegt R wieder in die Intervalle I, = [(2k — 1)T, (2k + 1)T'), k € Z, der Linge 2T und definiert
z(t) auf R durch
xz(t) = —g(—t), t € [-T,0), und z(¢t) = g(t — 2kT)t € I} .

Die so definierte Funktion ist dann 27T -periodisch.

Anschaulich bedeutet dies, dass der Graph von g zun#chst am Koordinatenursprung gespiegelt wird.
Die enstehende ungerade Funktion wird dann iiber jedes Intervall I, = [(2k — 1)T, (2k + 1)T), k € Z,
verschoben.

1.4.4 Beispiel
Sei g(t) =t fiir t € [0,T], T > 0.

a) Direkte Fortsetzung:
z(t)=t—kT,te kT, (k+1)T), ke Z.

b) Gerade Fortsetung;:
a(t) = |t — 2T, t € [(2k — 1)T, (2k + 1)T), k € Z.
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Direkte Fortsetzung, T' = 27

2 20 -0 9 10
t

Gerade Fortsetzung, T' = 27

¢) Ungerade Fortsetzung:

w(t) =t —2kT, t € [(2k — )T, 2k + 1)T), k€ Z.

N

|
N

Ungerade Fortsetzung, T' = 27

1.4.5 Bemerkung
Es ist iiblich, fiir die urspriingliche Funktion und ihre periodische Fortsetzung dieselbe Bezeichnung zu
verwenden. so kann man fiir die Funktionen in Beispiel auch schreiben:

a) Direkte Fortsetzung:
x(t) =t,t €[0,T), x(t) T-periodisch.

b) Gerade Fortsetung:
x(t) = |t|, t € [-T,T), x(t) 2T-periodisch.

¢) Ungerade Fortsetzung:
z(t) =t, t € [-T,T), z(t) 2T-periodisch.



1.5 Trigonometrische Polynome
Trigonometrische Polynome sind Linearkombinationen der T-periodischen Funktionen
1, cos (wt), sin (wt), cos (2wt), sin (2wt), cos (3wt), sin (3wt), ...
bzw. in komplexer Darstellung der Funktionen
1, eJwt, @—iwt i2wt o —jwt ojBwt o —jdwt

2
Dabei ist wieder w = %

1.5.1 Definition (Trigonometrisches Polynom)
Sei N € N. Jede Funktion z : R — C der Bauart

N

a(t) = = + Z(an cos (nwt) + by, sin (nwt))

n=1

bzw.
N
x(t) = Z cp et
n=—N

heifit trigonometrisches Polynom. a,, € C, b, € C bzw. ¢, € C heiflen Koeffizienten des trigonometrischen
Polynoms. Fiir |ay| + |bn| # 0 bzw. |c_n| + |en| # 0 ist N der Grad von z(t).

1.5.2 Bemerkung
Wir erinnern noch einmal an die Eulersche Formel

el? =cosp + jsing,

woraus sich die Darstellungen

1 .
cosp = i(eWJre*”’)

1. ,
sinp = z—j(e”’fe*”’)

ergeben.

Mit Hilfe der Eulerschen Formel lassen sich die beiden in Definition genannten Darstellungen ineinander
umrechnen.

1.5.3 Satz
Firn=1,2,..., N gelten die Umrechnungsformeln
_! =1 b =1 i
Co = 5a07 Cn = §(an —Jjbn), Ccon = §(a'n+.] n)
ag =2co, Gn=Cy+Cp, by, = j(en —c—p)
Beweis:
a N
z(t) = ?O + ;{an cos (nwt) + by, sin (nwt)}
N
= ¢+ Z{[C" + ¢_y] cos (nwt) + jle, — c—p] sin (nwt)}
n=1



N N
= o+ > {ealcos (nwt) + jsin (nwt)]} + > {e_nleos (nwt) — jsin (nwt)]}

n=1 n=1
N -1
= ¢+ Z cped et 4 Z {cn[cos (—nwt) — jsin (—nwt)]}
n=1 n=—N
N —1
= Z Cped Mt 4 Z {cn[cos (nwt) + j sin (nwt)]}
n=0 n=—N

N -1
— § Cn e]‘nwt + E Cn e]~nwt
n=0 n=—N

N
_ E Cn e]‘nwt
n=—N

O

Die Koeflizienten eines trigonometrischen Polynoms lassen sich mit Hilfe bestimmter Integrale aus-

driicken. Um dies zeigen zu koénnen, verwendet man die im folgenden Satz angegebenen Orthogonalitéits-
eigenschaften.

1.5.4 Satz
a) Fiir n,m € Ny gilt:

T 0 fallsm=n=0
1
7 [ sin(mot)sin (nwt)dt = (1) falls m # n
’ 3 falls m=n#0
1
T cos (mwt) cos (nwt) dt = (1) falls m # n
’ 3 falls m=n#0
T
= sin (mwt) cos (nwt)dt = 0

T Jo

b) Fiir n,m € Z gilt:

—_

falls m =n
falls m # n

o

1 [T ,
?/ e]»mwtefj-nwtdt — {
0

a) Fiir den Beweis der Orthogonalitiitseigenschaften vgl. 1. Ubungsblatt.

17 1 [T
- jnwt | —j-nwt dt = = 1dt
T‘/O € € T_/O

1

Beweis:

b) Fiir n = m gilt:

Fiir n # m gilt:

IR .
7/ e]-mwte—j-nwt dt =
0

’ ( )
J (m—m)wt dt
T /0 ¢
1

Tj-(m—n)w

j-(m—n)wt|T
€ lo



(ej-(mfn)wT _ 1)

1

T

1 1 ; 2
= T.i(e]'(m_”)'%r —1) wegen w = %

0

O
Zuséatzlich zu weiteren Eigenschaften trigonometrischer Polynome kénnen wir nun die angekiindigten
Berechnungsformeln fiir die Koeffizienten angeben.

1.5.5 Satz
Fiir ein trigonometrisches Polynom z : R — C gilt:

a) x hat in [0,T") hochstens 2N verschiedene Nullstellen.
b) Wichtig im Zusammenhang mit Koeffizientenvergleich ist:

z(t)=0furalleteR «<— ¢,=0,-N<n<N

¢) Zur Charakterisierung reellwertiger trigonometrischer Polynome gilt:

z(t) eRfirallete R <= ¢, =¢",,0<n<N

d) Fiir die Koeffizienten von () gilt:

9 T

a = 7 [ atcos(uundr, 0<n <N,

0

9 T

b, = 7/ x(t)sin(nwt)dt,lﬁnng
T Jo
17 ;

Cn = 7/ x<t)67JIHWtdt, —NSTLﬁN
T Jo

Beweis:

a) Analog zu entsprechenden Eigenschaften algebraischer Polynome; wird hier nicht bewiesen.
b) Ebenso.

c)
z(t) eR, teR
z(t) — (z(¢))"=0,teR

<
N N *
= Z cnej'"“t—< Z cne]'m"t> =0,tcR
n=—N n=—N
N N
= Z cped et — Z cre 7™ =0teR
n=—N n=—N

N N
= ) cpelmi— ¢ el =0 teR
n=—N n=—N
N
Z (cn—ct,)el™ =0,teR
n=—N
en—c,=0,-N<n<N

!

!



Nl

T .
/ z(t)e 7™t dt
0

1

T

N

1 .
‘mwt
g Cm T e’ e
m=—N

Cn

10

Al

N

E Cm e]-mwt

m=—N
T

0

) e—j‘nwt dt

—Jj-nwt dt

1 fallsn=m
0 fallsn#m



Kapitel 2
Fourierreihen

Viele zeitliche Vorgénge, wie z.B. Die Schwingung eines (idealen) Pendels, Wechselspannungen, etc. lassen
sich durch zeitabhéngige Funktionen der Form

x(t) = Asin (wt + @)

beschreiben. Man spricht von sogenannten harmonischen Schwingungen mit der Kreisfrequenz w und der
Amplitude A. Mit ¢ bezeichnet man die Phasenverschiebung oder den Nullphasenwinkel.

In Anwendungen hat man es hdufig auch mit Vorgédngen zu tun, die zwar periodisch sind, sich aber
nicht mehr in der oben genannten einfachen Form beschreiben lassen. Beispiele hierfiir sind Kippspannungen
(Ségezahn)

LSS

t

und der Sinusimpuls eines Gleichrichters.

~10 5 5 10

Bei der Analyse zeitlich periodischer Vorginge (Signale, Funktionen), geht es im wesentlichen darum,
das Spektrum, d.h. die im Signal enthaltenen Anteile der Grundkreisfrequenz und Vielfacher davon (sog.
Harmonische) zu bestimmen. Man spricht in diesem Zusammenhang auch von harmonischer Analyse.

Umgekehrt mochte man aus der Kenntniss des Spektrums das Signal (die Funktion) rekonstruieren.
Diesen Vorgang bezeichnet man mit Synthese.

Mathematisch geschieht dies mit Hilfe von Fourierreihen.

11



2.1 Definition der Fourierreihe

2.1.1 Definition (Fourierreihe, Fourierkoeffizienten)
Seien T' > 0, w = 2% und z : [0,7] — C stiickweise stetig und = T-periodisch fortgesetzt. Dann ist die

Fourierreihe von z(t) definiert durch die Zuordnung
S{x}(t) ?0 Z ay, cos (nwt) + by, sin (nwt)],
wobei die sogenannten Fourierkoeffizienten durch
9 T
—/ ) cos (nwt) dt , n € Ny, by, :T/ x(t) sin (nwt) dt,, n € N,
0

gegeben sind.

2.1.2 Bemerkung
a) Wegen der Periodizitéit von x, sin und cos kann man bei der Berechnung der Fourierkoeffizienten statt

iiber [0, 7] auch iiber jedes andere Intervall der Lénge 7' integrieren, z.B. [-1/2,T/2].

b) Auch bei den Fourierreihen beschréinkt man sich hiufig auf die Betrachtung 27-periodischer Funktio-
nen. Ist also speziell T' = 27, dann ist w = 3—; = 1 und die in Definition angegebenen Formeln
vereinfachen sich zu

oo
S{z}(t) ?0 z:: ap, cos (nt) + by, sin (nt)]
mit den Fourierkoeffizienten
1 27 1 27
ap = 7/ x(t) cos (nt) dt, n € Ny, b, = 7/ x(t)sin (nt)dt, n € N.
T Jo T Jo

¢) Weder die Konvergenz der Fourierreihe, noch die Gleichheit S{z}(t) = x(¢) an einzelnen Stellen ¢ sind
von vornherein gesichert. Auf diese Fragestellungen werden wir an spéterer Stelle eingehen.

2.1.3 Beispiel
Sei x(t) = cos (t/2), t € [—m,m), x(t) 2m-periodisch oder gleichbedeutend damit x(t) = | cos (¢/2)], t € R.

Berechnung der Fourierkoeffizienten:

1 [7 t
ag = 7/ cos — dt
T ) _ 2

2 (7 t
= / cos — dt
0 2

tﬂ'
- 2sin —
2

3|

0

Al 3w

(sin g —sin0)



ENE R

dh 2 =
2
Fiir n € N erhdlt man
gerade

—_——

1 [" t

anp = 7/ cos = cos (nt) dt

L — 2 N——

gerade gerade

B t
= 7/ cos — cos (nt) dt
0 2

s

_ i/(:; {cos ((; —n)t> + cos ((; —i—n)tﬂ dt

17 2 . (1 1) + 2 ) (1+ )t
= = in((=— in( (=
i 2" 1+2n 2 T
2 1 1 1
= —|\i=a 51n((2—n) >—s1n0 +1—|—2n sm(( +n) )—smO
— —
L (=nn» =(-n~ 0
4 1
= —_ —1 L —
7r( ) 1 —4n?
ungerade
—_——
1 (" t
b, = f/ cos — sin(nt) dt
L —— 2 N—_——
gerade ungerade
=0
Die Fourierreihe lautet somit:
2 AL
S{z}(t) = ;g 1—4n2 cos (nt)

2.1.4 Bemerkung

Konvergiert die Fourierreihe gegen die Funktion, so kann man ihre Partialsummen fiir die Approximation der
Funktion verwenden. Unter welchen Umsténden dies der Fall ist, behandeln wir an spéaterer Stelle. Konkret
bedeutet das, dass man z(t) durch die N-te, N € N, Teilsumme, also durch ein trigonometrisches Polynom
vom Ho6chstgrad N annéhert:

N
Sn{x}(t) ?0 Zancos (nwt) + by, sin (nwt)]

2.1.5 Beispiel
Zu z(t) = | cos (t/2)|, t € R, betrachten wir (vgl. auch Beispiel [2.1.3

Sn{z}(t) ==+ = Z

5 cos (nt), N =1,2.
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J).8
.4

Approximationen fiir N =1 und N =2

2.1.6 Bemerkung
Statt in der oben angegebenen Form kann man die Fourierreihe auch als Sinusreihe plus Gleichanteil dar-
stellen. Dazu werden die Terme mit gleichen Frequenzen zusammengefasst, d.h.

ay, cos (nwt) + by, sin (nwt) = Ay, sin (nwt + ¢,,)

mit a
arctan — falls b, > 0
Ay = /a2 T3 und g, — = " falls by, = 0,a, >0
-3 falls b, = 0,a, <0

T+ arctan = falls b, <0

Die A, sind die jeweiligen Amplituden (maximalen Auslenkungen) und die ,, die zugehorigen Phasenver-
schiebungen (Nullphasenwinkel).
Die Fourierreihe erhélt dann die Form

STz} (t) = % + 3 Ay sin (nwt + ¢,)

n=1

Stellt man die Amplituden A, und die Nullphasenwinkel ¢, als Funktion von n dar, so erhilt man die
sogenannten Amplituden- und Phasenspektren, die nur zu diskreten Werten Funktionswerte besitzen. Sie
werden dargestellt, indem an den entsprechenden Werten fiir n Linien der Hohen A,, bzw. ¢, eingetragen
werden. Sie werden daher auch als Linienspektren bezeichnet.

2.1.7 Beispiel
Fiir z(t) = | cos (t/2)|, t € R, lesen wir aus Beispiel [2.1.3|einen Gleichanteil von 2, Amplituden A,
und Phasenverschiebungen von ¢, = 5 ab. Somit ist

— 4
— m4n2-1

S{z}(t) == 7242 sin nt—|—2)

2.1.8 Bemerkung
a) Oft viel einfacher zu handhaben ist die Darstellung der Fourierreihe mit Hilfe der Funktionen e?™,
n € Z. Die Fourierreihe lésst sich damit auch in der Form

S{z}(t) Z cp et
n=—oo
mit den Fourierkoeffizienten

I :
cn:—/ x(t)e 7™t dt n € 7,
T Jo

darstellen.
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b) Im Fall T' = 2x, d.h. w =1, gilt
S{z}(t) Z el

n=—oo

mit den Fourierkoeffizienten )
1 iy

Cp = — x(t)ye " dt n € Z.
27

¢) Fiir die Umrechnung der Koeffizienten gelten wieder die Formeln (vgl. Satz [1.4.3))

1 . .
Co =500, Cn= $(an — jbn), con = 5(an + jbn)
ao =2co, an=cp+c_p, b, = ](Cn - Cfn)

2.1.9 Beispiel (Kippspannung, Sigezahn)
Sei z(t) =t, t € [0,2m), z(t) 2m-periodisch.

LSS

t
Berechnung der Fourierkoeffizienten:
1 2
= tdt
€0 27T 0
B 1 1t2 27
o2m2 |,
=7
Fiir n # 0 erhilt man mittels partieller Integration
1 2m .
cn = —/ te 7" dt
271— 0
2 2
= 1{—,1te_j"t —&—,i e I dt
2 in 0 in Jo
2w
— i —ite_j"f 1 e—jm‘
2 jn jn)? o
= i _i27re—JTL27T [e—]n27r eO]
S W e
J
n
Die Fourierreihe lautet somit: -
Shy=nt 3 et
n=—o00,n#0
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2.1.10 Beispiel
Mit den Umrechnungsformeln aus Bemerkung [2.1.8 erhalten wir fiir z(t) = | cos (¢/2)], t € R, die Fourierko-

effizienten (vgl. Bespiel [2.1.3))

oo w2
o = 2
o fallsn >0 1
= 2 — - n_____~—
Cn { a;" falls n < 0 2(-1) (1 —4n2)’
d.h. die Darstellung
2 2 > 1 )
t — = = 71 n____—  jnt
St =S4 Y (N'ggaye
n=—o00,n#0
2 = 1
— = -1 n jnt
n:Z_OO( ) (1 —4n?)

fiir die Fourierreihe.

2.2 Rechenregeln

In diesem Abschnitt werden einige Rechenregeln zusammengestellt, die die Bestimmung der Fourierreihen
bzw. Fourierkoeffizienten zum Teil erheblich vereinfacht. Fiir konkrete Anwendungen ist dies daher ein be-
sonders wichtiger Abschnitt.

Im folgenden seien z,y : R — C T-periodische und auf [0,7] stiickweise stetige Funktionen mit den
Fourierreihen S{z}(t) = > 07 cped™t S{y}(t) => 00 dpei™t

n=—oo

2.2.1 Satz (Linearitét)
Fiir a, 8 € C sind die Fourierkoeffizienten von ax + Sy durch ac, + 8d, gegeben, d.h. es gilt

oo

Slox +Byh(t) = ) (acn + Bdn) ™"

n=—oo

Beweis: Nach Definition gilt fiir die Fourierkoeffizienten von ax + (y:

T T T
%/0 (a(t) + By(t)) e "' dt = a{;/o :c(t)e‘j"“’tdt}Jrﬁ{;/o y(t)e_j"“’tdt}

acy, + fBd,

2.2.2 Beispiel
Seien z(t) = |cost/2|, t € Rund y(t) =t, t € [0,27), y 2w-periodisch.
Nach Beispiel [2.1.10] und Beispiel sind die Fourierreihen durch

S = 2 3 (g e

oo

T+ Z %ej"t

n=—o00,n#0

S{y}(t)

gegeben.
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Die zugehorigen Fourierkoeffizienten sind

2 1 j
n = — -1 n77 Z7d = 7dn: ) Za 0.
c 71_( ) 1107 n e 0= M€ n #

Wir betrachten nun die Funktion
t
2z(t) +y(t) = 2|cos §| +t—2km, t € 2km,2(k+ 1)7), k € Z,

bzw. gleichbedeutend

%/ w /o
t
2x(t) +y(t)

Die zugehorigen Fourierkoeffizienten sind somit durch
4

260 —+ do = ——4+7
s

und fiir n # 0 durch

4 1 j
2y +dp = —(—1)"———— + L
ont 77( ) 1—4n? + n
gegeben. Die Fourierreihe von 2z(t) + y(t) lautet somit
4 = 4 1 gy
5{2 t)=— —(=1" =)edmt,
ota)l)=Zmt 3 GO+ e

2.2.3 Satz (Zeitumkehr, Konjugation)
a) Sei Z(t) = x(—t), t € R. Dann gilt fiir die zugehorigen Fourierkoeffizienten

Cp = Con,

d.h. fiir die Fourierreihe

S{Ert) = > copelmt.

b) Sei &(t) = z*(t), t € R. Dann gilt fiir die zugehorigen Fourierkoeffizienten

*
Cn =C_,,

d.h. fiir die Fourierreihe

S{z}(t) = Z ¢, et

n=—oo
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Beweis:

a) Mit der Substitution 7 = —¢ erhélt man

b) Es gilt

2.2.4 Satz (Dilatation, Skalierung)
Sei Z(t) = x(ct), t € R, ¢ > 0. Dann gilt fiir die zugehorigen Fourierkoeffizienten

Cp = Cn ,

d.h. fiir die Fourierreihe
2

S{z}(t) = Z @™t mit w = e

n=—oo

Beweis: Wenn z(t) T-periodisch ist, so ist Z(t) T'/c-periodisch. Mit der Substitution 7 = ¢t erhélt man

T/c e
G = %/0 #(t) e ~InF gt

T/c e

= %/0 :C(ct)e_jn%tdt
I 2x

= 7 ; x(r)e" T dr

= Cn

O

2.2.5 Bemerkung )
Der Skalierungssatz besagt, dass eine Anderung der Frequenz oder Zeitskala keinen Einfluss auf die Ampli-

tuden der Teilschwingungen hat.
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2.2.6 Beispiel
Fiir die Funktion z(t) =t, ¢t € [0,27), « 2m-periodisch (Sdgezahn) gilt (vgl. Beispiel [2.1.9

cp=m, cn:lfﬁrn#O,
n

d.h.

oo

Jjnt
S = =el"
{ght)=m+ D e
n=—o00,n#0
Fir 2(¢) = z(2¢t), d.h. Z(t) = 2t, ¢ € [0,7), & 7-periodisch gilt dann

oo .

S{Eyt) =m+ Y, Lelm

n=—o00,n#0

Verschiebt man eine Funktion x(t) um ¢y auf der ¢-Achse (im Zeitbereich), so ergeben sich die Fourierko-
effizienten der verschobenen Funktion durch Multiplikation eines sogenannten Phasenfaktors. Genauer gilt:

2.2.7 Satz (1. Verschiebungssatz, Translation)
Sei &(t) = x(t — to), t € R, top € R. Dann gilt fiir die zugehérigen Fourierkoeffizienten

En = € _jnwtocn )

d.h. fiir die Fourierreihe

(oo}

S = Y (e7etey) o
n=—oo
Beweis: Mit der Substitution 7 = t — ¢y erhilt man
1 (7 ,
én = T/o T(t)e It gt

1 [T ,
= ?/O x(t —tg)e /™ dt

1 T—to )
= = / x(r)e —inw(rtto) gr
to

T

— —Jjnwto l —jnwTt

= e T x(7)e dr
0

— e —Jnwtg en
(]

2.2.8 Beispiel
Sei xz(t) =t , t € 0,27), x 2m-periodisch (Sdgezahn) und Z(t) =t — 7/2 , t € [7/2,57/2), & 2m-periodisch.
Dann gilt:

Z(t) =x(t—m/2)

Also sind (vgl. Beispiel [2.1.9)) die Fourierkoeffizienten von &

und fiir n # 0



Die zugehorige Fourierreihe lautet also

oo

S{i} =7+ Z 7(_]73 J gint
n=—o00,n#0

2.2.9 Bemerkung
Man beachte, dass eine Verschiebung von z(t) nach oben oder unten nur eine entsprechende Anderung im
Gleichanteil nach sich zieht.

2.2.10 Satz (2. Verschiebungssatz)
Sei #(t) = e/*!z(t), t € R, k € Z. Dann gilt fiir die zugehorigen Fourierkoeffizienten

Cp = Cn—k

Beweis:
1 7 .
én = f/o Z(t)e It dt
1 [T , ,
— T/o x(t) ehwt e It gy

1 (7 .
= f/o x(t)efﬁ("*k)“’tdt
= Cn—k
|

2.2.11 Beispiel
Sei z(t) = |cos (t/2)], t € R, und Z(t) = cost|cos (t/2)|, t € R. Dann gilt mit der Eulerschen Formel (vgl.

Bemerkung |1.4.2])

z(t) = (e?'+ e ") x(t)

DN = N =

(e?'z(t) + e 7'z(2))

Mit den Fourierkoeffizienten von z(t) (vgl. Beispiel [2.1.10) gilt dann nach Satz[2.2.10

1
Cp = §(Cn—1 + Cn-i—l)

n 11 1 !
= (-1)F 7(<14(n1)2+14(”+1)2)

Im folgenden betrachten wir, wie sich gewisse Symmetrieeigenschaften der Funktion auf die Fourierkoef-
fizienten auswirken. Sei wieder allgemein zunichst x(t), ¢t € R, T-periodisch.

2.2.12 Satz
a) Ist z(t) gerade, d.h. 2(t) = x(—t), t € R, dann gilt
4 172
an, = —/ x(t) cos (nwt) dt , n € Ny
T Jo
b, = 0,neN
bzw
an
Cn = c_n:7,n€N0.

Die zugehorige Fourierreihe ist somit eine Cosinus-Reihe.
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b) Ist z(t) ungerade, d.h. z(t) = —x(—t), t € R, dann gilt

a, = O,RENQ
T/2
b, = —/ x(t)sin (nwt)dt, n € N
T Jo
bzw.
Coy = 0
— —en= =2 neN
Cn = —Con=—jo.m .

Die zugehorige Fourierreihe ist somit eine Sinus-Reihe.

Beweis:
a)

rp _ Bade gerade

an = —/ cos(nwt) dt
T/2
gerade gerade

T/2
= 7 / x(t) cos (nwt) dt, n € Ny

ungerade
T/2
b, = —/ sin (nwt) dt
T/2
gerade ungerade
= 0,neN
b)
d
- ungerade
a, = —/ cos (nwt) dt
T/2
ungerade gerade
= 0,neNy
/2 gerade
b, = —/ sin (nwt) dt
T/2 ~——

ungerade ungerade

T/2
= T/ x(t)sin (nwt)dt, n e NO, n € N
0

c¢) Die Behauptungen fiir die Koeffizienten ¢,, ergeben sich unmittelbar aus den allgemeinen Umrech-
nungsformeln (vgl. Satz[1.4.3)).

O

2.2.13 Satz (Differentiationssatz)
Sei z(t) stetig und auf dem Periodenintervall [0, 7] stiickweise stetig differenzierbar. Dann kann man die

Fourierkoeflizienten ¢, der stiickweise existierenden Ableitung 2’(t) aus den Fourierkoeffizienten c,, von z(t)
durch

/ .
¢, = jnwe,,ncZ
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bzw.

!
ay = 0
a, = nwb,,neN
b, = —nwa,,n€eN

berechnen. Die zugeorige Fourierreihe lautet dann

S{z'}(t) = Zjnwcnej”“’t

oo

Z nw {by, cos (nwt) — a, sin (nwt)}

n=1

d. h. also, dass man die Fourierreihe von x’ durch gliedweises Differenzieren der Fourierreihe von x erhiilt.

Beweis: Seien tg = 0, t,, = T und t; < t3 < ... < t;,—1 die (eventuell vorhandenen) endlich vielen Stellen im
Periodenintervall, an denen z’(¢) nicht existiert. Dann erhélt man durch Aufteilung des Periodenintervalls
und partielle Integration fiir n # 0

1 m=1 ot )
G o= 7 Z / o' (t)e It dt

k=0 Ytk
1

IES —jnwt |ttt | et —jnwt
= 7 Z z(t)e ’tk + jnw x(t)e dt

tr

~

[(T) — z(0)] +jnwey,
—_———
=0, da = T-periodisch

= jnwcy,

Der Beweis fiir den Fall n = 0 geht mit analogen Uberlegungen (ohne partielle Integration).
Die Behauptungen fiir die Koeffizienten a!, und b}, lassen sich wieder mit den allgemeinen Umrechnungsfor-

meln (vgl. Satz|1.4.3)) zeigen.
(]

2.2.14 Bemerkung
Achrung: Der Satz gilt im Allgemeinen nicht mehr, wenn 2 nicht als stetig vorausgesetzt wird.

Der folgende Satz kann als Gegenstiick zum Differentiationssatz angesehen werden.

2.2.15 Satz
Sei z(t) auf dem Periodenintervall [0, T stiickweise stetig und sei X (t) = fg x(s) ds mit X (T') = 0. Dann ist X
ebenfalls T-periodisch und die Fourierkoeffizienten ¢, (X) von X berechnen sich aus den Fourierkoeffizienten
¢n(x) von x durch
1 (T
——/ t-z(t)dt fallsn=0
en(X) = T Jo

@) falls n # 0
wn

d. h. die Fourierreihe von z darf gliedweise integriert werden.
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Beweis: Da

ist X ebenfalls T-periodisch.
Aus dem Differentiationssatz erhalten wir fiir n # 0

cn(2) = cn(X') = june, (X)
also

Fiir n = 0 gilt (mit der entsprechenden Unterteilung des Periodenintervalls wie beim Beweis des Differentia-
tionssatzes) mittels partieller Integration (v = X (¢), v’ = 1)

1 T
co(X) = T/o X (t)dt
1 m—1 g
_ L / X(t)dt
T k=0 Ytk
1 m—1 . tht1
= — {t-X(t) t’”“_“—/ t-x(t)dt}
T : tr
k=0 ke
1 1 /7
_ 1 [tk+1-X(tk+1)—tk~X(tk)]——/ Eea(t) dt
T & T J,

O

Wir werden nun noch eine neue Rechenoperation kennenlernen, die so genannte periodische Faltung,
deren Bedeutung am Ende des Kapitels bei einem Anwendungsbeispiel noch genauer erldutert wird.

2.2.16 Definition
Sind z, y T-periodische, stiickweise stetige Funktionen, so bezeichnen wir mit

1

T
@en)®) =5 [ ale=rr)ar

die periodische Faltung von z und y.

2.2.17 Satz
a) THY =Y

b) Mit z und y ist auch z * y T-periodisch.
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c¢) Ist x stetig differenzierbar, so ist auch x * y stetig differenzierbar und es gilt
(zxy) =a" xy.
Beweis:

a) Mit der Substitution 7 = ¢t — 7 erhélt man unmittelbar
1 (T
@e®) = 5 [ at=rear

WY t—
:*/ Jfo- 7

= (y*xx)(

b) Es gilt

1 (T
(zxy)t+T) = T/o x(t+T —1)y(r)dr
=z(t—7)

= (zxy)()

¢) Wird hier nicht behandelt.

Die Fourierreihe der Faltung zweier periodischer Funktionen lésst sich einfach berechnen.

2.2.18 Satz (Faltungssatz)
Seien = und y T-periodisch und stiickweise stetig. Dann gilt fiir die Fourierkoeffizienten ¢, (x * y) von x *y

(@ % y) = ca() - cal(y),

wobei ¢, (z) und ¢, (y) die Fourierkoeffizienten von x und y bezeichnen. Einer Faltung im Zeitbereich ent-
spricht somit einer Multiplikation im Frequenzbereich.

Beweis: Es gilt:

T
en(z*y) = l/ (zxy)(t) - e "t dt

= f/ ( / (t—7)- y(T)dT) e Wt qt
= ;/OT y(7) (1{ /OT x(t—171)- e —jwn(t=T) dt) e T qr

Fiir das innere Integral erhalten wir mit der Substitution t — 7 =s

1 T . 1 T—1 .

f/o a(t—71)- e =T g = 7). z(s) - e " ds
_ ! ! x(s) - e —iwns g
=7/
= Cn(x)
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Oben eingesetzt ergibt sich also

en(zxy) = cn(av)f/0 y(T)e I"T dr

2.3 Konvergenzverhalten

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit folgenden Fragestellungen:
e Unter welchen Voraussetzungen konvergiert eine Fourierreihe?

e Unter welchen Voraussetzungen kann man eine Funktion (ein Signal) aus ihrem Spektrum, d. h. den
Fourierkoeffizienten wiedergewinnen?
Wann gilt also

oo
z(t) = Z Cp et ?

n=-—oo
Wir befassen uns zunéchst mit verschiedenen Konvergenzbegriffen.

2.3.1 Definition
a) Eine Reihe >"°° @, heifit konvergent gegen a € C, wenn die Folge der Partialsummen gegen a kon-
vergiert, d. h. wenn

N
lim g a, =a
N—o0
n=0
Wir schreiben dann Y ° ja, = a.

b) Seien z, : [a,b] — C Funktionen. > >~ z,(t) heiit punktweise konvergent gegen x : [a,b] — C,
wenn fiir alle ¢ € [a, b] gilt:

Z xn(t) = 2(t)
n=0

¢) Seien z, : [a,b] — C Funktionen. Y~ z,(t) heifit gleichmdifig konvergent gegen z : [a,b] — C,

wenn gilt:
} - O
2.3.2 Bemerkung
a) Anschaulich bedeutet die gleichméfiige Konvergenz, dass zu jedem £ > 0 eine Zahl Ny existiert, so

N
Y @alt) —a(t)
n=0

lim max
N—oo | a<t<bdb

dass der Graph von ZnN:o xn(t) fiir N > Ny in einem Streifen der Breite ¢ um den Graphen der
Grenzfunktion verlauft.

b) Kriterium fiir punktweise Konvergenz:
Falls zu jedem n > 0 und jedem ¢ € [a,b] eine Zahl K, (t) > 0 existiert, so dass |z, (¢)] < K,(t) und
die Reihe ) | K,(t) konvergiert, so ist die Reihe > 7 2, (t) punktweise konvergent.

¢) Kriterium fiir gleichmiiflige Konvergenz:
Falls zu jedem n > 0 eine Zahl K,, > 0 existiert, so dass max,<¢< |2, (t)| < K,, und die Reihe "7 K,,
konvergiert, so ist die Reihe Y77 2, (f) gleichm#Big konvergent.

Wir kommen nun zu den angekiindigten Konvergenzaussagen.
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2.3.3 Satz
Sei z : R — C T-periodisch und auf [0, T] stiickweise stetig differenzierbar. Dann gilt fiir jedes t € R

Jm_Sxc{a}(t) = S{r}(e) = () + (),

wobei
z(tT) = lim x(7) und z(¢7) = lim (1)

T—tt T—t—

die rechts- und linksseitigen Grenzwerte bezeichnen.
Die Fourierreihe konvergiert somit punktweise.

2.3.4 Bemerkung
a) Ist z stetig in t € R, so ist z(¢t7) = z(t~) = z(¢) und somit

S{a}(t) = z(t)

b) An einer Sprungstelle konvergiert die Fourierreihe gegen das arithmetische Mittel aus rechts- und
linksseitigem Grenzwert der Funktion.

2.3.5 Satz
Sei z : R — C T-periodisch und auf [0, T stetig und stiickweise stetig differenzierbar. Dann gilt

lim ( max | Sy {z}(t) — x(t)|> ~0.

N—oo \ t€[0,T)
Die Fourierreihe konvergiert somit gleichmdiflig auf [0, T] gegen x.

2.3.6 Satz
Sei z : R — C T-periodisch und auf [0, T] stiickweise stetig. Dann gilt

- 1/2
Jim (;/0 |SN{x}(t)—x(t)|2dt> ~0.

Man sagt, die Fourierreihe konvergiert im quadratischen Mittel gegen x.
Weiter gilt die Parsevalsche Gleichung

o0

1 4 2 2
o OIS SR

n=—oo

2.3.7 Bemerkung
a) Aus der gleichméBigen Konvergenz folgt die punktweise Konvergenz und die quadratische Konvergenz.
Die Umkehrung gilt nicht!

b) Bei der Approximation von T-periodischen, auf [0, 7] stiickweise stetig differenzierbaren Funktionen
durch N-te Teilsummen der Fourierreihe treten in der Nihe von Sprungstellen ,, Uberschwinger® auf,
die mit wachsendem N auf die Sprungstellen zuriicken, ohne dass die Hohe der Uberschwinger gegen
0 konvergiert. Dies wird als Gibbssches Phinomen bezeichnet.

2.3.8 Beispiel
a) Sdgezahn: stiickweise stetig differenzierbar, aber nicht stetig; punktweise Konvergenz

b) Zackenfunktion: stetig und stiickweise stetig differenzierbar; gleichmiifiige Konvergenz

Aus der Parsevalschen Gleichung ergeben sich unmittelbar die folgenden Eigenschaften fiir die Fourier-
koeffizienten.

26



2.3.9 Folgerung
Sei x : R — C T-periodisch und auf [0, T] stiickweise stetig. Dann gilt fiir die Fourierkoeffizienten

2)

oo

o0 o0
Slanl? <00, D bl <00, Y el < oo.
n=0 n=0

n=—oo

b)
lim a, = lim b, = lim ¢, = lim ¢c_, =0
n—oo n—oo n—oo n—oo
Genauer wird das Abklingverhalten der Fourierkoeffizienten in Abhéngigkeit von Differenzierbarkeitseigens-
cheften der Funktion in folgendem Satz beschrieben.

2.3.10 Satz
Sei x : R — C T-periodisch und m-mal stetig differenzierbar, wobei die m-te Ableitung ("™ auf [0, 7]
stiickweise stetig differenzierbar sein soll. Dann existiert eine Zahl M < oo, so dass fiir die Fourierkoeffizienten
gilt

M

|Cn|<|n|T+1,TL€Z

2.4 Anwendungsbeispiel: RC-Tiefpassfilter

Wir betrachten folgende Schaltung.

O R O O
Ut o« —— u(t)
O O O

Schaltbild RC-Kreis

Zwischen der Eingangsspannung U, (t) und der Ausgangsspannung U (t) gilt folgender Zusammenhang.
RCU(t) + U(t) = U,(t)

Sei nun U, (t) T-periodisch, stetig und stiickweise stetig differenzierbar. Dann gilt

Uet) = Y cn(Uc)e™
Setzen wir fiir U(t) ebenfalls eine Fourierreihe an,
Ut)= > en(U)e™,
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so gilt mit dem Differentiationssatz
: - 1 jwnt
Ut) = E en(U)— el

jwn

n—=—oo

Einsetzen in die DGL und Vergleich der Fourierkoeffizienten liefert
1
RCnUi nU:nUe7
()= + ulU) = en(U2)

also (U )
CTL e
() =13 5onRe

Die Fourierkoeffizienten von U gehen aus denen von U, durch Multiplikation mit d,, = 1/(1+jwnRC') hervor,
d. h.

Ut)= > dn-cn(Uc)el™

n=—oo

Der Multiplikation der Fourierkoeffizienten entspricht die periodische Faltung von

h(t) = i d,, eI

mit der Funktion Ue(t).
h(t) heifit Ubertragungsfunktion des Systems:
M= Y e
S 1+ jwnRC

Dies ist die Fourierreihendarstellung von

fiir 0 <t < T, h(t) T-periodisch.

Je grofer der Betrag von n wird, desto kleiner wird der Betrag |d,,| = der Fourierkoeffizienten

der Ubertragungsfunktion. Durch die Multiplikation mit den Fourierkoeffizienten ¢, (U.) werden Anteile
mit hoher Frequenz stark geddmpft, Anteile mit niedriger Frequenz dagegen nicht (daher die Bezeichnung
Tiefpass).

X Fiir Ue(t) = 2sint+sin (2t) + 2 sin (3¢) ergibt sich U(t) = sint — cost+ & sin (2¢) — £ cos (2t) + 75 sin (3t) —
£ cos (3t).
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Kapitel 3

Fouriertransformation

3.1 Uneigentliche Integrale

3.1.1 Definition (bei unendlichem Definitionsbereich)
a)

oo b
/ f(z)dz = blim f(z)dx

b b
[ f(x)dr = lim f(x)dx

a— —0o0
a

[ sww = [ e [ s
d

lim f(z)dx + lim f(z)dx
c——oo [, d—oo J,

falls die angegebenen Grenzwerte existieren und endlich sind.

3.1.2 Beispiel

o) b
/ 27%dxr = lim 27 %dx
0

b—oo Jo
b

= lim e 2 (=) g
b—oo 0

1
— lim —— . g2z b
Jm =y e o
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3.1.3 Beispiel

2)

1 1
—  lim - — (—=
b b ( 1)
=1
b)
0 2 0 2
/ r-e ¥ dr = lim z-e * dr
d
(u = 2* £22x idu::cdx)
1 0
= lim f/ e “du
a——00 a2
1
~ lim e,
a——00
1 1 2
= 1 . (—ZeC@
Jm (=5 = (=5e7"))
_ }4_1 i a®
Y =
1
= —5-1-0
_ 1
2
c)
oo b
/ sin(z)der = lim sin(z) dx
0 b—oo Jg
= blim —cos(z) |3
= blim —cos(b) + cos(0)

existiert nicht!

r—00

3.1.4 Z
a) , f(z) dx hat hochstens dann einen endlichen Wert, wenn lim F(x) existiert.
b
b) Entsprechend ist fiir die Existenz von / f(z) dx notwendig, dass lim F(x) existiert.

¢) Fiir die Existenz von / f(z)dx ist lim F(z) € Rund lim F(z) € R notwendig.

r— —00 r— 00

3.1.5 Beispiel

<1 b1
/ —dr = lim —dx
1

x b—oo J1 X
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lim In |z| %
b—oo

= lim In(b) -0

d.h. das Integral existiert nicht !

3.1.6 Satz .
Sei a > 0. / — dz existiert fiir « > 1 und existiert nicht (d.h. wird unendlich) fiir o < 1.
e« T

3.1.7 Beispiel

81
d
Ve
Problem : Integrand hat Polstelle im Integrationsintervall bei z = 0.

3.1.8 Definition
Sei f : [a,b] — R Funktion mit unendlichem Sprung bei ¢ € [a, b]. Wir setzen

a) Falls ¢ = a:
b b
/ f(x)der = lim f(x)dz.

e—0+ a+e

b) Falls ¢ = b:
b b—e

c) Fallsa < c < b

c—e b
/ f(@)dz = lim f(z)dz + Em f(x)dx

e—0+ a 0+ c+te
Voraussetzung : Die Grenzwerte miissen existieren.

3.1.9 Beispiel

8 1 . —€ 8 1
/_1\3/5031‘ = elir& \Fdx+61im+/ S—ﬁdaz

3 3
61ir51+ 59:3 |=5 + 111%1+ 51‘3 8

- 61—1>%1+ 2(_6)%_2( )3+61—1>%1+ 283_2 %

3 3
= 492

2 + 2
_ 9
= 5
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3.1.10 Beispiel

3.1.11 Beispiel

/01 In(z) dx

d.h. das Integral existiert nicht !

1

1
—1— lim n(e)
e—0+ 1
€
1
p— — ] 6
1 62%1+ _l
62
_1 B el—l>r(1;1+(_€)
—1.

lim —2z7' |, 4+ lim —2~* |}
e—0— e—0

1
lim (—— —1)+ lim (-1+-)
e—0— € e—0 €
00 + 00
00,

3.2 Definition der Fouriertransformation

Im letzten Kapitel haben wir festgestellt, dass durch die Fourierkoeffizienten einer periodischen Funktion ihr
diskretes Spektrum gegeben ist. Dabei gibt der n-te Fourierkoeffizient die Amplitude der n-ten Oberschwin-
gung an. Durch Uberlagerung aller Anteile (d.h. durch die Fourierreihe) wird die Funktion rekonstruiert.
Betrachten wir nun das Spektrum nichtperiodischer Funktionen, so finden wir einerseits eine Reihe ana-
loger Zusammenhéinge aber andererseits auch einen wesentlichen Unterschied. Das Spektrum einer nichtpe-

riodischen Funktion ist nicht mehr diskret, sondern kontinuierlich.

Wir betrachten im folgenden zunéchst ein Beispiel, bei dem die Periodenlédnge eines speziellen Signaltyps

immer weiter vergroflert wird.
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3.2.1 Beispiel
Fir0<7<T,te[-T/2,T/2] sei

1 falls — 2 <t< I
J— 2 = — 2 _ . .
xp(t) = { 0 sonst , x7(t) T-periodisch.

Da wir im folgenden die Periodenléinge T' verédndern wollen, berechnen wir die Fourierkoeffizienten ¢, (T") in
Abhéngigkeit von der Periodenlinge T und w(7T) = 27 /T.
Fiir n = 0 erhalten wir

T
1 [2
co(T) = = xr(t)dt
)3
1 (3
= = 1dt
T
- T
T
Fiir n # 0 gilt
T
_ 1/ — (Tt
Cn (T) = T (t) (&3 dt
TJ-g
1 2 ,
_ f _le—]nw(T)tdt
2
_ Lt ey’
T —jnw(T) _z
_ L1 (fynwmg eﬁnw(TrTf)
T —jnw(T)
2
(mitw(T):%)
_ i i( jnﬂ'% e—jnﬂ'%)
m™m  2j
1 5 .
= — = .sin(nr=)
™ T
7 sin(nwy)
T N5

sint sint
Da %ir% % =1 gilt, kann man die Funktion amne stetig ergénzen. Dazu fithrt man die im Zusammenhang

mit der Fourieranalyse haufig vorkommende Abkiirzung

St falls ¢ # 0
1 — t
sine = { 1 falls¢t =0

ein. Damit kann man nun die oben berechneten Fourierkoeffizienten einheitlich fiir alle n € Z schreiben als

T T

Cn = Tsinc (mrf) .
Wenn wir nun bei festem 7 die Periodenlinge (Wellenldnge) von xr(t) immer weiter vergréBern, wird die
Grundkreisfrequenz w(T') = 2% immer kleiner. Die Abstéinde der Frequenzen zwischen aufeinanderfolgenden

Oberschwingungen n%’r und (n + 1)%7T werden ebenfalls kleiner. Das bedeutet, dass die Linien im Spektrum

immer dichter aneinanderriicken.
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Man macht sich dies am besten klar, wenn man die Grélen T'c,,(T') = 7sinc (n7 %) betrachtet. Insbeson-
dere gilt bei Verdoppelung der Periodenlédnge

Tc,(T) = Tsinc (mr%) = 7sinc (2717‘('%) = 2Tco, (27)

Die Fourierkoeffizienten von zr(t) sind somit auch Fourierkoeffizienten von zop(t).

Das obige Beispiel legt nahe, fiir nichtperiodische Funktionen Grenzbetrachtungen fiir T — oo anzustellen.
Setzt man die Fourierkoeffizienten

T
Cn = T/g e*J”%tx(t) dt

in die Fourierreihe

S{a ) = i AP
ein, so erhélt man im Fall S{z}(t) = 2(t) mit Aw = 2f und w,, = nAw die Darstellung
1 & , z .
z(t) = o Z <€jw"t/_T e 7T x(T) dT) Aw
n=—oc >

Die Zahlenfolge (wy, )nez stellt eine dquidistante Unterteilung der ganzen reellen w-Achse dar. Es liegt daher
nahe, die unendliche Reihe als Grenzwert von Riemann-Summen aufzufassen. Man erwartet damit, dass sich
die Reihe und das Integral in uneigentliche Integrale verwandeln, wenn 7' — oo und damit Aw — 0 strebt,

d.h. - -
z(t) = —/ (ej“’t/ e 9T x(T) dr) dw, teR.
27 —o0 —00

Diese Beziehung heifit Fourier-Integral-Formel und kann unter bestimmten Voraussetzungen an die Funktion
x(t) bewiesen werden. Sie erlaubt die Darstellung einer nichtperiodischen Funktion als Fourier-Integral

x(t) ! /00 e¥e(w) dw,

:% .

wenn man die Spektralfunktion von x(t) als

definiert. Im Gegensatz zur Fourierreihe einer periodischen Funktion stellt die genannte Integraldarstellung
von z(t) eine kontinuierliche Uberlagerung von harmonischen Schwingungen e’** dar, wobei c(w) die Rolle
einer ,, Dichtefunktion der in z(t) enthaltenen harmonischen Teilschwingungen“ spielt. Die Die Integraldar-
stellung heifit daher auch spektrale Zerlegung der nichtperiodischen Funktion z(t). In diesem Sinne besitzt
eine periodische Funktion ein diskretes Spektrum, eine nichtperiodische Funktion ein kontinuierliches Spek-
trum.

3.2.2 Definition
Sei x : R — C stiickweise stetig und absolut integrierbar, d.h. ffooo |z(t)] dt < co. Dann bezeichnen wir mit
Flalhw) = [ a(ye = X(w)

— 00

die Fouriertransformierte oder Spektralfunktion von x(t). Das Paar (z(t), X (w)) nennt man eine Fourier-
Korrespondenz und schreibt kurz

x(t) o’ e X (w) oder auch z(t) o—e X (w)
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X (w) heifit die Bildfunktion von x(t), umgekehrt ist x(t) die Originalfunktion oder Urbildfunktion von X (w).
Die inverse Fouriertransformation von X : R — C lautet

- 1 > Jwt
X HF(W)} () = %[WX(w)e dw .

3.2.3 Bemerkung

Durch die Fouriertransformation wird eine Funktion x(t) im Zeitbereich auf eine Funktion X (w) im Fre-
quenzbereich abgebildet. Umgekehrt wird durch die inverse Fouriertransformation eine Funktion X (w) im
Frequenzbereich auf eine Funktion x(t) im Zeitbereich abgebildet.

3.2.4 Beispiel
Fiir festes 7 > 0 sei

SR

1 falls —IZ <¢t<
= 2 = -
z(t) { 0 sonst

Dann erhalt man

Fla®)}w) = / oty e—it dt

— 0o

1
\]
@\,
=]
o
N
&
“‘ 3
N——

oA AL
_30 \_}{3 10 M 30

10
mega
~0.21

Graph der Funktion sinc (w/2)

3.2.5 Beispiel
Sei z(t) = e Il Dann gilt mit Hilfe der Eulerschen Formel

Fla@®)hw) = /jo o It ¢ =t gy
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gerade ungerade

00 m—N—— 00—
/ e "1t cos (wt) dt—j/ e 1t sin (wt) dt
e N —\— oo T~V ——

gerade gerade gerade ungerade
o0
= 2/ e ~'cos (wt) dt
0

Wir bestimmen nun zunichst die Stammfunktion von e ~¢cos (wt). Durch zweimalige partielle Integration
erhélt man

/e_tcos (wt)dt = —e 'cos (wt)—w/e_tsin(wt)dt
= —etcos(wt)—w{—etsin(wt)+w/etcos(wt)dt}

= e "(wsin (wt) — cos (wt)) — w? / e ' cos (wt) dt

Lost man diese Gleichung nach [ e~ cos (wt) dt auf, so ergibt sich

1
—t _ —t .
/ e " cos (wt)dt = TT2¢ (wsin (wt) — cos (wt)) + C
Somit erhidlt man fiir die Fouriertransformierte
1 oo
Flz()Hw) = 21 ek ~! (wsin (wt) — cos (wt)) .
B 2
14 w?’

da
lim e ~° (wsin (wb) — cos (wh)) =0

b—oo

2

4 2 0 2 4
omega

Graph der Funktion 2/(1 + w?)
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3.3 Korrespondenzen und Rechenregeln

In diesem Abschnitt werden wir Rechenregeln fiir die Fouriertransformation herleiten. Zu beachten ist die
enge Verwandtschaft mit analogen Rechenregeln fiir die Fourierreihenentwicklungen.

Im Hinblick auf spdtere Konvergenziiberlegungen setzen wir im folgenden stets voraus, dass die Zeitfunk-
tionen stiickweise stetig sein sollen und absolut integrierbar, d.h.

/_Z|x(t)|dt<oo.

3.3.1 Satz (Linearitit)
Seien z1(t) o—e X (w), z2(t) o—e X2(w) und K;, Ky Konstanten. Dann gilt

Kz (t) + Kawa(t) o—e K1 X(w) + K2 Xo(w)
oder anders ausgedriickt
F{Km1(t) + Kowa (1) }(w) = KnF{z1 (t) }w) + Ko F{za(t) }w) .-
Beweis: Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus der Definition der Fouriertransformation. (I

3.3.2 Beispiel

Seien
1 falls —1<t<1
n(t) = { 0 sonst
_ 1 falls —1/2<t<1/2
za(t) = { 0 sonst

Nach Beispiel erhilt man
F{x1(t) + x2(t) }(w) = 2sinc w + sinc g

3

0.5+

Graph von 2sinc w + sinc (w/2)
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3.3.3 Satz (Skalierung, Dilatation)
Ist x(t) o—e X (w), dann gilt fiir a € R\{0}
1 w
z(at) o—e HX <E)
oder anders ausgedriickt
a

Flatan}e) = 7} (2).

Beweis:
1.Fall: ¢ > 0. Dann gilt mit der Substitution 7 = at

F{z(at)}H(w) /:)o z(at)e ~I¥t dt

1 [ ‘w
= f/ x(r)e 7T dr
a — 00
1 w
= Fla} (%)
1 w
= —Flz(t)}|—
a0 (3)
2.Fall: a < 0: Dann ist |a| = —a. Mit der gleichen Substitution 7 = at erhélt man
F{z(at)}(w) = / z(at)e 9@t dt
1 [ Cw
= —_— _JETd
- /_OO x(r)e T
1 —o0
= xz(r)e 7T dr
lal Joo
1 w
o o) (%)
O
3.3.4 Beispiel
Sei
1 falls —1/2<¢<1/2
=(t) = { 0 sonst
mit w
Fla(t)}(w) = sinc (5)
Dann hat

1 falls —1/4<t<1/4
z(2t) = { 0 sonst

die Fouriertransformierte
w

Fla(2t)}w) = %sinc (Z)

Die folgenden Rechenregeln betreffen wieder Verschiebungen im Argument der Zeit- bzw. Frequenzfunktion.

3.3.5 Satz (1. Verschiebungssatz)
Ist (t) o—e X (w), dann gilt

z(t —tg) o—e e I X (W)
oder anders ausgedriickt

Fla(t —to)}w) = e 0 F{a(t)}(w).
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Beweis: Mit der Substitution 7 =t — ¢y erhalten wir

/ z(t —tg) e It dt

F{x(t —to) }w)

= / z(T)e —jw(rtto) qr
e |
= e_]“’to/ x(r)e T dr
= o))
U
3.3.6 Beispiel
Sei
1 falls —7/2<t<7/2
z(t) = { 0 sonst
mit o
Fla(t)}w) = sinc (7)
Dann hat
1 falls0<t<r
ot —7/2) = { 0 sonst
die Fouriertransformierte _ wr
Fla(t —1/2)}w) = e #“Frsinc (7)
3.3.7 Satz (2. Verschiebungssatz)
Ist z(t) o—e X (w), dann gilt
ety (t) o X(w — wp)
oder anders ausgedriickt _
Fle?ta(t)}w) = F{z(t)}(w — wo) -
Beweis: Man rechnet leicht nach, dass
Fle?tz(t)H(w) = / eIty (t)e ~I¥t dt
= /OO at(t)e_j(“_w(’)t dt
—o0
= F{z(t)}(w —wo)
O

3.3.8 Beispiel
Wir betrachten das Beispiel einer amplitudenmodulierten Schwingung. Dazu multiplizieren wir die Schwin-

gung cos (wot) mit der Funktion e ~I*/ die die Schwingung moduliert, d.h. wir betrachten mit z(t) = e ~I*!

cos (wot)z(t) = (e7w0f + e 7990t (1)

N~ DN —

. 1.
edwolp(t) + 3¢ —Iwoty(t)
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0.8

0.6

0.44

Amplitudenmodulierte Schwingung

Da [%_|cos (wot)|e ~I"dt < [ e~ I1ldt =2 < oo, ist cos (wyt) e ~I*| absolut integrierbar. Durch Anwen-
dung des 2. Verschiebungssatzes auf die beiden Summanden und Verwendung des Ergebnisses aus Beispiel
B2l erhalten wir

Flgeitat) + e T a(t)}(w) = JF{eia(t)}w) + 3 F (e T ()W)
1 1
1+ (w—wp)? + 1+ (w+wp)?
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2 4 6 8 10
omega
Fouriertransformierte der amplitudenmodulierten Schwingung

Im folgenden iiberlegen wir wieder, wie sich Symmetrieeigenschaften der Funktion nutzen lassen. Dazu halten
wir vorab fest:

3.3.9 Bemerkung
Wegen der Eulerschen Formel ldsst sich die Fouriertransformation bzw. die inverse Fouriertransformation
auch schreiben als

Fa(t)}w)

/ ) cos (wt) dt — j / () sin (wt) dt

— 00 — 00

FHUX (W)} = % {/_O; X(w) cos (wt) dw+j/w X(w) sin(wt)dw}

—00

Daraus ergibt sich unmittelbar

3.3.10 Satz
a) Ist z(t) gerade, dann ist F{x(¢)}(w) gerade, und es gilt

Fla(t) Hw) = 2 /0 " () cos (wt) dt
b) Ist (t) ungerade, dann ist F{z(t)}(w) ungerade, und es gilt
Flzt)Hw) = —2j /0 " () sin (wt) dt
¢) Ist X(w) gerade, dann ist F~1{ X (w)}(t) gerade, und es gilt

FHX(w)}t) = %/OOX(LU) cos (wt) dw
0
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d) Ist X(w) ungerade, dann ist F~1{X (w)}(¢) ungerade, und es gilt
1 oo
FUX (@) = o / X (@) sin (wt) dw
T Jo

3.3.11 Satz
Ist z : R — R eine reelle Funktion und definiert man den geraden Anteil durch

[(t) + 2 (=t)]

und den ungeraden Anteil durch

so folgt
z4(t) o—e Re X (w) und z,(t) o—e j Im X (w)

Beweis: Offenbar gilt () = z,(t) + x,(t), sowie x4 gerade und z,, ungerade. Mit Satz folgt
Flae®)}w) = Flag(®)Hw) + Fau(t)}w) (3.1)
2/ x(t) coswt dt — 2j/ x(t) sinwt dt (3.2)
0 0

Im folgenden werden wir uns mit Korrespondenzen fiir die Ableitung der Zeit- bzw. Frequenzfunktion
beschéftigen.

3.3.12 Satz (1. Differentiationssatz)
Ist 2(t) o—e X (w) und seien x(t) differenzierbar sowie z(t), #'(t) absolut integrierbar, d.h. [*_|2(t)|dt < oo,
[ |2'(t)| dt < co. Dann gilt

2 () oo jwX (@)

oder anders ausgedriickt

F{a' ()} w) = jwF{z(t)}(w).

Beweis: Mit partieller Integration gilt

F{'t)}w) = /OO x'(t) e It dt

— 00
o0

= x(t)e_j“’t’iooo —|—jw/_ z(t)e I« dt
jwF{z(t)}H(w),

da|e ~7¢!| = 1 (d.h. beschriinkt) ist, und wegen der absoluten Integrierbarkeit von z(t) gilt, dass lim; o, 2(t) =
0 und lim;—, o z(t) = 0.

O

3.3.13 Bemerkung
a) Allgemeiner kann man auch formulieren: Ist x(t) o—e X (w) und sei z(t) m-mal differenzierbar sowie

z®)(t), k =0,1,...,m, absolut integrierbar. Dann gilt

™ (t)o—e(ju) X(w), k=0,1,...,m.

b) Bei der Differenzierbarkeitsforderung darf es auch endlich viele Ausnahmestellen geben. Die Funktion
muss an diesen Stellen dann aber wenigstens stetig sein.
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3.3.14 Beispiel
Sei z(t) = e It mit X (w) = ——
el z(t) = e mit X (w) T
—e~t fallst >0
et fallst <0

und
2

Fla'({t)}(w) = T

3.3.15 Satz (2. Differentiationssatz)
Ist 2(t) o—e X (w) und sei tz(t) absolut integrierbar, d.h. [*_|tz(t)|dt < co. Dann ist X (w) differenzierbar
und es gilt

—jta(t) oo X'(w)

oder anders ausgedriickt
. d
Fil-gtz()Hw) = ~F{z(®)}(w).

Beweis: Unter den Voraussetzungen des Satzes kann man zeigen, dass

% </O:O x(t)e 9wt dt) = /Z I(t)% (efj‘”t) dt

gilt. Also ist

X'(w) = /00 x(t)(—jt) e It dt

— 00

F{—jta(t)}(w)

O

3.3.16 Bemerkung
Allgemeiner kann man hier formulieren: Ist 2(¢) o—e X (w) und sei t*z(t), k = 0,1, ..., m, absolut integrier-
bar, dann ist X (w) m-mal differenzierbar und es gilt

(—jt)fz(t)o—e X®(w), k=0,1,...,m.

3.3.17 Beispiel
Wir betrachten die Funktion z(t) = t* e ~I*l, k € Ny. Es gilt

F{tte _lt‘}(w)

1 Nk -
W}-{(—ﬁ)ke 1} (w)
Jki 2

dwk 1 + w2
Daraus ergibt sich z.B.

k=1: Flte }yw) = 7(1;‘%;)2
k=2:  F{e M) = 4((11;3;))3)

3.3.18 Beispiel ,
Wir bestimmen die Fouriertransformierte der Gaufunktion z(t) = e ~%", a > 0.
Mit dem 1. Differentiationssatz erhalten wir zunéchst

Fa' ()} w) = jwX(w) .
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Da 2'(t) = —2ate —at® — _9qt - z(t), erhalten wir mit Hilfe des 2. Differentiationssatzes

FL ()} () = —2aF{t - 2(t)Hw) = iﬁx/(w) .

Gleichsetzen der beiden Ausdriicke fiir F{z'(¢)}(w) ergibt die gewshnliche Differentialgleichung erster Ord-

nung:
2

jwX (W) = = X'(w),

J

bzw.

Durch Trennung der Variablen erh&lt man

dX(w)  w
Xw) — 2a™

Integration und Anwenden der Exponentialfunktion liefert die allgemeine Losung
Xw)=C- e~ mit C € R.

Zur Bestimmung der Konstanten beachten wir, dass

X(O):/oo x(t)dt:/oo e dt="=0

— 00 —00

gilt. Insgesamt erhalten wir somit das Ergebnis

3.4 Inverse Fouriertransformation

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit der Frage, wann eine Funktion aus ihrer Fouriertransformierten
(ein Signal aus seinem Frequenzspektrum) rekonstruiert werden kann. D. h. wir wollen wissen, wann

FHX (W)}H(t) = a(t)
gilt. Antwort gibt der folgende Satz.
3.4.1 Satz

Sei z(t) o—e X (w) und z(t), X (w) absolut integrierbar. Dann gilt

FHX(W)}HE) =2(t) = %/jo X(w) e d

fiir jedes t € R, wo z(t) stetig ist.
Beziiglich der Konvergenz im quadratischen Mittel gilt:

3.4.2 Satz
Ist z(t)o—e X (w) und sei x(t) absolut integrierbar, d.h. [* _|2(t)|dt < oo und quadratintegrierbar (von

endlicher Energic), d.h. [ |#(t)]* dt < co. Dann gilt:

N
Xn(w) :/_N:E(t)e_j“’tdt
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ist quadratintegrierbar (ist von endlicher Energie), und die Funktionenfolge (Xy(w))nen konvergiert im
quadratischen Mittel gegen die Fouriertransformierte X (w), d.h.

lim {/w | XN (w) —X(w)|2dw}1/2 =0

N—oo o

Auflerdem gilt die Parsevalsche Gleichung

| wopi= 5 [ xR

(Das bedeutet, dass sich die Energie des Signals aus dem Spektrum berechnen ldsst.)

3.5 Der Faltungssatz

In diesem Abschnitt werden wir die kontinuierliche Faltung zweier Funktionen definieren und anschliefend
sehen, dass die Faltungsoperation mit der Multiplikation der Fouriertransformierten korrespondiert. Als
Stichworte fiir die Anwendung von Faltungsoperationen seien hier zunéchst Korrelation, Autokorrelation,
sowie Impulsantwort und Ubertragungsfunktion linearer zeitinvarianter Systeme genannt.

Zur Vereinfachung betrachten wir in diesem Abschnitt nur reelle Funktionen, d.h. im folgenden sei x :
R — R.

3.5.1 Definition
Seien x7 und o absolut integrierbare Funktionen. Dann heif3t

(1’1 *(EQ)(f):/ $1(T).’E2(t—T)dT
Faltung (convolution) der Funktionen 7 und z5.

Es gilt der folgende Satz.

3.5.2 Satz
Sind z7 und xs absolut integrierbar und quadratintegrierbar (d.h. von endlicher Energie), dann ist ihre
Faltung beschrinkt und ebenfalls absolut integrierbar und quadratintegrierbar.

Wir wollen uns die Faltungsoperation nun zunéchst an einem Beispiel klarmachen.

3.5.3 Beispiel

Sei
2(r) = 1 falls0<7<1
1 0 sonst
Dann ist
(=) = 1 falls —1<7<0
TT)=1 0 sonst
und

2t —7) = 1 falls —14+t<7<t¢
1 0 sonst

Fiir das Produkt z(7)z(t — 7) folgt daraus

1 falls0<7<lund —1+t<7<¢t
o(r)a(t —7) = 0 sonst

Die Bedingung * (0 <7 <1und — 1+t <7 <t) besagt nun folgendes.
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a) t <0 odert > 2:
Dann gibt es kein 7, dass die Bedingung * erfiillt, d.h. dann ist

z(r)z(t—7)=0
fiir alle 7 € R.

b) 0<t<1:
Dann ist * erfiillt fiir 7 € [0,¢], d.h.

1 falls0<7<¢
x(T)x(t_T):{ 0 sonst -

c) l<t<2
Dann ist * erfiillt fur 7 € [-1+¢,1], d.h.

1 falls —14+t<7<1
x(T)x(t_T):{ 0 sonst

Damit kann man nun die Faltung (z * x)(t) berechnen:

(x*xz)(t) = /00 z(T)z(t —7)dr

fildr  fall0<t<1
Sl ldr falls1<t<2
0 sonst
t falls0 <t <1

2—t falls1<t<2
0 sonst

3.5.4 Beispiel

Sind A und B stetige, unabhéngige Zufallsvariable, so ist die Verteilungsdichte h der Zufallsvariablen A+ B
die Faltung der Verteilungsdichten f und g von A und B.

Sind z. B. A und B unabhéngig und beide exponentialverteilt mit dem Parameter A, so ist

Lte t/* fallst >0
= A2 -
h(t) { 0 sonst

die Verteilungsdichte von A + B.
Als Rechenregel fiir die Faltung halten wir fest:

3.5.5 Satz
Die Faltungsoperation ist kommutativ, d.h.

(1’1 *.’EQ)(t) = ((EQ *.’El)(t)

Beweis: Mit der Substitution 7 = ¢t — 7 erhalten wir

(.%'1 *wg)(t) = /Oo Z,L‘l(T)LL'Q(t—T) dr

—00

- /OO 1 (t — F)aa(F) dF

— 0o

(xo*x1)(t)

Im folgenden untersuchen wir nun die Fouriertransformation einer Faltung.
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3.5.6 Satz
Seien x7 und o absolut integrierbar und quadratintegrierbar und es gelte

z1(t) o—o X7 (w), w2(t)o—e Xa(w)

Dann gilt
(z1 % 22)(t) o—o X7 (w) X2 (w)

oder anders ausgedriickt
F{ (21 % 22)(8) }Hw) = Flai(t) }(w) F{z2(t) }(w)

Beweis: Durch Vertauschung der Integrationreihenfolge, die hier ohne weitere Begriindung durchgefiihrt wird
und anschliefender Substitution ¢ =t — 7 erhalten wir

F{(z1 xx2) ()} (w) = /Oo(ajl*xg)(t)e_j“tdt

— 00

/_O; {/_O; x1(T)xo(t — 7) dT} e 9wt dt
/_O:Oxl(T) {/_oo mg(t—T)e_j‘“tdt} dr
/_O:o a1 (1) {/_Oo a5(f) e 9T dt”} dr
{/_: z1(1)e T dT} {/_O; xz(i)ejwfdf}

Flar () Hw) F{za (1)} (w)

3.5.1 Anwendungsbeispiel: Kreuz- und Autokorrelation

3.5.7 Definition
Seien 7 und o absolut integrierbar und quadratintegrierbar. Dann heif3t

Toyas(t) = /Oo x1(T)za(T + t)dr

—00

Kreuzkorrelation von x1 und zo und

To (£) = /OO x1(T)x1 (T + t) dr

— 00

Autokorrelation von x1.

Korrelation und Faltung zweier Funktionen héngen nicht nur rein optisch, sondern auch formelméflig zusam-
men. Es gilt:

3.5.8 Satz
Setzt man %1 (7) = x1(—7), so gilt
Txy, 20 — (.fl *l‘g)(t)

Beweis: Mit der Substitution 7 = —7 erhilt man
Toyas(t) = x1(T)x2(T + t)dr

— 00

Z1(—7)xo(T + t)dr

o

|
\\{g\
8

i‘l(f‘)xg(t — 7~') d’IN'

—0o0

Ty * x2)(t)

—~
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3.5.9 Bemerkung

Die Kreuzkorrelation zweier Funktionen dient als Maf3 dafiir, inwieweit zwei Funktionen in Abhéngigkeit
von t iibereinstimmen. Wir werden dies an Hand von Beispielen erldutern. Um die Ergebnisse vergleichbar
machen zu konnen, betrachten wir allerdings die normierte Grofle

Ty 2, (1)

[mmpal” (1=, mwpa)”

Der Wertebereich liegt stets im Intervall [—1, 1], wobei der Wert 1 dann angenommen wird, wenn 1 (7) und
x2(t + 7) iibereinstimmen.

f117z2 (t) =

3.5.10 Beispiel

Seien
cosT falls —Z <7< 3z
(1) = { 0 sonst T
(r) = sinT falls 0 <7 <27
T2AT) = 0  sonst
Dann gilt:
cosTsin (t + 71 ,—£§T§3—’Tund —t<7<2m—1t
n(nrn) = { OO ESTER

Damit ldsst sich die Kreuzkorrelation der beiden Funktionen berechnen zu

o0
roaa(t) = / o1 (F)ms(t+ 7) dr
— 00
f_Q;T_;;COSTSiH(t-i-T)dT , 5 <t< 57“
fft/QCOSTSin(t—I—T)dT , —37" <t< %
0 sonst

1 5 : 11 s 5w
—zcost+ gmsint — 5tsint |, 5 <t < =
— <

= Lcost+ 3msint 4 itsint -3 <t <Z
0 sonst
Da
oo oo
/ |x1(7)|2 dr = / |x2(7)|2 dr =m,
— 00 — 00

folgt somit
. 1
Txq,20 (t) = ;Tzh:ﬂz (t)
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0.8+

0.6 1

0.4+

Normierte Kreuzkorrelation

Der Maximalwert wird angenommen fiir ¢ = 7/2. Dies ist eigentlich auch klar, da

mQ(EJrT)

2

sin(§+7) falls0< § +7 <27
0 sonst

_ cosT falls — 2 <7<3F
- 0  sonst

= .%'1(7')

3.5.11 Beispiel
Seien

sint falls0<7<nm
ri(r) =

0 sonst

volr) = 1 fallso<r<nm
2 o 0 sonst

Dann gilt:

sint falls0<7<7mund —¢t<7<m1—1¢
wy(r)z2(t+7) = { 0 sonst - S

Damit ldsst sich die Kreuzkorrelation der beiden Funktionen berechnen zu

Ty, (t)

/_OO x1(T)za(t+7)dr

o0
foﬂ_t sinTdr falls0<t<m
fft sinTtdr falls — 7 <t<0
0 sonst
1+4+cost falls —n<t<nm
0 sonst
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Weiter gilt

d.h.

t
Normierte Kreuzkorrelation

f
&
o
Ne)

Der Maximalwert wird fiir t = 0 angenommen und betrigt 75, 5,(0) =2 -

3.5.12 Bemerkung
Wegen des oben bereits erwdhnten Zusammenhanges zwischen Korrelation und Faltung lassen sich Kruez-
und Autokorrelation auch iiber folgenden Weg berechnen.

a) Berechnung der Fouriertransformierten von z; und xo
b) Multiplikation der Fouriertransformierten
¢) Inverse Fouriertransformation fiir das Produkt

Bedeutung erlangt dieser Zusammenhang insbesondere auch bei der Verarbeitung diskreter Daten. Der Weg
iiber die Diskrete Fouriertransformation erfordert bei der Verwendung schneller Algorithmen (Fast Fourier
Transform) erheblich weniger Rechenoperationen als die direkte Berechnung diskreter Korrelationen.

3.5.2 Anwendungsbeispiel: LTI-Systeme

Wir betrachten Systeme, die zu einem vorgegebenen Fingangssignal x(t) ein Ausgangssignal y(t) erzeugen.

Schematisch
1) — [Stem] — i
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Dabei soll das System linear sein, d.h. wenn das System aus den Eingangssignalen z(t), z2(t) die Aus-
gangssignale yi(t), ya2(t) erzeugt, so wird aus dem Eingangssignal ci21(t) + coxa(t) das Ausgangssignal
c1y1(t) + caya(t). Weiter soll das System zeitinvariant sein, d.h. aus dem um die Dauer t; verschobenen
Eingangssignal wird das ebenfalls um ¢y verschobene Ausgangssignal erzeugt. Systeme mit diesen beiden
Eigenschaften nennt man lineare zeitinvariante Systeme, kurz LTT-Systeme (linear time invariant systems).

Fiir unsere weiteren Uberlegungen bendtigen wir den Begriff der §-Distribution. Eine allgemeine, mathe-
matisch fundierte Herleitung kann im Rahmen dieser Vorlesung nicht gegeben werden. Wir beschrinken uns
daher auf eine heuristische Herleitung und die Angabe einiger wichtiger Eigenschaften.

Man betrachtet z.B. einen Rechteckimpuls der Breite € und der Hohe 1/¢, d.h.

mit der Fouriertransformierten (vgl. Beispiel [3.2.4))

F{ze(t)}(w) = sinc (%)

Graphen von sinc (we/2) fiir verschiedene Werte von

Fiir die Funktionen z.(t) gilt

[} e/2 1
/ so(t)dl = / Lot
—00 —/2 €
= 1 fiir jedes € >0
z:(t) = x(-t), dh. z(t) gerade
. oo fallst=0
limy (1) = { 0 sonst

e—0

Man stellt sich nun vor, dass € immer kleiner wird. Die Rechteckimpulse werden dann immer schmaler und
hoher. Den Grenzfall (¢ — 0) bezeichnet man dann als d-Distribution §(t). Dabei ist zu beachten, dass es
sich hier nicht um eine Funktion im iiblichen Sinne handelt.
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Fiir die Fouriertransformierten F{z.(t)}(w) gilt
lim sinc (w—g) =1 fiir jedes w
e— 2
und man setzt daher
0(t)o—e1
Weitere fiir die Anwendung wichtige Eigenschaften sind:

a) Ist eine Funktion g in einer Umgebung eines Punktes ¢ stetig, und bezeichnet G die Stammfunktion
von g, so gilt:
[ atnste=m)dr =g+ )0 = gl0
Die Delta-Distribution ist also das Einselement der Faltungsoperation.
b) Allgemeiner gilt
(g% 61,)(t) = g(t —to) ,
wobei 0, (t) = §(t — to) den verschobenen Delta-Impuls bezeichnet.

¢)
5(at) = éé(t), a0,

Man kann nun zeigen, dass sich ein lineares, zeitinvariantes System folgendermafien beschreiben lisst.
Sei S(z(t)) = y(¢). Dann gilt:
S(z(t)) = F HHw)  X(w)}(t) (%)

mit der Fouriertransformierten X (w) von z(¢) und einer Funktion H(w), die durch das System S festgelegt
ist. H(w) heilt Ubertragungsfunktion oder Frequenzgang des Systems. Betrachtet man als Eingangssignal
speziell die Delta-Distribution (den Delta-Impuls), so erhilt man daraus

S(8(t)) = FHH (W) - 1}(t) = h(?)
mit
h(t) = FH{Hw)}(1)

Die Antwort des Systems auf den Delta-Impuls ist also die Riicktransformierte des Frequenzganges und
wird als Impulsantwort des Systems bezeichnet. Zusammen mit der Gleichung (%) bedeutet dies, dass sich
S(z(t)) = y(t) als Faltung des Eingangssignals x(¢) mit der Impulsantwort h(t) beschreiben l&sst.

S(x(t)) = (hxz)(t)

3.5.13 Beispiel
Wir betrachten wieder folgende Schaltung.

O R O O
e S — "0
O O O

Schaltbild RC-Kreis

52



Der Zusammenhang zwischen der Eingangsspannung u(t) und der Ausgangsspannung u(t) ist wieder
durch die lineare Differentialgleichung 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
du(t)
dt

ue(t) = u(t) + RC

gegeben (lineares zeitinvariantes System).
Bestimmung der Ubertragungsfunktion H(w): Es gilt

dh(t)
dt
Anwendung der Fouriertransformation und des Diffrentiationssatzes liefert

I=F{5()}(w) = FUN@HwT+RCf{gKQNW)

dt
= H(w)+ RC - jwH(w)

5(t) = h(t) + RC

bzw. aufgelost nach H (w)

1
Hw)=——F5—
@) =TTRe 7u
Bestimmung der Impulsantwort h(t): Mit der Korrespondenz
-t > 1
x(t){ e falls ¢ > 0 oo X(w) = ‘
0  sonst 14 jw

(vgl. Tabelle) und dem Skalierungssatz erhélt man aus H(w)

~re  fallst >0
sonst

1
h(t)={ EC°®
0 ={ 7,
Wir bestimmen nun zum Eingangssignal

>
e (t) :{ 1 fallst>0

0 sonst

das zugehorige Ausgangssignal u(t) = (z % h)(¢) mit Hilfe des Faltungssatzes. Mit Hilfe der Tabelle erhélt
man

Ulw) = Uelw)-H(w)
1 1
5 oy -

(M) + 2T R e
1
jw’ 14+ RC - jw
Da §(w) =0 fiir w # 0 und 1/(1 + RC - jw) = 1 fiir w = 0 ergibt sich daraus
.t
jw(l+ RC - jw)

= (ro(w)+

U(w) =mé(w) +

Mittels Partialbruchzerlegung erhélt man

1 RC

Uw) =mo(w) + =2 = T Re 7o

Aus der Tabelle liest man nun fiir das Ausgangssignal ab

uty = {1 fllste=01 e~wo fallst >0
B 0 sonst 0 sonst
. 1— e we falls t > 0
o 0 sonst
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1.8

1.6+

)4+

).2+

Ausgangssignal
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3.6 Das Shannonsche Abtatstheorem

In der Praxis kennt man von einer Zeitfunktion z(t) hdufig nur die Werte zu diskreten dquidistanten Zeit-
punkten n-At, n € Z. Wir untersuchen nun, unter welchen Bedingungen sich x(t) aus der Folge (z(n-At))pez
vollstéindig rekonstruieren 18st. Auskunft dariiber gibt der folgende Satz, der unter dem Namen Shannonsches
Abtasttheorem bekannt ist.

3.6.1 Satz
Sei X : R — C eine stiickweise stetige Spektralfunktion mit

X (w) =0 fiir jw| >Q >0, (3.3)

d. h. z(t) besitzt endliche Banbreite €.
Dann lésst sich die zugehorige Zeitfunktion x(t) darstellen als

o0

x(t) = n;oox(n - At)sinc (%(t —n- At)) ,teR,
falls die Abtastfrequenz % mindestens doppelt so grof} ist wie die Bandbreite 2, d. h.
2T Qbow. At< & (3.4)
AV T ’

(Die Voraussetzungen (3.3) und (3.4) des Satzes bezeichnet man auch als Nyquist-Bedingung.)

3.6.2 Beispiel
Sei x(t) = cos (wt). Aus der Tabelle ermitteln wir

X(w)=mé(w—m) + mé(w + m)

Die Bandbreite ist somit 2 = 7. Fiir die Abtastrate muss somit At < 1 erfiillt sein. Mit At = 1 erhalten wir
die Darstellung

z(t) = Z cos (nm)since (w(t — n))
= ) (~1)"sinc (n(t—n))t €R.
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Kapitel 4

Laplace Transformation

4.1 Vorbemerkungen

Wir behandeln in diesem Kapitel eine weitere Transformation, die in Anwendungen bei Problemen in Na-
turwissenschaft und Technik eine Rolle spielt. Héufig wird die Laplace Transformation zur Lésung linearer
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten und entsprechender Systeme von Differentialgleichun-
gen verwendet,.

4.2 Definition der Laplace Transformation

Im folgenden betrachten wir generell Funktionen z(t), die fiir ¢ > 0 definiert sind. Fiir ¢ < 0 denken wir uns
die Funktionen mit Null fortgesetzt, ohne dies jedes Mal explizit anzugeben.

4.2.1 Definition
Eine Funktion z : [0,00) — R heiflt Laplace transformierbar, wenn das uneigentliche Integral

L{x(t)}(s) = /000 z(t)e st dt = X(s)

fiir ein s € C existiert. Dann heifit X (s) Laplacetransformierte von x(t).
Eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz der Laplace-Transformierten liefert der folgende Satz.

4.2.2 Satz
Sei z : [0,00) — R stiickweise stetig, und es existiere ein oy € R, so dass

o0
/ lz(t)] e 7" dt < o0,
0

o0
/ z(t)e S dt
0
Beweis: Da |e =5t = |e 77t . |e 7Tt = 7!, gilt

/ w(t)e—|dt —
0

dann konvergiert das Integral

fir alle s = o + j7 € C mit o > oy.

|z(t)] e =" dt

IN

o— 5
8 8

lz(t)| e 70t dt
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4.2.3 Bemerkung
Auch im Zusammenhang mit der Laplacetransformation verwendet man das Korrespondenzsymbol

x(t) o—e x(s)

4.2.4 Beispiel
Sei z(t) = 1 fiir ¢ > 0 (Sprungfunktion, Heavisidefunktion). Dann gilt fiir s = ¢ + j7 € C mit o > 0

L{z®)}(s) = /Oooe—stdt

1 o
= ——e % (dao#0)
s 0
1 1
= —— = lim e *
S S b—oo
Nun gilt fiir s =0 + j7 € C mit ¢ > 0
e—eb _ e—ba e—ij
~ ——
—0 (=) beschriankt
da >0
Also ist )
L{z(t)}(s) = — fiir alle s € C mit Res >0
s
bzw. kurz
lo—e—
s

4.2.5 Beispiel
Sei z(t) = t" fiir t > 0, n € Ny. Wir zeigen mittels vollstindiger Induktion, dass

|
L{z(t)H(s) = S:+'1 fiir Res > 0

n = 0: vgl. Bespiel

n = n + 1: Mit partieller Integration erhélt man

L{Y(s) = / (Lo =t gy
0

_ 1esttn+1m+m/ootnestdt
S 0 S 0
| S
=L{t"}(s)
1 1
= = Jlim et 2L s
—00 S N——
=0 fiir Res>0 =
_ (n+1)!
sn+2
Also gilt die Korrespondenz
i n!
Sn+1

Nicht jede Funktion ist Laplace-transformierbar. Man kann aber eine Klasse von Funktionen angeben, deren
Wachstum nicht zu grof} ist.
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4.2.6 Satz
Sei x(t) stiickweise stetig mit hochstens exponentiellem Wachstum, d.h.

|z(t)] < M e** mit Konstanten M,k € R

Dann existiert L{z(t)}(s) fiir alle s = o + j7 € C mit o > k.
Beweis: Es gilt:

Ll (s)] < /Om oo, [e = a

SMekt:e—tU

M/Oo e (ZotRt gy
0
M

= U_kfﬁra>k

IN

4.3 Korrespondenzen und Rechenregeln

4.3.1 Satz (Linearitiit)
Seien x1 (t) o—e X1 (s), x2(t) o—e X5(s) und K, Ko Konstanten. Dann gilt

Kia1(t) + Kaxo(t) o—e K1 X4 (s) + K2 X5(s)
oder anders ausgedriickt
L{K 21 (1) + Komo(t) }(s) = Ky L{z1(8)}(s) + Ko L{22(t)}(s) -
Beweis: Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus der Definition der Laplacetransformation. O

4.3.2 Satz (Skalierung)
Ist z(t) o—e X (s), dann gilt fira € R, a >0

syo-aLx ()

oder anders ausgedriickt
s

Lhala}s) = a0} ()
Beweis: vgl. Ubung O

4.3.3 Satz (Periodische Funktionen)
Sei x(t) T-periodisch, d.h. hier im Zusammenhang mit der Laplace-Trnsformation

z(t) =0 fir t <Ound z(t + nT) = z(t) fir t >0und n € N

Dann gilt

T
L{z(0)}(s) = ﬁ /O 2(t)e " dt

Beweis: Wir zerlegen das Integrationsintervall in die Teilintervalle [0, T, [T, 2T}, [2T,3T], ... der Linge T
Dies ergibt

Sl (n+1)T
L{z(t)}(s) = Z/T z(t)e St dt
n=0"Y"
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Mit der Substitution 7 = ¢t — nT erhalten wir daraus

oo T
Z/ z(r+nT) e 50t T) g7
n—0’/0 STmm—" v

=@ —sTe—snT

L{z(t)}(s)

==(1)

o0 T
= Z e_S”T/ x(t)e *Tdr
0

n=0
T [eS)
= / x(r)e T dr Z(e_ST)"

0 n=0

Die geometrische Reihe
= 1

—sT\n __

konvergiert fiir Res > 0, d.h. es gilt
1 T —st

4.3.4 Beispiel

Sei
2(t) = sint fallst >0 und sint >0
o 0  sonst
l,
2.8
2.6
2.4
2.2
0 2 4 6 8 10
t
Dann gilt:
L{a()}(5) s [ et
T s) = — sinte
1_ e—27'rs 0
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_ #.i/”{etu*spefwm} dt
1—e-2m 25 J,
1

- 1 [etufs)_l}+L[eft<j+s>_1}
1—e=2m 25 |j—s j+s

0
N S S DNCER Y S S R P
1—e=2m 25 ) j—5 |~—— j+s |
=— ¢ —sT —— @ —s7
l4e ™ 1
 l—e"2ms 24
1 1

1—esm 241
Die folgenden Rechenregeln betreffen wieder Verschiebungen im Argument der Zeit- bzw. Bildfunktion.

4.3.5 Satz (1. Verschiebungssatz)
Ist x(t) o—e X(s), dann gilt fiir ¢ > 0
z(t—a)o—e e ¥ X(s)

oder anders ausgedriickt

L{x(t —a)}(s) = e " L{xz(t)}(s).

Beweis: Mit der Substitution 7 = ¢ — a erhalten wir

L{a(t - a)}(s) =

4.3.6 Beispiel
Sei a > 0 und

1 fallst>0
z(t) = { 0 sonst

Dann ist
(t—a) = 1 fallst>a
t Y= 0 sonst

Mit X (s) = 1 folgt aus dem 1. Verschiebungssatz

L{z(t —a)}(s) = %e*‘”

4.3.7 Satz (2. Verschiebungssatz)
Ist x(t) o—e X(s), dann gilt
e “x(t)o—eX(s+c)

oder anders ausgedriickt
L{e™"a(t)Hs) = L{z(®)}s + ).

Dabei muss s + ¢ im Definitionsbereich der Laplace-Transformierten von x(t) liegen.
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Beweis: Man rechnet leicht nach, dass
(o)
L{e x(t)}(s) = / e “x(t)e S dt
0

_ /oo x(t) o —(s+e)t dt
0
= L{z()}s+c)

4.3.8 Beispiel
Sei z(t) = e ! fiir t > 0 und Z(¢) = 1 fiir ¢ > 0. Dann gilt
L{ieT"Hs) = L{eT"a3(t)}(s)
LU} (s + 1)

1
= fir Re(s+1) >0, dh. Res > —1
s+1

4.3.9 Satz (1. Differentiationssatz)
Ist (t) o—e X (s) und sei x(t) stiickweise differenzierbar. Dann gilt

2/ (t)o—esX(s) —x(0),
wobei z(0) = lim;_,o+ 2(t) den rechtsseitigen Grenzwert bezeichnet, oder anders ausgedriickt

L{z'(t)}(s) = sL{x(t)}(s) — =(0T).

Beweis: Mit partieller Integration gilt
/ o' (t)e St dt
0

= x(t)e_“}go—i—s/o x(t)e St dt

= —z(0%) + sL{z(t)}(s),

L{z'(t)}(s)

4.3.10 Bemerkung
Allgemeiner kann man auch formulieren: Ist z(t) n-mal differenzierbar, dann gilt

k—1
e ®)(t)o—esk X (s) = Y staFTTD(04), k=0,1,...,n.
=0

4.3.11 Beispiel
Sei
0 falls t <0
z(t)=<( t+sint falls0<t<1
1+sint fallst >1
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Wir definieren

() = 0 fallst<0 () = 0 fallst <0 oder sint <0
= ¢ falls t >0 °’ L2 =9 sint falls t > 0 und sint >0

Dann gilt z(t) = 1(t) — z1(t — 1) + 22(t) — 22(t — ). Mit den Korrespondenzen

1
x1(t) o—e 2
_s 1
z1(t—1) o—e e 2
1 1
t .
z2(?) 1+s2 1—e ™

1 1
1+s2 1—e—7s

xo(t—m) o—e e 7.

folgt somit
1

1
to-e—(1—e ) 4-——
w(t)o—e (1= e ™)+ oy

52
Fiir die Ableitung
0 falls t < 0
2'(t)=< 1+cost fallsO<t<1
cost falls t > 1

erhalten wir mit Hilfe des 1. Differentiationssatzes

£{a'(t)}(s) = sL{z()}(s) — 2(0") = 51 Sty

4.3.12 Satz (Integrationssatz)
Ist 2(t) o—e X (s), dann gilt:
t
1
/ x(7) dr o—e =X (s)
0 S

oder anders ausgedriickt
1
E{/ T)dr}(s) = gﬁ{x(t)}(s)

Beweis: Mit partieller Integration erhélt man

z{/ rdri(s) = /OOO {/()tx(r)dT}EStdt

oo
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4.3.13 Beispiel

t t
-1 _
/ sin (wT) dr = — cos (wT)| = —(coswt — 1)
0 w 0 w
Mit den Korrespondenzen
sin (wt) o—e = 5 (vegl. Ubung)
1
1 o—e
s

folgt mit dem Integrationssatz die Korrespondenz
S

cos (wt) o—e —
(wi)o e 57

4.3.14 Satz (2. Differentiationssatz)
Ist x(t) o—e X (s) und sei X (s) stiickweise differenzierbar, dann gilt
—tx(t) o—e X'(s)
oder anders ausgedriickt
Li-ta(0)}(s) = LD} (s).

Beweis:

X'(s) = j/ x(t)e St dt
s Jo

= /OOO z(t)(—t)e " dt
L{—tz(t)}(s)

O

4.3.15 Bemerkung
Allgemeiner kann man hier formulieren: Ist () o—e X (s) und sei t*z(t) und X(s) n-mal differenzierbar,
dann gilt

)z (t)o—e XH (s , k=0,1,...,n.
(—t)
4.3.16 Beisp_iel
Es gilt (vgl. Ubung)
1
At
e o—e P )\
Damit folgt:
1 d 1
ret _ - =
¢ o (s—=A)? ds <3—)\)
2 d? 1
12 oM - =
¢ o (s—A)3  ds? (s—A)

4.3.17 Beispiel )
Wir bestimmen die Laplace-Transformierte von z(t) = ¢?sin (wt), t > 0. Es gilt (vgl. Ubung)

w
52 + w?

L{sin (wt)}(s) =

Also folgt

d2 w w? — 362
2 . _ —
L{sin (w)}(5) = - (82 +w2) = —ZWm
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4.4 Der Faltungssatz

Wir erinnern uns zunéichst an die Definition der Faltung zweier Funktionen im Zusammenhang mit der
Fourier-Transformation:

(21 % 22)() = / T o (Palt — T dr

Sind nun x;(¢) und z2(f) Funktionen mit x4 () = x2(¢) = 0 fiir ¢ < 0, dann gilt:

21(r) =0fiir 7 <O0und 2o(t —7) =0 fiir 7 > ¢

Damit reduziert sich das Faltungsintegral zu

(215 ) (1) = /O o1 (F)aa(t — 1) dr

4.4.1 Satz
Ist
z1(t)o—eX1(s), wa(t)o—eXs(s)

Dann gilt
(z1 % 2)(t) o—o X1 (5) Xa(s)

oder anders ausgedriickt
L{(z1 *22) () }(s) = L{z1(t) }(s) L{x2(t)}(5)

Beweis:

L{(z1*xz2)(t)}(w) = /Ooo(xl*arg)(t)e“dt

/Ooo {/Otxl(T)xz(t—T) dT} e stdt
/Ooo {/Ooo 21 (T)2o(t — 7) dT} el dt

daao(t—7)=0fiir 7 >t

/Ooo 21 (T)e" {/000 Ea(t — 1) 05T dt} o
{/ooo m(r)e™™ dT} {/Ooo wa(0) e ™ da}

= L{z(t)}(s)L{za(t)}(5)

wobei wir im letzten Schritt die Substitution ¢ = ¢ — 7 verwendet haben. O
Wie wir sehen werden, spielt der Faltungssatz bei der Behandlung von Anfangswertproblemen fiir gew6hn-
liche Differentialgleichungen eine wichtige Rolle.

4.4.2 Beispiel
Gegeben sei die Laplace-Transformierte
1
X(s)= ———
() (s24+1)s

Gesucht ist x(t), so dass X (s) = L{z(t)}(s) gilt. Zunichst gilt

X(S)Z*- :Xl(s)'Xg(S)
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mit z1(t) = 1 und z5(¢) = sin(¢) fiir ¢ > 0. Damit ist

z(t) = (z1*z2)(t)

t
/ sin T dr
0

1 —cost

4.5 Grenzwertsiatze

Manchmal interessiert in Anwendungen das Verhalten der Originalfunktion fiir ¢ — 0% bzw. ¢t — oco. Dieses
158t sich unter geeigneten Voraussetzungen aus dem Verhalten der als bekannt angenommenen Bildfunktion
X (s) ermitteln.

4.5.1 Satz
Sei z(t) differenzierbar fiir ¢t > 0, 2(¢) exponentiell beschréinkt.
Dann gilt fiir den Anfangswert
lim  sX(s) =2(0")
Re(s)—

Ist dariiber hinaus z(t) absolut integrierbar, so gilt fiir den Endwert

lim sX(s) = lim x(¢
s—0,Re(s)>0 ( ) t—o0 ()

4.5.2 Beispiel
Sei X(s) = —=2—. Dann gilt

s2+a2”
52
lim  sX(s) = lim ———
Re(s)— Re(s)—oo $° ta
= 1==x(0")

li X(s) li L
im sX(s) = im -
s—0,Re(s)>0 s—0, Re(s)>0 (s —4)(s—5)

1
= 5o = M)

4.6 Riicktransformation

Fiir die Anwendungsmoglichkeiten der Laplace-Transformation ist es wichtig, vom Bildbereich in den Origi-
nalbereich zuriickzugelangen.

Die Riicktransformation geschieht in der Praxis in der Regel mit Hilfe geeigneter Tabellen, in der Trans-
formationspaare aufgelistet sind.

In den Anwendungen treten als Transformationsfunktionen hiufig gebrochen rationale Funktionen auf.
Diese werden dann mit Hilfe der Partialbruchzerlegung in eine Summe einfacher Partialbriiche umgewan-
delt. Mit Hilfe der Transformationstabelle lassen sich dann die fiir die einzelnen Summanden zugehorigen
Originalfunktionen ermitteln.

Es gibt zwar auch Formeln fiir die inverse Laplace-Transformation, die mit £~! bezeichnet wird, die
Anwendung setzt aber weitreichende Kenntnisse voraus. Fiir den Fall, dasses sich bei X (s) um eine rationale
Funktion handelt, verwendet man die Partialbruchzerlegung (vgl. auch 2. Semester). Wir haben es hier
allerdings etwas allgemeiner mit komplexen Funktionen zu tun. Basis sind die folgenden Sétze.
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4.6.1 Satz (Linearfaktorzerlegung)
Ist P: C— C, P(s) =Y., as', ein Polynom vom Grad n € N, so lisst sich P(s) darstellen durch die
Linearfaktorzerlegung

P(s)=an(s—s1)™ - (s—s2)2 ... (s—s)™,
wobei $1, 82, . .., sg € C die Nullstellen von P(s) mit den Vielfachheiten r1,rs,...,rx € Ny ri4+ro+... 471, =n
bezeichnen.
4.6.2 Beispiel
P(s) = s8+s*+55+9+12j

= (s=(1=2))(s=3j)(s+2+))

Hierbeiist n =3, 7y =r9 =r3 = 1.

P(s) = s"4+2(3—7)s>+3(3—4j)s* —2(3 +105)s — 10
= (s+3=J)(s+3+4)(s - 1)
Hierbei ist n =4, ry =ro =1 und r3 = 2.
Zur Partialbruchzerlegung gilt:

4.6.3 Satz
Ist R(s) = P(s)/Q(s) eine rationale Funktion, so dass der Grad von P kleiner als der Grad von @ ist, und
besitzt @ die Linearfaktorzerlegung

Q(s) =an(s—51)" (s —82)2...-(s—s)"™,

so lasst sich R darstellen als

m=1 =1 (5 = sm)
mit geeigneten Koeffizienten A4, ,, € C.
4.6.4 Beispiel
Sei
2
s
R(s) = ——.
(5)= 7

Fiir das Nenner polynom gilt die Faktorisierung
Qs) = (s =D(s+ (s —)(s +7)-
Der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung ist somit

A B C D
+ + -+ -
s—1 s4+1 s—37 s+

Multiplikation mit Q(s), sortieren nach Potenzen von s und Koeffizientenvergleich liefert das lineare Glei-
chungssystem

0 = A+B+C+D
1 = A-B+3iC—-jD
0 A+B-C-D
0 = A-B—jC+jD
mit der Losung
1 1 j J
A:* B:—f C:_, sz
4’ 4’ 4’ 4



Im Fall einfacher Nullstellen des Nennerpolynoms @(s) kann man die Koeffizienten fiir die Partialbruchzer-
legung auch einfacher gewinnen.

4.6.5 Satz
Ist R(s) = P(s)/Q(s) eine rationale Funktion, so dass der Grad von P kleiner als der Grad von @ ist, und
besitzt @ nur einfache Nullstellen sq, ..., s, so lasst sich R darstellen als

P(s;) 1 o Plsk) 1

R(S) - Q’(51)5—81 + Q’(sk)s—sk

4.6.6 Beispiel
Sei wieder

R(s) =

st—1"
Fiir das Nenner polynom gilt die Faktorisierung
Qs) = (s =D(s+ (s —J)(s +7),
d.h. Q(s) besitzt nur einfache Nullstellen. Mit
Q'(s) = 4s®

ergibt sich also
rP1 _ 1 P 1 PG j P

QM) 4 Q- 1 QEH 4 Q) 4
Damit kénnen wir nun fiir bestimmte rationale Funktionen (einfache Nullstellen des Nennerpolynoms) die
Riicktransformation wegen der Korrespondenz

angeben.

4.6.7 Beispiel

s2

st —1
1 1 1 1 j 1 +1 1
4 s—1 4 s+1 4 s—j53 4 s+j

ist die Laplacetransformierte von
r(t) =

(et— e_t—jejt—i—je_jt)

(sinht + sint)

SR

Den Fall mehrfacher Nullstellen kénnen wir mit Hilfe des 2. Differentiationssatzes (vgl. Satz [4.3.14] Bemer-
kung |4.3.15| und Beispiel |4.3.16)) 16sen, da

1 1
tk_leato—oik fir k > 2.

(k—1)! (s—a)
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4.6.8 Beispiel
Die rationale Funktion
1 1

G2 Gti?

ist die Laplacetransformierte von
r(t) = telt 4 te It
= 2t-cost

4.7 Anwendung: Losung von AWP fiir lineare DGL mit konstan-
ten Koeffizienten

Wir erldutern die Vorgehensweise zunéchst an Hand von Beispielen.
4.7.1 Beispiel

2" (t) + 2/ (t) — 22(t) = e "' mit £(0) = 1 und 2/(0) = 1
Nach dem Differentiationssatz gilt mit z(t) o—e X (s)

2'(t) o—e sX(s)—z(0T)
2'(t) o—e s°X(s)—sz(0F)—2'(0T)

Auflerdem gilt mit 1 o—e % nach dem zweiten Verschiebungssatz

e ?to—e 1
s+ 2

Wir wenden nun die Laplace-Transformation auf die Differentialgleichung an und erhalten mit Einsetzen der
gegebenen Anfangsbedingungen

1
s+2

{s?°X(s) —s — 1} + {sX(s) — 1} —2X(s) =

1
= X(5)(8®+5-2)= —— +5+2
—_—— s+2
chrakt. Pol.

Losen der Gleichung im Bildbereich liefert

1 542
X(s) = +
(#) (s+2)(s°+5—-2) s2+s—2
—_——
(s+2)(s—1)
1

G421 Ts—1

Diese Losung muss nun in den Originalbereich zuriicktransformiert werden. Fiir die Riicktransformation von

m fiihren wir zunéchst eine Partialbruchzerlegung durch.
Ansatz:
1 A B C

Gr22G-1) s+2 22 Ts-1

d. h.
1=A(s+2)(s—1)+B(s— 1)+ C(s +2)?
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Die Koeffizienten lassen sich hier recht einfach durch Einsetzen spezieller Werte fiir s ermitteln.
s=1 : 1=9C

s=—-2 : 1=-3B
s=0 : 1=-2A—-B+4C

1 1 1
9’ 3’ 9
Also gilt die Darstellung
1 1 1 1 1 1 1
X = = _ . -
(s) 9 512 3 (5422 9 s—1 " s5-1
RS U TS SR U R
9 s+2 3 (s+2)2 9 s-—1

Die Riicktransformation kann jetzt termweise mit Hilfe der Tabelle oder mit bekannten Korrespondenzen
und Ausnutzung der Rechenregeln durchgefiihrt werden. Dies ergibt die Losung des Anfangswertproblems:

1 1 10
x(t) = —§e_2t - gte_Qt—I— get

4.7.2 Beispiel
2" (t) — 22/ (t) + 2x(t) = sin (3t) mit z(0) = 0 und 2'(0) =0
Nach dem Differentiationssatz gilt mit z(t) o—e X (s)
2'(t) o—e sX(s)—xz(0")
2"(t) o—e s°X(s)—sz(0")—2'(0T)
AuBlerdem gilt mit sinto—e 82—1“ nach dem Skalierungssatz

3
in (3¢ -
sin ( )0—082+9

Wir wenden nun die Laplace-Transformation auf die Differentialgleichung an und erhalten mit Einsetzen der
gegebenen Anfangsbedingungen

3
2 —
3
2 —

charakt. Pol.
Losen der Gleichung im Bildbereich liefert

3

X(s) = (8249)(s?> — 25+ 2)

Diese Losung muss nun in den Originalbereich zuriicktransformiert werden. Fiir die Riicktransformation
der rechten Seite fithren wir zunéchst eine Partialbruchzerlegung durch. Da die quadratischen Faktoren im
Nenner in R irreduzibel sind machen wir den Ansatz:

3 _ As+B Cs+D

(s24+9)(s?2 — 25+ 2) 249 s2—-2s5+2
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d. h.

3 = (As+B)(s*—25+2)+ (Cs+ D)(s* +9)
=
3 = $*(A+C)+s*(—24+ B+ D)+ s(24-2B+9C) +2B + 9D

Koefhizientenvergleich liefert:

0 = A+4+C
0 = —-2A+B+D
0 = 2A-2B+9C
3 = 2B+4+9D
Die Losung des linearen Gleichungssystems lautet
14227 B:—§7 C:_E, Dzﬁ
85 85 85 85
Also gilt die Darstellung
1 [6s—21 —6s+ 33
X = —
(5) 85{82+9+s2—25+2}
1 5 7 1 s—1 1
= 9.3 . —6- 27—
85{ Gr+1 3 (3P+1 -2+l (8—1)2+1}

Die Riicktransformation kann jetzt termweise mit Hilfe der Tabelle oder mit bekannten Korrespondenzen
und Ausnutzung der Rechenregeln durchgefiihrt werden. Dies ergibt die Losung des Anfangswertproblems:

1
z(t) = = {6 cos (3t) — 7sin (3t) — 6e’ cost + 2Te"sint}
4.7.3 Beispiel

2" (t) — 22'(t) + z(t) = sint mit z(0) = 0 und z'(0) =0
Nach dem Differentiationssatz gilt mit z(t) o—e X (s)
2'(t) o—e sX(s)—axz(0")
2'(t) o—e s2X(s)—sz(0")—2'(0T)

AuBlerdem gilt sinto—e %_H Wir wenden nun die Laplace-Transformation auf die Differentialgleichung an
und erhalten mit Einsetzen der gegebenen Anfangsbedingungen

s*X(s) = 25X (s) + X(s) = 1

X -1 =
= X (-1 =5
charakt. Pol.

Losen der Gleichung im Bildbereich liefert

1
(s =1)%(s*+1)
Diese Losung muss nun in den Originalbereich zuriicktransformiert werden. Fiir die Riicktransformation der

rechten Seite fithren wir zunéchst eine Partialbruchzerlegung durch.
Ansatz:

X(s) =

1 A B Cs+ D

G122 +1) s—1 (=12 2+1
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d. h.

1 = A(s—1)(s*+1)+B(s* + 1)+ (Cs + D)(s — 1)*
=
1 = $%(A+0)+s*(-A+B—-2C+D)+s(A+C—-2D)—A+B+D

Koeffizientenvergleich liefert:

= A+4+C
—A+B-2C+D
= A+C-2D

= =A+B+D

—_ o o o
|

Die Losung des linearen Gleichungssystems lautet

Also gilt die Darstellung

1 1 1 s
X(s)==1—
() 2{ s—1+{s—n2+s2+1}
Die Riicktransformation kann jetzt termweise mit Hilfe der Tabelle oder mit bekannten Korrespondenzen
und Ausnutzung der Rechenregeln durchgefiihrt werden. Dies ergibt die Losung des Anfangswertproblems:

z(t) = % {—e+te" + cost}

Wir behandeln das Problem nun in allgemeiner Form. Dazu betrachten wir exemplarisch ein Anfangs-
wertproblem zweiter Ordnung, wobei die Differentialgleichung linear mit konstanten Koeffizienten ist, d.h.

2 (t) + px'(t) + qz(t) = f(t) mit 2(0) = zo und 2'(0) = 24

Wir wiederholen zunéchst die aus dem zweiten Semester bekannte Methode und untersuchen dann, wie man
das Problem mit Hilfe der Laplace-Transformation 16st.
Bekannte Methode:

a) Losen der homogenen DGL
() + pa'(t) + qz(t) = 0

Ansatz: 2(t) = e*t, d.h. 2/(t) = se’!, 2/ (t) = s2e*!
Einsetzen in die DGL und Division der Gleichung durch e *¢ liefert die charakteristische Gleichung

s>+ ps+q=0
Es konnen drei verschiedene Fille eintreten:
i) Zwei verschiedene reelle Nullstellen s; und so. Dann ist
zp(t) = Cre®t + Cye !

die allgemeine Losung der homogenen DGL.

ii) Eine doppelte reelle Nullstelle s;. Dann ist
xp(t) = Cret + Cyte™t?

die allgemeine Losung der homogenen DGL.
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iii) Ein Paar konjugiert komplexer Nullstellen s; = a 4 j8 und so = o — j4. Dann ist
xp(t) = e (Cy sin (Bt) + Cy cos (Bt))
die allgemeine Losung der homogenen DGL.

b) Eine partikulidre Losung der inhomogenen DGL erhélt man je nach Typ der Stérfunktion mit einem
speziellen Ansatz (vgl. entsprechende Tabellen) oder mit Variation der Konstanten. Sei die partikulére
Losung x,(t).

¢) Die allgemeine Losung der DGL ist dann
x(t) = zn(t) + zp(t)
d) Setzt man nun die Anfangsbedingungen in die allgemeine Lésung ein, so erhélt man Werte fiir die
Konstanten C7 und Cy. Mit diesen Werten erhilt man aus z(t) die Losung des AWP.

Methode mit Hilfe der Laplace-Transformation:
Wir wenden die Laplace-Transformation auf die DGL an, nutzen den Differentiationssatz aus und setzen die
Anfangsbedingungen ein. Damit erhalten wir

{s*X (s) — smo — 21} + p{sX(s) —xo} + ¢X(s) = L{f()}(5)
& X(s)(s* +ps+q) = L{UF(O}Hs) + (5 +p)zo + 21
—_———
char. Pol.
Auflosen nach X (s):
1 S+p
X(s)= ——L{f(t —_— —_—
() = Fa e g PO+ o0 A e
Auch hier sind wieder drei Fille zu unterscheiden.
a) Das charakteristische Polynom besitzt zwei verschiedene reelle Nullstellen s; und s, d.h.
s>+ ps+q=(s—s1)(s—s2)
und es gilt
p=—(s1+ s2)
Dann ist also:
1 S — 81— So 1
D t)i(s) +x +x
(s—s1)(s — s2) (£} ) 0(3—31)(8—82) 1(8—81)(8—82)

Fiir die Riicktransformation benétigt man also die Partialbruchzerlegungen von

X(s)

1 q S— 81 — So
(s —s1)(s — s2) b (s —s1)(s — s2)
Diese lauten
1 ! 1 1 1
(s—s1)(s—s2) 31—52.3—31_51—52.5—32
S — 81 — So _ So 1 S1 1
(s —s1)(s—s2) _81—82.8—814—81—82'8—82

Damit erhalten wir im Bildbereich

x6) = {2 2] e @ s s - e =

S1 — S2 S — 81 S — 8o — So

Mit der Korrespondenz 1o—e %, dem zweiten Verschiebungssatz und dem Faltungssatz ergibt sich
somit durch Riicktransformation die Losung des Anfangswertproblems:

1
Jﬁ(t) = {[esltf 652t] *f(t)+($1 713082)651154*(1’081 71’1)es2t}
S1 — 82
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b)

Das charakteristische Polynom besitzt eine doppelte reelle Nullstelle sy, d.h.
s> +ps+q=(s—s1)°
und es gilt
p=—2s
Dann ist also: 1 25
PR A R PR P &

Fiir die Riicktransformation benttigt man also die Partialbruchzerlegung von

X(s) =

s — 281
(s—s1)?
Diese lautet
s — 28 1 1

(s—s1)? - s—slisl.(s—sl)2

Damit erhalten wir im Bildbereich

X(s) = ﬁﬁ{f(t)}(s) + o - —131 + (21 — xosﬁﬁ

Mit den Korrespondenzen 1o—e %, to—e 2, dem zweiten Verschiebungssatz und dem Faltungssatz

S27

ergibt sich somit durch Riicktransformation die Losung des Anfangswertproblems:
z(t) = (te*™") % f(t) +zoe®' + (v — wosy)te!

Das charakteristische Polynom besitzt ein Paar konjugiert komplexer Nullstellen s; = « + j8 und
so =a —j3, d.h.
sPtps+q=(s—a—jB)(s—a+jB)=(s—a)+p

und es gilt
p=—2«a
Dann ist also:
1 s — 2 1
X(s) = mﬁ{f@)}(s) + 0 Goar+d + 1 Goof+ P
1 s—a 1
= mﬁ{ﬂt)}(s) + R P R + (21 — azo) - Goalt+ P

Mit den Korrespondenzen sint o—e ﬁ, costo—e ﬁ, dem zweiten Verschiebungssatz, dem Skalie-
rungssatz und dem Faltungssatz ergibt sich somit durch Riicktransformation die Losung des Anfangs-
wertproblems:

z(t) = (e ot gin (6t)) * f(t) + %(1’1 — woar) e * sin (Bt) + 29 e * cos (Bt)

=

73



