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4 Funktionen

Die ,,Paarmengen {z,y} und {y, z} sind gleich, weil sie die gleichen Elemente ent-
halten. Manchmal legt man aber zusétzlich Wert auf die Reihenfolge der Elemente.
Die Objekte x und y werden dann zu einem (geordneten) Paar zusammengefasst,
das man mit dem Symbol (z,y) bezeichnet. Bei einem solchen Paar kommt es ge-
nau darauf an, welches Element an der ersten und welches an der zweiten Stelle
steht. Zwei geordnete Paare (z,y) und (2’,%’) heiflen gleich, falls = 2’ und y = ¢/
ist.

Definition.
Es seien A und B zwei beliebige Mengen. Dann heifit die Menge

Ax B :={(z,y) | (x € A) N (y € B)}

das kartesische Produkt von A und B.
Aus der Definition geht hervor, dass @ x B =@ und A X & = & ist.
Beispiele.
1. Sei A:={1,2,3} und B := {a,b}. Dann ist
Ax B={(1,a),(1,b),(2,a),(2,b),(3,a),(3,b)}.
Allgemein gilt:

Ist A eine endliche Menge mit n Elementen und B eine endliche Menge mit
m Elementen, so ist A x B eine endliche Menge mit n - m Elementen.

2. Fiir beliebiges A bezeichnet man die Menge A x A manchmal auch mit A? (in
Worten: ,A hoch 2¢). R = R x R = {(z,y) | #,y € R} kann man sich z.B.
als Ebene vorstellen. Die Eintrage x und y nennt man dann die Koordinaten
des Punktes (z,v).

Sind a < b und ¢ < d zwei reelle Zahlen, so nennt man [a,b] X [c,d] ein
abgeschlossenes Rechteck.

3. Sind A, B und C' drei Mengen, so kann man aus ihren Elementen sogenannte
(geordnete) Tripel (a,b,c) (mit a € A, b € B und ¢ € C') bilden. Die Menge
aller dieser Tripel wird mit A x B x C bezeichnet. Und der Schritt zum
allgemeinen Fall ist nun auch nicht mehr schwer:

Sind A;, As, ..., A, endlich viele Mengen, so kann man ihre Elemente zu
sogenannten (geordneten) n—Tupeln (xy, ..., x,) mit z; € A; firi=1,...,n
zusammenfassen. Das kartesische Produkt A; x Ay x ... x A,, ist dann die
Menge

Ay x oo x Ay ={(z1,...,x,) |z, € A fiir e =1,...,n }.
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Ein wichtiges Beispiel ist der R™ (gesprochen ,R—n* oder ,R hoch n*):
R*":=Rx...xR.
—_——

n-mal

R! ist die Zahlengerade, R? ein Modell fiir die Ebene, R3 eines fiir den eu-
klidischen Raum. Und R™ ? Die Mathematiker brauchen zum Gliick keine
anschauliche Interpretation!

Eine Aussageform R(z,y) mit 2 Variablen nennt man auch eine (2-stellige) Rela-
tion. Statt , R(z,y)* kann man dann sagen: ,x steht in Relation zu y“. Abkiirzend
schreibt man dafiir x Ry oder x ~ y, oder man fiihrt ein spezielles Symbol fiir die
Relation ein. Beispiele sind etwa die Element-Beziehung (z € M), die Teilmengen-
Beziehung (A C B) oder die Gleichheit, aber auch die Teiler-Beziehung oder Ord-
nungsrelation <.

Die zuléssigen Objektbereiche fiir die Variablen x, y einer Relation brauchen keine
Mengen zu sein. Bei der Gleichheit von Mengen wére das z.B. nicht moglich, denn
dann brauchte man ja die (Un-)Menge aller Mengen. Wenn die Objektbereiche aber
zwei Mengen A und B sind, dann wird eine Relation zwischen den Elementen von
A und B vollsténdig durch die Menge

R:={(x,y) e AxB: xRy}

beschrieben. Deshalb findet man oft die Definition: ,Eine Relation zwischen den
Elementen von A und B ist eine Teilmenge R der Produktmenge A x B.

Wir kommen nun zum wichtigsten Begriff in der Mathematik:

Definition.
Gegeben seien zwei nicht-leere Mengen A und B. Es sei jedem Element x € A
auf eine bestimmte Weise genau ein Element y € B zugeordnet. Dann heif3t
diese Zuordnung eine

Funktion oder Abbildung von A nach B.

Die Menge A nennt man den Definitionsbereich, die Menge B den Wertebereich
oder die Zielmenge der Abbildung.

Die Zuordnung selbst wird mit einem Buchstaben bezeichnet. Ist etwa f dieser
Buchstabe, so schreibt man die Zuordnung in der Form

AL, B oder f+A— B.

Wird dem Element z € A durch die Abbildung f das Element y € B zugeordnet,
so schreibt man:

y=f(z) oder f:xr—uy.
In der élteren Literatur werden die Abbildungen selbst oft in der Form y = f(z)
eingefiithrt. Dann ist aber mit x kein bestimmtes Element von A gemeint, sondern
eine Variable, die Werte in A annehmen kann.
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Eine Funktion oder Abbildung y = f(x) ist eine zweistellige Relation zwischen
Mengen. Daher ist sie durch ihren Graphen eindeutig bestimmt:

Definition.
Ist f : A — B eine Funktion oder Abbildung, so versteht man unter ihrem
Graphen die Menge

Gy={(z,y) e AxBly=f(z)}

Charakteristisch fiir den Graphen einer Funktion f : A — B sind die folgenden
Eigenschaften:

1. Da jedem x € A wenigstens ein y € B zugeordnet ist, gilt:

Ve e A3Jy e Bmit (z,y) € Gy.

2. Da jedem x € A hdchstens ein y € B zugeordnet ist, gilt:

Vo e Afolgt: Ist (x,y1) € Gy und (z,y2) € Gy, so ist y; = yo.

Eine Menge G C A x B mit den Eigenschaften (1) und (2) bestimmt eindeutig eine
Funktion f: A — B mit G = GY.

Am bekanntesten sind die Graphen reellwertiger Funktionen f : R — R. Sie bil-
den Teilmengen von R?, die von jeder vertikalen Geraden genau einmal getroffen
werden. Horizontale Geraden diirfen dagegen mehrfach oder gar nicht treffen.
Y
|
vertikale Gerade 44

Es gibt aber auch Funktionen, bei denen der Graph wenig aussagekraftig ist. Dann
sucht man nach anderen Methoden der Darstellung, wie etwa im folgenden Beispiel:

Essei A = {a,b,c,d,e} und B = {s,t,u,v}. Eine Abbildung f : A — B sei gegeben
durch f(a) := s, f(b) := u, f(c) := u, f(d) := v und f(e) := t. Wenn wir die
Mengen mit Hilfe von Venn-Diagrammen aufzeichnen, kénnen wir die Zuordnung

f durch Pfeile beschreiben:
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Damit f eine Abbildung ist, muss bei jedem x € A ein Pfeil starten. Es ist aber
nicht notwendig, dass bei jedem y € B ein Pfeil ankommt.

Weiter darf bei jedem x € A auch nur ein Pfeil starten. Hingegen ist es erlaubt,
dass bei einem y € B mehrere Pfeile ankommen.

Die Begriffe Funktion und Abbildung bedeuten das gleiche. Allerdings hat es sich
eingebiirgert, speziell dann von einer ,, Funktion®“ zu sprechen, wenn der Wertebe-
reich eine Menge von Zahlen ist. In allen anderen Féllen benutzt man lieber das

Wort ,, Abbildung*.

Wir beschéftigen uns jetzt ndher mit der wichtigen Klasse der reellen Funktio-
nen, die auf R oder einem Teilintervall von R definiert sind und auch reelle Werte
besitzen.

Beispiele:

Seien a,b € R, a # 0. Dann heifit die Funktion f : R — R, die durch

f(z):=ax+0b

definiert wird, eine lineare Funktion (genaugenommen eine affin-lineare Funktion).

Lineare Funktionen kommen im téglichen Leben sehr haufig vor, namlich iiberall
dort, wo eine Grofle proportional zu einer anderen ist. Wenn etwa ein Auto 8
Liter Benzin auf 100 km verbraucht, dann erwarten wir, dass dieses Auto auf einer
Strecke von 330 km ungefdhr 26.4 Liter benttigt. Die lineare Funktion f(x) :=
0.08 - x gibt den Benzinverbrauch in Abhéngigkeit von den gefahrenen km an. Die
meisten Menschen kennen gar keine anderen Typen von funktionaler Abhéngigkeit.

Ein Beispiel fiir eine affin-lineare Funktion stellt die Umrechnung von Skalen dar,
z.B. von Grad Fahrenheit in Grad Celsius. In einem Lexikon kénnte etwa folgende
Tabelle auftauchen:

Grad Celsius | 0 10 20 30 40
Grad Fahrenheit | 32 50 68 86 104

Wir suchen eine Funktion der Gestalt f(x) = ax + b, mit deren Hilfe man die
Umrechnung erhalt. Dann muss f(32) = 0 und f(68) = 20 sein. Das ergibt die
Gleichungen 32a + b = 0 und 68a + b = 20, also a = 20/36 = 5/9 und b =
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—32-5/9 = —160/9. Die gesuchte Funktion hat also die Form
1
flz) = §(5x —160) ~ 0.55 - (z — 32) .

Das bedeutet, dass 100° Fahrenheit zwischen 37.4° und 37.8° Celsius liegen, das ist
gerade Korpertemperatur.

1
Der Graph der linearen Funktion f(z) = §(5x — 160) sieht etwa folgendermafien
aus:

°C
40~
30

20

10

T T T T T T T T T T T
-10 10 2 30 40 50 60 70 80 90 100 110 °F

-104

7

Eine Funktion der Gestalt

f(x) :=ax?® 4+ bx + ¢ (mit a # 0)

nennt man eine quadratische Funktion. Der einfachste Fall ist gegeben, wenn a = 1
und b = ¢ = 0 ist, also f(z) = 2% Dann beschreibt f die Fliche eines Quadrates
in Abhéngigkeit von der Seitenldnge. Der zugehorige Graph ist hier keine Gerade,
sondern eine gekriimmte Kurve, eine sogenannte Parabel:
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Die allgemeine Parabel, also der Graph der allgemeinen quadratischen Funktion,
sieht dhnlich aus, sie kann aber nach links, rechts, oben oder unten verschoben,
enger oder weiter gedffnet und eventuell an der Horizontalen gespiegelt sein. Einen
markanten Punkt gibt es allerdings immer, den sogenannten Scheitelpunkt, wo
die Funktion ihren kleinsten oder gréfiten Wert annimmt und auch die grofite
Kriimmung besitzt.

Das Losen einer quadratischen Gleichung entspricht der Suche nach den Schnitt-
punkten einer Parabel mit der x-Achse. Je nach Lage der Parabel gibt es zwei,
einen oder gar keinen Schnittpunkt:

Geht man von einer nach oben geoff-

neten Parabel aus, deren Scheitel un-

terhalb der x-Achse liegt, so findet

man zwei Schnittpunkte mit der x-

Achse. Bewegt man nun die Parabel

nach oben, so nédhern sich die beiden A

Schnittpunkte immer mehr und schlie3- i

lich fallen die beiden Punkte auf einen
zusammen. Dann beriihrt die Parabel
gerade die Achse.

Bewegt man sie noch weiter nach oben, so gibt es keine Schnittpunkte mehr.

Durch die Vorschrift

r firxz>0
f(x)—|:t|—{ —x firz <0

wird die Betragsfunktion auf ganz R definiert.

Yy
47
37
f(x) = |z|

27

17
T T T T T T T T T > X
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6

14

Die Funktion f(z) := \/z kann nur fiir z > 0 definiert werden, aber f(x) := /||
ist wieder auf ganz R definiert.
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Recht interessant ist die sogenannte Gaufklammer:

f(x) :=[z] :== grofBtes Element der Menge {n € Z | n < z}.

Gibt es denn immer eine ,,grofite ganze Zahl kleiner oder gleich = “ 7 Wir wissen,
dass jede Menge in Z, die von einer natiirlichen Zahl nach oben beschrankt ist, ein
grofites Element besitzt. Wird eine Menge M C Z von einer reellen Zahl z nach
oben beschrénkt, so gibt es nach dem Satz von Archimedes sogar eine natiirliche
Zahl n > z, die eine obere Schranke fiir M darstellt. Also besitzt M ein grofites

Element. Der Graph der Funktion f(z) := [z] sieht nun folgendermaBen aus:
Y
44 —
34 —
2 -—
f(z) = [x]
14 -—
| | | | \ \ \ \ \ E
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6

Ein Funktionsgraph einer reellwertigen Funktion kann also auch Liicken haben. Die
fetten Punkte in der Skizze sollen signalisieren, dass stets f(n) = n ist.

Zwei Funktionen f,g: A — R heilen gleich (in Zeichen: f = g), falls gilt:
VeeA: f(z)=g(x).
Manchmal schreibt man dafiir auch f(z) = g(z) und sagt: f(z) ist identisch g(x).

Eine Funktion f : A — R heifit konstant, falls es ein ¢ € R gibt, so dass f(z) = cist,
also f(z) = c fir alle x € A. Man beachte den Unterschied: Ist f(z() = ¢ fiir ein
xo € A, so spricht man von einer c—Stelle von f. Das Losen einer Funktionsgleichung
f(x) = 0 entspricht der Suche nach Null-Stellen von f. Die wire recht langweilig,
wenn schon f(z) = 0 wire.

Definition.
Eine Funktion f : R — R heifit Polynom oder Polynomfunktion, falls es reelle
Zahlen ag, ay, as, ..., a, (die Koeffizienten des Polynoms) gibt, so dass gilt:

Ve eR st  f(2) = ana™ + ap 12" + ...+ aer® + arz + ap.

Ist f nicht die Nullfunktion, so gibt es ein grofites n € Ny mit a, # 0. Diese
Zahl n heifit der Grad des Polynoms und wird mit grad(f) bezeichnet. Dem
Nullpolynom wird hier kein Grad zugeordnet.
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Die Menge aller Polynome wird mit dem Symbol R[z| bezeichnet. Sie umfasst die
konstanten Funktionen. Die linearen und quadratischen Funktionen sind ebenfalls
Beispiele fiir Polynome.

Addition von Polynomen:

Polynome addiert man, indem man Terme gleichen Grades zusammenfasst. Das
geht nur, wenn sie in beiden beteiligten Polynomen vorkommen. Um das zu errei-
chen, fiigt man notigenfalls die fehlenden Terme als Nullen hinzu. Das sieht dann
folgendermaflen aus:

Ist f(z) = au"+...Fapz™+...+a1x+ap
bpx™ + ...+ bz + by (mit n > m),

und  g(x)
so ist

(f+9)(z)=(an+by)z" + ...+ (am + bp)x™ + ...+ (a1 + b))z + (ag + bo),

mit by, = bpioi=...: =0, :=0.
Insbesondere ist grad(f + ¢g) < max(grad(f), grad(g)). Hier steht ,, <* und nicht
, =", denn es konnte ja n = m und a, = —b, sein. Dann heben sich die Terme

hochsten Grades gegenseitig weg, und als Summe bleibt ein Polynom niedrigeren
Grades {ibrig.

Multiplikation von Polynomen:
Hier braucht man nur nach dem Distributivgesetz auszumultiplizieren: Es ist
(@™ + ...+ ag) - (bpa™ 4+ ...+ by)

= (an . bm)$n+m + (an_lbm + anbm_l)x"+m_1 + ...+ (a1b0 + Clobl)l‘ + (aobg).
Also ist grad(f - g) = grad(f) + grad(g). Man kann deshalb auch schreiben:

(Z a;xt) - (Z bixl) = Z<,Z azb; )k .

Ein Spezialfall ist die Multiplikation eines Polynoms mit einer Konstanten:
¢ (anx™ + ...+ a1 + ag) = (cap)z"™ + ... + (car)x + (cap).

Ist ¢ # 0, so wird dabei der Grad nicht verédndert.

Fiir die Addition und Multiplikation in R[z] gelten die Kommutativ- und Assozia-
tivgesetze, sowie das Distributivgesetz. Es gibt eine Null und eine Eins, und auch
die Subtraktion von Polynomen bereitet keine Schwierigkeiten. Lediglich beim Di-
vidieren gibt es Probleme. Ist p(z) = z und ¢(x) = 1/z, so ist zwar p(z) - ¢(z) = 1,
aber ¢(z) ist nicht tiberall definiert und vor allem kein Polynom. Diese Situation
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erinnert an die ganzen Zahlen. So verwundert es nicht, dass es bei den Polynomen
auch das Prinzip der Division mit Rest gibt.

Division mit Rest fiir Polynome. FEs seien f und g Polynome mat
0 < grad(g) < grad(f). Dann gibt es eindeutig bestimmte Polynome q und r, so
dass gilt:

1. f=q-g+r.

2. r=0 oder 0 < grad(r) < grad(g).

BEwEIS: Wir beginnen mit der Existenz der Zerlegung. Ist f ein Vielfaches von
g, so kann man r = 0 setzen. Wenn nicht, gehen wir so dhnlich wie in Z vor:

Sei S:={neNy| ¢ € R[z] mit n =grad(f —q-9g)}.

Da z.B. grad(f) in S liegt, ist die Menge nicht leer, und es gibt darin ein kleinstes
Element k. Dazu gehort ein Polynom ¢ mit grad(f — ¢ - g) = k und wir setzen

r=f—-q-g
Dann ist f = ¢ - g + r, und natiirlich ist k£ = grad(r) > 0. Ware k£ > grad(g), so
konnte man schreiben:

r(z) = rga® 4+ +rg,  mit ry, £ 0,

und g(z) = gpx™ + -+ go, mit g, # 0 und k > m.
Dann wére
)= (a6 + 22 glo) = i) = L g 4 )

ein Polynom vom Grad < k. Das widerspricht der Wahl von k. Also muss k& <
grad(g) sein.

Nun zur Eindeutigkeit: Es gebe zwei Zerlegungen der gewiinschten Art:
f=q -9g+rm=q g+r.

Dann ist (¢1 — q2) - g = ro — 71. Ist 11 # 19, so ist ¢ — g2 # 0 und grad(g) <
grad(q, — g2) + grad(g) = grad(rs — r1) < grad(g). Weil das nicht sein kann, muss
r1 = ro und dann auch g; = ¢ sein. n

Beispiel.

Sei f(x) := 2%+ 32% — 22 + 7 und g(z) := 23 + 42?. Die Division mit Rest
wird bei den Polynomen mit dem gleichen Rechenschema durchgefiihrt, wie
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man es vom schriftlichen Dividieren her gewohnt ist.

(2° + 322 — 20 + 7) : (23442 = 22 —42+16
@ + 42t

—4a* + 322 — 22 + 7
—4z* — 1623

162 + 322 — 22 + 7
162 + 6422

— 612> — 22 + 7
Weil jetzt nur noch ein Polynom vom Grad 2 < 3 = grad(g) iibrig ist, folgt:

q(z) =2>—4x+16 und 7r(z) = —612* — 220+ 7.

Eine Anwendung der Division mit Rest ergibt sich im Anschluss an den folgenden
Satz.

Satz (iiber die Abspaltung von Linearfaktoren). Sei f(z) ein Polynom
vom Gradn > 1. Ist xy eine Nullstelle von f, so gibt es ein Polynom g vom Grad
n —1, so dass gilt:

f(x) = (z = 20) - g().

BEwEIS: Ist f(x) = ap2™+---+a1x+ag, soist 0 = f(zg) = apzf+- - -+a1xo+ao.
Wir erinnern uns an die Formel

att — pntt — (G o b) . Zaibn—i'
i=1
Zusammen mit der Anfangsbemerkung erhalten wir:

flx) = f(z)— f(zo)
= (ana" + -+ iz + ag) — (ang + -+ + a1z + ag)

= o =)+ (e )

= (x —xo) aanlnll cee
In der eckigen Klammer steht jetzt das gesuchte Polynom g(x) = a,z" ' + -+ es
hat offensichtlich den Grad n — 1. .

Den Term x — xy nennt man einen Linearfaktor. Fiir jede Nullstelle des Polynoms
kann man einen Linearfaktor abspalten. Ist zy bekannt, so gewinnt man g(z) aus
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f(z) durch Polynomdivision. Da der Grad mit der Abspaltung eines Linearfaktors
sinkt, erhélt man:

Folgerung. Fin Polynom vom Grad n > 1 hat héchstens n Nullstellen.

Es gibt Polynome vom Grad 2, die keine Nullstelle besitzen, wie z.B. das Polynom
p(r) = 2? + 1. Der sogenannte ,, Fundamentalsatz der Algebra® (der erstmals von
GauBl bewiesen wurde) besagt, dass man jedes Polynom f in Linearfaktoren und
quadratische Polynome ohne Nullstellen zerlegen kann. Dabei ist

grad(f) = Anzahl der Linearfaktoren + 2- Anzahl der quadratischen Faktoren.

Definition.
Ein Quotient f/g von zwei Polynomfunktionen heifit eine rationale Funktion. Der
Quotient wird zunédchst nur formal gebildet, der Bruch ist nicht {iberall definiert.
Ist N(g) :={z € R| g(x) = 0} die Nullstellenmenge von g, so wird durch

(i3

eine Funktion mit dem Definitionsbereich R\ N(g) bestimmt.

Ist R := [/g eine rationale Funktion, so heifit eine Nullstelle o des Nenners g eine
Unbestimmtheitsstelle von R.

1. Ist zy auch Nullstelle des Zéahlers f und kann R so ,gekiirzt“ werden, dass
der neue Nenner in x keine Nullstelle mehr besitzt, so nennt man x( eine
hebbare Unbestimmtheitsstelle von R.

2. Ist g(xp) = 0 und f(zo) # 0, so nennt man z, eine Polstelle von R.

Beispiel.

2

—4

Sei f(x) = 2 — 4 und g(z) = z + 2. Dann ist R(z) := ad —
T

Funktion, die bei x = —2 eine Unbestimmtheitsstelle besitzt. Als Funktion
hat sie den Definitionsbereich R \ {—2}.

eine rationale

Da f(z) = g(x) - (x — 2) ist, kann man kiirzen und erhélt: R(z) = = — 2.
Diese Funktion ist sogar auf ganz R definiert. Also hat R in —2 eine hebbare
Unbestimmtheitsstelle.

Die rationale Funktion 1/z hat dagegen in z = 0 eine Polstelle.

Wir wenden uns nun wieder allgemeinen Abbildungen zu.
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Definition.
Eine Abbildung f : A — B heifit surjektiv, falls gilt:

Vy e B3dz e Amit f(z) =y.

f ist surjektiv, wenn jedes Element y € B als Bild eines Elementes z € A vorkommt,
also genau dann, wenn die Gleichung f(x) = y fiir jedes y € B losbar ist.

Beispiele.
1. Ist @ # 0, so ist die Abbildung f(z) = az 4+ b immer surjektiv. Denn die
1
Gleichung y = ax + b wird durch z = —(y — b) gelost.
a
2. Die Abbildung f : R — R mit f(z) := 22 ist nicht surjektiv, denn negative
Zahlen konnen nicht als Bild vorkommen. Dagegen ist die gleiche Abbildung

mit dem Wertebereich {z € R | z > 0} surjektiv. Die Gleichung y = z* wird
dann durch z = /y und z = —,/y gelost.

3. Sei P die Menge der Primzahlen und f : N\ {1} — P definiert durch f(n) :=
kleinster Primteiler von n. Wegen der Bezichung f(p) = p fiir p € P ist f
surjektiv.

4. Die Abbildung f : Z — Z mit f(n) := 2n ist nicht surjektiv, da als Bilder
nur gerade Zahlen vorkommen.

Definition.
Eine Abbildung f : A — B heifit injektiv, falls gilt:

YV, xg € A gilt: Ist x1 # x9, so ist auch f(x1) # f(x2).

f ist injektiv, wenn die Gleichung f(z) = y fiir jedes y € B hdchstens eine Losung
besitzt. Dass es iiberhaupt keine Losung gibt, ist durchaus erlaubt.

Den Nachweis der Injektivitdt einer Abbildung fithrt man meist durch Kontrapo-
sition, d.h. man zeigt:  Ist f(z1) = f(x2), so ist 1 = 5.

Beispiele.
1. f:R— Rmit f(z):=ax+b (und a # 0) ist injektiv:

Sei etwa f(z1) = f(x2). Dann ist azy + b = azxy + b, also a(zy — z2) = 0. Da
a # 0 vorausgesetzt wurde, muss r; = o sein.

2. f:R — R mit f(z):= 2? ist nicht injektiv! Fiir z # 0 ist nimlich —z # =,
aber f(—z) = f(x).
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Ist allgemein f : A — B eine Abbildung und M C A, so definiert man die

FEinschrinkung von f auf M (in Zeichen: f|y/) als diejenige Abbildung von
M nach B, die durch (f|ar)(x) := f(z) gegeben wird.

Ist f(z) = 2> wnd M := {x € R | x > 0}, so ist f|y injektiv, denn die
Gleichung y = 2? besitzt nur eine Losung (némlich = /y) in M.

3. Die Abbildung f : N\ {1} — P, die jeder natiirlichen Zahl ihren kleinsten
Primteiler zuordnet, ist nicht injektiv, denn es ist z.B. f(6) = f(8) = 2 oder

f(15) = £(39) = 3.

4. Die Abbildung f : Z — Z mit f(n) := 2n ist injektiv. Ist ndmlich 2n = 2m,
so ist auch n = m. Im ibrigen ist f Einschriankung einer linearen Funktion
auf Z.

Allgemein gilt: Ist f : A — B injektiv und M C A, so ist auch f|; injektiv.
Ist umgekehrt f|y, surjektiv, so ist auch f surjektiv.

Abbildungen, die sowohl injektiv als auch surjektiv sind, bei denen also die Glei-
chung f(z) = y fir jedes y € B eindeutig losbar ist, spielen in der Mathematik
eine ganz besondere Rolle:

Definition.
Eine Abbildung f : A — B heifit bijektiv, falls gilt:

f ist injektiv und surjektiv.

Von den oben betrachteten Abbildungen sind nur f : R — R mit f(x) := ax + b
(und @ #0) und f: Ry :={x € R |z > 0} —» R, mit f(z) := 2? bijektiv.

Wenn es zwischen A und B eine bijektive Abbildung gibt, so ist nicht nur jedem
x € A genau ein y € B zugeordnet, sondern umgekehrt auch jedem y € B genau
ein x € A, nimlich die eindeutig bestimmte Losung = der Gleichung f(x) = y.
In Gedanken konnen wir die Elemente von A und B so durch Pfeile miteinander
verbinden, dass bei jedem x € A genau ein Pfeil startet und bei jedem y € B genau
ein Pfeil ankommt. Das ergibt automatisch auch eine bijektive Abbildung von B
nach A, die sogenannte Umkehrabbildung. Das werden wir spéter noch prézisieren.

Definition.
Eine Menge M heiflt endlich, falls es ein n € N und eine bijektive Abbildung
f:{l,...,n} — M gibt. In jedem anderen Fall heifit sie unendlich.

Satz. Sind n,m zwei verschiedene natiirliche Zahlen, so gibt es keine bijektive
Abbildung von {1,...,n} nach {1,...,m}.

BEwEgis:  Wir kénnen O.B.d.A. annehmen, dass n > m ist. Aber dann ist

{1,....,m} C {1,...,n},
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und es geniigt zu zeigen:

Ist n € N, so gibt es keine bijektive Abbildung von {1,...,n} auf eine echte Teil-
menge.

Diese Aussage beweisen wir durch Induktion nach n.

n=1: Trivial! {1} besitzt keine nicht leere echte Teilmenge, der Wertebereich
einer Abbildung muss aber # @ sein.

n — n + 1: Die Aussage sei fiir n bewiesen, wir nehmen aber an, dass es eine
bijektive Abbildung f von {1,...,n+ 1} auf eine echte Teilmenge M gibt. Auf der
Suche nach einem Widerspruch unterscheiden wir zwei Félle:

1. Fall: n+1¢ M, also M C {1,...,n}.

Setzt man M’ := M \ {f(n + 1)}, so ist M’ eine echte Teilmenge von {1,...,n},
und f bildet {1,...,n} bijektiv auf M’ ab. Das ist nach Induktionsvoraussetzung
nicht mdéglich.

2. Fall: n+1€ M, dh., esgibtein k€ {1,...,n+ 1} mit f(k) =n+ 1.

Wir definieren nun eine neue Abbildung ¢ : {1,...,n} — M’ := M\ {n+ 1} durch

N fl) fallsi#k
9(7) '_{ fin+1) fallsi=Fk

Man iiberzeugt sich leicht davon, dass g bijektiv ist. Da M’ eine echte Teilmenge
von 1,...,n ist, ergibt sich auch hier ein Widerspruch zur Voraussetzung. .

Definition.
Zwei Mengen A und B heiflen gleichmdchtig, falls es eine bijektive Abbildung
f A — B gibt. Man sagt auch, sie haben die gleiche Mdchtigkeit (oder Kardi-
nalzahl).

Zwei endliche Mengen sind offensichtlich genau dann gleichméchtig, wenn sie die
gleiche Anzahl von Elementen besitzen. Wir haben nun aber auch ein Instrument,
um verschiedenartige unendliche Mengen zu vergleichen. Die Menge N der natiirli-
chen Zahlen ist z.B. unendlich und bietet damit ein Maf fiir eine ganze Klasse von
unendlichen Mengen:

Definition.
Eine Menge M heifit abzdhlbar, falls N gleichméchtig zu M ist. Ist M weder
endlich noch abzéahlbar, so heiit M tberabzdhlbar.

Die Menge Z ist abzéhlbar. Das sieht man, wenn man sie in folgender Form anord-
net: 0,1,—-1,2,-2,3,-3,...

Satz. Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzdihlbar.

BEWEIS: Dieses verbliiffende Ergebnis erhélt man mit Hilfe des sogenannten Can-
torschen Diagonalverfahrens:
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Durchlauft man das obige Diagramm entlang der Pfeile und ldsst man dabei die
iiberfliisssigen Zahlen weg, so erhélt man eine Abzdhlung der positiven rationalen
Zahlen. Fiigt man nun (wie bei Z) am Anfang die 0 und hinter jedem ¢ sofort die
Zahl —q ein, so erhélt man eine Abzéhlung aller rationalen Zahlen. .

Wie steht es aber jetzt mit den reellen Zahlen? Hier folgt erstaunlich einfach:

Satz. Die Menge {x € R |0 < a <1} (und damit erst recht ganz R) ist nicht
abzdihlbar.

BEwWEIS: Mit den uns inzwischen zur Verfiigung stehenden Mitteln und etwas
Miihe kann man zeigen, dass sich jede reelle Zahl zwischen 0 und 1 als unendlicher
Dezimalbruch der Form 0.a;asas ... schreiben lasst.

Der Beweis der Uberabzéhlbarkeit von R wird nun durch Widerspruch gefiihrt.
Koénnte man die reellen Zahlen namlich abzéhlen, so hétte man eine Folge

ry = 0.&11&12(1,13 ey
To = 0.&21@22@23 ey
r3 = 0.@31&320,33 ey

In dieser Folge miissten alle reellen Zahlen zwischen 0 und 1 vorkommen (die Ziffern
a;; nehmen dabei wie {iblich Werte zwischen 0 und 9 an).

Nun wird eine reelle Zahl y = 0.cicoc3 ... wie folgt konstruiert:

{ 5 falls (0773 7é 5

Bssel ¢ := 4 fallsa; =5

Offensichtlich liegt y zwischen 0 und 1 und muss unter den Folgegliedern
x1,%a, T3, ... vorkommen. Es gibt also ein n € N, so dass y = x, ist. Dann ist
Cn = Qpyp, wWas einen Widerspruch zur Definition der ¢; ergibt. "

Obwohl also N, Q und R allesamt unendliche Mengen sind, gibt es doch noch
einen qualitativen Unterschied zwischen N und Q auf der einen und R auf der



4 FUNKTIONEN 86

anderen Seite. Insbesondere erkennen wir jetzt, dass es — in einem allerdings schwer
fassbaren Sinne — ,,viel mehr® irrationale Zahlen als rationale gibt. Und obwohl die
Menge Q bei dieser Betrachtungsweise zu einer einfachen Folge verkiimmert, liegt
sie doch ,,dicht® in der riesigen Menge R, in beliebiger Néhe einer jeden beliebigen
reellen Zahl kann man unendlich viele rationale Zahlen finden.

Wir treiben nun die Untersuchung allgemeiner Abbildungen etwas weiter voran:

Definition.
Sei f: A — B eine Abbildung. Ist M C A, so heifit die Menge

fM) ={f(x)|ze My ={y e B| 3z e Mmity= f(r)}
das (volle) Bild von M unter f.

Die Menge f(A) nennt man auch die Bildmenge von f. Sie muss gut vom Werte-
bereich B unterschieden werden! Die Abbildung f ist genau dann surjektiv, wenn
f(A) = B ist.

Definition.
Esseien f: A — B und g : B — C zwei Abbildungen. Hintereinander ausgefiihrt
ergeben sie eine neue Abbildung go f : A — C, die durch

(go f)(x) =g(f(x))  (firze A
definiert wird. Man nennt g o f die Verkniipfung (oder Verkettung) von g mit f.

Einem Element # € A wird also zunéchst ein Element y = f(x) € B zugeordnet,
und diesem y wird seinerseits das Element z = ¢(y) zugeordnet. Insgesamt ist
dann z = g(f(x)). Obwohl man zuerst die Zuordnung f ausfiihrt, und dann die
Zuordnung g, schreibt man in der Verkniipfung go f die Abbildung ¢ links von der
Abbildung f. Aus der Definition wird klar, dass das so sein muss, aber es ist auch
immer ein wenig verwirrend. Dass die Reihenfolge eine wichtige Rolle spielt, kann
man sofort sehen:

Beispiel.
Sei f : R — R definiert durch f(z) := 22, und g : R — R durch g(x) := ax+0.
Dann ist
(gof)(x) = az’+b und
(fog)z) = (ax+ b)2 = a’z? 4 2abz + b*.

Um die Verkniipfung g o f bilden zu kénnen, reicht es iibrigens schon, dass f(A)
im Definitionsbereich von g liegt.

Definition.
Sei A eine beliebige Menge. Dann wird die Abbildung ids : A — A definiert
durch id4(x) := . Man spricht von der identischen Abbildung oder der Identitdit
auf A.
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Die identische Abbildung auf A ist stets eine bijektive Abbildung von A auf sich
selbst.

Wir haben uns schon anschaulich iiberlegt, dass es zu einer bijektiven Abbildung
f A — B stets auch eine ,,Umkehrabbildung” gibt. Das wollen wir jetzt etwas
prézisieren:

Satz. Eine Abbildung f : A — B ist genau dann bijektiv, wenn es eine (Umkehr-)
Abbildung g : B — A gibt, so dass gilt:

go f=idy und fog=idp.

BEWEIS: 1) Zunéchst sei f als bijektiv vorausgesetzt.

Wir miissen zu f eine Umkehr—Abbildung g : B — A finden und definieren dazu g
wie folgt: Ist y € B, so gibt es wegen der Bijektivitéit von f genau ein z € A mit
f(x) = y. Die Zuordnung g : y — x erfiillt die Bedingungen fiir eine Abbildung,
und offensichtlich ist g o f = id4 und f o g = idp.

2) Es gebe jetzt eine Abbildung g, die das Kriterium erfiillt.

a) Sei y € B vorgegeben. Dann ist z := g(y) € A und f(x) = f(g(y)) = y. Also
ist f surjektiv.

b) Seien 1,29 € A, mit f(x1) = f(x2). Dann ist

z1 = (go f)(z1) = g(f(z1)) = g(f(x2)) = (g0 f)(x2) = T2.
Also ist f injektiv.

Definition.
Sei f : A — B bijektiv. Die im Satz konstruierte ,, Umkehrabbildung® g wird mit
f~! bezeichnet.

Mit f ist natiirlich auch die Umkehrabbildung bijektiv.

Satz. Sind die Abbildungen f: A — B und g : B — C beide bijektiv, so ist auch
go f:A— C bijektiv, und

(gof)y ™t =f"og

BEWEIS: Zu f und g existieren Umkehrabbildungen f~! und ¢g~!. Diese kénnen
wir zur Abbildung F := f~1o g™ : C — A verkniipfen. Man rechnet leicht nach,
dass FFo(go f) =ids und (go f) o F' = id¢ ist. Also ist g o f bijektiv und F die
Umkehrabbildung dazu. u

Im Falle reellwertiger Funktionen gibt es ein handliches Kriterium fiir die Umkehr-
barkeit:
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Definition.

Sei I C R ein Intervall und f : I — R eine Funktion. f heifit streng monoton
wachsend (bzw. fallend), falls gilt:

Sind 1,29 € I mit z7 < xq, so ist auch f(x1) < f(z2) (baw. f(x1) > f(x2)).

Satz. Sei I C R ein Intervall und f : I — R eine streng monoton wachsende
Funktion. Dann ist f injektiv. Ist J := f(I) die Bildmenge, so ist f : I — J
bijektiv, und f~1: J — I ist ebenfalls streng monoton wachsend.

Weiter ist Gy-1 = {(y,x) € J x I | (x,y) € Gy}. Das ist der an der Winkelhalbie-
renden gespiegelte Graph von f.

BEWEIS:  Seien x1,2x5 € I, x1 # 5. Dann ist eine der beiden Zahlen die kleine-
re, etwa x; < x9. Aber dann ist f(z1) < f(x2), wegen der strengen Monotonie,
insbesondere also f(x1) # f(z2). Das bedeutet, dass f injektiv ist.

Die Abbildung f : I — J := f(I) bleibt injektiv, aber sie ist zusétzlich surjektiv,
und damit bijektiv. Sind etwa y1,y2 € J, y1 < Y2, so gibt es Elemente x1, 25 € I
mit f(x;) = y; fiir i = 1,2. Wegen der Monotonie von f muss auch z; < z5 gelten
(wére x1 = o, so natiirlich auch f(z1) = f(x9). Wére x; > xq, so wire xo < x;
und f(z2) < f(x1)). Also ist f~! streng monoton wachsend.

SchlieBlich ist (y,z) € Gy-1 genau dann, wenn @ = f~!(y) ist, und das ist genau
dann der Fall, wenn f(z) = y ist, also (z,y) € Gy. .

Ein analoger Satz gilt fiir streng monoton fallende Funktionen!

Beispiel.

Sei I :={z €R| x>0} und f(z) =22 Ist 0 < 1y < @9, s0 ist 0 < (27)? <
T129 und 211y < (22)?, also f(z1) = 22 < 23 = f(x3). Damit ist f streng
monoton wachsend und f : I — I bijektiv. Die Umkehrfunktion ist bekannt,

esist f7H(y) = /Y.

Wir kommen jetzt noch einmal zuriick auf die harmonische Reihe. Als Vorbereitung

1
betrachten wir die Funktion f(x) = — iiber der positiven x-Achse.
x
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Ist 0 < a < b, so bezeichne A,; die Fliche zwischen z = a und x = b unter
dem Graphen von y = 1/x. Ist a > b, so setzen wir A,; 1= —A,. AuBlerdem sei
Aqq = 0. Offensichtlich gilt:

Agp + Ape = Age, fiita <b<c.

Satz. Fiirr >1 st Aj, = Ay

BEWEIS:

11 r
T

Wir benutzen, dafl der Graph der Funktion y = 1/2 symmetrisch zur Winkelhal-
bierenden z = y ist. Ist z die Fldche zwischen x = 1/r und = = 1, die sich zwischen
den Graphen y = 1/x und y = 1 befindet, so ist

1 1
Ay = Z—i—(l—;)-l:z—l—l—;

1 1
und Ay, = z4+—--(r—1) =z+1—-.
r r

Es ist klar, dass die Formel auch fiir 0 < r < 1 gilt.

Definition.
Ist z > 0, so nennt man In(z) = A, , den natirlichen Logarithmus von x.

1
Satz. FEsistIn(1) =0 und In (=) = — In(x).
x

BEWEIS: Die erste Behauptung ist trivial. Die zweite ergibt sich aus

ln(l/x) = Al,l/x = _Al/m,l = _Al,fr = — ln(w)

Satz.
In(z - y) = In(z) + In(y).
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Diese charakteristische Eigenschaft des Logarithmus ist etwas schwieriger zu sehen.
Der Beweis soll hier nur angedeutet werden, die Details ergeben sich im Rahmen
der Integralrechnung.

Teilt man das Intervall von 1 bis z in n gleiche Teile, so haben diese die Lénge
(x — 1)/n. Uber dem Teilungspunkt a; = 1 + k- (z — 1)/n nimmt y = 1/ den
Wert 1/ay an, und die n Rechtecke iiber den Intervallen [ay, ax,1] mit Hohe 1/ay
approximieren die Fléche A ,.

Genauso kann man die Fliche unter y = 1/ zwischen y und zy (also A, ., =
A 4y, — Ay ) durch n Rechtecke approximieren. Im ersten Fall haben die einzelnen
Rechtecke den Flacheninhalt

im zweiten Fall den Flacheninhalt
Ty — Y 1
n y+k- —wyn_y '

Offensichtlich kommt in beiden Féllen das Gleiche heraus. Lésst man jetzt n gegen
oo laufen, so ergeben sich im Grenzwert die gleichen Flachen.

Als Folgerung ergibt sich:

In(z")=In(g-xz-...-x=1In(x)+ -+ In(x) = n-In(x).

1 1 1
Satz. Die Folge x,, = 1 + 3 - 3 + -+ 1 In(n) konvergiert gegen eine
n J—
reelle Zahl C' < 1.

BEWEIS:

| i |
1 2 3 4 5

Die Summe der ersten n — 1 Rechtecksflichen ergibt den Wert X,, = 1 + % + % +
st ﬁ Zieht man davon A, ,, = In(n) ab, so bleiben die Stiickchen der Rechtecke
iibrig, die oberhalb von y = 1/z liegen. Deren Gesamtflidche ergibt die Zahl x,,.

1,1 1 1 1 1
Die S der Rest-Stiickchen ist < -+ (- — = ——)=1--<1
le Summe der hes uckchen 1s 2+(2 3)+ +(n—1 n) -
Auflerdem ist die Folge (z,) monoton wachsend. Also muss (x,) gegen eine Zahl
C <1 konvergieren, genau genommen sogar gegen ein C' < 1. "
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Wir kénnen eine noch genauere Abschéitzung fiir x,, geben. Diese Zahl ist grofler als
die Summe der Flédchen aller Dreiecke, die sich jeweils aus den beiden Schnittpunk-
ten von y = 1/x mit einem Rechteck und der rechten oberen Ecke dieses Rechteckes

1 1 1 1 1
ergeben. Deshalb ist x,, > Z—l—(l—l—g)—l—‘ : —l—(m—%) =575, Tatséchlich

ist die sogenannte ,,Euler-Mascheronische Konstante* C' = 0,5772.. ..

1
Die Folge y, =1+ = + 3 + .-+ + — — In(n) konvergiert monoton fallend von oben
n
gegen C, denn es ist
1
Ynit = Yn = g T In(n +1) +In(n) = e (A1 1 — Arn) <O.

Also gilt fiir die Partialsummen S,, der harmonischen Reihe:
Fiir geniigend grofles n ist S, 1 ~C +In(n)~ S, =1+ =+ -+ —.

Wir wollen nun sehen, wann S,, groler als eine gegebene Zahl N ist. Dazu unter-
suchen wir, wann In(n) > N ist.

Ist n > 10™/™09 o ist In(n) > -In(10) = N. Hierbei werden Eigenschaften

In(10)
der Logarithmusfunktion verwendet, die wir hier nicht beweisen kénnen. Das trifft
auch auf das Problem zu, explizit Logarithmuswerte zu berechnen. Deshalb greifen
wir zum Taschenrechner, um folgendes festzustellen:

=0,4342944 . ..
In(10) ’

Daraus ergibt sich:
In(n) > N ist gleichbedeutend damit, dafi n > 10704343 jgt,

Also ist S,, > 10, wenn n > 10433 > 20000 ist.

Und es ist S,, > 100, wenn n > 10%%3 ~ 2,7 -10* ist. Wenn wir annehmen, daf
der Urknall vor 18 Milliarden Jahren stattfand, so ist dies ca. 5,6 - 107 Sekunden
her. Hatte also ein Supercomputer seitdem versucht, in jeder Sekunde eine Billion
Glieder der harmonischen Reihe zu addieren, so wére er auch heute noch weit davon
entfernt, eine Summe > 100 zu erhalten.



