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Kapitel 4 Differentialgleichungen

§1 Typen und Methoden

Eine gewohnliche Differentialgleichung ist eine Gleichung, in der eine unbekannte
Funktion y = y(x) und ihre Ableitungen ¢/, ¢ ... vorkommen. Hat die Gleichung
die Form

F(z,y,v,y",...,y™) =0,

so spricht man von einer impliziten Differentialgleichung. Hat sie die Form

(n) = f(x7y7 y/J A 7y(n71))7

so spricht man von einer expliziten Differentialgleichung.

Y

Die Ordnung der Differentialgleichung ist die hochste vorkommende Ableitungs-
ordnung.

Beispiele.

" _

1. ¥’ = —w?y ist eine explizite DGL 2. Ordnung.
2. (yy®)2 + zy” +Iny = 0 ist eine implizite DGL 5. Ordnung.

Wir werden hier im Wesentlichen mit expliziten DGLn arbeiten.

Definition. Sei B C R x R” offen, f : B — R eine stetige Funktion. Unter
einer Lisung der DGL y™ = f(x,y,%/,...,y™ V) versteht man eine n-mal stetig
differenzierbare Funktion ¢ : I — R mit folgenden Eigenschaften:

L A{(t, o), t),...,o" V(@) : te I} CB.

2. Fiir alle t € I ist o™ (t) = f(t,0(t), ' (t),..., " D(t)).

Fiir implizite DGLn definiert man Losungen analog.

Ist ¢ : I — R eine Losung, so nennt man die Kurve ® : I — B mit ®(t) :=
(t, (), ¢ (1), ..., V(1)) die zugehsrige Lisungskurve.

Definition. Ein Punkt Ay = (to, ag, a1, ...,a,-1) € (I x R") N B wird auch als
ein Satz von Anfangsbedingungen zu der DGL bezeichnet. Unter dem zugehorigen
Anfangswertproblem versteht man die Suche nach einer Losung ¢ der DGL, die
folgende Bedingungen erfiillt:

o(to) = ag, @' (to) = a1, ..., " V(te) = a,_;.

Beispiele.
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1.

Wir betrachten die DGL ¢’ = ky mit einer Konstanten k # 0. Als Anfangs-
bedingung sei y(0) = 1 gefordert.

Das ist eine (homogene) lineare DGL 1. Ordnung (mit konstanten Koeffi-
zienten). Es gibt zu diesem Anfangswertproblem genau eine Losung auf R,
nimlich ¢(t) = ekt

Allgemeiner gibt es zu jedem Satz (0, ¢) von Anfangsbedingungen genau eine
Losung ¢, mit ¢.(0) = ¢, ndmlich p.(t) = ce*. Die Lésungen hingen vom
Parameter ¢ (und damit von der Anfangsbedingung) stetig ab. Man sagt, das
Problem ist sachgeméfl gestellt.

Die DGL ¢/ = SW verhélt sich nicht so angenehm. Offensichtlich ist die
Nullfunktion g (t) = 0 eine Losung, aber auch jede Funktion ¢, (t) := (t—c)?
l16st die DGL. Also gehen durch jeden Punkt der x—Achse mindestens zwei
Losungskurven. Man spricht auch von einem schlecht gestellten Problem!

Die DGL |¢/| 4+ |y| = 0 besitzt nur die Nullfunktion als Losung. Allgemeine
Anfangswertprobleme sind dann iiberhaupt nicht mehr l6sbar.

Unter einem System von gewdhnlichen Differentialgleichungen 1. Ordnung versteht
man ein System von n Gleichungen, in dem n unbekannte Funktionen yy,...,y,
und ihre ersten Ableitungen vorkommen. In der expliziten Version sieht das folgen-
dermaflen aus:

vy o= fl(x>y17'--7yn)7

Yo = fn(‘rayh e 7yn)

Eine Lésung ist dann ein System von Funktionen ¢ = (¢1,. .., ¢,) mit

O(t) = filt,o1(t), ... on(t) firi=1,... n.

Wir schreiben ein solches System auch kurz in der Form

N

y =F(z,y).

Diese Schreibweise erweist sich als besonders praktisch, wenn man mit linearen
Systemen arbeitet:

.

mit einer Matrix-wertigen Funktion A(z) = (a;(z) | 4,7 =1,...,n).

Beispiel.

Das System



1 Typen und Methoden 303

B = Y
Yo = —U1

() =5 0)-C)

Wir kennen schon die Losung dieses Systems unter der Anfangsbedingung
y1(0) = 0 und y2(0) = 1, nédmlich ¢4 (¢) = sin(¢) und ps(t) = cos(t).

kann in der Form

geschrieben werden.

Es besteht ein direkter Zusammenhang zwischen einfachen DGLn n-ter Ordnung
und den Systemen von DGLn erster Ordnung;:

Ist eine DGL
y" = flx,y,y, . yY) (%)

gegeben, so ordnen wir ihr folgendes System (**) zu:

3/’1 = Y2
yé = U3
Y1 = Yn

Yy = f(xayla'-'7yn)

Ist ¢ eine Losung der DGL (%), so ist ™ (t) = f(t, (1), ¢'(t), ..., ™ D(t)), und
wir setzen
PrL=%, @©2:=¢, ..., $n:=

Dann ist

At = @) = ealt),

Phoa(t) = @) = o(t)
und o (t) = @(n)(t) = f(t,e1(t), - on(t)),

d.h., (p1,...,p,) ist eine Losung des Systems (**).

Ist umgekehrt eine Losung (1, . . ., ,) des Systems gegeben, so setze man ¢ := ;.
Dann ist

P'(t) =palt), .., 0" V() = pn(t)
und schlieflich
(1) = ¢, (t) = f(t, (1), ..., " D(1)),

also ¢ Losung von (x).
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Auf diese Weise kann man die Theorie der DGLn n—ter Ordnung auf die der Systeme
1. Ordnung zuriickfiihren.

Betrachten wir also ein System 37/ =F (x g_j) (mit einer stetigen Abbildung F' :
B — R"™) und eine Losung ¢(t) = (p1(t), ..., pn(t)). Dann ist

@' (t) = F(t, (1))
Fiir die zugehorige Losungskurve ®(t) := (¢, (t)) gilt:
() = (1,#'(1) = (1, F(t, (1))

Im Falle n =1 ist F(¢,¢(t)) die ,Steigung” von ¢ zum Zeitpunkt ¢. Das durch F
vorgegebene Richtungsfeld lasst den Verlauf der Losungskurven schon ahnen.

— > \
/ B
P
/)

Unter gewissen Voraussetzungen existieren eindeutig bestimmte Losungskurven.

Behauptung: Sei B C R x R” offen, F' : B — R" stetig und nach y1, ..., y, sogar
stetig differenzierbar. Ist I C R ein abgeschlossenes Intervall und @@ C R" ein
kompakter Quader mit K := [ x ) C B, so gibt es eine Konstante L > 0, so dass
gilt:

|F(2,y) = F(z,y)| < L-|ly =yl fiir (z,y),(2,y) € K.

oF
BEWEIS: Sei 0 der aus den partiellen Ableitungen nach vy, ..., y, gebildete Teil

der Funktionalmatrix von F'. Das ist eine n x n-Matrix, und die Funktion (z,y) —

OF
||8_( x,y)| ist stetig auf B. Da @) konvex ist, gilt nach dem verallgemeinerten

Y
Mittelwertsatz: Zu x € I und y,y’ € @ gibt es ein z auf der Verbindungsstrecke

von y und y’ mit
oF
1F(z,y) = F(z,y')] < Ha—y(ﬂc,Z)H Ay =¥II

oF
Wir setzen dann einfach L := sup{||a—(x,z)H : (x,z) € K}. Da K kompakt ist,
Y

ist 0 < L < oco. Wenn F' als Funktion von vy, ...y, nirgends konstant ist, dann
ist sogar L > 0. "

Man nennt L eine Lipschitz-Konstante und sagt, dass F auf K einer Lipschitz-
Bedingung geniigt. Wenn man zu jedem Punkt (z,y) € B eine Umgebung U C B
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finden kann, auf der F' einer Lipschitz-Bedingung geniigt, so geniigt F' lokal der
Lipschitz- Bedingunyg.

1.1 Globaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz. Sei G C RxR" ein Gebiet.
Die Abbildung F : G — R™ sei stetig und gentige lokal der Lipschitz-Bedingung.
Dann gibt es zu jedem Punkt (to,yo) € G genau eine Lisung ¢ : I — R"™ der DGL
5/ = F(x,y) mit folgenden FEigenschaften:

1. to € I und ¢(to) = yo.
2. I ist offen und mazimal.

3. Die Integralkurve ®(t) := (¢, (t)) verlauft in G von Rand zu Rand.

Bedingung (1) bedeutet, dass ¢ das gegebene Anfangswertproblem 16st, und Be-
dingung (2) bedeutet, dass die Losung auf kein grofieres Intervall fortgesetzt wer-
den kann. Dass @ in GG von Rand zu Rand lauft, ist etwas schwerer zu erkliaren.
Gemeint ist Folgendes: Entweder ist I = (¢_,¢,) unbeschriankt oder ||¢|| wichst
unbeschrinkt oder die Werte ®(¢) kommen dem Rand von G beliebig nahe. Das
heifit nicht, dass tlg& ®(t) existiert, wohl aber, dass ®(t) jede kompakte Teilmenge

von G mit wachsendem ¢ irgendwann verlésst.

Die Theorie der Differentialgleichungen ist eigentlich eine Sammlung unzihliger
Spezialfille, und man braucht fast jedesmal einen neuen trickreichen Ansatz, um
die Losung zu finden. Einige besonders einfache Typen von DGLn 1. Ordnung
sollen hier kurz angesprochen werden.

Beispiele.

1. Wir beginnen mit der DGL

y = f(z)g(y) |,

wobei f: I — Rund g : J — R stetige Funktionen auf geeigneten Intervallen
sind. Man spricht von einer DGL mit getrennten Variablen. Ist g sogar
stetig differenzierbar, so ist die Gleichung eindeutig losbar.

Ist g(yo) = 0, so ist die konstante Funktion p(t) = y, die einzige Losung mit
©(xg) = yo. Deshalb setzen wir voraus, dass g auf J keine Nullstellen hat.

1
Ist F' eine Stammfunktion von f, G eine Stammfunktion von — und ¢ eine

Losung, so gilt:



306

KAPITEL 4 DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

G(p(z)) = F(z) +c
() = G Y(F(x) +c).

3S)

Die Physiker haben dafiir eine suggestivere, wenn auch etwas schwerer zu
begriindende Schreibweise:

dy dy

i f(x)gly) = O f(z)dx
= [
— Gy)=F(z)+c

— y=GYF(z)+ec).

Da G'(y) = 1/g(y) # 0 fiir alle y € J ist, ist G eine streng monotone Funktion,
insbesondere also umkehrbar. Das rechtfertigt jeweils die letzte Folgerung.

Als konkretes Beispiel nehmen wir die DGL 3 = zy. Dann ist f(z) =z
auf R definiert, und ¢(y) = y kénnen wir auf jedem Intervall J betrachten,
das nicht die Null enthélt. Wir erhalten die Stammfunktionen

e* falls J C Ry,
—e* sonst.

F(x) = éﬁ und G(y) :=Inly|, also G7!(z) = {
Damit ist
y(r) = ieXp(%x%rc)
= C- exp(%ﬁ)’ mit C € R.

Das schliefit insbesondere die Losung y(z) = 0 mit ein. Liegt J in Ry, so
muss C' > 0 gewéhlt werden, sonst C' < 0.

Die Losung mit Anfangwert y(x) = yo muss die Bedingung yo = C-exp(z3/2)
erfiillt sein, also In(C) = In(yy) — 23/2. Damit ist

() = exp(5 (e — a3) + Infyp).

2. Eine lineare DGL 1. Ordnung hat allgemein folgende Gestalt:

v+ a(x)y = r(x).
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(a) Ist r(x) = 0, so spricht man vom homogenen Fall. Dann ist auf jeden Fall
die Funktion y(z) = 0 eine Losung. Suchen wir nach weiteren Losungen,
so konnen wir voraussetzen, dass y(z) # 0 fiir alle z ist. Dann gilt:

y'(z)

(molyly () = 25

= —a(x).

Ist A(x) eine Stammfunktion von a(x), so ist

mit einer Integrationskonstanten ¢, die auch < 0 sein darf.

(b) Nun betrachten wir den inhomogenen Fall (r(x) # 0). Je zwei Losun-
gen der inhomogenen Gleichung unterscheiden sich um eine Losung der
zugehorigen homogenen Gleichung. Die allgemeine Losung hat also die
Gestalt

(1) = pp(t) +c- e,

mit einer , partikuléren Losung“ ¢,(t) der inhomogenen Gleichung. Die
findet man z.B. iiber einen geeigneten Ansatz (Variation der Konstan-
ten):
() = () - A,
Durch Differenzieren und Einsetzen in die DGL erhélt man Bedingungen
fir ¢(x) und damit
c(x) = / r(t)e® dt.

xo
Die Probe zeigt, dass y, tatsdchlich die inhomogene DGL 16st. Die all-
gemeine Losung hat somit die Gestalt

y(r) = yp(x) Fc.e Al = (/ T(t)eA(t) dt + ) - o~ A@)
Zo

3. Unter einer Bernoullischen Differentialgleichung versteht man eine DGL
der Form

Y =a(r)y +b(x)y*, a#1],

mit stetigen Funktionen a, b auf einem Intervall I = (¢, d). Sei ¢ eine Losung,
die in der Ndhe von x( positiv ist. Dann gilt:

#'(t) = a(t)e(t) + b(t)p(t)".

Nun ist ((p(t)l’o‘)/ = (1—a)p(t) ¢/ (t). Teilt man die obige Gleichung durch
o(t)*/(1 — ), so erhilt man:

(p()' ™) = (1 = @)a(t)e(t)' ™ + (1 — a)b(?).

Das bedeutet, dass ®(t) := ¢(t)!~* Losung der folgenden linearen DGL ist:
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Y'=(1-a)a®)Y + (1 - a)bt).

Umgekehrt ist fiir jede Losung ® dieser linearen DGL die Funktion ¢(t) =
®(t)/(1=2) Lsung der Bernoulli-Gleichung.

Ein Spezialfall ist die sogenannte logistische Differentialgleichung (auch
als Differentialgleichung des beschrinkten Wachstums bezeichnet):

Y =ay —by?, a,b e R, y > 0.

Ist (t) Losung der logistischen DGL, so ist ®(t) = o(t)~! Losung der linearen
DGL Y’ + aY = b. Die homogene Gleichung Y’ 4+ aY = 0 hat die Losung
Y (t) = c-e*. Als partikulire Losung der inhomogenen Gleichung kénnen wir

b
die konstante Funktion y,(z) = b/a nehmen. Also kénnen wir ®(¢) = ce_‘”q—5

setzen. Dann ist
1 a

plt) = ®(t) b+ace ot
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§2 Die Laplacetransformation

Wir betrachten Funktionen f mit f(¢) = 0 fiir ¢ < 0 (etwa, um Einschaltvorgénge
zu beriicksichtigen) und wollen so etwas dhnliches wie eine Fouriertransformation
anwenden. Leider existiert die Fourier-Transformierte von f i.a. nicht. Wir erzwin-
gen die Konvergenz des Fourier-Integrals, indem wir einen , konvergenzerzeugenden
Faktor® einfithren, d.h. wir ersetzen f(t) durch f(¢)e™*, o > 0. Dann ist

FifOe )= [ st rar

—at

Dieses Integral existiert z.B., wenn f(¢) stiickweise stetig und f(¢)e=*" absolut

integrierbar ist.

Definition. Eine (stiickweise stetige) Funktion f: R :={t e R |t >0} — C
wdchst hochstens exponentiell von der Ordnung -y, wenn es Konstanten M > 0 und
T > 0 gibt, so dass fiir t > T gilt:

[f)] < M-er.

2.1 Existenz der Laplacetransformation. Wenn die (stickweise stetige)
Funktion f : Ry — C hdchstens exponentiell von der Ordnung v wdchst, dann
konvergiert das uneigentliche Integral

F(z):= /OOO f(t)e *dt

absolut fir alle z € C mit Re(z) > 7.
BEWEIS: Wir schreiben z in der Form z = x+jy, mit x > ~. Dann gilt fiir t > T:
e | = (O] e < M- 09" = M el

Diese Funktion ist absolut integrierbar, denn es ist

T
/ 1 e—h—zlt g4 — (_ 1 . e—lv—ftflt> le 1 . (e—h—mIT — e—lv—wm)7
T [y — T |y—2z
und dieser Ausdruck bleibt beschriankt fiir 77 — oo. n

Definition. Sei f: Rf — R stiickweise stetig. Das uneigentliche Integral

F(z) = /OOO f(t)e* dt
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heiit Laplace- Transformierte von f, sofern es fiir ein z € C absolut konvergiert.

Man schreibt auch
F(z) = L)),

oder — wenn keine Verwechslungsgefahr besteht — wie bei der Fourier-Transformation
f(t) o—e F(2).
f(t) heit Urbildfunktion, F(z) Bildfunktion.

2.2 Bereiche absoluter Konvergenz. Wenn die Laplace- Transformierte F'(z)
von f(z) fir ein zo € C absolut konvergiert, dann tut sie das auch fir alle z € C

mit Re(z) > Re(z).
20 l/ /&

27
o

Z

BEWEIS: Sei zp:=u+ jv und z = x + jy, mit > u. Dann ist
|€7zt| — efmt S 6fut — |€7zot|'
Daraus folgt die Behauptung. "

Das Infimum « aller reeller Zahlen x > 0, so dass

/0 h f(t)e *dt

fir Re(z) > = absolut konvergiert, heifit die Abszisse absoluter Konvergenz fiir
L[f(t)]. Die Halbebene, die links von der vertikalen Geraden {z | Re(z) = a}
begrenzt wird, ist das genaue Konvergenzgebiet des Laplace-Integrals. Der Rand
gehort entweder ganz dazu oder iiberhaupt nicht. Da f(¢) = 0 fiir ¢ < 0 ist, kann
auch die ganze Ebene als Konvergenzgebiet vorkommen.

Beispiele.

1. Sei f(t) = 1. Da wir nur Funktionen betrachten, die = 0 fiir ¢ < 0 sind, lassen
wir diese zusétzliche Bedingung meistens weg.

R 1
/ 1-e#tdt = (——e“)
0 z

Es ist
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1
und dieser Ausdruck konvergiert fiir Re(z) > 0 gegen —. Also haben wir:
z

1
lo—e — (fiir Re(z) > 0)
2

2. Die Funktion f(t) := e wichst hochstens exponentiell von der Ordnung a.
Also konnen wir die Laplace-Transformierte bilden:

E[eat] — / eate—zt dt
0
= / ele=2)t gy
0
1 [e's)
_ ( 6(az)t)
a—z 0

a—z Z—a

falls Re(a — z) < 0 ist, also Re(z) > a.

3. Sei f(t) := cos(wt) = 3(el“! + e71¢"). Dann folgt:

Clf(t)] = / " ftyedt
1 o0

- [ / eUw=2)t gt 4- / Ooe_(j“’“)tdt}
0 0

2
e e L IR S PSSt b
2 |jw—z% 0o —(jw+z2) 0
S P DR B
2 jw—z jwHz
B 2
224 w?

fir Re(jw — z) < 0 und Re(jw + z) > 0, also Re(z) > 0.

w

Analog erhélt man: Lsin(wt)] = o
22+ w

Bemerkung. Die Laplace-Transformierte

F(z)= /000 f(t)e* dt

ist als Parameterintegral im Bereich der absoluten Konvergenz eine holomorphe
Funktion von z. (Zum genauen Beweis vgl. G. Doetsch, Handbuch der Laplace-
Transformation, 3. Kap., §2, Satz 1.). Es kann allerdings vorkommen — wie die
vorangegangenen Beispiele zeigen — , dass F(z) auf ein groferes Gebiet holomorph
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fortgesetzt werden kann. Man wird dann auch die fortgesetzte Funktion als Laplace-
Transformierte von f bezeichnen.

Beschriankt man sich auf reelle Parameter s, so endet der Existenzbereich von F(s)
stets bei der Abszisse der absoluten Konvergenz.

2.3 Eigenschaften der Laplace-Transformation.
Sei f(t) o—e F(2) und g(t) o—e G(z). Dann gilt:
1. Linearitit: a-f(t)+b-g(t)o—ea-F(z)+b-G(2).

2. Ahnlichkeitssatz:

f(at) o—e éF(éz) (firaeR,a>0)

3. Verschiebungssatz (Verschiebung im Zeitbereich):
ft—T)o—ee ™ F(2). (firTeR)
(Man beachte, dass f(t—T) links vom Nullpunkt abgeschnitten werden muss!)

4. Dampfungssatz (Verschiebung im Bildbereich):
e f(t)yo—e F(s+c). (firceC)

BEWEIS: 1) ist trivial.

2) Ist a € R, a > 0, so gilt:

Lf(at)] = / flat)e " dt

= / f(at)e a.
= E/O f(r)e e dr

1 .z
- 2r).
a (a)
3) Es ist

Clf(t-T) = Awf@—TkZWt

= /OO f(T)e_Z(T+T) dr
_ ZT(/ RR—

— 7zT F
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4) Es ist

Ll f(1)] = / T Ft)e e ay
= F(z+¢).

Beispiele.

1. Als erstes betrachten wir die Sprungfunktion

or(t) = 0 firt<T
71 firt > T,

@ -

N
Ist H(t) := { (1) gllz i > 8 die Heaviside-Funktion, so kann man schreiben:

or(t) = H(t —T).

Fiir die Laplace-Transformation besteht kein Unterschied zwischen H und
der Funktion 1. Also gilt:

—2T

Llop(t)] = LIH(t —T)] = e - £[1] =

&

ISE

2. Als néchstes betrachten wir den Rechteck-Impuls

(1) = 1 furO0<t<T
T =Y 0 sonst.

Es ist mp(t) = oo(t) — or(t), also

Clrp(t)] = %(1 e T),
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3. Es ist

Llt] = / te " dt
0

22

fiir Re(z) > 0.

Wir untersuchen jetzt, wie sich Differentiation und Integration im Zeitbereich
auswirkt. Dabei wollen wir die Klasse derjenigen Funktionen, die wir Laplace-
transformieren konnen, geringfiigig erweitern:

Definition. Unter einer L-Funktion verstehen wir eine Funktion f : R — C mit
folgenden Eigenschaften:

1. f(t) =0 fiir t < 0.
2. f ist stiickweise stetig fiir ¢t > 0.

3. f ist bei 0 uneigentlich integrierbar.

/O h f(t)e *dt

existiert fiir wenigstens ein z € C mit Re(z) > 0 (und dann natiirlich fiir alle
¢ mit Re(¢) > Re(z2)).

4. Das Laplace-Integral

Selbstversténdlich ist jede stiickweise stetige Funktion mit hochstens exponentiel-
lem Wachstum eine L-Funktion.

2.4 Die Laplace-Transformierte der Ableitung. f(t) sei =0 firt <0 und
differenzierbar firt > 0, und f' sei eine L-Funktion.

Dann ist f eine stiickweise stetige Funktion von hdchstens exponentiellem Wachs-
tum, und mit F'(z) := L[f(t)] gilt:

f'(t) o—e 2 F(2) — f(0+).

BEwEIs: Da f’ eine L-Funktion ist, existiert das uneigentliche Integral

e—0

/ frydr=tim [ f(z)dr = lm(7(0) - (&),

und damit existiert auch
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f(0+) = lim f(e),

e—0

und es ist .
/0 F(r)dr = £(t) — £(0+).

Weiterhin existiert nach Voraussetzung fiir ein 2y = xg+jyo mit zo > 0 das Integral

| rseas

t
Alsoist M(t) := / |f/(s)|e”™* ds durch eine Konstante M > 0 beschréinkt. Daraus
0
folgt:

Fe = = |( / F(s)ds + F(0+4)) - =]

t

< / [F(s)le™ ds + | f(0+)e "] (weil e < 7 fiir 5 < 1)
0

= M(t)+|f0+)e™| < M +[f(0+)e ™|,

also | f(t)| < M-e®' mit M = M+|f(0+)|. Damit wiichst f hichstens exponentiell
von der Ordnung xy.

Ist z := Re(z) > xq, so ist |f(t)e | = |f(t)|e @0t - e=@=20)t < M . e=(@=20)t ynd
dieser Ausdruck strebt fiir t — oo gegen Null. Mit partieller Integration folgt nun:

@) = / " p()e e
= / " () (—ze ) dt

= —f(0+) +z-/ooo f(t)e *dt
= —f(0+)+z- F(2).

= e

Mit vollstéandiger Induktion zeigt man leicht:

2.5 Folgerung. Sei f(t) fir t > 0 n-mal differenzierbar, und f™ eine L-
Funktion. Dann ist auch f eine L-Funktion, und fiir die Laplace-Transformierte
F(z) von f gilt:

fO(t) o—e 2" F(2) — 2" f(04) — 2772 f/(04) — ... — 7D (04).

2.6 Die Laplace-Transformierte des Integrals.  Sei f(t) stetig firt > 0 und
von héchstens exponentiellem Wachstum. Es existiere f(0+) und damit die Laplace-
Transformierte F(z) von f(t). Dann existiert auch die Laplace-Transformierte von
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h(t) := /0 f(r)ydr, wundes gilt:  h(t) o—e ! (2).

z

Bewers: Da h/(t) = f(¢t) fir t > 0 ist, folgt aus den vorangegangenen Sitzen,
dass die Laplace-Transformierte von h existiert. Auflerdem ist h in ¢t = 0 stetig,
mit h(0) = 0.

1

Also ist F'(z) = z - L[h(t)] und h(t) o—e ;F(z) n

Beispiele.
1. Die Funktion f(t) =t erfiillt alle notigen Voraussetzungen. Also ist

cieY) = L2y

n

(z- L[t"] = 0)

D
~
=

Sle3 |+

1
Nachdem L[t] = — ist, folgt aus der obigen Reduktionsformel:
z

n!

n
o—e
t i

2. Esist (sin?t)’ = 2sint cost = sin 2t.

Also ist . 5
.92 i . .
E[Sln t] = ; . E[sm 2t] = m

Aus den bekannten Transformationen kann man weitere ableiten:

Beispiel.
Es gilt:
L o——oec” und L o e,
zZ—a z—0b
1 1/(a—0 1/(a—b
Da = /la=b) — /la—b) ist, folgt:
(z—a)(z—0) z—a z—b
1 6bz‘, o eat

(z—a)(z—b) R
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Wir wollen uns nun mit der Riicktransformation befassen:

Sei f stiickweise glatt und von hochstens exponentiellem Wachstum:
|f(t)] < M - e fiir grofe t.

AuBerdem sei natiirlich f(t) = 0 fiir t < 0. Ist x > ~ fest, aber beliebig gewahlt,
so ist auch f,(t) := e f(t) stiickweise glatt und = 0 fiir ¢ < 0. Auflerdem ist f,
absolut integrierbar. Daher ist

Filw) = /OO (e
= [ i
= Flz+jw),

wenn wir mit F'(z) die Laplace-Transformierte von f bezeichnen. Weil f, die Vor-
aussetzungen des Fourier-Integral-Theorems erfiillt, folgt

%(fz(t_)“‘fx(t"i‘)) = o- hm/ fx eJWtdw

2T A—oo

~ L [F It o,

also
1 eact A i
SU=)+ 1) = o lim F(z+jw)e dw
—oo J_ 4
1 A

= — 1 F ; (z+jw)t g
5 im » (x+jw)e w

z+j A

1
= — lim F(z)e* dz,
21 A=o0 Juja

wobei iiber den Weg w — z + j w komplex integriert wird.

r+jA

l r—jA
Damit haben wir bewiesen:

2.7 Komplexe Umkehrformel. Sei f : [0,00) — R stiickweise glatt und von
hochstens exponentiellem Wachstum, F(z) die Laplace-Transformierte von f(t),
mit v als Abszisse der absoluten Konvergenz. Dann ist
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z+j oo
(ft=)+ f(t+)) = L C.H. / F(2)e* dz.

27T_J —joo

DN | —

Die Integration ist iber die Gerade {z | Re(z) = x} zu erstrecken, wobei v > ~
beliebig gewdhlt werden kann. Ist f in t stetig, so steht auf der linken Seite der
Gleichung einfach nur der Wert f(t).

Die komplexe Umkehrformel kann nur auf solche holomorphen Funktionen ange-
wandt werden, die Laplace-Transformierte sind. Wir hatten mehrfach eine gewisse
Analogie zur Theorie der Potenzreihen festgestellt. Man kann sich nun fragen, ob
jede holomorphe Funktion, die auf einer rechten Halbebene holomorph ist, schon
automatisch die Laplace-Transformierte einer geeigneten Urbildfunktion ist. Leider
gilt das nicht, es lassen sich leicht Gegenbeispiele angeben.

Das Problem, ein vollstiandiges Kriterium dafiir anzugeben, wann eine holomorphe
Funktion eine Laplace-Transformierte ist, ist ungelost. Es gibt bis jetzt nur einige
hinreichende Kriterien.

2.8 Darstellbarkeitskriterium. Sei F(z) in der Halbebene

{z | Re(z) > z; > 0}

holomorph und von der Gestalt

mit 0 < a <1, e >0 und einer fir Re(z) > x1 + 6, § > 0, beschrinkten Funktion
g.

Dann ist F(z) die Laplace-Transformierte einer Funktion f(t).

Zum BEWEIS vgl. Doetsch, 7. Kap., §2, Satz 4.

Wir kommen nun zu den verschiedenen Methoden, die Riick-Transformation prak-
tisch durchzufiihren.

Riicktransformation mit Hilfe von Tabellen:

Die folgende Tabelle kann benutzt werden:



2 Die Laplacetransformation 319

F(z) f(t) F(z) f(t)
1 1
2 o 1 ;eiZT ——o or(t)
1 1
o et —(1—e*) e— mp(t)
z—a z
1 ebt — eat 2 2y
———— @&—=O E— —_—— —O Sin
(z—a)(z—0b) b—a 2(22 +4)
1 in(wt
- o t arctan(—) e—o sin(wt)
z t
1 1 el z
o o o= 1)!25 Sz v cosh(wt)
4 w .
m &—O COS(Wt) m O Slnh(wt)
w . 1 ;
R oo  sin(wt) e o 2\/;

Riicktransformation durch Partialbruch-Zerlegung

Diese Methode ist anwendbar, wenn die gegebene Bildfunktion eine rationale Funk-
tion der Gestalt

P(z)

Q(2)

mit Polynomen P und @ mit deg(P) < deg(Q) ist. Wir werden etwas spéter
untersuchen, wann man der Funktion F ansehen kann, dass sie eine Laplace-
Transformierte ist.

F(z) =

Sind ay, . ..,a; die (komplexen) Nullstellen des Nenner-Polynoms Q(z), mit Viel-
fachheiten my, ..., myg, so gilt:

b Aiu
F(z) = ZZM?

=1 v=1
mit geeigneten komplexen Koeffizienten A;,.

Man braucht nun lediglich die Formel

1

(z —a)"

€at£71 [i
on

Beispiel.
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222 —92+19

Sei F(z) := EEEEEE

Die Partialbruchzerlegung hat die Gestalt
A B C

F(z) = )
() z—|—3+z—1+(z—1)2
Dabei ist
o 222-92419
A = xess(F() = lim = ge— = 4,
222 -9z + 197
. (42 =9)(z+3) — (222 — 92+ 19) (—5)4 — 12
= lim = —r— = -2,
z—1 (Z—|—3)2 16
222 — 92+ 19 2—9+19
dC = limF —1)?% = 1 = =3
wnd € =l F)(:— 1 = g = : ,
also
4 2 3

F(z) =

243 z—1 * (2 —1)%
Daraus folgt:
F(z) e—o 4e™% — 2¢' 4 3te'.

Riicktransformation mit Residuenkalkiil

Sei F'(z) eine meromorphe Funktion auf C, so dass z - F'(z) fiir z — oo beschrénkt
bleibt. Dann ist F' auflerhalb einer geniigend grofien Kreisscheibe holomorph, und
es gibt dort eine Laurententwicklung

z-F(z) = ianz_".
n=0

Also ist .
Qp 1 “n
F(z) = ~ —|—; -ganﬂz ,
und das bedeutet, dass F'(z) eine Laplace-Transformierte ist. (Darstellbarkeitskri-
terium)

Ist F(z) holomorph in der Halbebene {z | Re(z) > z; > 0}, so erhilt man die
Urbildfunktion f(t) durch die komplexe Umkehrformel:

1 1 IJrjA
§(f(t_) + f(t+)) = oo lim F(2)e* dz.

) A—o0 rz—j A

Wir betrachten nun folgende Figur:
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V1 r+jA
n
o
P2 r—jA

Dabei sei

(1) == x+]j7, (A< T <A
o1(1) = (z—71)+]A, (0<7<x)

(1) = 7—j4, (0<7<02)

(1) = AT, (E <7< 3—7T)

C := 0+ p1 + 1+ g ist ein geschlossener Weg, der bei geniigend groflem A alle

Singularitdten von F'(z) in seinem Inneren enthélt. Nach dem Residuensatz ist also
1

2mj Jo

F(2)e*dz = Z res, (F(z)e*).

Re(z)<z1

Da man zeigen kann, dass die Integrale iiber @1, @9 und 7 fiir A — oo verschwinden,
folgt:

2.9 Umkehrformel mit Residuen. Ist F'(z) meromorph auf C und holomorph
fir Re(z) > v und z - F(z) beschrinkt fir z — oo, so ist F(z) die Laplace-
Transformierte einer Funktion f(t), und es gilt:

S+ HE) = Y res(F(2)e™).

Re(z)<vy

P(z)
Q(z)

Die Voraussetzungen des Satzes sind z.B. erfiillt, wenn F(z) =

ist, mit Poly-
nomen P und (), so dass

deg(Q) > deg(P) + 1
ist.

Der vorangegangene Satz lasst sich auf die Situation verallgemeinern, dass F'(z) un-
endlich viele Singularitdten besitzt. Voraussetzung ist dann aber ein einigermafien
kontrolliertes Wachstum von F'.
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Jetzt wollen wir die Laplace-Transformation benutzen, um lineare DGLn mit kon-
stanten Koeffizienten zu 16sen.

Man kann zeigen, dass die Losungen einer solchen DGL Funktionen von héchstens
exponentiellem Wachstum sind (vorausgesetzt, das trifft auf die Inhomogenitét
zu!). Auf einen Beweis wollen wir hier nicht eingehen, weil das fiir die praktische
Anwendung keine grofle Rolle spielt.

Wir beginnen mit einer DGL 1. Ordnung:
v +ay = g(t), mit Anfangsbedingung y(0) = A.
Man kann nun schrittweise vorgehen:

1. Laplace-Transformation

Sei y(t) eine Losung, Y (2) := L[y(t)] und G(z) := L[g(t)]. Wendet man auf
beide Seiten der DGL die Laplace-Transformation an, so erhélt man:

(2-Y(2) —y(0)) +a-Y(z) = G(2),

also
(z4a)-Y(z) — A=G(z2).

2. Losung im Bildbereich

Wir 16sen die gewonnene Gleichung nach Y'(z) auf:

3. Riicktransformation
Wir suchen nun die Urbildfunktion y(t) zu Y (2):

G(z)+ A

y(t) = L7 P

].
Dabei konnen alle drei vorgestellten Methoden der Riick-Transformation zum
Einsatz kommen. In der Praxis wird man es meist mit Tabellen versuchen.

Bemerkung. Die allgemeine Losung der DGL setzt sich aus der allgemeinen
Losung der zugehorigen homogenen Gleichung und einer partikuldren Losung der
inhomogenen Gleichung zusammen. Das Verfahren mit der Laplace-Transformation
liefert gleich die allgemeine Losung, in Abhéngigkeit von den Anfangsbedingungen.
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Beispiel.

Wir betrachten die DGL
Y + 2y =2t — 4,

mit der Anfangsbedingung y(0) = 1.

1. Schritt: Laplace-Transformation!

2 4

Y(z)—142-Y(2)=L]2t—4] = — — —.

DY) 142 ¥ () = Lo 4] = 5

2. Schritt: Losung im Bildbereich!
2 4
2. Y(z)-1 = = =
(- +2) - Y(2) 21
2 4 1

1 Y = — .
amwo (2) 22(z+2)  z(z+2) * z 42

3. Schritt: Riick-Transformation:

Die Funktionen, die als Summanden auf der rechten Seite auftreten, finden
sich nicht alle in der Mini-Tabelle, die wir aufgestellt haben. Es ist

1 1—e 2
—— @&—O
z2(z +2) 2
1
und o ¢ 2
z+2
1
Wir miissen noch die Urbildfunktion zu ———— finden. Wir tun dies mit
22(2+2)
Hilfe der Partialbruch-Zerlegung.
2 2 2
Angate: g+£+ ¢ oaz(z4+2)+b(z+2)+cz
z 22 z+42 22(z 4 2)
_ (a+0)2® + (2a+b)z+2b
B 22(z+2)

Das fiihrt auf das lineare Gleichungssystem

a + c = 0
2a + b = 0,
= 1

1 1
,a= —1 und ¢ = 7 und damit

Also ist b =

N | —
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Y (2) 1 /2 1+ 1 4 n 1
z = — _— = — —
2\22 2z z+42 2(z4+2) 242
113 4
22 22 2242 z2(z+2)
1 3
o—o {— 5 + 56_2t — 2(1 - 6_2t)
5 7
2
2" af

Als néchstes betrachten wir eine DGL 2. Ordnung;:
v+ ay + by = g(t), mit Anfangswerten y(0) = A und 3'(0) = B.
Auch hier gibt es die drei Schritte:

1. Laplace-Transformation
(22 Y(2)—2-A=B)+a-(z2-Y(2) —A) +b-Y(2) = G(2),

also
(22 +az+0b)-Y(2) = (z+a)A - B=0G(2).
2. Losung im Bildbereich

G(z)+ (¢ +a)A+ B
22+az+b '

Y(z) =

3. Riicktransformation Hier kann man auf die bekannten Methoden zurtick-

greifen.
Beispiel.
y" 4 4y = sin(wt).
1. Schritt:
2V (2) — 2A — B+ 4Y (2) = Llsin(wt)] = ———
PY(2) = 24— B4 AY(2) = Lsin(wt)] = .
also w
2 _
2. Schritt:
w 1
Y(z) = A. B._—
() (22 4+ w?) (22 +4) N 22—|—4+ 22 +4’
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3. Schritt: Die gesuchte Losung ist

y(t) =w- L] | + Acos(2t) + gsin(%).

(22 + w?)(22 +4)
Zur Berechnung des ersten Termes miissen wir Félle unterscheiden:
a) der Fall w? # 4:

In diesem Falle hat .

@+ +9)

4 verschiedene einfache Polstellen, ndmlich z = +jw und z = £2j . Es bietet
sich die Residuen-Methode an:

F(z):=

ft) = LTF(2)]
= resj,(F(2)e™) + res_j,(F(2)e™) 4 resy; (F(2)e™) + res_q; (F(2)e*)
1

— —_(_ejwt_i_efjwt)_i_ 1 _(e2jt_672jt)

2jw(w? —4) 4j (w? —4)
1 . 1 .
= —m . SlH(Wt) + m sm(2t)
~ wsin(2t) — 2sin(wt)
B 2w(w? —4)

Also ist
_ wsin(2t) — 2sin(wt)

yt) = 2(w? — 4)
b) der Fall w? = 4 (Resonanzfall) :

B
+ Acos(2t) + B sin(2t).

Ist w? =4, so ist

+2 z 1
Y(2)= ——=+A- B ——
(=) (z2+4)2+ R N
also
y(t) = £2- Eil[;] + Acos(2t) + B sin(2t).
(22 +4)2 2

Wir schreiben

o 1 B 1
f(z) = (22 + 4)? (z—2))2(z +2j )2
a b c d
c=2  -3if 2+ GHHR

mit
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o = () = [

z+ 2
B -2 1
o z—2j (Z+2J )3 - 32] ’
1 1
b = lm —ms5 = ——,
=2 (z+2j)? 16
1 /
s = o
c res_g;j (f) ngj (z—2j)?
) -2 -1
= lim _ = —,
z——2j (Z—2J )3 32]
1 1
d = lm ——— = ——.
—-2j (2 —2j)2 16

Wir benutzen die so gewonnene Partialbruchzerlegung und die Formel

L g(2)] = Z res, (g(z)e™).

Es ist
zt
resgj 2 € 2J = Zliglj €Zt = €2Jt,
et .
resy; G3) = zlllglj te*! teAt,
et .
res_oj DY = 11H12 et — e 2Jt,
V4 J z——2]j
et . t 2jt
res_g; EETTE = zgr_%j te?t = te A,
Also ist
1 1 1 . . t 1, . )
E—l[—] = —.— 2jt =2ty 2.2t —2jt
(22 + 4)? 6 e ) gl e
1

t
= 6 sin(2t) — 3 cos(2t).

Insgesamt erhélt man
1. B .
y(t) = ig - (sin(2t) — 2t cos(2t)) + Acos(2t) + B) sin(2t).

Die Amplitude von y(¢) nimmt im Resonanzfall beliebig hohe Werte an.
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§3 Lineare Systeme mit konstanten Koeffizien-
ten

Wir wollen nun lineare Systeme 1. Ordnung untersuchen:
y =A@) y+b(x).

Wie iiblich beginnt man mit dem homogenen Fall b(z) = 0. Ist A auf einem
Intervall I definiert und stetig, so ist F(z, y) := A(z) - y auf I x R* definiert und
geniigt dort der Lipschitz-Bedingung. Daher sind die Losungen auf ganz I definiert,
und man sieht auch sofort, dass sie einen (reellen) Vektorraum £ bilden.

Fiir ein festes ty € R sei F : L — R" definiert durch E(y) := ¢(tg). * Dann ist £
offensichtlich linear, und aus dem globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz folgt,
dass F bijektiv, also ein Isomorphismus von £ auf R ist.

Der Lésungsraum L eines homogenen linearen Systems von n DGLn ist ein
n-dimensionaler R-Vektorraum.

Eine Basis {¢1,...,¢,} von L bezeichnet man auch als Fundamentalsystem (von
Losungen) und die Matrix

als Fundamentalmatriz.

Definition. Ist {¢1,...,¢,} ein (beliebiges) System von n Losungen der DGL

—

y = A(x) -y, so heift die Funktion W (t) := det <$1(t), e g_o)n(t)) die zugehorige

Wronski-Determinante.

3.1 Formel von Liouville. Ist W(t) die Wronski-Determinante eines Systems
—/ —

X(t) von Liosungen der DGL y = A(x) -y, so ist W'(t) = W (t) - Spur(A(t)). Ist

X(t) sogar eine Fundamentalmatriz der DGL, so gilt fir beliebiges (festes) ty € R :

W(t) = W(to) - exp ( /t: SpurA(s) ds) |

BEWEIS:  Sei X (t) eine beliebige Matrix von Loésungen und W (t) = det X (¢).
Dass dann W'(t) = W (t) - Spur(A(t)) ist, miissen wir ohne Beweis zur Kenntnis
nehmen. Ist X (¢) sogar ein Fundamentalsystem, so ist X () fiir alle ¢ invertierbar,
also W(t) # 0 und
W'(t
(noWV(t) = W((t)) — Spur(A(1)),

L E“ steht fiir evaluate (auswerten).
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und damit
W(t !
In( ®) ) =In(W(t)) — In(W(ty)) = / Spur(A(s)) ds.
W(to) to
Wendet man exp an, so erhélt man die Liouville-Formel. .

W (t) erfiillt also die lineare DGL erster Ordnung
Y’ = Spur(A(x)) - Y.

Ist nun W nicht die Null-Lésung, so kann W keine Nullstelle haben, wegen des
Eindeutigkeitssatzes.

3.2 Folgerung. Die Wronski-Determinante W(t) = W{(p1,...,pn)(t) ver-
schwindet entweder identisch oder nirgends.

Ist W(to) # 0 fiir ein to, so bilden die p; ein Fundamentalsystem von Ldsungen.
Leider ist es im allgemeinen nicht moglich, die Lésungen eines homoge-
nen Systems in geschlossener Form anzugeben!

Eine partikuldre Losung des inhomogenen Systems

—/ — -
y =Ax)-y+ b(z)
gewinnt man mit der Methode der Variation der Kostanten.

Ist X(t) = (¢,(),...,,(t)) eine Fundamentalmatrix, so ist die Losungsgesamtheit
des homogenen Systems die Menge der Linearkombinationen

e pr(t) o ().

Die Methode der Variation der Konstanten besagt nun, dass wir einen Ansatz fiir
eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung machen sollen, bei dem wir
die Konstanten durch Funktionen ersetzen:

Gp(t) = cat) - 21 (8) + -+ ealt) - 0, (8) = X (8) - (1)

Dann ist
St = X'(t)- () + X(1)- ¢ (1)
= A{t)- X))+ X(t)- (1)
— A(t) -, (t) + X (1) - € (1),
Also gilt:

Ep(t) ist Losung
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mit einem konstanten Vektor k, den wir gleich Null setzen kénnen. Das bedeutet:

—

f(0 = x00)- /t:)qs)—l Fds).

Vollstédndige Losungen kann man im Falle von linearen Systemen mit konstanten
Koeffizienten angeben. Dazu miissen wir die Exponentialfunktion von Matrizen
einfiihren.

Fir eine Matrix

A = (aij
wird wie folgt eine Norm eingefiihrt: ||A|| := /Z|aij|2 :
1]

Esist [ Al > 0 (und =0 <= A =0), []AA] = [A]|A] und [|A + B < [|4] +]|B].

1=1,...,n
jg=1....m

) € M, »(K), mit K =R oder C,

Auflerdem ist ||A- B|| < ||A]| - ||B||, wenn man die Matrizen miteinander multi-
plizieren kann. Im Falle eines Vektors ist die Matrix-Norm genau die euklidische
Norm.

Definition. Sei A, = (aﬁ?) RIS 1,...,n) eine Folge von quadratischen

Matrizen mit Werten in R oder C. Die Reihe Z Ay heifit konvergent gegen eine
k=1

Matrix A = (aij s, j=1,... ,n), falls Z ag;) fiir jedes Indexpaar (7, j) gegen a;;
k=1
konvergiert.

3.3 Die Exponentialfunktion fiir Matrizen.

1. Wenn Z“AkH konvergiert, dann konvergiert auch Z Ay
k=1 k=1

| —

|Ak konvergiert fiir jede Matrix A.

o

2. Die Reihe e? = Z
k=1

BEweEls: 1) Weil |a§f)| < || Ag|| ist, ist ZHAkH eine Majorante fiir jede der Reihen
k=1

*) Aus dem Majorantenkriterium folgt die Behauptung.

CLZJ

NE

>
Il

1
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k
2) Die Zahlen-Reihe Z 1A H konvergiert gegen el4l. Weil || A*|| < || A||* ist, kon-

vergiert auch die Reihe ZH—A”C |. Und das bedeutet wiederum, dass die Expo-

nentialreihe konvergiert. "

4 gind normalerweise nicht die Funktionen

Achtung: Die Komponenten von e
exp(ai;).

Die Berechnung von e ist i.a. schwierig. Sehr niitzlich sind dabei die folgenden
Regeln:

3.4 Regeln zur Berechnung von e“.

1. Ist D = A(\y, ..., \,) eine Diagonalmatriz, so ist e? = A(eM, ... eM).
2. Ist A beliebig und P invertierbar, so ist
6P—1-A-P _pl.A.p
Ist A diagonalisierbar, so ist auch e?* diagonalisierbar.

BEWEIS: Zunéchst eine Vorbemerkung: Dass eine Matrizenreihe >~ Aj kon-

vergiert, bedeutet, dass die Folge Sy := Zi,v:l Ay im {iblichen Sinne in dem eukli-
dischen Vektorraum M,, ,(K) = K™™ konvergiert.

Da fiir festes B die Abbildung X — B - X linear und damit stetig ist, folgt:
Konvergiert Sy gegen S, so konvergiert auch B-Sy — B-Sund Sy -B — S - B.
Daher ist

1) Man definiert D° = E,, (Einheitsmatrix), und offensichtlich ist D¥ = A(AF, ... AF)
Daraus folgt:

2) Es ist (P”-A-P)k:(P*1-A-P)-(P”-A-P)---(P*-A-P):P*I-A’“-P
also
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eP*-A-P _ Zl(PfllA_P)k

k
= pl.etp
Ist nun P71 A-P=A(A,...,\,), s0ist PL-ed. P =A(eM, ... eM). .

3.5 Lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten. Sei A € M, ,,(K). Die

eindeutig bestimmte Fundamentalmatriz X (t) des linearen Systems 5/ = Ay mit
X(0) = E, ist gegeben durch

BEWEIS: Es ist ¢4 = Z EAktk . Wir wollen zeigen, dass dies eine differenzier-

(k)

ij

A

bare (matrizen-wertige) Funktion ist. Ist A* = (¢;;’), so sind die Eintréige in e

konvergente Potenzreihen Z 1 () (mit Konvergenzradius R = o0). Diese sind

Z]

alle differenzierbar, und 1hre Ableltungen sind die formal abgeleiteten Reihen
S 1 k) k—1 I<:+1) k
D ! Z R
k=1
die wiederum auf ganz R konvergieren. Also ist X (¢) = e“! differenzierbar und
ii k—l—ltk:A.iiAktk:A_eAt
prd k! prt k!

Auflerdem ist X (0) = E. Nach dem globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz ist
damit alles bewiesen. n

3.6 Das Additionstheorem fiir die Exponentialfunktion.
1. Ist A-B=DB-A, soistedtB =e4.eB,
2. Fiir s,t € R ist e*4 . !4 = e(stDA4,
3. Die Matriz e? ist stets invertierbar. Insbesondere gilt:

det(e?) = 5P,
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BEwWEIS: Ist A-B=B-A, soist
=1 =1
B-etA:ZHB-(tA)k:Z—(tA)"‘-B:etA-B.
k=0

Wir setzen F(t) := e!A+B) —et4 . etB Dann gilt:
F'(t) = (A4 B)-eAtD) _ g .t tB _ A B otB
_ (A + B) . (et(A+B) . etA i etB)
_ (A+B)-F(t).

F(t) ist also die eindeutig bestimmte Losung der DGL Zl = (A4 B) -y, mit

F(0) = 0. Daher muss F'(t) = 0 sein, d.h.

GUA+B) _ A B

1) Fiir t = 1 erhiilt man: eA*8 = ¢4 . €8,

2) Die Matrizen sA und tA sind natiirlich vertauschbar. Also ist
pHDA _ pSAHA _ sA | A

3) Esist e?- e =€’ = E, also e invertierbar, mit (e?)™! = e=4.

Aus der Liouville-Formel ergibt sich fiir X (t) = e*4:
t
det(e") = W (t) = eXP</ Spur(A) ds) = e 5P,
0

Mit ¢ = 1 erhélt man die gewiinschte Formel.

Wir konnen lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten 16sen, sofern wir die
Matrizen e'4 berechnen koénnen. Im Falle von Diagonalmatrizen ist das méoglich,
und auch im Falle diagonalisierbarer Matrizen. Um beliebige Félle behandeln zu
kénnen, muss man auf den Satz von der Jordanschen Normalform zuriickgreifen.

Dabei nehmen wir zusétzlich an, dass das charakteristische Polynom xa(x) :

det(A — x - E,) vollstindig in Linearfaktoren zerféllt:
xa(x) =M\ —x)™ oA — )™,

mit \; # \; fiir @ # j. Uber C ist diese Voraussetzung immer erfiillt.

Die Zahl a();) := m; nennt man die algebraische Vielfachheit des Eigenwertes ;.

Unter dem Eigenraum zum Eigenwert \; versteht man den Vektorraum

Die Zahl g()\;) := dim E(\;) nennt man die geometrische Vielfachheit von \;. Es ist
stets 1 < g(A;) < a(N;). Dabei ergibt sich die erste Ungleichung aus der Tatsache,

dass es definitionsgeméfl zu jedem Eigenwert mindestens einen Eigenvektor gibt.
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Ist a(\;) = g(\) fiiri = 1,...,7, so ist A diagonalisierbar und wir kénnen e wie
oben gezeigt ausrechnen.

Ist g(\;) < a();) fur irgendwelche 4, so ist A nicht diagonalisierbar, aber es gilt
eben noch der Satz von der Jordanschen Normalform. Wir brauchen ihn nur
in der folgenden vereinfachten Form:

Ist A eine beliebige Matrix, so gibt es eine regulare Matrix P mit
J(A1) 0
0 J(Ar)

Dabei hat die m;-reihige Jordan-Matrix J; = J(\;) jeweils die Gestalt

Ai o+ 0 - 0
0 N % 0
Ji = IRV )
0 A %
0 0 N

wobei an Stelle der Sterne Einsen oder Nullen stehen kénnen. Man schreibt .J; auch
in der Form

Ji =N B, + N,

wobei N; hochstens oberhalb der Diagonalen Eintriage # 0 besitzt. Ist a(X;) = g(\;),
so ist N; = 0. Allgemein gilt:

Behauptung: Es ist (N;)™ =0, d.h. N, ist eine nilpotente Matrix.
BEWEISs dafiir:

Sei N = N; und m = m;. Ein Eintrag c,, in einer Matrix C' liegt genau dann in
der p-ten Nebendiagonale (oberhalb der Hauptdiagonalen), wenn pu = v + p ist.

Wir zeigen, dass in N* unterhalb der k-ten Nebendiagonalen nur noch Nullen
stehen, d.h. es ist (N¥),, =0 fiir u < v + k.

Fiir £ = 1 ist das klar. Wenn die Behauptung fiir ein k bewiesen ist, dann folgt:

(NkH) _Z<Nk) iNju = Z(Nk) iNju-
Jj=1 j=v+k

Ist aber p <v+kund j > v+ k, soist u < j, also Nj, = 0. Damit verschwindet
(N*+1),, fiir p < v+ k + 1 und die Behauptung ist gezeigt.

m—
Weil \ - E,, und N vertauschbar sind, ist 2™ = M. eV = ¢ . Z
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J1 0 (Jl)k 0
Ist A* =P ' A-P= , so st (A*)F = :
0 J, 0 (Jr)k
und
elit 0 eMtQy(t) 0
P—l'eAt'P:eA*t: . _ .
0 e’rt 0 Q. (t)
mit : )
1 g5 (t) G, (1)
m;—1
1 1 O
t — Nlt — _ N k‘tk‘ —
Qullt) = e 2 k!( % S (@)
k=0 . . 1 Qmifl,mi (t)
0 --- 0 1

Dabei ist q,S,Z(t) ein Polynom vom Grad < m; — 1. Auflerdem verschwinden alle
QVu( ) fiir p=2,...,9(\).

Setzen wir Y (t) := P - et = e . P, 5o ist offensmhthch Y’( ) = A-Y(t), also
Y (t) = P- e eine Fundamentalmatrix der DGL y =A-y.

Um die DGL zu 16sen, miissen wir Y (¢) berechnen.

Ist P=(y,,...,y,), so ist

6)\1t . Ql(t)
Y<t> = (517 s 7571) ’
0

—

= (G U) - M QUD - @n w5 Ua) - €Q ()
Dabei ist

L oqia(t) -+ qim(t)
- - 0 . e :
(yla"'aym).e)\t . . =
: " ]' Qmi—l,mi (t)
0 -~ 0 1
= M(?u Q12(t)§1 + gZa st qum<t)§1 +ot Qm—l,m(t)gm—l + ym)
= (6/\1‘61 (t) © e)\tam (t>)7

wobei die Eintrédge in den Vektoren 5]- Polynome in ¢ vom Grad < m — 1 sind.

Fasst man alles zusammen, so erhélt man folgendes Ergebnis:
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3.7 Losungen von linearen Systemen mit konstanten Koeffizienten. Se:

A eine beliebige n-reihige Matriz und xa(x) = (A — )™ ...« (A, — )™,
1. Ist g(\;) = a(N) = m; und sind g_jiz),...,gjgi linear unabhingige Eigen-
vektoren zum Figenwert \;, so sind EU = e’\itﬂ,(f), v =1,...,m;, linear

unabhdingige Lisungen der DGL 5/ —A-y.

2. Ist g; = g(\) < a(N;) = my, so erhdlt man g; linear unabhdingige Losungen
Oy ,agi wie in (1).

Auflerdem gibt es linear unabhdngige Ldosungen @V(t) = e’\ita),j(t), v=g;+
1,...,my;, wobei die Vektoren g,,(t) als Fintrdge jeweils Polynome in t vom
Grad < m, enthalten.

Dieser Satz ermoglicht es, die Losungen iiber einen Ansatz zu finden.

Beispiele.
0 4 =3 /
1.SeiA:=|1 =3 3 |. Wir wollen die DGL § = Ao y lésen.
1 -4 4

a) Zunichst ist xa(x) = det(A — xF3) = —2® + 22 +  — 1. Durch Probieren
findet man die erste Nullstelle z = 1. Dann ist pa(z) : (x—1) = —2?+1, und
das ergibt zwei weitere Nullstellen z = £1. Wir setzen \; = —1 und A\, = 1.

b) Der Vektor y; = (—1,1,1) ist Eigenvektor zum Eigenwert A;. Der Eigen-
raum von Ay ist E(1) = {(z,y,2) : —o + 4y — 3z = 0}. Eine Basis von E(1)
bilden die Vektoren yo = (4,1,0) und y3 = (—3,0,1).

c¢) Das liefert folgendes Fundamentalsystem:

-1 4 -3
51“) = 1 e, 52(75) =| 1 |¢und 53(15) = 0 e'.
1 0 1
0 1 -1
2.8 A= -2 3 -1
-1 1 1

a) Zunéichst bestimmen wir die Eigenwerte von A. Es ist

xa(x) = —(x —1)*(x —2).

Der Eigenwert A\; = 2 hat die Vielfachheit 1. Der Eigenwert Ao = 1 hat die
(algebraische) Vielfachheit 2.
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¢) Man findet sofort einen Eigenvektor zu A;, ndmlich y; := (0,1,1). Der
Eigenraum zu A, ist F(1) = {(z,y,2) : * = y und z = 0}, eine Basis stellt
der Vektor y, = (1,1,0) dar.

Zwei Losungen kann man also direkt angeben:

0 1
o) =11 |e*und py(t)=1| 1 |e€.
1 0

d) Fiir die dritte Losung machen wir den Ansatz

_ q1 + pit
y(t) =1 g+ pot et.
qs + pst

Setzt man ¥ (t) in die DGL ein, so erhilt man das Gleichungssystem

(@ +p1) +pit = (@2 —q3) + (p2 — p3)t,
(g2 +p2) +pot = (=21 +3q2 — q3) + (—2p1 + 3p2 — p3)t
und (g3 +p3) +pst = (—q1 +q +q3) + (—p1 + p2 + p3)t.

e) Der Vergleich der Koeffizienten bei ¢ liefert:
p1=Dp2—Dp3, P2= —2p1+3p2—psund p3 = —p1 + p2 + ps.
Also ist p; = p, =: a und p3 = 0.
Der Vergleich der Koeffizienten bei 1 liefert:
G+tpr=¢—q, @+p=-2¢0+3¢—g¢gundg+ps=—q+q+g.

Das ergibt
@1 =¢q =:fund g3 = —a.
Mit a =1 und 8 = 0 erhalten wir die Losung

t
53@): t ¢!
~1
1 -1 -3
SeiA:=[ -5 6 =15 |.Esist ya(z) = —2% 4622 — 212 +26. Durch
-1 2 -1

Probieren kann man A\; = 2 finden. Polynomdivision liefert x(x) : (x —2) =
—2%+4x — 13 und damit die weiteren Eigenwerte Ay = 2+ 3j und A3 = 2—3j.
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Zu \; findet man schnell den Eigenvektor y; = (—3,0, 1). Aber was machen
wir mit den komplexen Eigenwerten Ay und A3? Ein (komplexer) Eigenvektor
Zu A ist yo = (—1+ j,1+2j,1). Wir zerlegen die komplexe Losung p(t) =

y2e2t in Real- und Imaginérteil:
-1 1
ot) = 1 +j | 2 |]e*(cos(3t) + j sin(3t))
1 0

sin(3t)] e*

1
2
0
cos 3t ( sm 3t

©,(t) = Re(p(t)) und @,(t) = Im(p(t)) sind dann reelle Losungen. Das
funktioniert tibrigens immer!



