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81 Regulire Gebiete

Sei X eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit. Ein Gebiet in X ist
eine zusammenhéngende offene Teilmenge von X.

Definition. Sei G C X ein Gebiet. Ein Punkt p € 0G heifit glatter oder requlirer
Randpunkt von G, falls es eine offene Umgebung U = U(p) C X und eine (beliebig
oft) differenzierbare Funktion ¢ : U — R gibt, so daf gilt:

1. UNG={z €U : p(x) <0}
2. (do), #0 firz e U.

Die Funktion g nennen wir dann eine lokale Randfunktion fir G.

Die Menge aller glatten Randpunkte von G sei mit 0,G bezeichnet (glatter oder
requldrer Rand von G). Offensichtlich ist 0,G relativ offen in G. Die Menge 0,G :=
0G \ 0,G heifit singuldrer Rand von G.

1.1 Satz. Sei G C X ein Gebiet und p € 0G ein regulirer Randpunkt. Dann
gibt es eine offene Umgebung U = U(p) C X wund eine lokale Randfunktion o fir

G auf U, so daf gilt:
1. UNOG ={x U : po(x)=0}.

2. UNG=UNG.
3. 0GNU ist eine 1-codimensionale Untermannigfaltigkeit von U .

4. Sind 01 und o0y zwei lokale Randfunktionen fir G auf U, so gibt es eine (be-
liebig oft) differenzierbare Funktion h auf U mit folgenden Eigenschaften:

(a) h >0 auf U.

(b) o1="h- .
(c) (do1)x = h(x) - (do2)x auf UNIG.

BEwEIs:  Wir kénnen U als Koordinatenumgebung wihlen. Deshalb sei 0.B.d.A.
G C R" und p = 0.

1) Ist x € U N OG, so gibt es eine Folge (x,) von Punkten in U N G, die gegen x
konvergiert. Weil o(x,) < 0 fiir alle v gilt, mufl o(x) < 0 sein. Weil aber x nicht in
G liegt, mufl dann p(x) = 0 sein.

Sei umgekehrt xo € U und o(Xg) = 0. Es ist (dg)x, # 0, 0.B.d.A. sei 0., (xo) # 0.
Nach dem Satz iiber implizite Funktionen gibt es eine offene Umgebung V =V’ x
V" C U von x¢ = (x(),xq(qo)) € R"! x R und eine (beliebig oft) differenzierbare
Funktion g : V! — V" C R, so daf§ gilt:
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{(X,2,) e V' x V" o(X'2,) =0} = {(X/,2,) eV x V" ¢ 2, = g(X)}.
Wir kénnen V' konvex und V" als Intervall wihlen.

Nun sei W= = {(x/,x,) e V' x V" : z, < g(x)}

VX V"

Offensichtlich ist W~ zusammenhéngend. Weil p auf W~ nirgends verschwindet,
mufl o dort entweder immer < 0 oder immer > 0 sein. Wir kénnen 0.B.d.A. an-
nehmen, dafl o[- < 0 ist (sonst wiirden wir z,, durch —z,, ersetzen, und g durch
—g). Also liegt x¢ nicht in G, aber es gibt beliebig nahe bei x, Punkte von G. Das
bedeutet, dal xq in OG ist.

2) Wir behalten die obige Notation bei und behaupten, dafl o(x) > 0 fiir x €
Wt ={(x,z,) € V! x V" : x, > g(x)} ist. Wie oben muf} ¢ ndmlich auf ganz
W das gleiche Vorzeichen aufweisen. Wire o|y+ < 0, so hiitte die Funktion

v(t) :== o(x0 + te,)

bei t = 0 ein lokales Maximum. Dann miifite 7/(0) = Vo(xo) ® €, = 0., (X0)
verschwinden. Das wére ein Widerspruch, also ist o|y+ > 0.

Es ist stets G C G. Ist umgekehrt x, ein Punkt von U N G, so gibt es eine offene
Umgebung Q' x Q" C V' x V", die ganz in G liegt. Dann ist z,, < g(x') fiir alle
(x',x,) € Q' x Q". Wére 2 = g(x(), so gibe es beliebig nahe bei x, Punkte
x = (x/,x,) mit 2, > g(x'). Das kann aber nicht sein. Also muf z) < g(x}) sein.
Das bedeutet, dafl x¢ in G liegt.

3) folgt trivial, denn es ist U N OG = {x € U : p(x) = 0} und (dp)x # 0 fiir alle
x € 0G.

4) Die Aussage ist invariant unter Diffeomorphismen. Wir nehmen an, dal U =
VixV"und UNG = {(xX,z,) € V' x V" : x, < g(x')} ist, und definieren
p: V' x V" — R" durch

/

p(x xn) = (20 — g(x),X).

1) = (TR0,

also det J,(x', z,) # 0. Damit ist ¢ ein Diffeomorphismus und

Dann ist
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o(GNU) =oU)N{(x,x") e R xR : z; <0}.
Deshalb kénnen wir annehmen, da UNG = {(z1,x") € U : x; <0} und gy = 2
ist. Ist x = (x1,x") € U, so setzen wir g(t) := p1(¢,x”). Dann ist g(0) = 0 und

(e %) = gle) - g(0) = /0’“9/<S>ds
= xl./olg/(tml)dt

= QQ(beH) : h<x17X//)7

1
0
wobei h(xy,x") = / a—gl(ml,x" )dt eine (beliebig oft) differenzierbare Funktion
0 901

ist. Aulerhalb von 0G ist h = p1/02 > 0.

Fir x € 0G ist (do1)x = d(h - 02)x = h(x) - (do2)x. Weil die Differentiale von o,
und gy jeweils # 0 sind, mufl auch hier h(x) > 0 sein. .

Es sei H, := {x = (z1,...,2,) € R" : 2y <0} der ,linke* Halbraum.

y T2y, Ip

X1

%

Ist G C X ein Gebiet und p € G ein regularer Randpunkt, so ergibt sich aus dem
obigen Beweis, daf} es eine Karte (U, ¢) fiir X mit p € U und ¢(p) = 0 gibt, so dafl
gilt:

o(UNG) =9U)NH,.

Man nennt ¢ dann eine angepafite Karte.

In der Literatur findet sich der Begriff der Mannigfaltigkeit mit Rand. Das ist ein
Hausdorffraum mit einem differenzierbaren Atlas, bei dem die Bilder der Karten
offene Mengen in H,, sind. Ist G ein Gebiet in X, das nur reguldre Randpunkte
besitzt, so ist G eine spezielle Mannigfaltigkeit mit Rand.

Definition. Ein Gebiet G C X heiflt reguldr, falls gilt:
1. G ist kompakt.

2. Alle Randpunkte von G sind regulér.



84 KAPITEL 4 DER SATZ VON STOKES

1.2 Satz. Seit G C X ein regulires Gebiet. Dann ist OG eine kompakte 1-
codimensionale Untermannigfaltigkeit von X, und es gibt eine offene Umgebung

U =U(0G) C X und globale Randfunktion o :U — R, so daf$ gilt:
1. UNG={z €U : p(x) <0}.
2. (do), # 0 firxeU.

BEWEIS: Da G kompakt ist, ist auch G kompakt. Und daBl 9G eine 1-codimensionale
Untermannigfaltigkeit ist, haben wir oben schon gezeigt.

Da 0G kompakt ist, man kann eine endliche offene Uberdeckung {U, ..., Uy} von
OG in X und lokale Randfunktionen p; fiir G auf U; finden. Ist (f;) eine dazu
passende Teilung der Eins, so setzen wir

N
Q::Zfigi auf U :=U,U...UUy.

Dann ist ¢ eine globale definierende Funktion:

1. Ist x e GNU, soist fi(x) - 0i(z) < 0 fiir alle ¢ und < 0 in mindestens einem
Fall, also o(z) < 0. Genauso folgt, daBl o(z) = 0 auf G und o(z) > 0 auf
X\Gist. Alsoist {x € U : p(z) <0} =UNG.

2. Sei x € 0G. Dann gibt es eine Teilmenge I C {1,..., N}, ein iy € I und

positive Funktionen h;, i € I, mit z € U; und g;(x) = h;(z) - 0;,(z) fiir ¢ € I,
sowie f;(z) = 0 fiir j ¢ I. Dann folgt:

(dg)ac = Zfz sz:v

el

= > fila) - d(hi - 0i)a
el

= (X 4@ ki) - o) # 0,
el

denn der Faktor in der grofflen Klammer ist auf jeden Fall positiv.

Aus Stetigkeitsgriinden kann man die Umgebung U des Randes von G soweit
schrumpfen, daf (dp), # 0 auf ganz U ist.

Definition. Sei G C X ein Gebiet, a € 0G ein reguldrer Randpunkt und ¢ =

(z!,...,2") eine angepafite Karte. Ein Tangentialvektor v € T,(X) heifit (von G

aus gesehen) nach auflen gerichtet, falls gilt:
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0
v=0l— 4 " mit v' > 0.

0xy ox,’

Die Definition ist unabhéngig von der gewihlten (angepaften) Karte. Dazu be-
trachten wir zwei angepaBte Karten (U, ¢) und (V, %) in a und setzen ® := potp~t.
Dann ist

(21, x") = (P1(21,X"), Pa(21,x")) e R x R™' mit  &,(0,x") =0.

Setzt man W (x") := ®o(0,x"), so ist
0P "
“2(0,x 0
J<I><07XI/) = ( 01 (ﬂ ) //) ) .

Ist 21 < 0, so ist auch ®;(zq1,x") < 0; ist 1 > 0, so ist ®y(x1,x”) > 0. Daraus
folgt:
01 (0 ey — gy 210X = 210, x)

> 0.
0y h—0 h

Ist (U, ¢) eine Karte in a, so ist der Isomorphismus 6, : R™ — T, (X)) gegeben durch

- 0
1 ny .__ v
O (v, ..., 0") = ;211) .

Ein Tangentialvektor v € T,(X) ist also genau dann nach auflen gerichtet, wenn
v=(v',...,v") = 6;'(v) in R"\ H, liegt, d.h., wenn v' > 0 ist. Ist v = 6" (v)
und w = 6} (v), so ist Ju(0,x”) - w’ = v'. Aber offensichtlich ist

0P,

AW 1 n\t _ (272
Jo(0,x") - (w', ..., w") ((9151

0,x")-w',...)"

Ist also w! > 0, so ist auch v > 0.

Wir bezeichnen die Menge der nach auflen gerichteten Tangentialvektoren mit
T (G). Jetzt kénnen wir — mit den obigen Notationen — zeigen:

1.3 Satz. Ist X orientierbar und G C X ein requlires Gebiet, so ist auch OG ori-

entierbar. Zu einer gegebenen Orientierung von X gibt es genau eine Orientierung
von 0G, so daf$ gilt:

Ist u € T,F(G) und {vq,...,v,} eine positiv orientierte Basis von T,(0G), so ist
{u,v1,...,v,} eine positiv orientierte Basis von T,(X).

BeweEls: 1) Sind (U, ¢) und (V,1)) zwei angepaBte positiv orientierte Kar-
ten und ist ® = p o ¢p~! (wie oben), so ist det Jp(0,x”) > 0. Aus der speziellen
Gestalt von Jg(0,x"), die wir oben berechnet haben, und aus der Tatsache, daf}
%(O, x") > 0 ist, folgt, dafl auch det Jg(x”) > 0 ist. Damit ist ¥ ein orientierungs-
treuer Kartenwechsel fiir 0G.
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2) Fiir die Existenz der induzierten Orientierung des Randes reicht es, folgendes zu
zeigen:

Ist u € R"\ H, und {v},...,v”} eine positiv orientierte Basis von R"!  so ist
{u, (0,v3),...,(0,v!)} eine positiv orientierte Basis des R".

Setzt man w; := (0,v/) fir i = 2,...,n, so ist sicherlich B; = {e;,wy,...,w,}
eine positiv orientierte Basis des R™. Da u = u'e; + A\owy + - - - + A\, W, mit u! > 0
und u' die Determinante des Basiswechsels von B zu By = {u,wy, ..., w,} ist,
ist auch By positiv orientiert. .

1.4 Satz. Sei G ein Gebiet im R™ und a € 0G ein reguldrer Randpunkt. Aufer-
dem set o eine lokale Randfunktion fir G in a. Dann ist
Vo(a)

v=v(a):= m

der eindeutig bestimmte Normaleneinheitsvektor in a, der nach aufen zeigt.

Es gibt aufferdem ein € > 0, so daf gilt:
1. Ist —e <t <0, so liegt a+tv in G.

2. Ist0<t<e, soliegta+tv in R*\G.

BeweEls:  Da der Gradient Vp(a) senkrecht auf der Niveaufliche {x : o(x) = 0}
steht, ist v ein Normaleneinheitsvektor zu 0G in a.

Wir definieren h : (—¢,¢) — R durch h(t) := p(a + tv). Dann ist
h(0) =po(a) =0 und A'(0) = Vo(a)ev =||Vo(a)| > 0.

Das bedeutet, dafl h in der Ndhe von 0 streng monoton wéchst. Wahlt man ¢ klein
genug, so ist p(a+tv) > 0 fir 0 <t <eund <0 fir —e <t <0.

Sei jetzt ¢ eine angepafite Karte in a (also ein Diffeomorphismus von einer Umge-
bung U = U(a) auf eine Umgebung V = V(0) C R, mit ¢(a) =0, so daB U NG
auf V' NH,, abgebildet wird). Dann verlduft die Kurve v(t) := p(a+ tv) fiir kleines
t > 0 ganz in R"\ H,,, und es ist v/(0) = Dy(a)(v). Schreiben wir v = (71, ..., %),
so ist 1 (t) > 0 fur ¢ > 0, also 7{(0) > 0. Es kommt nicht in Frage, dafi 7/(0) = 0
ist, denn dann miiite v tangential zu G sein. Also ist v;(0) > 0 und damit v nach
auBen gerichtet. .

Bemerkung. Der gerade bewiesene Satz kann nicht so ohne weiteres auf Man-
nigfaltigkeiten iibertragen werden, da dort der Begriff des Normalenvektors kei-
nen Sinn macht. Wir werden allerdings spéter sogenannte ,, Riemannsche Mannig-
faltigkeiten kennenlernen, bei denen jeder Tangentialraum mit einem Skalarpro-
dukt ausgestattet ist, so dafl Lingen- und Winkelmessung fiir Tangentialvektoren
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moglich ist. Dann kann der obige Satz {ibertragen werden. Allerdings muf} die Ge-
rade t — a + tv durch eine Kurve ersetzt werden, die 0G senkrecht trifft.

1.5 Der Satz von Stokes. Sei X eine n-dimensionale orientierbare Mannigfal-
tigkeit, G C X ein reguldres Gebiet und w eine (n —1)-Form auf einer Umgebung
U von G, so dafy Tr(w) NG kompakt ist. Dann ist

/ w:/dw.

G a
/dw:O.
X

BEWEIS:  Es seien Karten ¢; : U; — B; C R" gewéhlt, die G iiberdecken und Teil
eines positiv orientierten Atlas von X sind, so daf p;(U;NG) = B;NH,, ist. Weiter
sei (f;) eine dazu passende Teilung der Eins. Dann ist

/acw - EZ: aafiw

/de: Z:/Gd(fiw),

weil dw = d(Y;(fiw)) = >, d(fiw) und Tr(d(fiw)) C U; ist. Es geniigt also zu
zeigen, dafl gilt:

Ist X kompakt, so ist

und

fiw = / d(fiw), fiir alle 4.
oG e

1. Fall: U; N 0G = @, also B; C R" offen. Dann ist fiw=0.
oG

In lokalen Koordinaten ist

fz-w:Zgjdxl/\.../\cix\j/\.../\dx”,
j=1

wobei Tr(g;) kompakt und in {x € R" : x; < 0} enthalten ist. Dann ist

n

., 0g;
: —E —1)Y 122 gt n
d(fiw) (—1) jdx AL Adx",

j=1

also

n . 09
d( fw) = / 1) =gt AL A da
|t > v

= Z(—l)j_l/ %dxl...dx" =0,
n 0T

j=1 R
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wegen des kompakten Trégers von g;.
a.
Fir j # 1 ist / 995 gt .. dzn = 0, mit der gleichen Begriindung wie oben.
H,

3xj
AuBlerdem ist

9 )
/ id:lcl...dalzn = / —gld:cl...dx"
H,NB; O (—00,0] xRn—1 dxq
= / a1(0, 29, ..., 2,) d2? ... da".
Rnfl
Andererseits ist
(gjdz" A Adad A ... Ada™)|om, = O fiir j # 1,

und

/ glde/\.../\da:”:/ g1(0, 29, ..., 2,) da? ... dz".
OH,,NB;

Rn—1

Damit ist alles gezeigt.

Ist X kompakt und G = X, so tritt bei der Berechnung des Integrals nur der 1.
Fall auf. -

Beispiele.

1. Sei G C R? ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand. Sind f, g differenzier-
bare Funktionen auf einer Umgebung von G, so gilt der Greensche Satz:

fdx—l—gdy:/(@—g) dx N dy.
oG a \dr 0Oy

2. Sei jetzt G C R? ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand, F = (F',F? F3)
ein differenzierbares Vektorfeld auf einer Umgebung von G und v = (v, v, 13)
das duflere Normalenfeld auf 0G.

Fiihrt man formal den ,Vektor* dO := (dz? A da?,dz® A dzt,dxt A da?)
ein (das sogenannte , vektorielle Oberflichenelement*), so ergibt das formale
Skalarprodukt F e dO die kanonische 2-Form

Ap = Frdz? Ada® + F2da® A det + F2 dat A da?

zu dem Vektorfeld F. Weil d(Ag) = div F dV ist, folgt der Integralsatz von

Gaul3:
/dideV:/ F ¢ dO.
G oG

Manchmal benutzt man auch das ,skalare Oberflachenelement“
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do:= N, = vy da? A da® + vy da® A dat + vs dat A da?.
Ist etwa lokal G = {x : z! = 0}, so ist v = (1,0,0) und
(Fev) ij:(do) = (F'dz* A dz?)|sg = (F @ dO)|sq-

Man kann allgemein zeigen:

/aGFodO:/aG(Fov)do.

Man beachte aber, dafl die Integranden nur nach Einschrankung auf 0G iiber-
einstimmen. Wir werden darauf spater noch einmal zuriickkommen.
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§ 2 Das Lebesgue-Integral auf Mannigfaltigkeiten

Es sei X eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit.

Definition. Eine Teilmenge M C X heifit meflbar (in M), falls fiir jede Karte
(U, ) von X die Menge ¢(M NU) im R™ meBbar ist.

Es ist klar, dafl die Melbarkeit in M wohldefiniert ist, und dieser Begriff pafit auch
zum Begriff der ,Nullmenge® in M.

Eine hochstens abzéhlbare Zerlegung M = J ; M; soll eine Standard-Zerlegung der
meflbaren Menge M genannt werden, falls gilt:

1. Jedes M; ist mebar und im Definitionsbereich einer Karte fiir M enthalten.

Ist X orientierbar, so gibt es eine nirgends verschwindende stetige n-Form w auf X.
Beziiglich der Karte (U, ¢) wird w durch eine n-Form w, = a, dz' A ... A dz" auf
B = p(U) C R" beschrieben. Legt man eine Orientierung von X fest und wihlt
man dann nur positiv orientierte Karten, so kann man erreichen, daf§ stets a, > 0
ist. Die n-Form w soll dann positiv genannt werden (in Zeichen: w > 0). Ist stets
a, > 0, so nennen wir w semipositiv (w > 0). Gilt w > 0 nur auBlerhalb einer
Nullmenge, so nennen wir w fast positiv.

Definition. Sei X orientiert, wy eine semipositive oder fast positive n-Form auf
X, M C X eine mefibare Menge und f eine reellwertige Funktion auf M.

1. f heiBt mefbar, wenn foe~! auf o(M NU) meBbar ist, fiir jede Karte (U, ).

2. Die Menge M liege im Definitionsbereich U einer Karte ¢, und es sei (wg), =
apdzt A ... Adz™. Dann heifit f integrierbar beziiglich wy, falls gilt:

(a) f ist meBbar.

(b) Es existiert das Integral / fwo:= / (f oo™ H(x)ay(x)dx' ... dz".
M (M)

3. Ist M beliebig, so heifit f integrierbar beziiglich wy, falls fiir jede Standard-
zerlegung M = J; M; gilt:

(a) Fiir alle j ist f iiber M; beziiglich wy integrierbar.

(b) / fwo = Z/ f wp ist konvergent.
X j=1YM;

Bemerkung. Ist (U,) eine abzéhlbare Uberdeckung von X durch Kartenumge-
bungen, so erhélt man eine Standardzerlegung von M durch

M1 =MnN U1> M2 = (Mﬁ U2)\M1 usw.
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Ist Z;; | o Jwo fiir jede Zerlegung konvergent, so kommt es offensichtlich nicht
J

auf die Summationsreihenfolge an, und die Reihen sind sogar fiir jede Zerlegung ab-
solut konvergent. Sind (M;) und (NN;) zwei Zerlegungen, so bilden die Durchschnitte
M; N N; ebenfalls eine Zerlegung, und es ist

S a5 [ ga=EE [ =3[ e

wegen der o-Additivitdt des Lebesgue-Integrals. Damit héangt das Integral nicht
von der Zerlegung ab.

M;NM;

2.1 Satz. Folgende Aussagen tiber eine meflbare Funktion f sind dquivalent:
1. f ist integrierbar beziiglich wy.

2. |f| ist integrierbar beziiglich wy.

3. Es gibt eine Standardzerlegung (M;) von M mit Z/ | f]wo < 0.
— JM;

BEwEIS: (1) = (2): Ist f integrierbar beziiglich wy, so setzen wir
ti={reM: f(x)> 0},
und fiir jedes j sei
M= M;N"M* und M; =M\ M".

Dann bilden die Mengen M; + und M zusammen eine Standardzerlegung von M.

Weil die Reihe Z / fwo+ Z / f wo absolut konvergiert, ist

Z/J\ﬁ|f|wo=Z/M+fwo<oo und Z/M.|f\w0:—Z/MAfw0<oo,

also

;/Mj\f\am:; (/W\fwﬁ/Mj_\f\wO) Z;Lj\flwﬁ;/%_\f\wo < co.

(2) = (3): Triviall
(3) = (1): Es sei Z/ | flwo < oo. Weiter sei (IVy) eine beliebige Standard-
- M;

zerlegung von M. Es ist
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Fluo = / Fluo < /ume,
Ny, ; NkﬂMj ; Mj

insbesondere ist f {iber Ny integrierbar.

Weiter ist

IN

SIf sl < 3 e
:;;@MWO
:;;&Mmo

= Z/Ajj]f|w0 < 00.

Damit ist Z f wo sogar absolut konvergent und f iiber M integrierbar. "
E Nk
Bemerkung. Ist f nicht integrierbar, so setzen wir / | f| wo := +00.
M

2.2 Satz von Beppo Levi. Sind die Funktionen f; meflbar und > 0 auf M, so

gilt:
[ (Sr)a-3 [ 5

=1 =1

BEWEIS: Ist ein f; nicht integrierbar, so steht auf beiden Seiten +oo. Deshalb
kénnen wir annehmen, daf alle f; integrierbar sind. Sei jetzt (M;) eine Standard-
zerlegung von M. Dann ist jedes f; iiber M integrierbar, und die Reihe ) | ; | M fiwo
konvergiert. Nach dem Satz von Beppo Levi im R” gilt:

>, 1= ], (£5)

Dann ist
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L 3L (50)-
- ;;/Mjm
- ;;/Mjm
— ;/Mfiw(). .

2.3 Konvergenzsatz von Lebesgue. Die Funktionen f; seien mefSbar und die
Funktion F sei beziiglich wy integrierbar iber M. Fast tiberall auf M sei f = lim f;

und |f;| < F. Dann sind auch f und die f; beziiglich wy integrierbar, und es gilt:

/ fu}() = lim fz wo-
M

i—00 M

BEWEIs: Es sei (M;) eine Standardzerlegung von M. Nach dem Konvergenzsatz
von Lebesgue im R"” sind die Funktionen f; {iber jedem M; integrierbar, und es ist

;/ﬂ4j|fiIWQ§;/]\/ljFWO<OO.

Also ist jedes f; iiber M integrierbar.

Sei jetzt ¢ > 0. Dann gibt es, weil F' integrierbar ist, ein Ny, so daf§

ist. Und weil |f;| < F ist, gilt fiir alle N > Ny und alle i:

N N N -
‘Z/ fiWO‘SZ‘/ fiWO‘SZ/ |fi|W0§§-
j=No ’ M; j=No /M; j=Np V M;
LaBt man N gegen oo gehen, so erhélt man:
)/ fiUJO—Z/ fin’:‘Z/ fiwo‘gé, fir jedes i. (%)
J<No I J=No J

Da (f;) fast iiberall gegen f konvergiert, folgt aus dem Konvergenzsatz von Lebes-
gue im R" die Beziehung

lim Jiwo :/ J wo

i—0oo Jar
J



94 KAPITEL 4 DER SATZ VON STOKES

fiir jedes feste j. Genau wie oben kann man dann schlieflen:

‘/Mfwo—Z/Mjfwolég- ()

J<No
AuBerdem gibt es zu jedem j ein N(j), so daB fiir i > N(j) gilt:

‘/M‘fz'wo—/M‘fWo‘Sgi%- (% % *)

Ist Ny :=max{N(j) : j=1,...,No}, so gilt (xxx) fiir alle j < Ny und i > Nj.
Damit folgt:

[ e[ g
([ L)+ (S L 5 L, 50)

J<Np J<No

(zhoe L)

Jj<No

g Ll e

J<No J
< §+N0.3L%+§ = & (wegen (#x), (% %) und (x))
fiir ¢ Z Nl. ]

Hier ist eine Anwendung;:

Sei (o,,) eine abzdhlbare Teilung der Eins und f eine integrierbare Funktion auf X.

Dann setzen wir
i
fi = Z Quf-
v=1

Die f; konvergieren punktweise gegen f, und es gilt:

<Y lont 1= (Do) 11 111,

v=

wobei auch |f| iber X integrierbar ist. Der Satz von Lebesgue liefert jetzt:
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/ fwo = lim [ fiws
X

Wir kommen jetzt zu einer Verallgemeinerung des Satzes von Fubini. Dieses Resul-
tat ist recht anspruchsvoll, denn im Beweis wird fast alles benutzt, was wir bisher
behandelt haben.

Sei  : X — Y eine differenzierbare Abbildung, n = dim(X) > m = dim(Y’) und Q
eine semipositive stetige m-Form auf Y. Weiter sei K := {z € X : ® kritisch in x}.
Dann ist ®(K) eine Nullmenge in Y. Fiir z € K ist

(@) (v1, .-, Vm) = Qo) (Puavrs -, PugVy) = 0,

d.h., es ist ®*Qx = 0.

Fiir y € Y sei 4, : @ !(y) — X die kanonische Inklusion. Ist y ein regulérer Wert,
alsoy € Y\ ®(K), so ist ®~!(y) eine (n —m)-dimensionale Untermannigfaltigkeit.
Dann ist es sinnvoll, fiir eine (n — m)-Form w auf X die Einschrankungen ifw zu

y
betrachten. Sind diese immer positiv, so ist w A ®*() eine semipositive n-Form auf

X.

2.4 Satz von Fubini. X und Y seien orientierte Mannigfaltigkeiten und ® :
X — Y eine differenzierbare Abbildung, und es sei n = dim(X) > m = dim(Y).
Weiter sei § eine semipositive m-Form auf' Y und w eine (n —m)-Form auf X, so
dafs iyw fiir jeden reguldren Wert y positiv ist.

Ist f eine mefibare Funktion auf X, die beziiglich w N\ ®*C) integrierbar ist, so ist
F(y) := / fw (bzw. =0, falls ' (y) = @ ist)
®~1(y)

fiir fast alle y € Y definiert, mef$bar und beziiglich € integrierbar, und es gilt:

/fw/\q)*Q:/FQ.
b's Y

BEwEIS:  Wir haben oben schon gesehen: Ist K die kritische Menge von @, so ist
P*Q| x = 0. Daraus folgt:

/fw/\@*Q:/ fwA Q.
X X\K

Sei nun (M) eine Standardzerlegung von X \ K. Fiir jedes j ist dann die charak-
teristische Funktion x; von M; mebar, und es gilt:
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/fw/\@*Q:Z/Xjfw/\CI)*Q.
X j X

Die Abbildung ® : X \ K — Y \ ®(K) ist eine Submersion. Ist n > m, so konnen
wir annehmen, dafl wir Koordinaten (Uj, ¢;) fiir X (mit M; C U;) und (V}, ;)
fiir Y haben, so da U; = R", V; = R™, ®(z!,...,2") = (z" ™, ... 2") und
w = dz* A...Adx™™ auf U; und Q = dy' A ... A dy™ auf V; ist. Dann ist
wAP*Q = dz' A... Adz"™ auf U;, M; eine meBbare Teilmenge von U;, und x;f
eine integrierbare Funktion auf U;. Also existiert

Fj(yl,...,ym):/ ) (Xjf)(:zcl,...,x"_m,yl,...,ym)dajl...drzc"_m

fast tiberall auf V;, und es ist

/FjQ:/ Fj(yl,...,ym)dyl...dym:/ Xjfw/\(I)*Q:/Xjfw/\@*Q,
Y 1% U X

J

nach dem Satz von Fubini im R"™. Fiir y € Y\ ®(K) ist

Fi(y) = /q>1(y) X;ifw = [bl(y) iy (X f w).

Analog ist

/Xj|f|w/\(I>*Q:/}A7jQ, mit ﬁ’](y) ::/ Xl flw.
X Y o-1(y)

Nach dem Satz von Beppo Levi ist

Fiir fast alle y € Y bilden die Mengen N; = M; N ®~'(y) eine Standardzerlegung
der Faser @ !(y) (Cavalieri). Deshalb ist fast iiberall

Fwy= [ Iflw= > [ = >R

(und analog F' =), F};). Daraus folgt:

FQ= /ﬁQ: /X-fw/\(IJ*Q:/fw/\(IJ*Q.
/ > [ Be=3 [l (11

Insbesondere ist f genau dann beziiglich w A ®*€) integrierbar, wenn F beziiglich
Q) integrierbar ist.



2 Das Lebesque-Integral auf Mannigfaltigkeiten 97

N
Jetzt sei Hy = ZFJ und F, := & !(y). Dann ist

J=1

Hx(w)| = ’i/@xﬁw’
g/Fijmw

= Z W(y) < Fly).

IA

)

Nach Voraussetzung ist f beziiglich w A ®*2 und daher F beziiglich € integrierbar.
Also kann man den Konvergenzsatz von Lebesgue auf die Folge (Hy) anwenden,
die punktweise gegen F' = Z]Oil F; konvergiert:

/XfwA@*Q = zj:/xxjfwAcb*Q
N
= ;/ijQ:NlE%O;/YEQ
= lim YHNQ:/YQ:E)Q://FQ.

Im Falle n = m geht alles genauso, nur etwas einfacher. Es ist dann ¢ lokal diffeo-
morph, w =1 und

F(y) = Z e(z)f(x), e(x) =41, je nach Orientierung von ® in z.
zed1(y)

Die Summe ist hochstens abzahlbar. n
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§3 Die Riemannsche Metrik

Zunéchst etwas Lineare Algebra:

Sind aq,...,a, € R" irgendwelche Vektoren, so setzen wir
A:=(af,...,a}) € M, .(R).
Dann heifit

G(ay,...,a,) =det(A"- A) = det(ai °a;

i,jzl,...,r)

die Gramsche Determinante von ay, ..., a,.

Das Skalarprodukt auf dem R™ induziert ein Skalarprodukt auf dem Unterraum
V= <a1, . ,ar>. Ist {uy,...,u,} eine ON-Basis von V, so gibt es eine Darstellung

T
a; = E apu,, t=1,...,1.
v=1

Setzen wir a; := (a1, ..., ;) und A = (af, ..., al), so ist

r r r
aQ;ea; = (2 :Oéi,,ul,> (] ( E ajﬂuu) = E Qi = O @ Oy
v=1 pu=1 v=1

Dann ist At- A = At- A, also
G(ay,...,a,) =det(Al- A) = det(A" - A) = det(A)>.

Ist V orientiert, {uy, ..., u,} orientiert und {n',..., n"} die duale Basis von V*, so
nennt man
wy i =nt A A € AT(V)

die zugehorige Volumenform. Sie ist durch das Skalarprodukt und die Orientierung
von V' eindeutig bestimmt. Es gilt:

wy(ay, ..., a,)] = |[det(A)| = /G(ay, ..., a,).

Ab jetzt beschrinken wir uns auf den Fall r =n — 1.

Durch A\(w) :=det(w?,af,...,a! ;) wird eine Linearform A auf dem R™ definiert.
Daher gibt es genau einen Vektor z (der mit a; x ... X a,_1 bezeichnet wird), so

daB \(w) = z e w ist, also
(a; X ... xa, )ew=det(w',al,...;a’ ).

Der Laplacesche Entwicklungssatz besagt:

det(w' af,...,a} )= Z(—l)k“wk - det(Ay),

n—1
k=1



8 Die Riemannsche Metrik 99

t

wobei Ay die quadratische Matrix ist, die aus A = (af,...,a} ;) entsteht, indem

man die k-te Zeile streicht.

Die dem Vektor w kanonisch zugeordnete (n — 1)-Form ist
n ~
Ay = Zwk(—l)k“el A NEFA U ANEY
k=1

wobei {e!,...,&"} wie iiblich die duale Basis zur Standardbasis {ey,...,e,} be-
zeichnet. Allgemein ist

MAAN(X, X)) = Z sign(o) A" (x1) - - - A7 (x,)

I
[oN
)
-+
/N
>
~.
—~
Ny
~—
\.@
<
Il
—_
Q
N———"

also speziell

Aw(@r, ..., an1) = (=1 wy - det(Ay).

Daraus folgt:

Aw(@ar,..,an1) = Y (=1)Fwy - det(Ay)
k=1
det(w',al,... a’ )

= we(a; X...Xa,1).

Sei nun N € R ein Einheitsnormalenvektor zu V und {uy, ..., u,_1 } eine ON-Basis
von V, so dafl {N,uy,...,u,_1} eine positiv orientierte Basis des R™ ist. Die durch
{uy,...,u,_1} gegebene innere Orientierung von V und die durch N gegebene
transversale Orientierung entsprechen sich auf diesem Wege. Sei {1, ¢!, ..., "'}
die duale Basis zu {IN,uy, ..., u,_; }. Dann bilden die Linearformen 7’ := |, € V*
die duale Basis zu {uy,...,u,_1}. Ist iy, : V < R™ die kanonische Inklusion, so ist

wy =n' A AT
die Volumenform auf V', und

VAN AT = AL AT = A

die Determinantenform auf dem R".

Daraus folgt:
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wV(ala"'van—l) = gpl/\"'/\gonil(ala"'van—l)
VAQ' AL AN ay, . a, )
= det(N* a/,...,a’ )

n

= D (~DFN, - det(4y)

k=1
= AN<317 e 7an71)

= Ne(a; x...xa,1),

also

VG(ay,. .. a,_1) = |wy(ar,...,a,1)
= |Ne(a; x...xa,1)]
= |IN|-lla; x ... x a,_1]|

= Ha1 X ... X an,1H

n

= (det(A0)2,

k=1
denn N und der Vektor z = a; x ... X a,,_; mit den Komponenten
Ze = (—1)k+1 . det(Ak)

stehen beide auf V' senkrecht, sind also zueinander parallel. Die Cauchy-Schwarzsche
Ungleichung wird dann zu einer Gleichung. Auflerdem ist ||N|| = 1.

Definition. Sei X eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit. Eine
Riemannsche Metrik auf X ordnet jedem Punkt x € X ein Skalarprodukt v, auf
dem Tangentialraum 7,,.(X) zu, so daf gilt:

Sind &, n differenzierbare Vektorfelder auf X, so ist

T = Ve (53{:7 7790)
eine differenzierbare Funktion.

Zur Erinnerung: Da8 7, ein Skalarprodukt auf 7, (X) ist, bedeutet:
L. 7y, : Tp(X) x T,(X) — R ist R-bilinear.
2. Esist 7, (v,w) = v, (w,v) fir alle v,w € T,(X).
3. Ist v # 0, so ist v, (v,v) > 0.

Ist (U, ) eine Karte fiir X, so gibt es lokale Darstellungen

n , a
gzgs o

& 0
und 7= Z n” .
" Oy
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Setzen wir g,,(x) := v, ((621)9&, (%)z), S0 ist
Ye(€(@),n(w) =D & (@) - (@) - guu(2).

Fassen wir die g,, zu einer Matrix G, und die £’ (bzw. n*) zu einem Vektor &
(bzw. ) zusammen, so erhalten wir die Gleichung

%(€(@),n(2)) = &,(2) - Gol@) - m,(2)".

®»

Beispiel.

Sei G C R" ein Gebiet und X C G eine abgeschlossene k-dimensionale Un-
termannigfaltigkeit. Dann wird durch

< (V, W) :=vew

eine Riemannsche Metrik (die kanonische Riemannsche Metrik) definiert. Ist
¢ : T — U C X ecine lokale Parametrisierung und ¢ = ¢! die davon
bestimmte Karte, so bilden die Vektorfelder

Oy

X(p(w) := Dp(w(e) = 72(u)

die kanonischen Basisfelder auf U, und es ist

gi; =X, X, firi,j=1,...,n.

Man kann aber auf jeder Mannigfaltigkeit X eine Riemannsche Metrik konstruieren.
Dazu sei (U,, ¢,) eine Uberdeckung von X durch lokale Karten und (f,) eine dazu
passende Teilung der Eins. Dann setzt man

e (v, W) = Z fu(x) - v, @ w,,

wobei v, € R™ die Darstellung von v beziiglich der Karte ¢ ist. Man rechnet leicht
nach, dafl v alle Eigenschaften einer Riemannschen Metrik erfiillt.

Definition. Sei X eine n-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit mit einer
Riemannschen Metrik v. Unter der Volumenform von X versteht man die eindeutig
bestimmte n-Form Q, fiir die

(Qx)w(ug, ... uy) =1

fiir jedes € X und jede positiv orientierte ON-Basis {uy,...,u,} ist.
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3.1 Satz. st (U,p) eine Karte fir X und o = (z',...,2"), so ist

(Qx)y = ¢/det(G,) dx' A... Ada™.

BEWwWEIS: Es gibt eine positive Funktion h auf U, so daf} gilt:
QX|U:hdI1/\/\de'n

Setzen wir e, = firv =1,...,n, so ist h(z) = (Qx).(e1,...,€,). Sei nun

T,
{u, ..., u,} eine positiv orientierte ON-Basis von 7},(X) und

n
e; = g a;ug, firi=1,...,n
Jj=1

Fassen wir die «;; zu einer Matrix A zusammen, so ist
det(A)? = det(A"- A) = Gley,...,e,)

die Gramsche Determinante von {e1, ..., e,), also

h(z) = det(A) = /G(eq, ..., e,) = 1/det(v.(ei,€5)) = /G

Man beachte dabei, daf3 det(A) > 0 ist, weil {uy,...,u,} positiv orientiert ist. m

Beispiele.

1. Ist U C R offen, so ist U eine orientierte Mannigfaltigkeit mit dem euklidi-
schen Skalarprodukt als Riemannsche Metrik, also

Qu=dV =da' A... Adz".

2. Sei M C R" eine glatte Hyperflache, transversal orientiert durch ein Ein-
heitsnormalenfeld N. Dann ist

QM—dOM—AN|M—<ZN k+1dl’ N d/ﬂ?\k/\dl’n)‘M

Man spricht auch vom Oberflichenelement.

3. Sei C C R™ eine glatte Kurve, parametrisiert durch o : I — R"™. Sei xy =
a(tg). Dann ist

Qs t"(@t) = a/(ty).
Ist ¢ die durch a bestimmte Koordinate, so ist /G, (x0) = ||/ (to)]], also
(Qc)y = ds := || (to) | dt.

Man spricht auch vom Linienelement.

Esist [, ds= [||a/(t)|| dt = L(C).
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Das letzte Beispiel legt die folgende Definition nahe:

Definition. Ist X eine orientierte n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Riemann-
scher Metrik, so nennt man
o(X) = / Oy
X

den Inhalt (das Volumen) von X.

Im Falle von 1-dimensionalen Mannigfaltigkeiten (also Kurven) kommt die bekann-
te Weglédnge heraus.

Beispiele.

1. Sei M = S"7}(r) = 0B,(0) C R™. Ist x € M, so ist N(x) = £ - x der dufere
Normaleneinheitsvektor. Daher ist

vn s (M) = /M do

n

1 —_—
:/ > b (=DM dat AL AdaR AL A da”
0Br =1 "

_ ﬁ/ dz' A ... Ada™ (Stokes!)
B

T
n

= — - vu(B,(0)).

r

2

Im Falle n = 2 ist M eine Kreislinie vom Radius r und po(B,) = r*m, also

vi (M) = 2rm.

Im Falle n = 3 ist M eine Sphiire vom Radius r und vs3(B,) = 27r?, also

3
V(M) = 3us(B,) = 4mr?.

2. Sei U C R"™ ein beschrianktes Gebiet und f : U — R eine differenzierbare
Funktion. Dann ist M = G; = {(x, f(x)) : x € U} C R""! eine glatte
Hyperfliche, die durch ¢ : U — R"™ mit ¢(x) := (x, f(x)) parametrisiert
wird. Dann ist ¢ = ¢! eine Karte und die Vektoren

dp

Xi(x) = Dyp(x)e; = 0,

(x) = (ei, fz,(x))
bilden eine Basis des Tangentialraumes Ti,x)(M). Es ist
Xi(x) @ X;(X) = 0ij + fa, (%) - fo;(x)
und daher Gy(x) = E, + Vf(x)"- V f(x). Wir miissen det Gy(x) berechnen.

Ist a € R"\ {0} und A := a’-a, so ist rg(A) = 1, denn jeder Vektor, der
auf a senkrecht steht, wird durch x — L4(x) auf Null abgebildet, wéhrend
La(a) = |ja]|* - a ist. Insbesondere ist ||a]|* der einzige Eigenwert # 0 von A.
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Zur Berechnung der Determinante von F,, + A kann man die Diagonalisierung
benutzen, d.h. es ist

lal241 0 - 0
det(E, + A) = det R [ PYCRSY
0 1

Damit ist det Gy = ||V f(x)[|* + 1, also

(doar)y = 1+ V(X)) ||2dat Ao A da™
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§4 Klassische Integralsitze

Ab jetzt verstehen wir unter einer Riemannschen Mannigfaltigkeit eine orientierte
Mannigfaltigkeit X mit einer fest gewéhlten Riemannschen Metrik ~v. Jede trans-
versal orientierte Hyperfliche Y C X ist dann wieder eine Riemannsche Mannig-
faltigkeit.

Definition. Sei X eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit. Ein Ge-
biet G C X heiit semireguldr oder ein Gebiet mit stiickweise glattem Rand, falls
gilt:

1. Jede Zusammenhangskomponente des reguldren Randes 0,.G hat endlichen
Inhalt.

2. Der singuldre Rand 0,G ist Vereinigung von hochstens endlich vielen Unter-
mannigfaltigkeiten der Dimension < n — 2.

3. G ist kompakt, und jeder Punkt von 9,G ist Haufungspunkt von 0,G.

Bemerkungen.

1. Ein semireguldres Gebiet in R ist ein beschranktes offenes Intervall. In diesem
Fall besteht der regulédre Rand aus den beiden Endpunkten des Intervalls, und
es ist 0,G = @.

2. Ein semiregulires Gebiet im R? ist ein ebenes Gebiet, das von endlich vielen
stiickweise glatten Wegen berandet wird.

3. Bei einem semireguldren Gebiet ist der singulidre Rand kompakt, und 0, G ist
dicht in 0G.

4. Jedes Gebiet mit glattem Rand in einer Riemannschen Mannigfaltigkeit ist
semireguldr. Der singuldre Rand ist dann leer, und 0,G = 9G ist kompakt.

n

5. Sei G C X semireguliir. Ist p € 9,G, so gibt es lokale Koordinaten z',. ..,z
auf einer offenen Umgebung U(p) C X, so daB gilt:

UnG={('...,2") €U : z, <0}.

Man kann jetzt zeigen, da G = G ist. Ist nimlich p ein Element von G und
p € G, so mufl p in OG liegen. Liegt p sogar in 0,G, so ergibt sich aus der
obigen Darstellung sofort ein Widerspruch. Liegt p dagegen in 0,G, so gibt

es beliebig nahe bei p Punkte ¢ € 9,G, die auch in G liegen, und man erhélt
auch dann einen Widerspruch.

Also liegt ein semireguléres Gebiet immer auf einer Seite seines Randes. In den
Punkten des reguldren Randes kann man ein stetiges Einheitsnormalenfeld
konstruieren, das nach auflen gerichtet (und mit diesen Eigenschaften dann
eindeutig bestimmt) ist.
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Beispiele sind alle Quader und diffeomorphe Bilder solcher Quader, aber auch an-
dere Polyeder oder Kegelmengen.

Sei G C X ein semiregulidres Gebiet und w eine stetige (n — 1)-Form auf einer
offenen Umgebung von G. Ist Y eine Zusammenhangskomponente von 0,G, so
tragt Y auf natiirliche Weise die Struktur einer Riemannschen Mannigfaltigkeit.
Man kann deshalb eine stetige Funktion f auf Y finden, so daf} gilt:

w = f-doy.

Wir nennen w iiber Y integrierbar, falls f beziiglich doy integrierbar ist. Mit Hilfe
einer (abzéhlbaren) Teilung der Eins kann man nun w als Summe von Formen
w, schreiben, die jeweils kompakten Tréager in einer Kartenumgebung haben. Fiir
jedes v ist w, im alten Summe integrierbar, und die Reihe Y [w, konvergiert.
Daraus folgt: Ist w = ¢ - wp, mit einer positiven Form wy, so ist auch g beziiglich
wy integrierbar.

4.1 Der Satz von Stokes fiir Gebiete mit stiickweise glattem Rand. Se:
G C R" ein semiregulires Gebiet und w eine stetig differenzierbare (n — 1)-Form
auf einer offenen Umgebung von G, die tiber jeder Zusammenhangskomponente von

0.G integrierbar ist. Dann gilt:
/ dw = / w
G 0,.G

BEwEIs:  Sei X := 0,G. Die (n — 1)-Form w hat die Gestalt
w—Zfz o a™) dat A CANdT A A da

Es geniigt, den Satz fiir jeden Summanden von w zu zeigen. Deshalb kénnen wir
0.B.d.A. annehmen, dafl w = f(z!,...,2")dx® A ... A dz™ ist, mit einer beziiglich
dx® A ... A dx™ iiber X integrierbaren Funktion f. Nun sei

p:R" - H:={x=(z',...,2") : ' =0} = R"!

die kanonische Projektion mit

Auf Q :=dz?* A... Adz™ und ® := p|x wenden wir den Satz von Fubini an:
/ w= / oot = / > ex)f(x)) 9
x€®~1(y)

Dabei ist e(x) = —1, wenn die Gerade p~!(y) bei x in G eintritt, und e(x) = +1,
wenn sie aus G austritt.
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Es ist dw = Dy f - dz' A ... Ada™. Der Satz von Fubini im R"™ liefert:

/dw:/ (/ D1f~d:c1)Q.
G p(G) “p~l(y)nG

Behauptung: p(G) und ®(X) unterscheiden sich nur um eine Nullmenge.

BEWEIS dafiir: 1) Liegt y in p(G), aber nicht in ®(X), so muf die Gerade p~!(y)
den singuldren Rand 0,G treffen. Aber 0,G besteht aus endlich vielen Mannigfal-
tigkeiten der Dimension < n — 2, so dal p(9;G) eine Nullmenge ist.

2) Liegt y in ®(X), aber nicht in p(G), so beriihrt die Gerade p~'(y) in jedem
Punkt x € p~!(y) N X das Gebiet G von aufen. Ist ndmlich U eine Umgebung von
x, UNG = {0 < 0} und ~(t) = x + te; eine Parametrisierung der Faser p~!(y), so
hat h := po~vyin ¢t = 0 ein Minimum. Also ist 0 = /'(0) = Vp(x)ee;. Das bedeutet,
daf} e; Tangentialvektor an X = 0,G in x ist.

Wiére @ in x nicht singulédr, so wéire ® dort ein lokaler Diffeomorphismus. Das ist
aber nicht der Fall, weil der Tangentialvektor e; auf Null abgebildet wird. Also
ist @ in x singulédr, und das Bild solcher Punkte ist nach dem Satz von Sard eine
Nullmenge. Die Behauptung ist bewiesen.

Es folgt:
/dw:/ </ le-dxl)fz.
G o(X) Yp~Hy)NG

p'(y) N G besteht aus endlich oder abzihlbar vielen offenen Intervallen I; =
(a;,b;). Daraus folgt:

/1( Dt =)~ fe) = Y s

J xep~l(y)nX

Der Satz 14t sich auf semireguldre Gebiete in Riemannschen Mannigfaltigkeiten
iibertragen, etwa mit Hilfe einer Teilung der Eins. Dabei ist zu beachten, dafl 9;G
auch kompliziertere Teile enthalten kann, wenn w dort verschwindet.

Wir wollen nun die Integralsitze der klassischen Vektoranalysis beweisen.

4.2 Satz. Zu jedem Vektorfeld & auf X gibt es eine eindeutig bestimmte 1-Form
€ auf X, so dafs
& (n) =~(&n)

fiir jedes andere Vektorfeld n gilt.

BeEwers:  Fir jedes z € X wird durch v — A, mit A\,(w) = v,(v,w) ein Isomor-
phismus von 7, (X) auf den Dualraum 77}(X) definiert. Ist ndmlich A\, = 0, so ist
vz (v, w) = 0 fiir jeden Tangentialvektor w, also insbesondere v,(v,v) = 0. Da ~,
ein Skalarprodukt ist, mufl dann v = 0 sein.
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Da & (n) = v(&,n) fiir jedes differenzierbare Vektorfeld 7 eine differenzierbare Funk-
tion ist, ist & tatsichlich eine (differenzierbare) 1-Form. n

Bemerkung. In der allgemeinen Relativitétstheorie wird eine 4-dimensionale
Mannigfaltigkeit X als Modell fiir Raum und Zeit zugrunde gelegt. Dabei wird X
nicht mit einer Riemannschen Metrik versehen, sondern mit einer ,, pseudoriemann-
schen Metrik“ +. Das bedeutet, daf fiir jedes x € X eine symmetrische Bilinearform
7. auf T, (X') gegeben ist, die nicht positiv definit ist, sondern die Signatur (+++—)
hat. Ein Beispiel ist der R* mit der Minkowski-Metrik

m(X,y) = T1y1 + Toys + T3Y3 — T4y,

wobei 1, x9,z3 die rdumlichen Koordinaten sind und z, = ct ist (t = Zeit,
¢ = Lichtgeschwindigkeit). Ist m(x,y) = 0 fiir alle y, so ist insbesondere x; =
m(x,e;) = 0 fir : = 1,2, 3, aber auch =4, = m(x, —e;) = 0, also x = 0. Auch eine
pseudoriemannsche Metrik ist ,,nicht ausgeartet, und erlaubt einen Isomorphismus
zwischen Vektorfeldern und 1-Formen.

Ist € ein differenzierbares Vektorfeld auf X, (U, ¢) eine Karte und &, = (¢!, ...,£")
so schreibt man

(&), =& dat + - &, da™.

0
Setzen wir e,(f) = ——, 8o ist

ain
&= ()e?) = e Zgzké

Bei Verwendung der Einsteinschen Summenkonvention ist also & = g£'. Man
spricht auch vom ,,Herunterziehen der Indizes“, so wie in der Musik das Zeichen b
dafiir sorgt, dafl ein Ton um einen Halbton heruntergezogen wird. Hier, auf einer
Riemannschen Mannigfaltigkeit, besteht nun auch tatséchlich ein Unterschied zwi-
schen den kovarianten Komponenten & und den kontravarianten Komponenten ¢!
eines Feldes.

Der umgekehrte Vorgang ist das ,,Heraufziehen der Indizes“. Mit ¢¥ bezeichnet
man die Komponenten der inversen Matrix G LIst w=a;dat +--- +a, dz" eine
1-Form, so ergeben sich die Komponenten a’ des zugehorigen Vektorfeldes wh aus

der Gleichung
a* = Z a;ig™.
i=1

Definition. Ist f eine differenzierbare Funktion auf X, so heifit das Vektorfeld

V[ = (df)

der Gradient von f.
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Es ist v(V f,n) = n[f], und in lokalen Koordinaten ist
_ il 7S in ~J
vf_(;g axi"”’;g ax)'

Im R” haben wir nicht nur jedem Vektor v eine Linearform A, = v’ sondern auch
eine alternierende (n—1)-Form A, zugeordnet. Auch das 1&8t sich auf Riemannsche
Mannigfaltigkeiten verallgemeinern.

4.3 Satz. Zu jedem Vektorfeld & auf X gibt es eine eindeutig bestimmte (n —1)-
Form A¢ auf X mit

A Ae =v(n,€) - Qx.

Ist o = (z!,...,2") ein lokales Koordinatensystem, so ist

(A¢)y = /det G, - Zg’“(—l)’““ dzt A ANdTF A LA dT
k=1

Bewels: Die Eindeutigkeit ergibt sich wie folgt. Ist A mit der gewiinschten
Eigenschaft gegeben und

n
AgzZakdxl/\.../\d:ck/\.../\dx”,
k=1

so ist einerseits
dz' A Ae = (=1)"a;dat AL A da”

und andererseits (dr®)f = (¢*,..., g™), also

v((dz')¥, €) Qx = <Z gikgkl£l> Qx =& Jdet G, dx' A... Nda"™.
Kkl

Daraus folgt: aj, = /det G,(—1)" 1",
Ist umgekehrt A¢ so gegeben und n = (n', ..., n"), so ist

=) (Z giwi) da*,
k=1 i=1
also
A Ae = Zgikniﬁk cy/det G, dat AL A da™
ik

= vkn,é) Qx

Das zeigt die Existenz. "
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Definition. Ist £ ein Vektorfeld auf X, so nennt man die eindeutig bestimmte
Funktion div ¢ mit
d(A¢) = (div €) Qx

die Divergenz von &.

4.4 Satz. Ist g := detG,, so hat die Divergenz in lokalen Koordinaten die
Gestalt

D RNV R

BEwEIS: Es ist

Bemerkung. Im R" ist ¢ =1 und es kommen die bekannten Formeln heraus.

Ist G C R" ein Gebiet und ¢ : G — G C R" ein Diffeomorphismus, so kann
man G als parametrisierte Mannigfaltigkeit auffassen. Als Beispiel seien die ebenen
Polarkoordinaten genannt:

o(r,0) = (z(r,0),y(r,0)) = (rcos@,rsinf).
Dann erzeugen die Vektoren

X, = g—f = (cosf,sinf) und Xy=— = (—rsinf,rcos0)

den Tangentialraum von é, und die Vektoren E, = X, und Egy = %Xg bilden ein
ON-System. Es ist

- X, e X, X,eXp,\ (1 0
GW(T’”‘(XQ.XT X90X9>_(O 7«2)’

also V9= \/det G¢—1 = r. In ebenen Polarkoordinaten ist daher

of 19f,  Of 10f
o e = o e

Ist £ =¢E, + Ep = X, + %£9X9, so ist

Vf=

0

1 0
div{ =~ E(T )+ %(59)

Ingenieure nennen das ,,Rechnen in krummlinigen Koordinaten®.
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Wir konnen jetzt auch die klassischen Sétze von Gaufl und Stokes formulieren.

4.5 Der Integralsatz von Gau3-Ostrogradski. FEs sei X eine Riemannsche
Mannigfaltigkeit und G C X ein semurequldres Gebiet, & ein stetig differenzierbares
Vektorfeld auf einer Umgebung von G und N das dufere Einheitsnormalenfeld auf
0,G. Dann ist

/G(diV§)dV=/ <&, N> do.

orG

Dabei ist dV = Qx das Volumenelement von X und do das Volumenelement auf
0,G. Das Skalarprodukt <&, N> ist das Riemannsche Skalarprodukt v(&, N).

BEWEIS:

Es ist /(din)QX = / d(Aé) = / Ag.
G G 0.G
Ist z € 0,G und {uy,...,u, 1} eine positiv or. ON-Basis von T,(0,G), so ist

n—1

fo=<&, No>No+ ) <oy u>ui. (%)

i=1
Also ist
(Ag)x(ul,...,un_l) =
= \/§Z§k(—1)k+ld9§1/\.../\ga?/\.../\da:"(ul,...,un_l)
k=1
= Jgda' A ANd2" (& uy, ... u,—q) (Laplace)
= QX(gvula"-aun—l) = <€CE7NZ‘>

Die letzte Gleichung folgt aus () und der Tatsache, daBl Qx (N, u1, ..., u,—1) =1
ist. Andererseits ist auch <€, , N,> - do(uq, ..., u,_1) = <& , N,>. Daraus folgt:

Af‘(‘)TG: <€, N> -do.

Definition.  Sei X eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, G C R? ein (beschrink-
tes) Gebiet mit stiickweise glattem Rand und ¢ : G — X eine stetig differenzier-
bare injektive Abbildung. AuBerdem sei rg Dp(u) = 2 fiir alle u € G. Dann heifit

S := ¢(G) ein (abgeschlossenes) Fliachenstick in X und bS := p(9G) der Rand
von S.

Bemerkungen.

1. S ist kompakt, und S := ¢(G) ist eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit
von X. Der Rand bS ist nicht der topologische Rand von S.
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2. Es gibt endlich viele glatte Wege 3, : I, — R? o = 1,...,r, so daB OG
Vereinigung der Spuren dieser Wege ist und sich je zwei solche Wege héchstens
an den Endpunkten treffen. Daher ist bS Vereinigung der Spuren C, der Wege
a, = o, : I, — X. Man kann jede Kurve C, als 1-dimensionale orientierte
Untermannigfaltigkeit auffassen, wenn man die Endpunkte wegldfit. Durch
Y, = oz;l wird eine globale Karte fiir C, gegeben.

Sei v die Riemannsche Metrik auf X. Fiir x € X und v € T,(X) sei
[v]ly := V(v 0).

Ist @ : I — X ein glatter und injektiver differenzierbarer Weg, ty € I, xy = a(to)
und (z!,...,2") ein lokales Koordinatensystem fiir X in xq, so setzen wir q; :=
2 o . Dann ist der Tangentialvektor an den Weg o gegeben durch

Z Oé to 8:61

&(to) = Ck*t

Der Vektor

a(t)
T,(t) .=
" (1G]

heiBt Tangenteneinheitsvektor an C' := () in «(t). Er héngt nicht von der Para-
metrisierung « ab, nur von der Orientierung der Kurve C.

Die Riemannsche Metrik von X induziert eine Metrik auf der Kurve C'. Zusam-
men mit der natiirlichen Orientierung von C' wird so ein Volumenelement auf C
bestimmt, das Linienelement ds. Beziiglich der Karte ¢ = a~! ist ds gegeben als
ds = /Gy dt. Der Tangentialraum an C in «(t) wird (in diesem Koordinatensy-

stem) von a(t) erzeugt, daher ist Gy (t) = y(a(t), a(t)) = ||5z(t)||% Es folgt:

ds = ||| dt.

Sei nun £ ein Vektorfeld auf X. In lokalen Koordinaten ist
k=1 i
also
@(€) = 3 (Xlawoa)- (€ 0w) o
k=1 i

= <§oa,5¢>dt
= <foa, T,>ds.

Bemerkung. Eine 1-Form kann miihelos auf eine 1-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit eingeschrankt werden. Bei einem Vektorfeld ist das zunéchst nicht
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moglich, da es i.a. ja nicht tangential zu der Untermannigfaltigkeit verldauft. Das
Skalarprodukt <€ o a, T, > liefert den tangentialen Anteil von &.

4.6 Satz. Sei X eine 3-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann gibt
es zu jedem Vektorfeld & auf X genau ein Vektorfeld rot & auf X mat

Arot§ = d(gb) .

BeEweEls: Die Rotation eines Vektorfeldes (rot &) kann nur im Falle n = 3 definiert
werden, denn nur dann ist die 2-Form d(£”) zugleich eine (n — 1)-Form. Auerdem
héngt die Zuordnung zwischen £ und rot ¢ von der Metrik und der Orientierung
ab, ist also nicht invariant unter orientierungsumkehrenden Transformationen (wie
z.B. Spiegelungen).

Ansonsten ist nichts weiter zu zeigen, wir wissen ja schon: Die Zuordnung n — A,
ist bijektiv (zwischen Vektorfeldern und (n — 1)-Formen). n

4.7 Stokesscher Integralsatz. Fs sei S ein abgeschlossenes Flichenstiick mait
stiickweise glattem Rand in einer 3-dimensionalen Riemannschen Mannigfaltigkeit,
& ein differenzierbares Vektorfeld in einer Umgebung von S. Dann ist

/<rot§,N>d0:/ <&, T>ds.
S

bS

Dabei ist N ein Finheitsnormalenfeld auf S, das die transversale Orientierung von
S festlegt, und T das Tangenteneinheitsvektorfeld auf bS, das den Rand in der
richtigen Weise orientiert.

BEWEIS:  Wie oben beschrieben sei S durch ¢ : G — X und bS durch die Wege
a, = ¢ o 3, parametrisiert. Dann gilt:

/<rot§,N>d0 = /Arotg = /90*(Arot§)
s s €]

= [eae) = [ awe)
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Wie in der 1-dimensionalen Theorie gilt auch im R"™ der Mittelwertsatz der Inte-
gralrechnung, etwa in folgender Form: Ist M C R™ kompakt und f : M — R stetig,
so gibt es ein £ € M mit

/Mf(x) de' ... da"™ = v, (M) - f(&).

Wir verwenden diese Tatsache, um eine Interpretation von Divergenz und Rotation
zu liefern.

Ist Q. = Q:(x) ein kleiner Quader um x, so stellt / <&, N>do den Fluf$ des

0Qc
Vektorfeldes ¢ durch die Oberfliche von (). dar. Ist die Gesamtbilanz positiv, so
enthélt Q. eine Quelle, ist die Bilanz negativ, so enthélt (). eine Senke. Nun gilt:

_ 1 : 1 . .
l%m/{)@e <€, N>d0=}jl£f(l)vn(Q€) /QE(dIV£)dV = lef(Xo).

Deshalb nennt man div ¢ auch die Quelldichte von &.

Jetzt sei N € R? ein fester Vektor der Linge 1 in xo. Mit S. bezeichnen wir kleine
Kreisscheiben durch xq senkrecht zu N (mit N als ,Achse“). Dann gilt:

1 1
lim—/ < ,T>ds:lim—/ <rot(, N>do = <rot&(xq), N>.
=0 v2(5¢) Jos, ¢ =0 02(5:) Js. ¢ (o)

Man nennt <rot{(xg), N> die Wirbeldichte von £ um die durch N bestimmte

Achse. Das Integral / <&, T>ds nennt man die Zirkulation von & entlang bS.
bS



