4 Differentialformen und Stokes’scher
Satz

4.1 Derivationen und Vektorfelder

Sei B C R" offen. Eine ¢-codimensionale (bzw. d-dimensionale) Unter-
mannigfaltigkeit von B ist eine (beliebig oft differenzierbare) glatte d = (n — q)-
dimensionale Flache M C B, so dass B\ S offen ist.

4.1.1. Satz

FEine Teilmenge M C B ist genau dann eine q—codimensionale Untermannigfal-
tigkeit von B, wenn es zu jedem Punkt xq € S eine offene Umgebung U(xq) C B
und eine €°-Abbildung F : U — R" g¢ibt, so dass gilt:

FUNM)={yeFU) : ypgt1=-..=y, =0}

Wir haben den Satz schon in Kapitel 2 fiir Hyperflachen bewiesen. Der Beweis fiir
Untermannigfaltigkeiten beliebiger Codimension steht im Anhang dieses Abschnit-
tes.

Eine stetige Funktion A : M — R heifit (beliebig oft) differenzierbar, falls
h o ¢ fiir jede Parametrisierung ¢ (beliebig oft) differenzierbar ist. Wir verwenden
fortan wieder das Wort ,,differenzierbar® als Synonym fiir , beliebig oft differenzier-
bar“. Mit (M) bezeichnen wir den Raum aller (beliebig oft) differenzierbaren
Funktionen auf M.

4.1.2. Lemma

Sei B C R" offen, M C B eine Untermannigfaltigkeit und f : M — R eine
differenzierbare Funktion. Dann gibt es zu jedem Punkt xo € M eine offene
UmgeAbung U = U(xg) C B und eine differenzierbare Funktion f : U — R, so
dass flynu = flunu ist.

BEwEIs:  Es gibt eine offene Umgebung U(xy) C B und eine umkehrbar differen-
zierbare Abbildung F : U — R", so dass gilt:

FUNM)={y=(1,.--.ya) EFU) : ygs1 =... =yn =0},

Wir schreiben y’ := (y1,...,yq) und definieren j : R? — R” durch j(y’) := (y',0),
sowie pr : R® — R? durch pr(yy,...,yn) == (¥1,...,%4). Dann ist

@:P:=pr(F(UNM)) - M mit @(y):=F'ojly)=F'(y,0)
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eine glatte lokale Parametrisierung von M. Also ist f o ¢ : P — R und damit
auch g := fopopr: F(U) — R differenzierbar. Daraus folgt schliefllich, dass
f:=9goF :U — R differenzierbar ist.

Ist x € M NU und F(x) = (y',0), so ist ¢(y’) = x und

f(x)=goF(x) =3(y,0) = fop(y) = f(x).

Also ist ]?eine lokale Fortsetzung von f. "

Wir werden jetzt eine neue Charakterisierung von Tangentialvektoren herleiten.

Definition

Sei M C B C R"™ eine Untermannigfaltigkeit, p € M. Unter einer Derivation
in p versteht man eine lineare Abbildung D : €>*°(M) — R mit folgender
Eigenschaft:

D(f-g):= f(p) D(g)+g(p) - D(f).

Bemerkung:

Ist D eine Derivation, so ist D(c) = 0 fiir jede konstante Funktion c. Zunéchst ist
namlich D(1) =D(1-1)=1-D(1)+1-D(1) = D(1) + D(1), also D(1) = 0. Und
daraus folgt, dass D(c) = ¢- D(1) = 0 ist, wegen der Linearitét. n

4.1.3. Satz

Ist D eine Derivation inp, f € € (M) und f(x) = 0 in einer kleinen Umgebung
von p, so ist D(f) = 0.

Bewels: Ist V =V(p) cC U = U(p) und f(x) = 0 auf U, so konstruiere man
eine ¢*°-Funktion g auf M, so dass g(x) = 0 auf V und g(x) = 1 aulerhalb U ist.
Das geht z.B. mit einer ,Hut“~Funktion A und g := 1 — h. Dann ist f- g = f und

D(f) = D(fg) = f(p) - D(9) + 9(p) - D(f) = 0. .

4.1.4. Folgerung

Ist D eine Derivation in p und sind fi, fo € €°(M) zwei Funktionen, die in
einer kleinen Umgebung von p ibereinstimmen, so ist D(f1) = D(fa).

BEwEIs:  Weil f; — fy auf einer Umgebung von p verschwindet, ist D(f; — f2) = 0,
also D(f1) = D(f2). n

Bemerkung: Sei U C R" offen und V' C U ebenfalls offen. Ist V' kompakt (also
insbesondere beschrankt) und auch in U enthalten, so sagt man, V liegt relativ-
kompakt in U. Man schreibt dafiir: V CC U.
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Sei weiterhin D eine Derivation in p, f eine ¥ °*°-Funktion auf einer Umgebung
U = U(p). Dann gibt es offene Umgebungen V- CC W CC U von p und eine
¢ >°-Funktion ¢ auf M, so dass ¢(x) =1 auf V und ¢(x) = 0 auf M \ W ist. Also
ist of € €°(M) und (pf)|v = flv. Nun kann man D(f) := D(¢f) setzen. Offen-
sichtlich héangt der Wert nicht von der gewéhlten Funktion ¢ ab. Also kann man
eine Derivation in p auf Funktionen anwenden, die nur auf einer kleinen Umgebung
von p definiert sind.

4.1.5. Satz

Seit M C R" eine Untermannigfaltigkeit, p € M, v € To(M) und o : (—¢,+¢€) —
M ein differenzierbarer Weg mit a(0) = p und &/'(0) = v. Dann wird durch

Dy(f) == (f o @)'(0)

eine Derivation Dy : € (M) — R definiert .

BEwEIs: Die Abbildung D, ist wohldefiniert. W&hlt man € > 0 klein genug, so
gibt es eine offene Umgebung U = U(p) C R" und eine differenzierbare Funktion
F:U — R, sodass a((—¢,+¢)) C Uund ﬂUmM = fluna ist. Dann ist foa = foa,
also f o av differenzierbar und

(f o @)(0) = Vf(p)-e/(0) = V(p)-v.
Sind zwei lokale Fortsetzungen fAl und ]?2 von f gegeben, so ist (fAl — f;) oca = 0.
Der Gradient von f; — fy steht deshalb auf T, (M) senkrecht. Daraus folgt, dass

V/i(p)+v = V fao(p) v ist. Der Wert von Dy (f) hiingt also nicht von der gewéhlten
lokalen Fortsetzung von f ab. Er hingt auch nicht von dem Weg o ab, nur vom
Tangentialvektor v selbst.

Ganz leicht folgt nun, dass die Abbildung f +— Dy(f) linear ist und die Produkt-
regel erfiillt. Also ist D, eine Derivation. "

Die Menge Derp(€>°(M),R) aller Derivationen in p bildet einen R-Vektorraum.

Wir wollen zeigen, dass die (offensichtlich lineare) Abbildung v — Dy ein Isomor-
phismus ist. Dazu benétigen wir einen Hilfssatz.

4.1.6. Lemma

Sei P C R? ein konvexes Gebiet, g : P — R (beliebig oft) differenzierbar, uy € P.
Dann gibt es (beliebig oft) differenzierbare Funktionen h, auf P, so dass gilt:

1. g(u) = g(uo) + Z(u,, —u®) - h,(u) fir alleu € P.
v=1

2. h,(ag) = gu,(wg) firv=1,... p.
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BEWEIS:  Sei u € P. Setze a(t) := ug + t(u — uy), fir 0 <¢ < 1. Dann ist

g() —g(w) = g((l)) - g(a(0)) = /0 (9o a)(t)dt

_ /0 Vo(a(t) s (u—up)dt = 3 (u, — u®)h, (w),

v=1
1
mit h,(u) := / Gu, (Wo + t(u — uyg)) dt. Offensichtlich ist h, beliebig oft differen-

0
zierbar und h,(ug) = gy, (o), fiir v =1,...,n. .

4.1.7. Satz

Set M C R" eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit, p € M. Die Zuordnung
v — Dy liefert einen Isomorphismus von Tp(M) auf Dery, (€ (M), R).

BEWEIS: Sei ¢ : P — M eine lokale Parametrisierung, P C R” ein Parameterge-
biet, up € P und ¢(uy) = p. Dann definiert man

0 .
S| ()= Dif o)), Firi=1,...d
Ui 1p
wobei mit D; die i-te partielle Ableitung bezeichnet wird. Dann ist offen-
U; Ip
sichtlich eine Derivation in p.
Die Abbildung v — Dy ist linear, die Vektoren ¢, (1), ..., ¥, (1) bilden eine

Basis von T, (M) (weil rg J,(up) = p und Im Dep(uy) = T,(M) ist), und fiir a(t) :=
p(uy + te;) ist a'(0) = @, (up).
Ist f € €°(M) und feine lokale differenzierbare Fortsetzung von f, so ist

~

(foa)(0) = Vf(p)+a'(0) = Vf(p)+ep, (uo)

Jj=1
Difop)m) = | (1)
= . (@] = .
: 0
Also bildet v — D, den Vektor ¢, (u9) auf 5 ab.
' Ui Ip
. : 0 0 : .
Es geniigt also zu zeigen, dass {=— | ,..., = | } eine Basis des Raumes der
Ou; Ip ou, Ip

Derivationen ist.

0
1) Lineare Unabhéngigkeit: Zu Abkiirzung sei 0; := En fire =1,...,n. Ist
Ui 'p

Ym0 =0,s0ist > ¢;0;(f) = 0 fir jede differenzierbare Funktion f. Das gilt
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insbesondere fiir jede Funktion u; = pr; o ¢ ! esist also 0= Y"1 ¢;0i(uy) = ¢,
fiir alle j.

2) Erzeugendensystem: Sei D eine Derivation in xo = ¢(uy), f eine differenzierbare
Funktion auf S. Es gibt differenzierbare Funktionen h,, so dass gilt:

1. foep(u)=fop(u) + 3" (u, —ut”)h,(u),

O(fo 0
2. o) = A2 gy = 2| (p)
Mit z, := pr, o ¢~ ! ist dann f(x) = f(xo) + Z(zy(x) — 2,(x0))hy, 0 o~ (x) und

(f)-

p

— Z D(z,)hy, 0 ¢~ (x0) = Z D(Z”)aiuu

0
8uy

Also ist D = Z D(z,)

v=1

Sei M C R" eine p-dimensionale Untermannigfaltigkeit, xg € S und ¢ : P — M
eine lokale Parametrisierung mit ¢(uy) = xo. Dann nennt man z = (z1, ..., z,) mit
2 ==pr;o @ L fiiri = 1,...,p ein lokales Koordinatensystem fiir M in xq. Die z;
sind differenzierbare Funktionen auf M, weil z; o ¢ = pr; differenzierbar ist.

Seien nun My, M, zwei Untermannigfaltigkeiten, F : My — M, eine differenzierbare
Abbildung. Ist f : My — R eine differenzierbare Funktion, so ist auch foF : M; —
R differenzierbar. Deshalb kann man eine Abbildung F, : Tp(M;) — Twp)(Ms)
definieren durch

(F.D)(f) == D(f o F).
Man rechnet leicht nach, dass F, linear ist.
Ist D = Dy, mit v = &/(0) und einem Weg a : (—¢,+¢) — M; mit a(0) = p, so
ist
F.D(f) = Dy(foF) = ((f o F) o @) (0) = (f o (F o)) (0) = Du (/).
mit w = (F o a)’(0).
Seien u, = pr, o0 ¢~' und y, = pr, o 1! lokale Koordinaten in p bzw. F(p). Ist

D= Z“”auy und F,D = Zb“ayu

pn=1

So 1st
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also

Definition

Ist M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, so heift
T(M):={(x,v) e M xR" : veTu(M)} CR" x R"

das Tangentialbiindel von M.

4.1.8. Satz

Das Tangentialbiindel einer k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M C R™ st
eine 2k-dimensionale Untermannigfaltigkeit im R*".

BEWEIS:  Sei (xg, Vo) € T(M). Es gibt ein Parametergebiet P C R*, einen Punkt
uy € P, eine stetig differenzierbare Abbildung ¢ : P — R” mit ¢(uy) = x¢ und
eine offene Umgebung U = U(xy) C R", so dass gilt:

1. UNM = ¢(P).

2. ¢ ist injektiv.

3. rgJo(u) =k

4. Ist (u,) eine Folge in P mit ¢(u,) — xq, so konvergiert auch (u,) gegen uy.

Weil Im D (ug) = Ty, (M) ist, gibt es einen Vektor wy € R¥, so dass Dep(ug)(wy) =
v ist. Nun kann man eine Parametrisierung ® : P xR¥ — R?" von T'(M) definieren
durch

®(u, w) := (p(u), Dp(u)(w)).
Dabei wird (ug, wg) auf (xq,vg) abgebildet.
Die Menge U := U x R ist offen im R?". Ist (x,v) € U N T (M), so liegt x in
UNM und v in Ty (M). Es gibt dann ein u € P mit ¢(u) = x und ein w € R”
mit Dp(u)(w) = v. Also ist UNT(M) = ®(P x RF).
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Zur Injektivitéit: Sei ®(u,w) = ®(u’,w’). Dann ist p(u) = ¢(u’'), wegen der
Injektivitdt von ¢ also u = u'. Aulerdem ist Dp(u)(w) = De(u)(w’'). Auch
Dep(u) ist injektiv (weil vom Rang k), und daraus folgt, dass w = w’ ist.

Wir konnen die Abbildung ® auch folgendermafien beschreiben:

(u,w) — (p1(u),...,0,(0); Vi (u) s w, ..., Vi, (a) s w).

Daher ist
Jo(u,w) = ( Te(w) 0 ) ) € My, 21 (R)

und rg Jg (u, w) = 2k.

SchlieBlich sei (u,,w,) eine Folge in P x R¥, so dass ®(u,,w,) gegen ®(ug, wy) =
(x0, Vo) konvergiert. Dann ist klar, dass ¢(u,) gegen ¢(ug) konvergiert, also u,
gegen ug. Die Abbildung ¢! : UNM — P ist stetig differenzierbar, denn ¢ lop =
idp ist stetig differenzierbar. Daher gibt es eine Umgebung V' =V (x¢) C U C R
und eine stetig differenzierbare Abbildung F : V — RF, so dass Flyan = cp_llvm M

ist. O.B.d.A. liegen alle u, in W := o~ 1(V N M).

Nach Voraussetzung konvergiert v, := w, - J,(u,)" gegen vo := wy - J,(up)". Und
fiir jedes u € V ist

JF (QO(II)) . J(p(ll) = JFO¢(U) = J‘Pﬂw(u) = Ek
Sei x,, := (u,). Weil F stetig differenzierbar ist, konvergiert Jg(x,) gegen Jg(xo)

und w, = (W, - Jo(w,) ") - Jp(x,) T = v, - Jr(x,) " gegen vo- Jr(xg) " = wo. Damit
ist T'(M) eine Untermannigfaltigkeit. .

Die Abbildung 7 : T(M) — M mit 7(x,Vv) := x ist differenzierbar, denn
70 B(u, ) = m(p(), De(u)w) = 9(u) = ¢ 0 pry (u, w)

ist differenzierbar. Man nennt 7 die kanonische Projektion.

Definition

Ein stetiges (bzw. differenzierbares) Vektorfeld auf M ist eine stetige (bzw.
differenzierbare) Abbildung & : M — T(M), so dass 7 o € = id,, ist.

Ist & ein Vektorfeld auf M, so gibt es eine Abbildung E : M — R™ mit
£(x) = (x,€(x)) und £(x) € T (M) (fiir alle x € M).

Ist F : My — M, eine stetig differenzierbare Abbildung, so induziert F eine stetige
Abbildung TF : T(M;) — T(Ms) durch

TF(x,w) := (F(x),F.(w)),
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denn fiir jede Parametrisierung ¢ ist

TF(¢(u), De(u)w) = (F o @(u), D(F o ¢)(u)w)

stetig in (u, w). Zusammen mit den kanonischen Projektionen erhélt man das fol-
gende kommutative Diagramm:

TF

1T

M), ———> M,

Ist allerdings & : M; — T(M;) ein Vektorfeld auf M, so ist TF o & : M; —
T (M) kein Vektorfeld. Wir kénnen &€ nur dann als Vektorfeld von M; nach M,
transportieren, wenn F ein Diffeomorphismus ist. Dann kann man n&mlich ein
Vektorfeld Fy§ auf M, definieren, durch

Fi¢ . =TFo¢oF .
Tatséchlich ist Fy& eine Abbildung von M nach T'(M,) und
mo (Fi€) = moTFofoF ' = FomofoF!
— FoF ! = idy,.

Sei & ein differenzierbares Vektorfeld auf der Untermannigfaltigkeit M. Ist f eine
differenzierbare Funktion auf M, so wird die Funktion &f auf M definiert durch

(€£)(x) = Ex)(f)

Ist xg € M, so gibt es eine offene Umgebung U = U(xp) C R"™ und einen Diffeo-
morphismus F : U — F(U) mit

FUNM)={y =, .yn) €EFU) : yar1 = ... =yn = 0}.

Dann ist @(y1,...,%4) := F (y1,...,¥a,0,...,0) eine lokale Parametrisierung fiir
M und die Funktionen u, :=pr, o ¢! = pr, o F = F, sind lokale Koordinaten.

0
ou

Weg mit a(0) = x und o'(0) = &(x), so ist

und ist @ : (—¢,e) — M ein differenzierbarer
X

d
Schreibt man &(x) = Z a,(x)
v=1

a,(x) = £(x)(w,) = (F, 0 @)'(0) = VF,(x) ().

Ist & differenzierbar, so sind auch alle Koeffizienten a, differenzierbar. Und dar-
aus folgt, dass & f fiir jede differenzierbare Funktion f wieder eine differenzierbare
Funktion ist.
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Sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum.

Definition

Die Menge aller Linearformen auf V| also aller linearen Abbildungen A : V' — R,
bezeichnet man mit V*.

Bemerkung: V* ist ein Vektorraum, mit

()\1 + )\2)(V) = )\1(V) + )\2<V), fiir )\1,)\2 € V*,
und  (rA)(v) = r-A(v), firreR, Ae V™.

Man nennt V* den Dualraum von V.

Ist V =R" und a € R", so wird durch

Aa(V)i=vea=1via; 4 - vpa, = vea'

eine Linearform A, auf V definiert. Die Zuordnung a — A, liefert einen Isomor-
phismus von R™ auf (R")* = L(R", R).

Leider ldsst sich die Zuordnung a — A, nicht so ohne weiteres auf einen beliebigen
endlich-dimensionalen Vektorraum V' iibertragen. Ist allerdings ein Skalarprodukt
(..., ...) (also eine positiv definite symmetrische Bilinearform) auf V' gegeben, so
kénnen wir jedem Vektor a € V' genau wie oben eine Linearform A, zuordnen,
durch

Aa(x) = (a, x).

Wie bekommt man eine Umkehrabbildung zur Zuordnung a +— .7 Ist A =
{ay,...,a,} eine ON-Basis von V', so besitzt jeder Vektor x € V eine eindeutig

bestimmte Darstellung
n

X = Z(x, a;)a; .

i=1

Die Linearformen o' := \,,, 1 = 1,...,n, bilden die duale Basis zur Basis A, mit
oa'(ay) = (ai, a;) = dy;.
Insbesondere haben V' und V* die gleiche Dimension.

Wenn wir jeder Linearform ¢ € V* durch

n

va(p) == Z p(a;)a

=1

einen Vektor v4(p) € V' zuordnen, so erhalten wir eine lineare Abbildung von V*
nach V', die allerdings von der gewéhlten Basis A abhéngt.
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Es ist

n

va(Aa) = Z)\a(ai)ai = Z(a, a;)a; = a.

i=1
Ist nun Ay = Ap, so ist a = va(Aa) = va(Ap) = b. Das zeigt, dass die Zuordnung
a — A, injektiv ist. Weil V' und V* die gleiche Dimension haben, ist sie sogar ein
Isomorphismus und v4 die Umkehrabbildung.

Es seien nun zwei Vektorrdume V' und W gegeben. Jede lineare Abbildung f : V' —
W induziert eine duale Abbildung f* : W* — V* durch

f*(p) :=pof.

In Vektorrdumen mit Skalarprodukt kann man sich die Linearformen und ihre
Bilder folgendermaflen vorstellen:

Ist die Linearform ¢ € W* nicht die Nullform, so ist Im(¢) = R und Ker(y) eine
Hyperebene. Ist ¢ = A\, (mit a € W), so ist

Ker(p) ={xeW : (a,x) =0}

das orthogonale Komplement zu der Geraden Ra. Man kann jetzt ¢ mit der (zu
Ker(p) parallelen) Schar affiner Hyperebenen H, = ra + Ker(p), r € R, identifi-
zieren. Nun ist

Ker(f*(¢)) = {xeV :pof(x)=0}
= {xeV : f(x) € Ker(p)}
= 7 (Ker(g)).

Die Linearform f*(y) wird also durch die zu f~!(Ker(y)) parallele Schar von Hy-
perebenen veranschaulicht. Das funktioniert iibrigens nicht in umgekehrter Rich-
tung, denn das Bild einer Hyperebene unter einer linearen Abbildung ist i.a. keine
Hyperebene.

Definition

Unter einer Pfaff’schen Form auf einer Untermannigfaltigkeit M versteht
man eine stetige (bzw. differenzierbare) Funktion w : T (M) — R, die im zweiten
Argument linear ist.

Bemerkung: Ist w Pfaff’sche Form auf M, so wird fiir jedes x € S durch
wx(V) = w(x,Vv) eine Linearform wy auf dem Tangentialraum 7Ty (M) definiert,
also ein Element aus dem Cotangentialraum 775 (M).
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4.1.9. Beispiele

A. Sei £ ein differenzierbares Vektorfeld auf M. Dann ist we : T(M) — R mit

we(x,v) == &(x) v
eine Pfaff’sche Form auf M.

Um das Skalarprodukt zu berechnen, miissen wir etwas ausholen. Sei ¢ :
P — R" eine Parametrisierung von M, ¢(ug) = xq. Die lokalen Koordinaten
sind gegeben durch u, :=pr,o¢ ', v=1,...,d. Dann ist

P, (ug) = 8?@ i firv=1,...,d.
Sei nun
0 0) 1= g, (W), () = 5| | = L
d d 5
Ist £ = ;{”8 - und v = ;v“a—uu, S0 ist

E(x) oV = Z G V"
v,

Die Koeffizienten £” nennt man die kontravarianten Komponenten des
Vektorfeldes €. Man beachte die hochgestellten Indizes!

Im Falle einer 2-dimensionalen Fliiche im R? bezeichnet man die Einschrinkung
des Skalarproduktes auf den Tangentialraum der Flache traditionell als erste
Fundamentalform. Seit Gaufl benutzt man folgende Abkiirzungen (wenn
@ = p(u,v) eine lokale Parametrisierung der Fldche ist):

E:=¢, @, F:=p,p, ud G:=¢, 0,
Dann ist ||¢, X ¢,|| = VEG — F?, denn es ist bekanntlich

lar > @z = [las[|* - [las||* — (a1 - 22)”.

B. Ist f: M — R eine differenzierbare Funktion, so wird das totale Differen-
tial df : T(M) — R definiert durch

~

df(x,v) == Dy(f) = VI(x) v,

wobei Dy, die durch v bestimmte Derivation in x und feine lokale differen-
zierbare Fortsetzung von f ist.
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Zur Erinnerung: Ist o : (—¢,e) — M ein Weg mit a(0) = x und &/'(0) = v,

o~ ~

so ist Dy(f) = (f o @)/(0) = (Fo )(0) = Vi(x)+v.

Einen Spezialfall stellen die Differentiale du; von lokalen Koordinatenfunk-
tionen w; dar, fiir i = 1,...,d. Es ist

0
ou,

) (u;) = v".

du;(x,v) = Dy(u;) = Z VY

v=1

Man beachte, dass die v’ nicht die gewohnlichen kartesischen Komponenten
des Vektors v € M sind, sondern die Koeffizienten von v als Linearkombina-

0
tion der Basisvektoren —, ..., —.
8u1 8ud
. 0 L
Es ist duz<—> =0, firi,j=1,...,d.
an

Ist f eine differenzierbare Funktion und w eine Pfaff’sche Form, so ist das Produkt
f - w definiert durch

(f - w)(xv) = f(x) - w(x, V).

Das ist wieder eine Pfaff’sche Form.

4.1.10. Satz

Sei w eine Pfaff’sche Form auf einer d-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M .
Sind uy, ..., uq lokale Koordinaten auf U C M, so gibt es eindeutig bestimmte
differenzierbare Funktionen wy,...,wq auf U, so dass gilt:

w|U = wldul + -+ wddud.

0

Der BEWEIS wird wie im R” gefithrt, mit w;(x) = w(x, 8_)
U

Ist & ein Vektorfeld, &(x) = 5%){)% ot §d(x)%, S0 ist
1

also '
weg =& dug + -+ g dug, mit § = Zflgij-

Die Koeffizienten §; nennt man die kovarianten Komponenten von . Im R"
ist & = ¢;, auf der Untermannigfaltigkeit aber nicht!

Jede Pfaff’sche Form hat die Gestalt we (mit einem Vektorfeld ).
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Sei f eine differenzierbare Funktion auf S und

9 _O(foep)

0 f(x) == (x), firi=1,...,d.

Gaj) 0;f(x), also

Dann ist df (x,
df = O fduy + -+ 0qf dug .

Es gibt ein Vektorfeld &, so dass wg = df ist. Dieses Vektorfeld nennt man den
Gradienten von f, in Zeichen: grad f.

— 0,/ 15t G = (g

bezeichnet man dle Elemente von G~! mit ¢¥, so ist

d d
Zgijgjk =d;  und Zgjiajf = Z gjigkjfk - Z O = ¢,
=1 j=1 Jik k

z',jzl,...,p) und

also

grad f = Z Zgﬂa Nar

=1 gj=1

Seien My, My zwei Untermannigfaltigkeiten, F : M; — M eine differenzierbare
Abbildung. Dann kann man jeder Pfaff’schen Form w auf M, eine Pfaff’sche Form
F*w auf M, zuordnen durch

(F'w)(x,v) = w(F(x),F.v).

Dann ist klar, dass dadurch fiir jedes x € M; die zu F, duale Abbildung von
T4 (M2) nach T3 (M) induziert wird.

4.1.11. Satz
Ist f differenzierbar auf Ms, so ist F*df = d(f o F).

BEWEIS: 1. Version: Sei x € M, v =a/(0) € Ty (M;). Dann ist

(Fdf)(x,v) = df(F(x),F.v) = df(F(x),(Foa)(0)
= (feFoa)(0) = d(f e F)(x,v).

2. Version (mit Derivationen):

(F*df)(D) = df (F.D) = (F.D)(f) = D(f o F) = d(f o F)(D).
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Sei M C R" eine Untermannigfaltigkeit, a : I := [a,b] — S ein stetig differenzier-
barer Weg und w eine Pfaff’sche Form auf M. Dann setzt man

Jeo=] lalt). ol (1)) dt.

Ist w=we =& dug + - -+ & duy, so ist w(a(t), a/(t)) = {(a(t)) « (1), also

[w= [ daw)-atia= [ 3 ga®) @b oard.

Anhang (Linearisierung von Untermannigfaltigkeiten)

Den folgenden Satz haben wir in Kapitel 2 schon fiir Hyperflichen bewiesen:

4.1.12. Satz

FEine Teilmenge M C B ist genau dann eine d—codimensionale Untermannigfaltigkeit von B,
wenn es zu jedem Punkt xog € M eine offene Umgebung U(xg) C B und eine €°°-Abbildung
F:U — R" gibt, so dass gilt:

F(UﬁM):{yEF(U) : yn—d+1:-~-:yn:O}'

BEWEIS:

Sei M eine d—codimensionale Untermannigfaltigkeit von B, xo € M. Dann gibt es eine offene
Umgebung U = U(xp) C B und eine €>°-Abbildung f = (f1,...,fs) : U — Ré mit M NU =
{fi=...= fa=0} und rg Jg(x) = d in jedem x € M NU. Nach geeigneter Nummerierung der
Koordinaten ist x = (x*,x**) € R"~¢ x R?, und die Funktionalmatrix von f hat die Gestalt

500 = (5500 | o).

8X**

. of
mit det (ax**(xo)> # 0.

Wir definieren F : U — R™ durch F(x*,x**) := (x*, f(x*,x**)). Dann ist

JF(X) =
ot ot
o ) | o= )

und det Jp(xg) # 0. Also ist F in x¢ ein lokaler Diffeomorphismus und
F(MnU)={(y",y") eFU) : y™* =0}.
Ist umgekehrt ein Diffeomorphismus F = (F},..., F,) : U — R™ gegeben, mit

Fil({y CYn—d+1 = - :Z/nZO}) :UﬂM,

so setzen wir f; := Fy,_q4; firi =1,...,d. Dann ist M = {f; = ... = f4 = 0}, und da Jp regulir
ist, sind die Vektoren V fi,...,V fg linear unabhingig. (]
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4.2 Alternierende Multilinearformen

Sei V' ein n-dimensionaler R-Vektorraum und V* = L(V,R) sein Dualraum.

Definition
Eine Abbildung
p: (VP x VISR,

die in jedem Argument linear (insgesamt also (p + ¢)-fach multilinear) ist, heifit
ein p-fach kontravarianter und g-fach kovarianter Tensor (iiber V). Die
Menge aller dieser Tensoren sei mit 77 (V) bezeichnet.

4.2.1. Beispiele
A. Eine Linearform ¢ € V* ist ein 1-fach kovarianter Tensor.

Der Vektorraum TS(V) aller g-fach kovarianten Tensoren wird auch mit
L,(V;R) bezeichnet (Menge der g-fachen Multilinearformen tiber V).

B. Ein 1-fach kontravarianter Tensor ist ein Element des Bidualraumes V**. Nun
gibt es einen kanonischen Isomorphismus

gV =V mit j(v)(¢) := p(Vv).

Offensichtlich ist j linear, und wenn j(v) = 0 ist, so ist ¢(v) = 0 fiir alle
Linearformen ¢ € V*. Schreibt man v = v;a;+- - -+wv,a,, mit einer beliebigen
Basis {ai,...,a,} von V, und ist {a!,..., a"} die dazu duale Basis von V*,
so ist 0 = a'(v) = v; fiir alle 4, also v = 0. Das zeigt die Injektivitit, und
aus Dimensionsgriinden ist 7 dann ein Isomorphismus. Also kann man 1-fach
kontravariante Tensoren als Vektoren auffassen.

Definition

Sind fi,. .., fy Linearformen auf V', so wird deren Tensorprodukt f1®...® f, €
L,(V;R) definiert durch

(i®...0 f)(vi,...,vy) == fi(vi) - fy(Vg).

4.2.2. Satz

Ist {ay,...,a,} eine Basis von V und {a',... a"} die dazu duale Basis, so
bilden die Tensorprodukte o @ ... ® o' mit 1 < iy, ... ,iq < n eine Basis des
Raumes L,(V;R). Insbesondere ist dim L,(V;R) = nq.
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BeEweEls: 1) Lineare Unabhéngigkeit:

Sei Z cil,,_iqo/l ® -+ ®a' = 0. Setzt man g-Tupel (a;,, ... ,a;,) ein, so erhélt

man c;,._;, = 0 fir alle j,..., j,.

2) Ist ¢ eine beliebige g-fache Multilinearform, so setzen wir

) = Z plag, ..., a,)a" @ - ®a.

Dann ist (¢ — ¢)(ay,,...,a;,) = 0 fir alle ji,..., 74 also (¢ — p)(vi,...,vq) =0
fiir alle vq,...,v,, und damit ¢ = ).

Definition

Eine Multilinearform ¢ € L,(V;R) heifit alternierend oder schiefsymme-
trisch, falls fiir i = 1,...,q¢ — 1 gilt:

@(Xla sy Xy X1y - axq) = _Sa(xla sy X1, Xy e 7xq)'

Da man beliebige Permutationen aus Vertauschungen zusammensetzen kann, folgt:

4.2.3. Satz

1. ©(X5(1), - - Xo(q)) = sign(o) - p(x1,...,%q) fiir alle Permutationen o € 5.

2. ¢p(x1,...,%4) =0, falls zwei Argumente gleich sind.

Detfinition

Es sei A9(V') C L,(V; K) der Unterraum aller alternierenden g-fachen Multiline-
arformen auf V.

Speziell ist A°(V) =R, AY(V) = V* und A4(V) = 0 fiir ¢ > n.

Definition
Sind Ay,...,A; € V* Linearformen, so setzt man

AMALA )\q = Z Sign(a))\a(l) ®...RQ )\U(q).

oE€Sy
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4.2.4. Satz

Es ist
/\1 VANPIAN /\q(Ul, .. 7’Uq) = det <)\Z<U]>

Lj:L”w@.

Die Behauptung folgt sofort aus der Definition der Determinante.

4.2.5. Folgerung
A A LA A st alternierend, und fiir o € Sy ist

)\0(1) /\.../\)\g(q) = sign(a) -\ /\.../\)\q.

BEWEIS: Die Determinante

MA AN (VL V) :det<)\i(vj) ‘ i,jzl,...,g)

ist alternierend in den Zeilen (also den );) und den Spalten (also den v;). n
Fir 1 <iy,...,i; < nseid(iy,...,1i,) das (eindeutig bestimmte) Vorzeichen der-
jenigen Permutation, die (ir,...,%,) auf (ji,...,7,) mit 1 < j3 < ... < j, < n
abbildet.

4.2.6. Hilfssatz 1

Ist {a!,... o™} die duale Basis zu A ={ay,...,a,} und 1 < j; <...<j, <n,
S0 st

; ; 0 falls {iv, ... g} #{J1s - . Jq}
i1 iq ) ) — s g ) yJq S
At AL Nat (@, ay,) {5@,w%)m%ﬁbmJﬁ—UM“JJ

BEWEIS: st {i1,...,%} # {ji,....Jq}, s0 st a"O @ ... ® a'@(a;,...,a;) =0
fir jedes o € S,. Sei daher {iy,...,i,} = {j1,...,7q}. Dann ist

AN (A, a) = 0, .. dg)a AL A (ay,, . a4,)
= 6@17 e 7iQ) Z Sign(O')Oéjl (aja(l)) -l (aja(q))
0€Sy
= (i, ..., i0,).

Von der Summe bleibt nur der Summand mit ¢ = id ibrig. "
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4.2.7. Hilfssatz 2
Ist p € AYV), A={ay,..

go(ail, .

s0 st p = 0.

.,a,} eine Basis von V und

ya;,) =0 firl <ip <...<i,<n,

BeEwers:  Ist {iy,..

gp(ail, ..

Sind nun Z; :leal—f-“""xjnam ] =1,...

oo,

.,iq}:{jl,...

.,aiq) :5(21,

g mit 1 <j; <...<j, <m,so0ist
ig) - p(ag, ..., a;,) =0.

,q, beliebige Vektoren, so ist

,.Tq) = Z xlil .. 'ﬁquQO(ail, Ce ,aiq) = 0

ilr--viq

4.2.8. Satz

Insbesondere ist dim(AY(V))

Die Formen o™ A... Ao’ mit 1 <i; < ...< i, <n bilden eine Basis von AY(V).

(5)

Cip.ig@" N Nt = 0.

BEwEIS: 1) Lineare Unabhéngigkeit: Sei
1< <...<ig<n
Dann ist

0~

2.

1<i1<...<ig<n

Cipig@ N A 04"1) (aj,... ,ajq) = Cj,..4, HUT J1 < ... < Jg.

2) Erzeugendensystem: Sei ¢ € A9(V'). Dann definieren wir ¢ € A9(V) als

b=

2.

1<i1<...<ig<n

Dann sieht man sofort: ¢ = .

Die Dimension von A4(V') ist die Anzahl der ¢-Tupel (iy,.

w(aip ..

A ot AL At

i) mit 1 < iy <

. < ig < n. Jedes solche g-Tupel bestimmt genau eine g-elementige Teilmenge
von {1,...,n}, und zu jeder der Mengen gibt es nur eine zuldssige Anordnung der

Elemente.
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Setzt man nun das Produkt
(@A AAPYA (AL AT =t AL A G AT AL A Al

von Basiselementen bilinear auf die ganzen Raume fort, so erhélt man das soge-
nannte Dachprodukt

A(V) x AUV) == APHU(V), mit (p,9) = 9 A Y.
Dieses Produkt hat folgende Eigenschaften:
L (WA A =wA (pAY).
2. whp=(—1PpAwfirwe AP(V), ¢ € AY(V). (Antikommutativgesetz).
3. Fiir Linearformen ¢, € V¥ ist p A =@ ¢ — 9 ® .

Die Eigenschaften (1) und (2) folgen ganz leicht fiir Basisformen und dann wegen
der Bilinearitét fiir beliebige Formen.

4.2.9. Lemma

Sei {ay,...,a,} eine Basis von V, {a!,... a"} die duale Basis von V* und
T:V —V ein Endomorphismus. Dann ist

o' A AN (Tay,...,Ta,) = detT.

BEWEIS: Ist Ta; = Zj ¢;jaj, So ist
o' A AN (Tay, ..., Ta,) = a'A...A a"(Z Clj1&ps - - - s ch,jnajn>
jl ]n

_ 1 n
= E Clj * Cnjp@ Ao ANQ"(a),,...,4;,)

Jlsesdn
= Z 5(j1:-"7jn>cl,j1"'Cn,jn
Jlseesdn
= Z Sign(o) o)+ Cnomy = detT.
0ESn
|
Definition
Zwei (geordnete) Basen {ai,...,a,}, {b1,...,b,} eines n-dimensionalen Vek-

torraumes V' heiflen gleich-orientiert, falls der durch T'(a;) = b, gegebene
Automorphismus von V eine positive Determinante besitzt.
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Die Menge der geordneten Basen von V' wird durch die Relation ,gleichorientiert*
in zwei Aquivalenzklassen zerlegt. Basen in zwei verschiedenen Klassen gehen durch
einen Automorphismus mit negativer Determinante auseinander hervor. Unter einer
Orientierung von V versteht man die Auswahl einer der beiden Klassen.

Der R™ hat hier eine Sonderstellung inne. Eine Basis des R" heiflit positiv
orientiert, wenn sie in der gleichen Orientierungsklasse wie die Standardbasis
{ei,...,e,} liegt. So ist z.B. {es,e3,e,} eine positiv orientierte Basis des R?,
wéhrend {eq, e, e3} negativ orientiert ist. Ist ndmlich o eine Permutation aus S,
und T,e; := e, fir i =1,...,n, so ist

det T =e"A...Ae"(€5(1)s s €0m)) = sign(o).

4.2.10. Satz

Ist V' ein n-dimensionaler orientierter Vektorraum mit Skalarprodukt, so gibt es
genau eine n-Form Qy, so dass

Qy(ay,...,a,) =1

fiir jede positiv orientierte ON-Basis {ay,...,a,} von V ist.

BEWEIS:  Wir wihlen eine spezielle positiv orientierte ON-Basis {ay, ..., a,} und
die dazu duale Basis {a!, ..., a"}. Dann setzen wir

QV::Oél/\.../\Oén.

Offensichtlich ist Qy(ay,...,a,) = 1. Ist {by,...,b,} eine andere (ebenfalls positiv
orientierte) ON-Basis, so geht sie aus {ay, ..., a,} durch eine Transformation 7" mit
det(T") = 1 hervor (vgl. Lineare Algebra). Also ist

Qu(by,....b,) =a'A... A" (Tay,...,Ta,) = det(T) = 1.

Detfinition

Die n-Form Qy heit Volumenform von V. Speziell wird A := Qpn = ' A... A
e™ auch als Determinantenform bezeichnet.

Ist M eine (n,n)-Matrix mit den Zeilenvektoren x, .. .,x,, so ist A(xy,...,X,) =

det(M).

Es sei weiterhin V' ein n-dimensionaler orientierter R-Vektorraum mit Skalarpro-
dukt, A ={ay,...,a,} eine positiv orientierte Orthonormalbasis und {a!,... o™}
die zugehérige duale Basis. Wir wollen den Raum A™ (V') untersuchen.
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Eine Basis von A"7!(V) bilden die n (n-1)-Formen
W' ::ozl/\.../\o/z\i/\.../\a”, 1=1,...,n,

wobei das Dach iiber o’ bedeutet, dass dieser Faktor weggelassen werden soll. Man
erhélt also die Formen

w=a?A A", W=alAdPA LAY, L W= AL AT

4.2.11. Satz (Die kanonische (n—1)-Form zu einem Vektor)

Es gibt zu jedem Vektor v € V genau eine (n — 1)-Form A, € A" Y(V), so dass
gilt:

e NNy =@(V)-Qy, firalle p e V"
In Koordinaten: Ist {ay,...,a,} eine positiv orientierte ON-Basis und

{at, ..., a"} die dazu duale Basis, sowie v = viaj + - - - + vpa,, so ist

n
Ay = Zvi(—l)”lal/\.../\oﬁ/\.../\a".
i=1

BEwEIS: Der Eindeutigkeitsheweis liefert auch gleich die Formel:

Wenn es eine Form A, = Z cjw; mit der geforderten Eigenschaft gibt, so muss
j=1
fir v=va; + -+ + v,a, gelten:
vi-Qy = a'(v)-Qy
= a'AA,

n
= chaiAalA...AajA...Aa"
j=1

= o (1) Q.

n
Also ist dann A, = Zvi(—l)”lal AN ANQEN LA QM.
i=1

Da jede Linearform ¢ eine Linearkombination der o ist, folgt ganz leicht, daff die
so definierte Form A, die gewiinschte Eigenschaft hat. u

Speziell ist A\, A A, = (a, v)Qy.
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4.2.12. Beispiel

Sei V = R3. Wir benutzen das euklidische Skalarprodukt und als Orthonor-
malbasis die Basis {e;, €3, €3} der Einheitsvektoren. Ist a = (ay, as, az) € R3,
so ist

Aa = a1e’ + aze? + age?

und
Aa = a182 A2+ ase® N el + age! A2

Daraus folgt:
Aa(v, W) = a1 (vaws — v3ws) + az(vswy — viws) + az(viwy — vawy ).

AuBerdem ist Ay A Ay, = (a*b)A.

4.2.13. Satz
Aa A Ap = Aaxb.

BEwEIS:  Wir rechnen die Formel ,,zu Fuf* nach:

3 3
)\a VAN )\b = (Z CLi€i> AN (Z bj5j> = Z a,-bjgi N Ej
i=1 j=1 i

= (a2b3 — a3b2)€2 A 53 + (a3b1 — a1b3>€3 A 51 + (albg — a2b1)51 A 62

= Aa><b-




4.8 Differentialformen auf dem R" 23

4.3 Differentialformen auf dem R"

Definition

Sei U C R” offen. Eine k-mal stetig differenzierbare Differentialform der Dimen-
sion q (oder kurz: g-Form) auf U ist eine C*-Abbildung

w:UXxR"x...xR" =R,
so dass fiir jedes x € U die Abbildung wy : R" x ... x R" — R mit
Wx(Vi, .., vy) = w(X, Ve, ..., V)

eine alternierende ¢-fache Multilinearform ist.

Der R-Vektorraum aller beliebig oft differenzierbaren ¢g-Formen auf U wird mit
AY(U) bezeichnet.

Bemerkungen:

1. Im Falle ¢ = 1 erhélt man eine Pfaffsche Form. Insbesondere gibt es die
1-Formen dx; mit dx;(x,v) = v;, also (dx;)x = &'

2. Ist ¢ eine p-Form und 1) eine ¢g-Form auf U, so ist ¢ A1) mit (AY)x = ox Atk
eine (p + ¢)-Form auf U.

4.3.1. Satz

Jede q-Form ¢ auf U kann eindeutig in der Form

Y = Z ail.,_iq d;Uil VANRRAAN dQJiq

1<i1<...<ig<n

geschrieben werden, mit C*-Funktionen i, ..q,- Dabei ist

iy..iy(X) = Q(X, €5, ..., €;,).

Der BEWEIS ist offensichtlich.

Definition

Ist U C R™ offen, V' C R™ offen und F' : U — V eine C*-Abbildung, so wird
jeder ¢-Form w € A9(V) eine ¢-Form F*w € A%(U) zugeordnet, durch

Frou(x,vy,...,v,) = w(F(x), DF(x)(v1),..., DF(x)(v,)).
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4.3.2. Satz
Die ,Liftung® F* : A(V) — AYU) hat folgende Eigenschaften:

1. F* ist R-linear.

2. Ist f eine C°-Funktion auf V undw € AUV, soist F*(f-w) = (foF)-F*(w).
3. Ist f eine C®-Funktion auf V', so ist F*(df) = d(f o F).

4. Ist o € AP(V) und ¢ € A1(V), so ist F*(o A1) = (F*p) A (F*).

BEwEIS: Die ersten beiden Eigenschaften folgen sofort aus der Definition, die
dritte Eigenschaft haben wir schon frither bewiesen. Insbesondere ist F*(dy;) = dF;,
wenn F' = (Fy,..., F,) ist.

Sind wy, . ..,w, Pfaffsche Formen auf V, so ist

(Frw1 @ -+ @ F'wy) (X, V1, ..., V) =

Frwi(x,vy) -+ Frwy(x, vy)

r(F(x), DF()(v1)) -y (F(x), DF(x)(v,)
(@@ @) (F), DER)V), .. DEX)(v,),

also

(Fwy A AN Frwg) (X, Vi, ..o, V) =
= Zsagn JF Wo1) @ -+ - @ Fweg)) (X, V1, ..., V)

o€Sy
= > sign(0)(Wo) @ -+ © wo(g)) (F(x), DE(x)(V1), ..., DF(x)(v,))
oSy
= F'(wi A wy) (X, Vi, ..., V).
Daraus folgt, dass auch allgemein F*(p A ) = (F*¢) A (F*1) ist. n

4.3.3. Folgerung 1
Ist p = Z @iy g Ayiy, N ... Ndy;,, S0 ist

1<i1<...<ig<n

F*SD: Z (a”h...’iq OF) dEl /\/\qu

1<) <...<ig<n




4.8 Differentialformen auf dem R" 25

4.3.4. Folgerung 2

Ist n =m, so ist

Fadyy N...Ndy,) = (ao F)-det Jp-dry A... A\dz,.

BEwEIS: Es ist

dFy N ... NdF, =
= ZZ Zle”"' nxzndle/\/\dmzn
= Z sign(o oy " (Fn)z toim AT A AN dy,
oESh

4.3.5. Satz

Zu jeder offenen Teilmenge U C R™ gibt es eine eindeutig bestimmle lineare

Abbildung d = dy : AY(U) — ATTHU) mit folgenden Eigenschaften:
1. Ist f € A°(U) eine Funktion, so ist df das schon bekannte Differential.
2. Istw € AP(U) und p € A1(U), so ist

dwAp) =dwA e+ (—1)PwAdp.

3. Es ist stets ddw = 0.

BEwEIs: 1) Eindeutigkeit:
Ist w = Z .., ATy N ... Adx;,, so folgt:

1<i1<...<ig<n

dv = Z d(ail_,,iq dl‘il VANPIAN dil'l'q)

1<ir<...<ig<n

= Z (dail,,_iq N d.lfil VANPIIAN dl’iq + ai1...iq d(d.lle VANPIRIAN dl’iq))

1<i<...<ig<n

= Z dail,_iq/\da:il /\.../\d!L‘iq,

1<i1 <...<ig<n

denn es ist d(dx;, A ... Adx;,)

= 0, wie ein simpler Induktionsbeweis (unter Ver-
wendung der Eigensehaften (1), (2) u

d (3)) zeigt.
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Existenz:

Wir definieren d durch die oben gewonnene Gleichung. Das ist moglich, wegen der
eindeutig bestimmten Basisdarstellung der Differentialformen. Es ist klar, dass d
dann linear ist, und dass df das Differential von f ist.

Wir benutzen eine abgekiirzte Schreibweise: Ist w = a; dxr; und ¢ = b; dxy, so ist
d(LU/\gO) = d(a]bjd$[/\d$]) = d(a[bJ)/\dQ?]/\d.TJ
= [(daj)bj+a1(dbj)} /\d[E[/\dCL’J
= (da[/\dl‘[)/\(deSL’J)—i‘de/\(CL[dx[)/\dl’J
= dw Ao+ (—1)’w Adep.

Weiter ist

ddf = d(Y_ fodz;) = > d(f.,) Ada;
12

j<t

und daher dd(a; dx;) = d(da; A dx;) = dday A dzy — day A\ d(dzy) = 0. "

Bemerkung: Ist V C U offen, so ergibt sich sofort aus der Definition:
d(wly) = (dw)|v.

4.3.6. Satz
Ist F: U — V eine C*°-Abbildung und w € AV, so ist

d(F*w) = F*(dw).

BEWEIS:  Sei w = ady;, A ...\ dy;,. Dann ist
d(f"w) = d((ao F)dF;, N...NdF;))
= dlao F)NdF;, N...NdF;, + (a0 F)d(dF;, N ... NdF;,)
= F*(da) N F*(dy;,) N ... N F*(dy;,)
= F*(daNdy, N...Ndy;,) = F*(dw).

4.3.7. Satz
F:U—-Vund G:V — W seien C*°-Abbildungen, w € AYW). Dann ist

(Go F)'w=F"(G"w).
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BEWEIS:
(Go FYw(x,vi,...,vy) = w(GoF(x),D(GoF)(x)(v1),...)
= G'w(F(x),DF(x)(vy),...)
= F*(G'w)(x,vi,...).

Es sei V(U) der Raum der C*°-Vektorfelder auf U. Dann werden die ,, musikalischen
Isomorphismen® b : V(U) — A'(U) und t : AY(U) — V(U) definiert durch b€ := \¢
und f := b~1. Dann ist

b =& day + -+ & day, fiur €= (&, ..., &).

4.3.8. Satz

Sei U C R"™ offen. Dann gibt es genau einen Isomorphismus
*: ALU) — AVH(U),
so dass fiir alle Vektorfelder &, m auf U gilt:

Ae N *XAy = (Eom) dzy A ... Adxy,.

BeweEls: 1) Eindeutigkeit: Wenn es den Isomorphismus * gibt, dann gilt:
dx; A xdx; = dzy A ... de,, also * dr; = (—1)"tdoy AL .. A c?a?z AL Ndxy,.
Wird umgekehrt x auf diese Weise definiert, so ist

A Axdg = Y &mi(=1Y Ny Adwy A Adag AL A da,
i
= <Z€Z’Ih> d$1/\.../\dl’n.
=1

Im Falle n = 3 ist

xdry = dvey Ndxs, *dre=dxr3Ndr;y und *drs=dry A dzxs.
Es folgt: #(€) = A¢ = Y (1) & dwy AL Adw; A ... Ad,.
i=1
Im Falle n = 3 konnen wir jetzt die Operatoren der klassischen Vektoranalysis
einfithren. Dabei sei dV := dx; A dxoy A dxs das sogenannte Volumenelement.
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Definition

Sei U C R? offen, f eine differenzierbare Funktion auf U und A, B Vektorfelder

auf U. Dann werden die Vektorfelder grad f, rot A und die Funktion divB
gegeben durch

df = Agrad f» AOA) =Apot o und  d(Ap) = (divB)dV.

4.3.9. Satz
Es st

gradf - (fz17f$27fx3)7
ot A — (Vs _ 04 04 04y 94y 04,
N 81132 81'3’ 8303 81:1’ (91'1 3:152 ’
0B, 0By 0B;s

+ o+ .

8[E1 8m2 81'3

divB =

BEWEIS: Die erste Formel ist trivial, offensichtlich ist

_of af of .
df = 8&31 d.%'l + 8LE2 diL‘z + agjgdl’g = >\gradf-

Ist A = (Al,AQ,Ag) und B = (Bl, Bg,Bg), SO gllt

d()\A) = d(Aldl'l + AQdIL‘Q + A3d!L‘3)
= dAl N d.’El + dA2 A dl’g + dAg A dxg

A A A
= bdl‘g A d[[‘l + le’g A dl’l + Qdfﬁl VAN dl’g
0s 0xs 014
A A A
+ 2d:cg, A dxy + %dxl Adxs + %dm‘z A dxs
81’3 axl 6.772
0As  0A, 0A; 0As 0Ay, 04
= (=— — —S)dza N d — — —)dzz AN d — — ——)dz; Nd
(&Ug 03 Jdvs N divy + (axg 0y Jdwy N doy + (8331 0s Jdz1 A diy
Al‘otA-

Und weiter ist

d(AB) = d(Bldl'Q A dlL‘g + Bgdl’g VAN dml + B3d$1 VAN dl’g)

= dBl N d$2 VAN d$3 + dBQ VAN dxg VAN dﬂ?l + dB3 A dQJl VAN de?Q
aBl X 8B2 n 833

(61’1 81‘2 61'3

Ydzy A dxs A dzs = (divB)dV.
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4.3.10. Satz
Sei f eine differenzierbare Funktion und A ein Vektorfeld. Dann gilt:

1. rotgrad f = (0,0,0).

2. divrot A = 0.

BEWEIS:

1) 0 = ddf = d(Agrad ) = Arotgrad f, also rot grad f = (0,0,0).

2) 0 = ddM\a = d(Arota) = (divrot A) dV, also divrot A = 0. n
Im R3 ist

Ap(A):=F+A und Ap(A,B):=F.(A xB),

und wir haben das folgende ,, kommutative Diagramm® :

{O—Formen} i> {l—Formen} i> {Q—Formen} i> {S—Formen}

I 1h 1% 1-dv
{Funktionen} gra {Vektorfelder} LN {Vektorfelder} A, {Funktionen}

Die ,Kommutativitat* bedeutet:
(Vf)=df, #b(rotA)=d((bA), und div(B)dV = d(xB).

BeEwEIS: 1) b(Vf) = Ays = df.
2) *b(I‘Ot A) = ArotA = d()\A) = d(bA)
3) div(B)dV = d(Ap) = d(xAg) = d(xbB). n

Die einfachen Rechenregeln fiir die Poincaré-Ableitung d und das obige kommuta-
tive Diagramm liefern uns einfache Beweise fiir viele Formeln der Vektoranalysis.

4.3.11. Formeln der klassischen Vektoranalysis
Sei f eine differenzierbare Funktion, A und B Vektorfelder. Dann gilt:

1. rot(f-A)=f -rot(A)+grad f x A.
2. div(A xB) =rot A«B — A-.rotB.

3. div(f-A)=grad fe A+ [ -divA.

Bewels: 1) Es ist
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Arot(f-A) =

(div(A x B))dV

3) SchlieBlich gilt:

(div(f - A))dV

d(Ap.a) = d(f - Aa)

df NAa + f-dla
Agradf AN Aa + f - Arota
Agrad rxa + Afrota

Agrad fXA+frotA-

= d(AaxB)

= d(Aa A AB)

= dMAa ANAB — Aa Ad)\B

= Mota ANAB — A A Aot B
= (rotA-B— A-rotB)dV.

d(Apa) = d(f-Aa)

df NAA + f-dAa

Agrad f A Aa + f - (div A)dV
(grad fe A+ f-divA)dV.
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4.4 Poincaré’sches Lemma

4.4.1. Lemma von Poincaré

Sei U C R™ offen und sternformig beziiglich 0. Ist w € AYU) und dw = 0, so
gibt es eine Differentialform ¢ € ATYU) mit dp = w.

BEWwWEIs:  Wir benutzen folgende Idee: Es gibt eine Abbildung
I:AYU) — AT7HU) mit w=I(dw)+ d(Iw).

Ist dann dw = 0, so ist w = d({w).

Es reicht, Formen vom Typ w = adz;, A ... Adz;, zu betrachten. Dann setzen wir

lw = (/01 tqfla(tx) dt) Pil.‘.’iq<x)7

mit
q

P i, (x) = Z(—l)j_lxi]. dry, N... A\ d/x; Ao Ndx,.
j=1
Es ist d(P;,. ,(x)) = qdz;, A ... Adz;, und
ia(tx) zn:D a(tx) - D;(tx,) =t - Dja(tx)
0z; Y s ! '

v=1

Damit folgt:
d(lv) = d / #1a(tx) dt)/\PZl i (x)
’ 1
+(/ it (tx)dt) dP;, ., (x)
0

n

1 . o
pum— q
1 (/0 t or, a(tx) dt) dr; A\ Py, i, (%)

( )dt) -
_ </1tqDatxdt>d APy i (x)
)dt) -

<.
I

qt? ta(tx) dt

+

S~

dry, N... Ndzx;,

3

1

1
+(/ qt? a(tx) dt
0

w= Y (Dja)dx; Ndx; A...Ndx;,.
=1

<.
I

dry, A... Ndz,.

Weiter ist

3
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Ist {j, i1, sig) = {k1. . kg mit 1 <k < ... <kgp1 <n,so ist
dr; Nduy, N ... Ndx;, = 0(],01, ..., 4q) dog, Ao Ndxg,
also

Pkl...]{:q+1 (X) - a:] dﬂfll /\ “ e /\ dl’zq

q
-+ Z(—l)yl'ly dl’j A\ dl'il VANPIRIAN dl’iu VANPIAN dmiq.
Daraus folgt:

I(dw) = i(/l t'(Dja)(tx) dt)xj dr;, N\... Ndx;,

j=1
+ Z Z(—l)” </ t1(D;a)(tx) dt)a:iy dry Ndry Ao Ndzg, AN d,
j=1 v=1 0
1 n
= / (tq . Z(Dja) (tx)xj> dt - dx;, N ... Ndx;,
0 o

_Z</ t9(D;a)( tx)dt) dz; A Py, (x).

Zusammen erhalt man:

d(Iw) + I(dw) =

n

1
= / (qtqfla(tx) + 9. Z(Dja) (tx)xj) dt - dxy, N...Ndx;,
0

j=1
+Z</ t'D;a(tx) dt) dz; N\ Py, i, (%)
_Z</ t(Dja)( tx)dt) dzj A\ Py i, (X)

Ld
= / — (tqa(tx)) dt -dzxy, N ... Ndz;,, = w.
o dt ‘

Definition

Eine Differentialform w vom Grad p heifit geschlossen, wenn dw = 0 ist. Sie heifit
exakt, wenn es eine Differentialform ¢ vom Grad p — 1 mit dp = w gibt.



4.4 Poincaré’sches Lemma 33

Offensichtlich ist jede exakte Differentialform geschlossen, das folgt aus der Formel
ddw = 0. Auf einer sternférmigen Menge ist auch jede geschlossene Differentialform
exakt.

Ist U C R™ offen, so hat man folgende Sequenz von linearen Abbildungen:

0— R AU) L AU) L ... - AMU) — 0.

Weil dod = 0 ist, ist Im(d : A7 H(U) — AYU)) C Ker(d : AY(U) — ATTH(T)).
Der Vektorraum

HY(U) :== Ker(d : AYU) — AT (U))/Im(d : A1 (U) — AYU))

heifit g-te de Rham Gruppe von U (fir ¢ > 1).

Ist U sternférmig, so verschwinden alle de Rham Gruppen. Im allgemeinen héngt
H%(U) nur von der topologischen Struktur von U ab.
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4.5 Integration von Differentialformen

Definition

Sei B C R" offen. Eine n-Form w := adx; A ... Adx, auf B heifit integrierbar,
falls a iiber B (Lebesgue-)integrierbar ist. Dann setzt man

/w::/adun.
B B

Ist a stetig mit kompaktem Trager, so ist w auf jeden Fall integrierbar.

4.5.1. Satz

Sei F : By — By ein orientierungstrever Diffeomorphismus (also det Jgp > 0), w
eine integrierbare n-Form auf Bs. Dann ist F*w eine integrierbare n-Form auf

By, und es gilt:
/ Fw :/ w.
B By

BEWEIS: Seiw:=ady; A...Ady,. Dann ist

/ Fvw =
By

(a o F)det Jpdxy A ... Adx, (Definition des Integrals)

1

(a o F)|det Jg|dxy A ... Adx, (weil F orientierungstreu ist)

1

(a o F)|det Jg|dp, (Definition des Integrals)

1

I
T — 5

= / a dp, (Transformationsformel).
Bg

Die Integrierbarkeit von F*w folgt ebenfalls aus der Transformationsformel. n

Definition

Sei ¢ : P — B C R” ein p-dimensionales parametrisiertes glattes Flachenstiick.
Eine p-Form w auf B heifit integrierbar beziiglich ¢, falls ¢p*w integrierbar

auf P ist. Dann setzt man
/ W= / Pprw.
7] P

Sind ¢, : P, — R" und ¢, : P, — R" zwei glatte Parametrisierungen mit gleicher
Spur S, so ist ¢, 0 ¢, : P, — P, ein Diffeomorphismus. Man nennt ¢, und ¢,
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gleichorientiert, falls sie auf S die gleiche Orientierung induzieren. In diesem
Falle ist ¢, ' o o, orientierungstreu und daher

/sO’{w=/ (%osog‘losol)*w:/ (soglocpl)*%w:/ P50
P1 P1 Pl P2

Also héngt die Definition nicht von der Parametrisierung ab, sofern man nur zwi-
schen gleichorientierten Parametrisierungen wechselt.

Sei nun M C R" eine p-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Um eine p-Form {iber
M zu integrieren, benutzen wir eine Teilung der Fins. Damit das funktioniert, muss
es moglich sein, M so durch Parametrisierungen zu iiberdecken, dass diese — wenn
sie sich iiberlappen — gleichorientiert sind.

Ein System von Parametrisierungen ¢, : B, — S, := ¢, (P,) heifit ein Atlas fiir
M, falls die Mengen S, ganz M iiberdecken.

Definition

Eine Untermannigfaltigkeit M C R" heifit orientierbar, falls es einen Atlas fiir
M gibt, so dass je zwei Parametrisierungen aus dem Atlas gleichorientiert sind.

Jede Wahl eines solchen Atlas von gleichorientierten Parametrisierungen nennt
man eine Orientierung auf M.

Bemerkung: Ist M eine zusammenhingende orientierbare Untermannigfaltig-
keit, so gibt es genau zwei Orientierungen auf M. Den Beweis dafiir werden wir
spater fiihren.

Sei M C R"™ eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Dann setzen wir

TY M) ={(x;v1,...,vg) E M x (R" x ... xR") : v; e Tx(M) fur i =1, ...,q}.
——— ——

g-mal

Im Falle ¢ = 1 erhélt man das schon bekannte Tangentialbiindel. Genau wie dabei

kann man zeigen, dass T9(M) eine (¢+1)k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von
R(a+1)n

Eine ¢-Form (¢g-dimensionale Differentialform) auf M ist eine (beliebig oft) diffe-
renzierbare Abbildung w : T9(M) — R, so dass fiir jedes x € M die Abbildung
wx @ Tu(M) X ... X Ty(M) — R eine alternierende g-fache Multilinearform auf
Ty (M).

Differenzierbare Funktionen auf M sind O-Formen auf M. Pfaff’sche Formen auf
M sind 1-Formen auf M. Ist U = U(M) C R™ eine offene Umgebung und w eine
g-Form auf U, so ist die ,,Einbettung® j : M — U eine differenzierbare Abbildung
und j*w eine ¢g-Form auf M, die ,,Einschrdnkung* von w auf M. Man schreibt auch
w|ar dafiir.

Man beachte: Ist k = dim(M) < ¢, so ist j*w = 0, auch wenn w # 0 ist.
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4.5.2. Beispiel

Sei M = S' = {(z,y) : 2>+ y* = 1}. Durch «(t) := (cost,sint) wird eine
Parametrisierung von M in der Ndhe von «(0) = (1,0) definiert. Dann hat
(lokal) jede 1-Form auf M die Gestalt adt. Ist j : M — R? die natiirliche
Einbettung, so ist

0
j(dx) =d(zoj) = a(cost) dt = —sintdt und j*(dy) = costdt,
sowie j*(dz A dy) = j*(dz) A j*(dy) = —sintcostdt A dt = 0. So soll es auch
sein, denn auf einer k-dimensionalen Mannigfaltigkeit kann es keine g-Formen
mit ¢ > k geben.

Fiir eine Funktion f auf M haben wir das Differential df schon definiert. Aber dann
kann wie im R™ jeder ¢-Form w auf M eine (¢ + 1)-Form dw auf M zugeordnet
werden. Es ist d(j*w) = j*(dw).

4.5.3. Satz

Sei G C R™ ein Gebiet und M C G eine k-dimensionale kompakte Unterman-
nigfaltigkeit. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. M ist orientierbar.

2. Es gibt eine nirgends verschwindende stetige k-Form auf M.

BEWEIS: 1) Sei M orientierbar und ¢, : P, — S, C M ein endlicher Atlas
von gleichorientierten Parametrisierungen. Ist <p;1 = (uy,...,ux), SO setzen wir
We = duy A ... A duy. Ist (ey) eine Teilung der Eins zur Uberdeckung (S, ), so sei
w =) eqWwy. Dann ist w eine k-Form auf M.

Auf S, N Sp ist wy = dopwp mit dug > 0 (wegen der Gleichorientierung). Sei x € M
und A := {a : x € Tr(e,)}. Wahlt man ein festes ag € A, so ist

e = D alX)(@a)x = (D eal)daas () (wao ).

acA a€A

Daraus folgt, dass wy # 0 ist.

2) Es gebe eine nirgends verschwindende k-Form auf M. Wieder suchen wir einen
endlichen Atlas ¢, : P, — S, C M von Parametrisierungen. Natiirlich wissen wir
noch nicht, ob die Parametrisierungen gleichorientiert gewéhlt werden konnen. Es
gibt aber stetige Funktionen g,, so dass jeweils w|s, = gaw, ist. Durch Umorien-
tierung kann man erreichen, dass g, > 0 ist. Auf S, N Ss ist w, = dapwg, also
Gadap = gg. Damit ist dog = gg/go > 0 fur alle a, f und M orientierbar. "
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4.5.4. Satz

FEine zusammenhdngende orientierbare k-dimensionale kompakte Untermannig-
faltigkeit M C R™ besitzt genau zwet Orientierungen. Ist w eine nirgends ver-
schwindende k-Form auf M, so definieren w und —w diese beiden Orientierun-
gen.

BEWwEIs: Jede Orientierung ist durch eine nirgends verschwindende k-Form auf M
bestimmt. Sind w1, wy zwei solche k-Formen, so gibt es eine nirgends verschwindende
Funktion f: M — R, so dass (wy)x = f(X) - (wa)x ist.

Ist ¢ : P — M eine Parametrisierung, so ist ¢*w; = a;du; A ... A duy, also
a; = (f o ) - ag. Daraus folgt, dass [ stetig ist. Weil M zusammenhéngend ist,
muss f entweder immer > 0 oder immer < 0 sein. Im ersten Fall definieren w; und
wy die gleiche Orientierung, im zweiten Fall entgegengesetzte Orientierungen. =

Wir stellen den Zusammenhang zu den Uberlegungen aus Kapitel 2 her.

4.5.5. Satz

Sei M C R"™ eine zusammenhdngende glatte Hyperfliiche, n > 2. M ist genau
dann orientierbar, wenn es auf M ein stetiges Einheitsnormalenfeld gibt.

BEWwEIS: 1) Sei M orientierbar und eine Orientierung auf M fest gewihlt. Ist
a € M, so enthiillt T:-(M) genau 2 Einheitsvektoren w und —w. Ist w einer
dieser beiden Einheitsvektoren und {vy,...,v,_1} eine positiv orientierte Ba-
sis von To(M), so kann man e(w) := signdet(w,vy,...,v,_1} setzen, sowie
N(a) :=¢(w) - w.

Ist h eine lokale definierende Funktion fiir M, also M NU = {x € U : h(x) = 0},

so ist )
~ Vh(x
N(x) := ———
IVA(x)|
ein stetiges Einheitsnormalenfeld auf U. Sei aulerdem ¢ eine positiv orientierte
lokale Parametrisierung von M. Weil det(N, ¢, ,..., ¢, ) stetig ist, behilt es

in der Ndhe von a sein Vorzeichen. Ist dieses positiv, so ist N = N, andernfalls
N = —N. Auf jeden Fall ist N stetig.

2) Sei umgekehrt N ein stetiges Einheitsnormalenfeld. Fiir jede Parametrisierung
@ : P — M hat

Ap(u) := det(N(p(u)), @, (W), ..., @, ()

in jedem u € P das gleiche Vorzeichen (denn diese Grofe ist immer # 0 und P ein
Gebiet). Indem man notfalls mit einer orientierungsumkehrenden Parametertrans-
formation verkniipft, kann man erreichen, dass A, > 0 auf P ist.
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Nun iiberdecke man ganz M durch solche Parametrisierungen. Sind ¢ : P — U
und v : Q — V zwei davon, so gilt (mit ® = ¥~ o ¢):

Pu, = Zaiﬂ/’vﬁ mit (a;;) = Js.

Dann ist A, > 0 und Ay, > 0, sowie A, = det Jg - Ay, also det Jg > 0. Damit sind
die Parametrisierungen gleichorientiert, und das bedeutet, dass M orientierbar ist.

|
Sei nun M C R” eine kompakte k-dimensionale orientierbare Untermannigfaltigkeit
und w eine k-Form auf M.

1. Fall: Es gebe eine (positiv orientierte) Parametrisierung ¢ : P — M, so dass
Tr(w) C U := ¢(P) ist. Ist w beziiglich ¢ integrierbar, so setzt man

/@ :=/¢w|U=/Pso*<w|U>.

2. Fall: Sei w beliebig, (¢, ) ein Atlas aus positiv orientierten Parametrisierungen,
(eq) eine passende Teilung der Eins. Ist eqw fiir jedes «v integrierbar, so setzt man

Der Beweis dafiir, dass diese Definition nicht von der gewéhlten Teilung der Eins
und den Parametrisierungen abhéngt, wird wie in Kapitel 2 beim Oberflicheninte-
gral gefiihrt.

4.5.6. Satz

Sei M C R" eine k-dimensionale orientierte Untermannigfaltigkeit. Die Tan-
gentialrdume von M seien mit dem vom R" induzierten Skalarprodukt versehen.
Dann gibt es genau eine k-Form Qp auf M, so dass Qp(x,a;,...,a;) = 1 fir
jedes x € M und jede positiv-orientierte ON-Basis von Ty (M) ist.

BEWwEIS: Fiir festes x € M ist (Q2p7)x die eindeutig bestimmte Volumenform auf
Tx(M). Ist ¢ : P — M eine positiv orientierte Parametrisierung, so ist

P Qu(uer,... e) = QM(SD(U)Q e, (1), (Puk<u))‘

Ist x = p(u) € M und {vy,..., vy} eine positiv orientierte ON-Basis von Ty (M), so
k

ist ¢, (1) = Z a;;v;, fir 7 =1,..., k, mit einer invertierbaren Matrix A = (a;;).
i=1

Dann ist

._ _ _ AT
9ij = Pu; *Pu; = § :aviaujVV'Vu = E :aviauj = (A - Ay
7"‘1 v
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Schreibt man Qy; = fdu; A ... A duy, so ist

fle(n) = @ Qu(ue,.... e
= det(A) - Qu(p(usey,...,ex) = det(A).

Da A differenzierbar ist, gilt das auch fiir f = /det(g;;). n

4.5.7. Satz

Sei M C R™ eine glatte Hyperfliche und N = (Ny, ..., N,) ein stetiges Einheits-
normalenfeld auf M (wodurch eine Orientierung von M festgelegt wird). Dann

18t
n

Qy = Z(—l)”lNidxl A AdT A A day, (auf M)
i=1
und ‘ -
Ni- Q= (=) dey AL Ada AL AN day,.

BEWEIS:  Sei €}y = dxq1 A ... Adz, die Volumenform des R".

Sei x € M. Die Vektoren vy,...,v,_; bilden genau dann eine positiv orientierte
ON-Basis von Ty (M), wenn {N(x),Vvy,...,V,_1} eine positiv orientierte ON-Basis
des R" ist.

Es gilt:
Qu(x;vy, oo, vie1) = Qo(x;Nyvy, oo vq) = det(N, vy, ..., Vi)
= Z NZ det(ei, Vi, ... >anl) = Z NZ<—1)Z+1 det(AZ),
i=1 i=1

T

wobei A; die Matrix ist, die aus A = (v{,...,v]_

Zeile streicht.

1) entsteht, indem man die i-te

Auf der anderen Seite ist

dzy A Adzg AL Adzg(Ve, .. Valy) =
= Z sign(o)dr1(Veay) - - dxim1(Vo(i—1))dTis1 (Vo)) - - d2n(Von-1))

O'eSnfl
. 1 i—1 : n
= Z Slgn(a)”fy()l)"'Uﬁ(i_i)vaﬁ)"'Uc(f(ZL_l) = det(A;).
TESH_1

Das ergibt die erste Gleichung.

Die zweite Gleichung erhélt man folgendermaflen: Der Einheitsvektor e; ist Line-
arkombination von N und vq,...,v,_1,
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n—1
e, = CYiN + Zﬁwv,,, mit a; = €; N = NZ

v=1

Dann ist
(=1)"* dx, /\.../\c@/\.../\d:vn(vl,...,vn_l) =
= (=1)"'det A; = det(e;,vi,...,Vn 1)
n—1
= det (oziN + Z Biv Vi, Vi, ... ,vn_1> = det <ozZ-N, Vi, ... ,vn_1>
v=1

= Ni'det(N,Vl,...,anl) = Ni'QM(Vl,...,anl).

Bemerkung: Sei P C RF ein Parametergebiet mit Koordinaten w1, ..., us, @ :
P — M C R" eine Parametrisierung und €2y, die Volumenform auf M. Ist g;; =

Py, * Py, und g, = det(g;;), so ist
P QU = /g dur A ... A duy,.

4.5.8. Beispiele

A. Sei C C R" eine glatte Kurve. Das Volumenelement bezeichnet man mit ds
(, Bogenelement®). Ist ¢ : [a,b] — R™ eine Parametrisierung, so ist

[as= [(avas= [ = 1)

denn \/go = Vo' = ||&/|.

B. Sei M C R3 eine glatte Fliche mit Einheitsnormalenfeld N = (Ny, Ny, N3).
Das Volumenelement nennt man in diesem Fall ,,Oberflichenelement” und
bezeichnet es mit do. Es ist

do = Nydy Ndz+ Nodz N\ dx + N3dx A dy,
sowie

Nido=dyANdz, Nydo=dzANdxr und Nsdo=dx A dy.
Dann ist / p*do = / Vo du A dv = A(M) der Flicheninhalt.
P P

C. Ist M = S" ! C R, so ist N(x) = x das Einheitsnormalenfeld auf M. Das
ergibt das Oberflichenelement

J:in(—l)iﬂdxl/\.../\jx\i/\.../\dmn.
i=1
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4.6 Der Satz von Stokes

Es sei Hy := {u = (u1,...,u;) € R¥ : u; <0} der ,linke* Halbraum.

Uy

Definition

Sei M C R"™ eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Eine zusammenhéngen-
de kompakte Teilmenge A C M heifit ein Kompaktum mit glattemn Rand in
M, falls es zu jedem a € A eine Parametrisierung ¢ : P — M gibt, so dass gilt:

1. a€ p(P).
2. p(PNHy) =¢(P)NA.

Man nennt dann ¢ eine angepasste Parametrisierung.

Sei A C M ein Kompaktum mit glattem Rand und a, € A.

1. Fall: Es gibt eine Parametrisierung ¢ : P — M mit P C H, und a, € p(P).
Dann ist P = PN Hy, also ¢(P) = ¢(P)N A, d.h. ¢(P) C A. In diesem Fall ist
ap innerer Punkt von A (in der Relativtopologie von M).

2. Fall: Es gibt keine Parametrisierung ¢ : P — M mit P C H, und a, € p(P).
Sei ¢, : Py — M eine angepasste Parametrisierung mit ¢,(ug) = ap. Dann muss
uy in Py N Hy, liegen, also uy € Hy := {u : u; = 0}. Es folgt, dass jede Umgebung
von ag in M sowohl Punkte von A als auch Punkte von M \ A enthilt. Also liegt
ag beziiglich der Relativtopologie auf dem Rand von A.

Die Menge der inneren Punkte von A bezeichnen wir mit ;1, die Randpunkte mit
bA (um diese Menge vom topologischen Rand von A in der Topologie des R™
abzugrenzen). Schréinkt man die angepassten Parametrisierungen ¢ : P — M auf
P N Hj ein, so erhélt man einen Atlas fiir bA. So sieht man, dass bA eine (k — 1)-
dimensionale Untermannigfaltigkeit

In Kapitel 2 wurde festgelegt, wie sich bei einem glatt berandeten Gebiet die innere
und die transversale Orientierung des Randes entsprechen. Im Falle H; bedeutet
das: Die transversale Orientierung von 0Hj, im Nullpunkt wird durch den &ufleren
Normalenvektor e; festgelegt, die innere Orientierung durch die Wahl einer Basis
{a;,...,a,_1} von To(OHy) = {0} x R*1 so dass {ej,a,...,a,_ 1} eine positiv
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orientierte Basis des R", also det(ej,a,...,a,_1) > 0 ist. Im vorliegenden Fall
kann man {ey,...,e,} (mit dieser Anordnung) als Basis von To(0Hj) benutzen.

Die so festgelegte Orientierung von 0Hj, induziert eine Orientierung auf dem Rand
bA eines Kompaktums A mit glattem Rand. Ist ¢ : P — M eine angepasste
Karte mit ¢(0) = a € bA und ¢ (P N Hy) = ¢(P) N A, so bezeichnen wir v :=
D¢p(0)(eq) als einen in a mach auflen gerichteten Vektor. Er braucht nicht
auf dem Tangentialraum 7,(bA) senkrecht zu stehen.

Sei 1) : Q — M eine weitere angepasste Karte mit 2(0) = a, sowie ® := 1 1o :
P — Q. Dann ist ®(0,0”) = (0,0),

®(PNnHy) CQNHy und P(PNOHE) C QNOoHy.

Es gibt also eine Abbildung ¥, so dass ®(0,u”) = (0, ¥(u”)) ist. Dann ist

091 1"
o= ((EOT 5

Ist u; < 0, so ist auch ®q(u1,0”) < 0; ist u; > 0, so ist ®1(uy,u”) > 0. Daraus
folgt:

0Py . @1(h,07) — ©4(0,0”)
By 00 = iy h =0
SN,
Sind wy, ..., w; die Koordinaten beziiglich 1, so ist v = CVE)_’ mit ¢ =
w,
v=1
0P,
—(0,0") > 0.
70, (007)
Sei umgekehrt ein solcher Tangentialvektor v gegeben, L : R¥ — R¥ definiert durch
w c c
L(wy, ..., wg) = (—1, ——2w1 + wo, ..., ——kwl + wk>.
C1 C1 C1

Dann ist L(cy,...,c) = (1,0,...,0) und L(0, ws, ..., wg) = (0,ws, ..., wg). Sei A
die zugehorige Matrix. ¢ := 1 o L ! ist eine angepasste Karte und

v=Jy(0) ¢ =J,(0)-A-c" =J,(0) e .

Also ist v ein in a nach auflen gerichteter Vektor.

Ist v ein in a nach auBlen gerichteter Vektor, so ist eine Basis {by,...,bg_1} von
Ta(bA) genau dann positiv orientiert, wenn {v, by, ..., by_1} eine positiv orientierte
Basis von T, (M) ist.
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4.6.1. Der Satz von Stokes

Sei M eine k-dimensionale orientierbare Mannigfaltigkeit, A C M ein Kompak-
tum mit glattem Rand und w eine (k — 1)-Form auf einer Umgebung U von A.

Dann ist
/ w:/dw.
bA A
/dw:O.
M

BEWEIS: Es seien Parametrisierungen ¢, : P, — U; C M gewéhlt, die A {iberde-
cken und Teil eines positiv orientierten Atlas von M sind, so dass P; N Hy jeweils
zusammenhéngend und ¢, (P;NHy) = U;N A ist. Weiter sei (f;) eine dazu passende

Teilung der Eins. Dann ist
w= fiw
=3,

/AdW: ;/Ad(fiw),

weil dw = d( Y, fiw) = >, d(fiw) ist. Es geniigt also, die Formel

/w:/dw
bA A

fiir eine (k — 1)-Form w zu beweisen, deren Tréger ganz im Bild U einer Parame-
trisierung ¢ : P — U C M liegt.

Ist M kompakt, so ist

und

1. Fall: U NbA = &. Dann ist / w=0.
bA

Auflerdem ist
k
go*w:Zgjdul/\.../\duj/\.../\duk,
j=1

wobei alle Tr(g;) in einer kompakten Teilmenge von P C {x € R* : u; < 0}
enthalten sind. Dann ist

(—1)j_1% duy A ... A duy,

@ (dw) = d('w) = o

M-

1

J

also
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dw = (dw) = ]1gjd/\ Nd
[ = [ ot Z/ S A N

_ / 99; duy ... dw, = 0,
Rk

denn wegen des kompakten Tréagers von g; ist / a—g] du; = 0.
Uj

—00

2. Fall: UNbA # o, o(PNH,) =UnN A

Die Menge Py := {u” : (0,u”) € PN 9oH,} ist ein Gebiet und ¢, : Py — bA mit
po(u”) := (0,u”) eine Parametrisierung von bANU. Der Vektor e; ist Normalen-
vektor zu OHy. Zusammen mit der Standardbasis von {0} x R*~! erh#lt man die
positiv orientierte Standardbasis {ey, e,, ..., e} des R*. Daraus folgt, dass ¢, eine
(im Sinne der auf bA induzierten Orientierung) positiv orientierte Parametrisierung
ist.

Dann ist / w= / pow :/ (poj)w :/ J @ w, mit j(u”) := (0,u”). Dabei
bA Py Py Py

ist
e 0 firi=1,
F=Y quy firi=2,.. .k

alsoj*(gde]_/\.../\d/-\u]'/\.../\dUk) =0 fiir j # 1, und
Je*w=gi(0,u")dus A ... A duy.

Daraus folgt die Beziehung

/ w:/ g1(0,ug, ..., uy) dusg . . . duy.
bA RE-1

0
Andererseits ist / dw = / P w 171 / 295 gy uy ... duy,.
A PNH, u, 0u;
. . 59j . . . .
Fiir j # 1 ist 0 duy . ..du, = 0, mit der gleichen Begriindung wie im ersten
H, OUj
Fall.

Der Fall 7 = 1 sieht etwas anders aus, es ist

/ %9 dk:/ %9 s
Hy duy (—00,0] x Rk—1 Juy

= / g1(0,ug, ..., uy) dusg . . . duy.
RE—-1

Damit ist alles gezeigt.
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Ist M kompakt und A = M, so tritt bei der Berechnung des Integrals nur der erste
Fall auf. -

4.6.2. Beispiele

A. Sei G C R? ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand. Sind f, g differenzier-
bare Funktionen auf einer Umgebung von G, so gilt der Greensche Satz:

_ _ [ (99 _91
/aGfd:lH—galy—/Gal(falx%—gdy)—/G(aglj 8y> dx A dy.

B. Sei jetzt G C R3 ein beschriinktes Gebiet mit glattem Rand, F = (Fy, Fy, F3)
ein differenzierbares Vektorfeld auf einer Umgebung von G und

N — (N17N27N3)

das duflere Normalenfeld auf 0G. Dann ist
/ (F'N)dO = / (Fl(N1d0)+F2(N2dO)+F3(Nng))
o0 oN
= / Flde'Q/\d$3+FQdC(73/\dJ]1+F3d[E1/\de’Q
o0
= /d(Fl dl‘Q/\dﬂ?g‘l‘deIg/\diEl+F3dl’1/\dx2)
Q

_ /((Fl)x+(F2)y+(F3)z) do Ady Adz — /dideV,

wenn man fiir das Volumenelement dx A dy A dz das Symbol dV benutzt. Das
ist der Gauf3’sche Integralsatz.

Bei glatt berandeten Gebieten in Untermannigfaltigkeiten ist die Lage ein wenig
komplizierter. Sei also M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

Wir erinnern uns: Zu jedem Vektorfeld & auf M gibt es eine eindeutig bestimmte
Pfaff’sche Form we mit we(n) = (£, ), wobei (..., ...) das vom euklidischen
Skalarprodukt des R™ auf den Tangentialrdumen von M induzierte Skalarprodukt
bezeichnet.

Wie im R" gibt es auch auf M zu jedem Vektorfeld & auf M eine eindeutig be-
stimmte (n — 1)-Form A¢ auf M mit

w"]/\A§:<’r’7€>QM

Ist o eine lokale Parametrisierung und sind ug, . . ., uj die zugehorigen lokalen Ko-
k

ordinaten, so kann man schreiben: £ = E g

v=1

0 L0
i und n = ;n’”a—uu. Setzt man
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Gou = Py, * Py, S0 it (§, M) = Zgwg”n“ = Zflm“, wobei hier die kontrava-
Vo p
rianten Koeffizienten mit hochgestelltem Index und die kovarianten Koeffizienten

mit tiefgestelltem Index geschrieben werden.

Weil waau, ( 8?@) = aiy , 63#) = Gy ist, ist Wy ou, = Zl Gy duy,. AuBerdem ist
Q= /gduy A ... A duy, mit g := det(gij). u
Ist AE—Zz L @i dug A /\cm/\.../\duk, so folgt:
k
(Z f“guu> Qu = (aiuya &) QU = wajou, N A¢

p=1

k k
= (Zgwdu#> /\Zaidul/\.../\dui/\.../\duk

= Z Gupi(=1)F 16, duy A ... A duy,

= Z gmal H_l dui A\ ... N du

= <i Zg ,a.(_1>i+1) QM-
Vi

k
1 .

Also ist Zﬁ oy = —= Z gyiai(—1)"1. Beriicksichtigt man noch die Gleichung
=

Zg]”gm = 0;; (wenn (g”) = (g;;) " ist), so erhilt man

> g g =D €6y, =8
U, H

und

]‘ v z z ]_ .
b - S L,
also a; = \/g(—1)7*'¢/. Daraus folgt:
k —
=G Y E(=1)"duy A Adug A A duy.
i—1

Den Gradienten einer Funktion als Vektorfeld auf M haben wir schon frither be-
trachtet. Nun erkliaren wir die Divergenz und die Rotation auf einer Untermannig-
faltigkeit.
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Definition

Ist & ein Vektorfeld auf M, so nennt man die eindeutig bestimmte Funktion div &
mit

d(Ag) = (div€) Qur

die Divergenz von &.

4.6.3. Satz

Die Divergenz von & hat in lokalen Koordinaten die Gestalt

k

dive = —3° USRS

Vi Ouw

BEwEIS: Es ist

d(Ag):Za(anié)dul/\/\duk:iszM

=1

Bemerkung: Im R” ist g = 1 und es kommen die bekannten Formeln heraus.

Ist G_ C R" ein Gebiet und ¢ : G — G C R" ein Diffeomorphismus, so kann
man G als parametrisierte Mannigfaltigkeit auffassen. Als Beispiel seien die ebenen
Polarkoordinaten genannt:

p(r,0) = (x(r,0),y(r,0)) = (rcosf,rsinf).
Dann erzeugen die Vektoren

e

X, =%
or

= (cosf,sinf) und Xy=—- = (—rsinf,rcosh)

den Tangentialraum von é, und die Vektoren E, = X, und Ey = %Xa bilden ein
ON-System. Es ist

w)= (X% xa)=(o &) @=6r=(5 )

und /g = \/det(g;;) = .

ko k
Allgemein ist Vf = Z (Z &l of ) i, in ebenen Polarkoordinaten also

=1 Vil 8u, an
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Ory 105y, lg 100y

gt = 5Bt gy

Ingenieure sprechen vom ,,Rechnen in krummlinigen Koordinaten®“, beziehen sich
dabei aber meist auf eine ON-Basis. Ist z.B.

V=

~ ~ ~ 1~
§=TE A+ B = X+ 28Xy = X+ X,

So ist
0 0

1 1[0 ~ 0~
dve=1 | 206+ )] = 1S E)+ @)

Wir koénnen jetzt auch die klassischen Sétze von Gaufl und Stokes formulieren.

4.6.4. Der Integralsatz von Gauf3-Ostrogradski

Es set M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und A C M ein
glatt berandetes Kompaktum, & ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf einer
Umgebung von A und N das duflere Einheitsnormalenfeld auf bA. Dann ist

/A(divg) AV = /bA<g, N) do.

Dabei ist dViyr := Qur das Volumenelement von M und do das Volumenelement
auf bA. Das Skalarprodukt (€ , N) ist das vom R"™ induzierte Skalarprodukt.

Bewels:  Da ||£|| auf ganz bA stetig und somit beschrénkt ist, ist (£, N) beziiglich
do auf bA integrierbar.

Fs ist /A (div )0y = /A d(Ag) = /bAAE.

Ist x € bA und {ay,...,a;_1} eine positiv orientierte ON-Basis von Ty (bA), so ist

k—1

£(x) = (€(x), N(x)) -N(x) + Y _(€(x), a)a,. (%)

v=1
Alsoist  (Ag)(x5a1,...,a5-1) =

k
= @Zfi(—l)iﬂ dup A ... /\dfzzi Ao A dug(x;ag, ..., ap-1)
i=1

= Vgdus A A dug(x,€(x),a;,...,a5-1) (Laplace)
= Qux;€(x),a1,...,a5-1) = (€(x), N(x))
Die letzte Gleichung folgt aus () und der Tatsache, dass Q,(N(x),a1,...,a5 1) =

1 ist. Andererseits ist auch (&, N) - do(x;ay,...,a, 1) = (£(x), N(x)). Daraus
folgt:
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Agloa = (€, N) - do

Ist « : I — M ein glatter, injektiver, stetig differenzierbarer Weg, t, € I,
xg = a(tp) und (uy,...,uy) ein lokales Koordinatensystem fiir M in xq, so set-
zen wir «; = u; o a (Vorsicht, nicht mit den kartesischen Komponenten von o
verwechseln!). Dann ist der Tangentialvektor an a gegeben durch

o (ty) == a (a

Der Vektor

heifit Tangenteneinheitsvektor an C = a([ ) in «(t). Er hingt nicht von der
Parametrisierung o (und damit auch nicht direkt von t) ab, nur von dem Punkt
a(t) und der Orientierung der Kurve C'.

Das Volumenelement auf C', das Linienelement ds, wird durch ds = \/gdt =
|&|| dt gegeben. Ist € ein Vektorfeld auf M, so ist

we = ifi du; = Z(Z 9;i&’ ) du,
i=1

=1 =

mit
0
G =wel,) = (& l: Zgau aul Zggﬂ.
Dann ist
a'(we) = Y (Dlgica) (@ea))aidt = (D (gioa)(E oa)al)dt

i J 1,J

_ (eoa. )it — o (i€, T)ds).

Bemerkung: Eine 1-Form kann miihelos auf eine 1-dimensionale Untermannigfal-
tigkeit eingeschriankt werden. Bei einem Vektorfeld ist das zunéchst nicht moglich,
da es i.a. ja nicht tangential zu der Untermannigfaltigkeit verlauft. Das Skalarpro-
dukt (¢, T) liefert den tangentialen Anteil von &.

Wir erinnern uns: Zu jedem Vektorfeld &€ auf einer offenen Teilmenge U C R? gibt
es genau ein Vektorfeld rot £ auf U mit

Ar0t§ = d(wg)

Die Rotation eines Vektorfeldes (rot &) kann nur im Falle n = 3 definiert werden,
denn nur dann ist die 2-Form d(wg) zugleich eine (n — 1)-Form. Auflerdem héngt
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die Zuordnung zwischen £ und rot & von der Metrik und der Orientierung ab, ist
also nicht invariant unter orientierungsumkehrenden Transformationen (wie z.B.
Spiegelungen).

4.6.5. Stokes’scher Integralsatz

Es sei A ein glatt berandetes Kompaktum in einer 2-dimensionalen Mannigfal-
tigkeit M C R3, € ein differenzierbares Vektorfeld in einer Umgebung von A im
R3. Dann ist

/A<rotg, N)do:/ (€, T)ds.

bA

Dabei ist N ein Einheitsnormalenfeld auf M, das die transversale Orientierung
von M (und A) festlegt, und T das Tangenteneinheitsvektorfeld auf bA, das den
Rand in der richtigen Weise orientiert.

BEwEIS: Die Integrierbarkeit ist bei diesem Satz kein Problem. Es gilt:

[wote Npdo = [ e = [ dle)
— [ - /[ R

_ /ab<§oa,a'>dt - /bA<§,T>ds.

4.6.6. Satz

Set G C R" ein Gebiet, M C G eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit,
A C M ein Kompaktum mit glattem Rand. Dann gibt es keine €'-Abbildung
r: A— bA mit r|bA = idbA.

BEWEIS: A ist eine (k — 1)-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit. Ist w die
Volumenform auf bA, so ist fb 4w # 0. Fiir die Inklusionsabbildung ¢ : A — M
gelte r o4 = idy4. Dann ist r*w eine (k — 1)-Form auf A und

/bAw B /bA(r °ifw= /bA rw) = /Ad(r*w) - /Ar*(dw) =0,

denn auf bA ist dw = 0 (aus Dimensionsgriinden). Das ist ein Widerspruch! .

4.6.7. Brouwer’scher Fixpunktsatz

Sei K := B1(0) die abgeschlossene Finheitskugel im R™, f : K — R™ eine stetige
Abbildung mit f(K) C K. Dann besitzt f einen Fizpunkt.
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BEWEIS: 1) Sei zunéchst n = 1. Dann betrachten wir die Funktion g : [-1,1] - R
mit g(z) ;== x — f(x). Ist f(=1) = —1 oder f(1) = 1, so sind wir fertig. Weil auf
jeden Fall f(—1) > —1 und f(1) < 1ist, ist g(1) =1 — f(1) > 0 und g(—1) < 0.
Wir brauchen nur noch den Fall g(—1) < 0 und g(1) > 0 zu betrachten. Aber dann
besagt der Zwischenwertsatz, dass ein xy € [—1,1] mit g(xy) = 0 existiert, also

f(xo) = Zo-

2) Sei nun n > 2. Wir nehmen an, dass f keinen Fixpunkt besitzt. Dann wird durch

X — f(x)
09 = ]

eine stetig differenzierbare Abbildung u : K — S™! definiert, und man kann eine
Abbildung ¢ : K — R mit ¢(x) > 0 finden, so dass ||x +¢(x) - u(x)|| = 1 ist.
Anschaulich erhélt man g(x) := x + #(x) - u(x), indem man die Strecke von f(x)
nach x {iber x hinaus so weit verlédngert, dass sie die Sphére trifft.

Man rechnet aus, dass t(x) = —xeu(x) + /1 — [[x]]2 + (x+u(x))? ist (durch
Auflésen der quadratischen Gleichung g(x)»g(x) = 1 nach ).

Da stets ||x|*> < 1 und (X-u(x))2 > 0 ist (denn sonst wire x L u(x)), ist der
Radikand positiv. Also ist ¢ (und damit auch g) eine ¢!-Abbildung. Fiir x € S"!
ist t(x) = 0, also g(x) = x. Das ist ein Widerspruch zur Aussage des vorangehenden
Satzes. n

Definition

Sei I := [0,1]. Zwei differenzierbare Abbildungen f,g : M — N zwischen
Mannigfaltigkeiten heiflen homotop, falls eine differenzierbare Abbildung F :
I x M — N mit F(0,x) = f(x) und F(1,x) = g(x) existiert. Die Abbildung F
nennt man eine Homotopzie.

Ist M C R™ eine kompakte, orientierte Untermannigfaltigkeit, so ist R x M eine
Untermannigfaltigkeit von R*™! und I x M ein Kompaktum mit glattem Rand.
Der Rand b(1 x M) ist Vereinigung der Untermannigfaltigkeiten My := {0} x M
und M; := {1} x M (wenn die erste mit der Orientierung von M versehen wird,
die zweite aber mit der entgegengesetzten Orientierung).

4.6.8. Satz

Sei M C R"™ eine kompakte, k-dimensionale, orientierte Untermannigfaltigkeit.
Sind £,g : M — N zwei homotope differenzierbare Abbildungen in eine weitere
Mannigfaltigkeit N, so gilt fiir jede k-Form w auf N mit dw =0 :

/f*w:/ g'w.
M M
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BEwEIs: Sei F : I x M — N die Homotopie zwischen f und g. Dann ist

/f*w—/g*w = / F*w—/ Fw

M M Mo My

= / F'v = / d(F*w)
O(IxM) IxM

= /IXMF*(dw) = 0.

Eine nette Folgerung ist der

4.6.9. Satz vom Igel

Auf der Sphire ST~ gibt es genau dann ein stetig differenzierbares Vektorfeld
ohne Nullstellen, wenn n gerade ist.

Insbesondere hat jedes stetig differenzierbare Vektorfeld auf S? eine Nullstelle
(,Jeder glatt gekimmte Igel hat wenigstens einen Glatzpunkt®).

BEwEgIs: 1) Ist n = 2m, so wird durch

f(‘rh oy Ty Tmegdy - - 7x2m) = <_xm+17 ceey —L2my L1y e e Jxm)

ein nirgends verschwindendes (stetig differenzierbares) Vektorfeld auf S™~! gege-
ben.

2) Sein =2m+1und 7 : "' — S"~! die ,, Antipodenabbildung mit 7(x) := —x.
Wir nehmen an, es gibt ein stetig differenzierbares Vektorfeld & ohne Nullstellen
auf S"~!. Man kann annehmen, dass [|£(x)|| = 1 ist. Damit ist £ eine stetig dif-
ferenzierbare Abbildung von S™~! auf sich. Definiert man F : [ x S*~1 — §n~!
durch

F(t,x) := (cosmt)x + (sin7t)€(x),
so ist F(0,x) = x und F(1,x) = —x, also F eine Homotopie zwischen id und .

Die Volumenform o auf S"~! ist gegeben durch
o= (1) dzy AL Adwi A A day,.
i=1

Dann ist

o = Z(—wi)(—l)i“ d(—2) A ANdzg A AN d(—2,) = (—1)"0,

0 # O':/ T*a:(—l)”/ O':—/ o.
Sn—1 Sn—1 Sn—1 Sn—1

Das ist ein Widerspruch. "

also



