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3.3 Integration auf Hyperflichen

Wir brauchen zunéchst etwas Lineare Algebra:

Seien ay, ..., a, 1 € R" irgendwelche Vektoren (n > 3). Durch
Aw) :=det(w,ay,...,a, 1)

wird eine Linearform A auf dem R™ definiert. Daher gibt es genau einen Vektor z
(der mit a; x ... X a,_1 bezeichnet wird), so dass A\(w) = w ez ist. Also gilt:

we(a; X...xa, 1) =det(w,a,...,a, 1).

Insbesondere ist dann a;+ (a; X ... xa,_1)=0firi=1,...,n—1,und a; x ... X
a,_1 = 0, falls die Vektoren linear abhéngig sind.

Wir benutzen die a; als Spalten einer n x (n — 1)-Matrix:

A:=(al,...,a) ).
Fir £k = 1,...,n sei A die quadratische Matrix, die aus A entsteht, indem man

die k-te Zeile streicht. Der Laplace’sche Entwicklungssatz besagt dann:

n

det(w,ay,...,a, 1) = Z(—l)k+1wk - det(Ag).

k=1
Setzt man fiir w die Basisvektoren ey, ..., e, ein, so gewinnt man die Komponenten
von a; X ... X au_1:
(al X ... X an_l)i = ei-(al X ... X an_l)
n
= 3 (=10 - det(Ay) = (—1)" det(4)).
k=1

Daraus folgt:

n n

lay x ... x @, [P =) (a1 x ... xa,1)] = (det A;)%.

i=1 i=1

Im Falle n = 3 gewinnt man wieder das im vorigen Abschnitt eingefiithrte Vektor-
produkt.

Definition
Ist A:=(a,...,a, 1) € M, ,—1(R), so heifit

GA = G(al, SN 7an_1) = det(AT : A) = det(ai *a;

i,jzl,...,n—l)

die Gram’sche Determinante von A bzw. von aj,...,a,_1.
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3.1. Satz
Ga=lla; x ... x a, 1]
BEwEIS:  Wenn die Vektoren ay,...,a, 1 linear abhéngig sind, verschwindet die

rechte Seite. Ist etwa a,,_; = Z;:f A;ja;, so ist auch a;ea, 1 = Z;:f A;a; «a; fiir
1=1,...,n—2, also G4 =0.

Seien nun die Vektoren linear unabhéngig und

a; X ... X ap-1

N :=
||a1 X ... X an_1||

der Einheitsvektor, der auf dem von ihnen erzeugten Unterraum senkrecht steht.
Dann ist

|det(N,ay,...,a,1)] = |Ne(a; x...Xxa, 1)
= Halx...xan,lH.

Ist B:= (NT,af,....,a] ;) € M,,(R), so ist

tn (1 0
BB_(O ATA

und daher

lay x ... x a,_1]|* = det(B)? = det(B'B) = det(AT A) = G 4.

3.2. Satz

1. Sei A€ M,,, 1(R) und B € M,,_1(R). Dann ist Ga.p = det(B)? - G 4.

2. Seien aj,ay € R3 linear unabhingig und Z(ay,ay) der (positive) Winkel
zwischen a; und as. Dann ist

a1 x agf| = [las| - [[az]] 'Siﬂ(l(ahaz))

der Flicheninhalt des von a; und as aufgespannten Parallelogramms.

BEwEIs: 1) Es ist

Gap = det((AB)'-(AB)) = det(B'-(A"-A)-B)
= det(B)-det(A" - A)-det(B) = det(B)?*-Ga.

2) Sei o = Z(ay, az). Dann ist
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2 _ aj*a;  a;*ay _ 2 2 2
o x 2l = G = det(32.31 az.a2) = flaul? -l ~ (a1 +22)
= Jlal* - [Jaz[*(1 — cos® ) = Jlar]|* - [|az||* sin® a,

also |la; x aqz|| = [|ai]| - ||az|| - sina (weil sina > 0 fiir 0 < o < 7 ist). Aus der
folgenden Skizze ersieht man, dass es sich um den Flédcheninhalt des von a; und a,
aufgespannten Parallelogramms handelt.

llag|| sin «
Gegenkathete

a2l / e = Hypotenuse

A

2l

Wir wollen uns jetzt mit dem Problem der Fldchenberechnung beschéftigen.
Zunéchst betrachten wir nur den Fall n = 3 und versuchen es mit einer Approxi-
mation! Es sei ein Quader Q C R? und eine Parametrisierung ¢ : Q — S C R?
gegeben. Wir zerlegen @) in viele kleine Teilquader. uy € @ sei ein Gitterpunkt.
Dann gibt es Zahlen s und ¢, so dass

U, Ug + seq, ug + tes und ug + seq + tey

die Ecken eines Teilquaders sind. Die Bilder dieser vier Ecken auf der Flache liegen
leider nicht unbedingt in einer Ebene!

Wir konnen Genaueres iiber die Lage der Bilder der FEcken herausbekommen, wenn
wir die Differenzierbarkeit von ¢ in uy ausnutzen: Es gibt eine (matrixwertige)
Funktion A, so dass gilt:

1 plu) = ug) + (1 — ) - Jy (o)™ + (1 — 11g) - Au).
2. lim A(u)=0.

u—uop

Dabei ist J,(ug) = (¢, (u0) ", ¢, (ug) ™). Néherungsweise ist also

p(ug + ser + tey) = p(ug) + (ser +tes) - Jo(ug) " = p(ug) + s, (o) + tep, (o),
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und néherungsweise werden dann die Ecken des Teilquaders auf die Punkte ¢(uy),

p(ug) + sp,(ug), @(ug) +tep,(ug) und e (ug) + sp, (1g) +te,(ug) abgebildet. Das
sind jetzt die Ecken eines Parallelogramms, und je kleiner s und ¢ sind, desto besser
wird die Approximation.

Die Flache des Parallelogramms ist durch ||se,, (ug) X te,(ug)|| = st||e, (o) X @, (ug)]|
gegeben. Deshalb liegt es nahe, den Flidcheninhalt A(S) durch ,Riemann’schen
Summen* der Gestalt

D lleu(sity) x (st At
zu approximieren und den Flacheninhalt selbst deshalb durch
A(S) :—/Hsou(um) X @, (u,v)|| du dv
Q

zu definieren. Dabei stimmt ||, (u,v) X ¢, (u, v)|| mit der Wurzel aus der Gram’-
schen Determinante der Funktionalmatrix .J,(u,v) iiberein. Das sollte als Motiva-
tion fiir die folgende Definition reichen:

Definition

Sei P C R"! ein Parametergebiet und ¢ : P — S C R" die Parametrisie-
rung eines glatten Hyperflachenstiicks. Ist f : S — R eine stetige Funktion, so

bezeichnet man
/fdo—/f ()dunl

als das (Oberflichen-)Integral der Funktion f iiber das Fléchenstiick S. Dabei
sei Gy, 1= det(J; . J¢) die Gram’sche Determinante von J,.

Bemerkungen:

1. Sei ¢p(u) := (u,0), also S ein Gebiet im R"~!,

Dann ist J, = (E’al ) und Gy(u) = detE, ; = 1, also [;fdo =
[p f(u,0) dpi,—1 das gewdhnliche Integral.

2. Wir wollen zeigen, dass das Oberflaichenintegral nicht von der Parametrisie-
rung abhingt. Ist Q C R" ! ein weiteres Parametergebiet und ® : Q — P
ein Diffeomorphismus, so ist auch v := ¢ o ® eine Parametrisierung von S,
und mit der Kettenregel folgt:

Jp = (Jpo®) - Jg.

Dann ist



3.3 Integration auf Hyperflichen 19

VG = \[det(Ja)? - Gy o ® = |det(Ja)| - /Gy 0 @,

und mit der Transformationsformel folgt:
| £ @) Gt o

_ /Q o (V) ldet (Ja(v))] - /G 0 (V) djins

B /pf () /Goplw) dtns.

3. Das Bild einer Nullmenge N C P unter ¢ spielt bei der Berechnung des
Integrals keine Rolle. Das rechtfertigt die folgende Definition, und wir kénnen
bei den folgenden Beispielen die ,,Klebekanten“ ignorieren.

Definition

Ist S ein (durch ¢ : P — R" parametrisiertes) Hyperflichenstiick und K C S
kompakt, so nennt man

An_1(K) ::/XKdO:/ \/ Go(u) dptn—1
s pH(K)

den Fldcheninhalt von K.

3.3. Beispiele

A. Wir beginnen mit der Fléche eines Zylinders. Dabei handelt es sich um den
besonders einfachen Fall einer ,,abwickelbaren® Flidche. Man kann sich vor-
stellen, dass ein rechteckiges Blatt Papier mit den Abmessungen 2rm x 2h zu
einem Zylinder zusammengerollt wird. Der Flacheninhalt 2r7 - 2k sollte sich
dabei nicht &ndern.

Wir benutzen die Parametrisierung ¢ : Q = (0,27) x (—h,h) — S C R? mit
p(u,v) := (rcosu,rsinu,v).
Dann ist
—rsinu 0 2
Jp(u,v) = rcosu 0 |, also Jy(u,v)" - J,(u,v) = ( ) .
0 1
Damit ist die Gramsche Determinante

Gy = det(J; Jp) =17,
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und es gilt:
27 h
A(S) = / \/ Go(u,v) dudv = / / rdvdu
Q 0 —h
21
= r-2h-/ du = 2rr - 2h,
0

ganz so, wie man es erwartet. Die Klebekante spielt dabei keine Rolle.
B. Als néchstes wollen wir den Inhalt der Oberflache einer Kugel vom Radius r

berechnen. Dazu benutzen wir die Parametrisierung

. . T s
p(u,v) := (rcosucosv,rsmucosv,rsmv), 0 <wu < 2m, 3 <v < 5
Dann ist
—rsinucosv  —7rcosusinv
Jo(u,v) = | rcosucosv —rsinusinv
0 7 COSV
und daher
T r?cos’v 0
Go(u,v) = det(Jyp(u,v) " - Jo(u,v)) = det 0 2 )
Also ist
/2
A(S) = / / r?cosvdvdu = / (Sinv ) du
,ﬂ/z —7/2
0

C. Sei P C R"! ein Parametergebiet, f : P — R eine differenzierbare Funktion

und S := {(x,2) € P xR : z = f(x)} ihr Graph. Dann ist ¢ : P — S mit
p(u) := (u, f(u)) eine Parametrisierung von S.

En 1
Vf(u)
entsteht, indem man die k-te Zeile streicht. Berechnet man die Determinante
von Ay durch Entwicklung nach der letzten Zeile, so liefert im Falle k& < n
nur das k-te Element einen Beitrag, und man erhélt

Sei A := J,(u) = ) und A; die quadratische Matrix, die aus A

det Ay =xf, (u)firk=1,...,.n—1 wund detA,=1.

Daraus folgt, dass G,(u) = > _,(det A;)? =14 ||V f(u)|? ist, also

- /P VIT IV dtor.
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Ist S C R"™ eine kompakte glatte Hyperfliche (z.B. der Rand eines Gebietes), so
kommt man eventuell nicht mit einer einzigen Parametrisierung aus. Dann brau-
chen wir ein neues Hilfsmittel, eine sogenannte ,, Teilung der Eins“. Dazu muss man
etwas weiter ausholen.

Sei M C R” offen. Ist f : M — R irgendeine Funktion, so nennt man die Menge

Tr(f) :={xe M : f(x) # 0}

den Trdger von f. Wir verstehen ab sofort unter einer differenzierbaren Funk-
tion eine beliebig oft differenzierbare Funktion. Die Menge aller differenzierbaren
Funktionen auf M wird dann mit C*°(M) bezeichnet, die Menge aller Funktionen
f € C®(M) mit kompaktem Tréger mit C2°(M).

3.4. Satz vom ,,Hut*

Seta e R", 0 <r < R. Dann gibt es eine C*-Funktion f : R"™ = R, so dass gilt:
1 (%) =1 auf By(a),
2. f(x) =0 auf R"\ Br(a),

3.0 < f(x) <1 dberall sonst.

In einer Dimension kénnte der ,,Hut* so aussehen:

e \
/ — N

I T T
| a—R a—r a a+r a+R

BEWEIS: Durch )
| exp(—1/t?) firt>0
9(t) '_{ 0 fiir ¢ < 0

wird eine C*°-Funktion auf R definiert, die genau fiir x > 0 Werte > 0 annimmt
(Beweis in Analysis 1).
1_ ____________

Dann ist h(t) := g(1+t)g(1—t) genau auf dem Intervall (—1, 1) positiv und iiberall

sonst = 0.
1_ ____________

VAN

~1 1

Die Funktion
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o) = /_ tl nrydr) / ( /_ 11 h(r) dr)

ist wieder eine C*°-Funktion, die nur Werte zwischen 0 und 1 annimmt. Fiir t < —1
ist p(t) =0 und fiir t > 1 ist p(t) = 1.

Schliefllich setzen wir

R+7’—2Hx—al|>

f(x) :Zw( 7,

Diese Funktion nimmt auch nur Werte zwischen 0 und 1 an. Fiir ||x — a|| > R ist
f(x) =0, und fir [|[x —al <rist f(x)=1. n

3.5. Lemma

Sei U C R™ offen und C C U kompakt. Dann gibt es offene Mengen V., W mit
C cV ccW C U und eine €*°-Funktion f auf dem R™ mit 0 < f < 1,
f(x) =1 auf V und Tr(f) C W.

BEWEIS: Zu jedem Punkt x € C gibt es ein ¢ = £(x) > 0, so dass die Ku-
gel Bs.(x) noch ganz in U enthalten ist. Die offenen Kugeln B.(x) iiberdecken
die kompakte Menge C', und dafiir reichen natiirlich schon endlich viele Kugeln
B.,(x1),..., B, (x). Sei

V:=B.,(x1)U...UB. (x,) und W := By, (x1)U...U B, (x;).

Offensichtlich iss C c V. cc W C U.

Nach dem Satz vom Hut gibt es fiir jedes p € {1,...,7} eine C*°-Funktion g, auf
dem R", so dass iiberall 0 < g, < 1 ist, g,(x) = 1 auf B, (x,) und g,(x) = 0
auBerhalb By, (x,). Fiir x € U sei

T

g(x) = ](1 = g,(x).

=1

Ist x € V, so gibt es ein p mit g,(x) = 1, und es ist g(x) = 0. Ist x € R™ \ W, so
ist g,(x) = 0 fiir alle o und daher g(x) = 1.
9o

g+gi+-+g

Offensichtlich ist der Nenner iiberall positiv (weil g nur dort verschwindet, wo
wenigstens ein g, = 1 ist), und daher ist f, eine ¥*°-Funktion auf dem R" mit
0 < f, < 1. Setzt man schlieBlich f := f; +---+ f,,soist f =1 auf V und f =0
auflerhalb von W. Dazwischen ist 0 < f < 1. "

Nun sei f, :=
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3.6. Existenz einer ,,Teilung der Eins*

Sei K C R™ kompakt und {Uy,...,Un} eine offene Uberdeckung von K. Dann
gibt es C>*-Funktionen ; auf dem R", so dass gilt:

1. 0< pi(x) <1 firxeR"undi=1,...,N.

N
2. Zcpi(x)zlferGK,

i=1

3. Fiir jedes i hat @; kompakten Trdger in U;.

Man nennt das System der ; eine Teilung der Eins auf K zur Uberdeckung
{Ul,...,UN}.

BEWEIS: 1) Sei {Uy,...,Un} die gegebene offene Uberdeckung von K. Wir kon-
struieren induktiv eine neue Uberdeckung.

Anfang: Die Menge
Cl :K\<U2UU3UUUN>

ist (als abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge) kompakt und in U
enthalten. Nach dem Lemma gibt es offe;_ne Mengen Vi, Wi mit C; C V; cC W C
Uy. Also ist auch {V;,Us,...,Ux} eine Uberdeckung von K.

Induktionsschritt: Fiir ¢ = 1,..., k seien schon offf:ne Mengen V; CcC W; C U;
konstruiert, so {V4, ..., Vi, Ugs1,...,Un} eine offene Uberdeckung von K ist. Nun
sel

Ck+1 2:K\(%U...UVkUUk+2U...UUN).

Dann ist Cy; kompakt und in U, enthalten. Wieder findet man offene Mengen
Vi1 CC Wiy1 C Ugyq mit Cyyqy C Viyq ist. Dann kann man Ug,q durch Vi
ersetzen.

2) Nach dem Lemma gibt es C*°-Funktionen 1; auf dem R", die = 1 auf V; und
= 0 aulerhalb von W; sind und sonst iiberall Werte zwischen 0 und 1 annehmen.

Dann ist v
o= =)+ v+ + oy
i=1
eine iiberall positive ¢ *°-Funktion, und wir setzen @; := %, firi=1,...,N. Dann

ist ; eine ¥°-Funktion mit Tr(y;) C U;, 0 < ¢; < 1und @1 + -+ + on = 1 auf
K. n

Sei nun S C R™ eine kompakte glatte Hyperfliche. Dann gibt es eine offene Uber-
deckung {Ui,...,Uy} von S und parametrisierte Flichenstiicke ¢; : P; — S =
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SNU;,j=1,...,N.Ist (¢;) eine Teilung der Eins zu der Uberdeckung (U;) und
f S — R stetig, so setzen wir

/Sfdo ::é/sjejfdo.

Der Tréger von e; f liegt in .S;, deshalb ist diese Definition sinnvoll.

Ist S nur ein parametrisiertes Flichenstiick, so ist [ g €jfdo= /. ¢ €jf do, und man
J

kann Summation und Integral vertauschen. Weil > ;€5 = f ist, kommt in diesem
Fall nichts Neues heraus.

Wir miissen aber im allgemeinen Fall zeigen, dass die Definition nicht von der
Uberdeckung, den Parametrisierungen und der Teilung der Eins abhéngt.

Sei {Vi,...,Vas} eine zweite Uberdeckung von S, (v;) ein System von Parametri-

sierungen ¥, : Q; — S; := V; N S und (g;) eine Teilung der Eins zur Uberdeckung
(V;). Dann ist

N M
E €9 = Gi, E 9i€j = €j
j=1 i=1

und

M M N
Z\/; ng do = Z[ Zejgif do = Z/; ejgif do
=15 i=1 Y5 5;NS;

v i
= Z/ Zgiejfdo = Z/ e; f do.
j=1 "5 i=1 j=1 "5

Fiir die praktische Berechnung von Oberflachenintegralen ist der Einsatz einer Tei-
lung der Eins meistens nicht zu gebrauchen, aber in Beweisen ist sie oft sehr niitz-
lich.
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3.4 Der Satz von Gaufl

Definition

Sei ¢ : P — R" ein glattes parametrisiertes Hyperflichenstiick mit Spur S,

Py X oo X Py

N =
[P0, X x @,

das durch ¢ bestimmte Einheits-Normalenfeld und F ein stetiges Vektorfeld auf
einer offenen Umgebung U von S im R"™. Dann bezeichnet man das Integral

/F-Ndo ::/PF(cp(u))-(goul(u) %o %y (W) ity

als den Fluss des Vektorfeldes F durch die Flache S.

Wir untersuchen die Abhéngigkeit des Integrals von der Parametrisierung. Dazu
betrachten wir eine Parametertransformation ® : () — P und die Parametrisierung
¥ = p o ®. Nach der Kettenregel ist Jy, = (J, 0 ®) - Jg.

Q1,1 Tt a1,n—1
Sei A:=Jg = : : . Dann ist

Ap—-11 ' OGp—1n-1

n—1
Vs, :Zaﬁ-(gouio@) firj=1,...,n—1,
i=1

also

n—1 n—1

det (z, Vsyy - - ,Q/JSTHI) = det (z, Z A1y Pugy s - - Z an—l,infltpuin71>

i1=1 in—1=1

— E a‘177;1 P an_17in71 det (Z, QOuil, oo ’(puin—l)

015eeey in—1

= Z signa al’o'(l) to anfl,cr(nfl) det (Z7 Puis -+ (pun—l)

O'ES’n—l

= det(A) - det(z, puy, - .-, Pun_,)

und
Y, X ...oxp, = (detJs) @, X ... X, .

Also ist
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[ENdo = [ F@s) (0,(5) . <, (5)) dincs
P Q
= /QF(cp 0o ®(s))« ((¢,, 0o P)(s) X ... x (¢, , o®)(s)) - det(Js) dptn_

= sign(det Jg) - / F(p(u)) -« (@, ) x...xep, (u))du,—1
P
= sign(det Jg) - / F N do.
%)
Da @ ein Diffeomorphismus ist, muss det(Jg(s)) # 0 fiir alle s € @ sein. Da @
zusammenhingend ist, hat die Funktionaldeterminante konstantes Vorzeichen. Wir
nennen ® orientierungstreu, falls det(Jg) > 0 ist, und orientierungsumkeh-
rend, falls det(Jg) < 0 ist.

Durch die Festlegung eines Einheitsnormalenvektors erhélt eine Hyperflache in ei-
nem Punkt ihre Orientierung. Bei einem durch ¢ parametrisierten Hyperflachenstiick
geschieht das mittels

Py X oo X Py
||<Pu1 XX (Pun_1||

Beim glatten Rand eines Gebietes haben wir die &uflere Normale auf andere Weise
festgelegt. Im Folgenden miissen Parametrisierungen des Randes immer so gewéhlt
werden, dass beide Orientierungen iibereinstimmen.

Sei 2 C R” ein Gebiet und F = (F, ..., F,) ein (stetig) differenzierbares Vektorfeld
auf (). Dann versteht man unter der Divergenz von F die Funktion

N :=

divF(x) := Z GE (x) = Spur(Jp(x)).

4.1. Beispiele
A. Sei F(x) = x auf dem R”. Dann ist div F(x) = n.

o X
12

B. Sei F(x) : fiir x # 0. Schreibt man als Abkiirzung r := ||x||, so ist

Ty, =x,/r und (3,7 %), =r 2—222 - rfirv=1...,n,

v

also

divF =r1. Z(T2 —222) =7t (nr* — 2r%) = (n —2)r 2.

v=1
Ist speziell n = 2, so ist divF = 0.

C. Sei F(x) := f(x) - €;. Dann ist divF(x) = gj (x).
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4.2. Satz
Sei P C R ! ein Parametergebiet, g : P — R eine stetig differenzierbare Funk-

tion und a < g(u) < b fir alle uw € P. Weiter sei
Q:={(u,u,) € Px(a,b) : a <u, <gu)},

b) —

N das duflere Normalenfeld auf S := 0Q N (P x (a,b)) und f : P x (a,
=f-e und

eine stetig differenzierbare Funktion mit kompaktem Trdger. Fir F;

1=1,...,n gt dann:
/divFid,un—/F,--Ndo.
Q s

N / S

BEWEIS:

1. Schritt (Berechnung der Normalen-Komponenten):
Sei I := (a,b) und y(u,u,) := u, — g(u). Dann ist

Q={(u,u,) € PxI:~y(uu,) <0},

— 1
also N(u,u,) = W) (VI D ey e 90n (P x 1),
IVy(u)ll /1T+[[Vg(u)]?
Firi=1,...,n—list F;eN=f- N, = —(1+|Vg|>)~V?- f- g—g, auflerdem ist
Ui
FoeN =/ N, =(1+[Vg|*)7- [
2. Schritt (Integration von f entlang der Fasern):
t
Fir (u,t) € P x I sei F(u,t) := / f(u,u,) du,. Dann ist
oF Lof oF
fiir ¢ = - — = :
e (u,t) = o —(u,u,) du,, firi=1,. 1, und 5 (u,t) = f(u,t)

Durch ¢(u) := (u, g(u)) (fur u E P) wird der obere Rand von {2 parametrisiert,
und mit h(u) := F o ¢(u / f(u,u,) du, gilt dann



28 3 Der Divergenzsatz

g(u) o
8(11/ fla,u,)du, = hy(a) = a(g—u:‘o)(u)
= O ) + 9 gl 2w
g(u)
= [+ st 2 )

Diese Gleichung brauchen wir weiter unten, bei Schritt 4.

3. Schritt (Verschwinden eines Integrals):

Sei 71(u,u,) := u. Die Menge m(Tr(f)) C P ist kompakt, und fir u € P\
71 (Tr(f)) und @ < u, < bist f(u,u,) = 0. Also hat die Funktion 4 kompakten
Triger in P, und man kann deshalb so tun, als wire h auf einem Quader @) :=
[—R, R]"! D P definiert und = 0 auf Q \ P. Fiir : = 1,...,n — 1 ist deshalb

o g(u) oh
/ 8” (/ f(u7 un) dun) d,unfl = au (u) dul . dunfl
P i a P i

moR R oh -
_ /_R/_R.../_R<an(u)dui>dul...dui...dun1

R R R _
= / / / [h(ul,...,R,...,un_l)—h(...,—R,...) dulduzdun_l
-RJ—-R -R
0.

(Dabei bedeutet das Dach (7) iiber du;, dass dieser Term weggelassen werden soll).

Auch dieses Ergebnis brauchen wir bei Schritt 4.

4. Schritt (Beweis der Gleichung fiir i =1,...,n —1):
Wir benutzen die Tatsache, dass G, (u) =1+ ||V f(u)]|? ist, also

Gsa(u) _
1+ |Vg(u)|]?

Firi:=1,...,n — 1 folgt dann:

of B 9w g
/Qa_Ui(LL Un) dljln = /];(/a a—w(u, un) dun) d,u/nfl

B L(aii /ag(u)f(u’un) du, — f(u,g(u)) gi (u)) dptn—1 (nach (2))

— [ s @ s (ach (3)
_ w. olu @u ch(u)
- [ flugw) W e

= [ fletw) - Niplw)/Golwdin,r = [ FieNo
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5. Schritt (Beweis der Gleichung fiir i = n):
Fiir jedes u € P hat die Funktion w, — f(u,u,) kompakten Tréger in (a,b). Also
ist

g(u)
/ aaj (ua un) du, = f(uag(u))

und

of B g(u) of
/Qaun (uaun) dﬂn - /p/a 8_%(117 Un) dun d/vbn—l

_ /P F(w, g(w)) djin_s

_ u. olu Gyp(u) A,
[ ot s i

= [ 7etw) No(elw)y/Colw) s = [ B oNdo

Mit diesem Satz haben wir die Hauptarbeit fiir den Gauf’schen Satz schon erledigt.
Der lautet nun folgendermaflen.

4.3. Gauf3’scher Integralsatz
Sei ) C R™ ein glatt berandetes, beschrinktes Gebiet, N das dufsere Normalenfeld

auf 02, U = U(Q) eine offene Umgebung und F ein stetig differenzierbares
Vektorfeld auf U. Dann st

/diVFd,un:/ F + N do.
Q o0

BeEwers: Ist F = Fie; +--- + F,e,, so ist

divF du, = /div Fie;)du, und / F+«Ndo = / Fie; « N do.
/Q ; Q ( ) o0 ; a0

Es reicht also, den Satz fiir ein Vektorfeld der Gestalt F = fe; zu beweisen. Dabei
konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass ¢ = 1 ist.

1) Hat f kompakten Triager in €2, so verschwindet natiirlich das Randintegral.
of

Andererseits ist divF = Ere Weil f auf den ganzen R™ stetig differenzierbar
T
(durch Null) fortgesetzt werden kann und € in einem Quader @) = [—R, R]" liegt,

ist

af

o 0y

R R
dun:/ / [f(R,z3,...,2,) — f(=R,22,...,2,)] dx> ... dz, = 0.
~R -R
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2) Ist Q = {(u,u,) € P x (a,b) : a < g(u) < u,} und hat f kompakten Tréger
in P x (a,b), so folgt der GauBl’sche Satz aus dem vorigen Satz. Das bleibt auch
richtig, wenn man die Koordinaten vertauscht.

3) Nun kommen wir zum allgemeinen Fall.

Ist x € €2, so gibt es eine Umgebung von x, die ganz in () liegt. Ist x € 92, so gibt es
— nach geeigneter Numerierung der Koordinaten — ein Parametergebiet P C R* !,
ein Intervall I = (a,b) und eine Funktion g : P — I, so dass QN (P x I) =
{(wyu,) € Px1I :a<u,<g(u)} ist.

Da Q kompakt ist, kann man endlich viele Umgebungen U, finden, v = 1,..., N,
die entweder ganz in 2 liegen oder von der Gestalt U, = P, X (a,,b,) mit
U,NQ = {(u,u,) € P, x (ay,b,) : a, < u, < g,(u)} sind (letzteres evtl. nach
Umnummerierung der Koordinaten).

Sei (g,) eine passende Teilung der Eins zu der Uberdeckung (U,). Dann hat o, f
jeweils kompakten Tréger in U,. Nach (1) und (2) gilt der Satz fiir jedes Vektorfeld
0,F = (o,f)e;. Dann ist

N
/dide,un = Z/diV(QyF) djty,
Q 1/
N
= Z/ 0,F+Ndo = / F N do.
1 709 0

4.4. Beispiel
Wir betrachten das Vektorfeld

F(z,y,2) = (2 +(142)y*+(z—1)2%, v’ +y(2*+2°)+€", 2°+2(2*+y?) +sin(zy))
und wollen / F + N do fiir B := B;(0) C R? berechnen.
oB

Die direkte Berechnung diirfte in diesem Fall recht unangenehm werden. Des-
halb benutzen wir den Gauf’schen Integralsatz: Es ist
divF = (322 + 9> + 22) + (3y* + 2% + 2% + (322 + 2* +¢°) = 5(2® + y* + 27).

Zur Berechnung des Integrals verwenden wir Kugelkoordinaten:

w/2 2r  pl
/ F.Ndo = /diVFd,ug :/ / /5T2~r20080d7’dg0d9
OB B —x/2Jo  Jo
w/2 2 pl /2 75
= 5/ / / rtcosOdrdpdd = 1O7r/ (—)
—x2Jo Jo —xj2\ D

w/2
= 27r/ cosfdf = 4r.
—7/2

1
cos 0 db

0
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Definition

Sei G C R™! ein glatt berandetes Gebiet, U = U(G) eine offene Umgebung
und ¢ : U — R™ eine stetig differenzierbare Abbildung, so dass ¢|g ein para-
metrisiertes Hyperflachenstiick ist. Dann nennt man S := ¢(G) ecin (glattes)
Hyperflichenstiick mit Rand und bezeichnet bS := p(0G) als den Rand
von S. AuBlerdem sei S := (G).

Ist ¢ sogar auf G injektiv und auBerdem rg Jo(u) = 2 fiir alle u € G, so spricht

man von einem glatten Hyperflachenstiick mit glattem Rand.

Jetzt kann man den Gaufy’schen Integralsatz allgemeiner formulieren.

4.5. Gaufy’scher Integralsatz fiir Gebiete mit stiickweise
glattem Rand

Sei (1 C R"™ ein beschrinktes Parametergebiet. Es gebe glatte parametrisierte
Hyperflichenstiicke Sy, ..., Sy mit Rand, so dass gilt:

1. 90 =S, U...USy.

Ist dann F ein auf Q stetiges und in Q0 stetig differenzierbares Vektorfeld mit
Joldiv F|dpu, < 400, so gilt:

/diVqun:/ F + N do.
Q o0

Der BEWEIS kann hier nicht ausgefiihrt werden. Man findet ihn — unter dhnlichen
Voraussetzungen wie hier — in

e K. Konigsberger: Analysis 2, Springer-Verlag,

e . Sauvigny: Partielle Differentialgleichungen der Geometrie und der Physik
(nach Vorlesungen von E.Heinz), Band 1 (Grundlagen und Integraldarstel-
lungen), Springer Verlag.

4.6. Satz von Green

Sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand. Sind f,g zwei stetig
differenzierbare Funktionen auf einer Umgebung von €, so gilt:

dg 3]") / :
— — = | dus = dr + g dy).
/Q(afl? dy e 0Q(f J J)
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BEWEIS: Das Vektorfeld F := (g, —f) ist auf einer Umgebung U = U(Q) stetig
differenzierbar. Der Gaufi’sche Integralsatz besagt dann:

/dide,ugz/ F + N do.
Q o9

Dabei ist divF = g, — f,,, was die gewiinschte linke Seite ergibt.

Wir koénnen annehmen, dass 02 eine glatte Parametrisierung o : [a,b] — R?
(0/27 _0/1)
| | | | leell | |
heitsvektorfeld ist. Dann liegt 2 links vom Weg, und fiir jede stetige Funktion A
auf 0€) ist

besitzt. Dabei sei a so orientiert, dass N = das duflere Normalenein-

/mhdo: / h(c(t))/GalD) di = / h(a(®)) o ()] dt.

Daher gilt:

[ PeNip = [ TGO Oy,
o0 a

[ ()]
— [ (flataiio) + statayn) d

a

= /(fd:r+gdy) = /89(fd:z:+gdy)-

Damit ist alles gezeigt. "

4.7. Satz von Stokes

Sei S C R? ein glattes Flichenstiick mit glattem Rand, F ein stetig differenzier-
bares Vektorfeld auf einer offenen Umgebung von S und wg = Fy dzy + Fydxy +
Fsdxs. Auflerdem sei N das durch die Parametrisierung von S festgelegte Ein-
heitsnormalenfeld, und bS sei dazu passend orientiert. Dann gilt:

/rotF.Ndo—/ WE.
S bS

Sei ¢ : G — R3? die Parametrisierung von S und « : [a, b] — R? eine Parametrisie-
rung von 0G, so dass G links vom Weg liegt. Dann ist 3 := ¢ o «¢ eine passende
Parametrisierung von bS.

Wir brauchen noch eine Hilfsaussage.
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4.8. Lemma
Sei U C R? offen und F : U — R® cin stetig differenzierbares Vektorfeld.
Dann ist det(rot F,a,b) = a- (Jg — Jp)-b' fir alle Vektoren a,b € R3.

BEwEIs: Es geniigt, fiir a und b Einheitsvektoren einzusetzen. Ist (i, j, k) eine
zyklische Vertauschung von (1,2,3), so ist

det(rot F,e;,e;) = (rotF)-(e; xe;) = (rotF)-ey
— (ot F) = (K, — (F).,

und andererseits

€ - (J}T — Jr) 'ejT = (JF)ji - (JF)U - (Fj)w - (Fl)wy

Fiir spater notieren wir noch:

a-(Jp —Jg)-b ' =b-Jp-a' —a-Jp-b' =be(Jp-a’')—a-(Jp-b").

Nun kommen wir zum
BEWEIS des Satzes von Stokes:

Nach Kettenregel ist 3'(t) = @, (a(t)) - &} (t) + @, (a(t)) - ah(t), also

b
/waF _ / F(B(1)) - B (1) dt
b
F(p o alt)) « (pula(t)) - o} (t) + po(a(t)) - aj(t)) dt

(X (e(t)),Y (e(t))) «a/(t) dt

I
o

(X (u,v) du+ Y (u,v)dv)
G

(Ya(u,v) = X,(u,v)) dudv,  (Green’scher Satz)

I
S

mit den durch

X(“» U) = (F © 90<u7v)) '(,OU<U,U)
und  Y(u,v) = (Foep(u,v))ep,(u,v)

definierten Funktionen X,Y : G — R.
Nach der Produktregel ist
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also

Andererseits ist

/rotF-Ndo = /((rotF)ogo)-(cpuxcpv)dudv
s G
det((rot F) o ¢, 0, ,) dudv

/G<‘Pv'<(JFocp)'90D — Py ((JFO(P)‘CPI)> du dv
= /G<<Pv'(FO<p)u—sou'(FO<P)v> du dv.

Damit ist alles bewiesen. n

4.9. Folgerung
Sei Q C R? ein glatt berandetes Gebiet und F ein stetig differenzierbares Vektor-

feld auf einer Umgebung von 0S). Dann ist rot F+«Ndo=0.
o9

BEWEIS:  Sei § := 092 und Sy C S ein kleines Flichenstiick mit glattem Rand.

Dann ist
/ rot FeNdo = / W
So bSo

und / rotFeNdo = —/ WF.
S\So bSO

Addiert man die beiden Gleichungen, so erhélt man das gewiinschte Ergebnis. =



