2 Differentialgleichungen

2.1 Beispiele und Methoden

Was ist eine Differentialgleichung?

Ist k € N, G C R x RFf! ein Gebiet und F : G — R eine (zunéchst beliebige)
Funktion, so nennt man

Fz,y, v,y ,y™)=0 (%)

eine gewohnliche Differentialgleichung k-ter Ordnung.

Diese Definition wird erst klar, wenn wir sagen, was eine Losung einer solchen
Gleichung ist.

Eine Losung der DGL (*) ist eine Funktion ¢ : I — R mit folgenden Eigenschaf-
ten:

1. I C R ist ein Intervall und ¢ ist k-mal differenzierbar.

2. Fiir alle z € I ist (z,0(2), ¢ (2),..., 0" (z)) € G und
F(z,p(),¢'(2),...,0"(2)) = 0.

Ein Satz Anfangsbedingungen fiir die DGL (*) besteht aus einem Punkt zy € 1
und einem Vektor ¢ = (cg,c1, ..., c,_1) € RF. Eine Losung ¢ erfiillt die Anfangs-
bedingungen, wenn gilt:

o(z0) = co, ¢'(z0) = a1, ~-790(k_1)($0) = Cp_1.

Hauptproblem der Theorie der DGLn ist die Existenz und Eindeutigkeit von Lésun-
gen. Dabei beschrankt man sich meist auf sogenannte explizite Differentialglei-
chungen der Form

y(k) = f(I7 y7 y/7 A 7y(k_1))'

1.1. Beispiele

A. Die DGL ¢/ = ay (mit positiver Konstante a) tritt auf, wenn Wachstumspro-
zesse beschrieben werden sollen.

Offensichtlich ist die Funktion pg(z) = 0 eine Losung. Ist ¢ eine beliebige
Losung, so setzen wir ®(x) := p(z)e . Dann ist

'(z) = (¢'(z) —a-p(z))e™* =0,
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also ®(z) = ¢ konstant und ¢p(z) = c - e*. Die Probe zeigt, dass dies
tatséichlich eine Losung ist. Gleichzeitig ergibt sich aus unserer Argumen-
tation, dass jede Losung so aussehen muss. Dabei ist ¢ = ¢(0), insbesondere
kann auch ¢ = 0 sein.

Zu jeder Anfangsbedingung gibt es genau eine Losung.

B. Die Gleichung 3 = /¥ ist nicht eindeutig l6sbar. Neben der Losung ¢o(z) = 0
ist auch jede der Funktionen

(z) = 0 fir z < a,
Pl T (w—a)?/4 fir 7> o

fiir jedes a > 0 eine Losung mit ¢, (0) = 0.

Bevor wir weitere Beispiele betrachten, wollen wir sehen, dass es reicht, Systeme
von expliziten DGLn 1. Ordnung zu betrachten. Ein System von DGLn 1. Ordnung
sieht i.a. folgendermaflen aus:

yi = fl(l‘aylv"')yn)
yé = f2(xa?/1;---7yn>

/

Yo = fn<x7y17 s 7yn)

Eine Losung eines solchen Systems ist ein System von differenzierbaren Funktionen
P15 o mit Pi(x) = fi(w,01(2),. .., 0n(z)) fiir j=1,... 0.

Man kann nun folgendermafien einen direkten Zusammenhang zwischen (expliziten)
gewOhnlichen DGLn n—ter Ordnung und Systemen von n expliziten DGLn erster
Ordnung herstellen:

Ist eine DGL
y™ = f(r,y, 9, ...,y (%)

gegeben, so ordnen wir ihr folgendes System zu:

/

Y1 = Y2

: (**)
Yn-1 = Yn
y;z = f('rﬂylw"ayn)

Ist ¢ eine Losung der DGL (%), so ist ¢ n-mal differenzierbar und ™ (z) =
f(x,0(z), ¢ (2),...,0" Y(x)). Wir setzen

e1i=0, Q2= ., pn =,

Dann sind alle ¢, mindestens einmal differenzierbar, und es ist



2.1 Beispiele und Methoden 3

pi(z) = @),

Pno1(@) = pnlz)
und (pln(x) = QD(H)(ZL‘) = f(xagol('r)w"vwn(x))v
d.h., ¢ := (¢1,...,pn) ist eine Losung des Systems (**).

Ist umgekehrt eine Losung (1, . . ., ,) des Systems gegeben, so setze man ¢ := ;.
Dann ist ¢ differenzierbar, ¢’ = ¢y ebenfalls differenzierbar u.s.w., und schliefflich
auch oY = ¢, differenzierbar. Also ist ¢ n-mal differenzierbar und

P (2) = g () = flz,0(@),....o" V(@)

also ¢ Losung von ().

Eine Anfangsbedingung fiir ein System von n DGLn hat die Gestalt

o (z0) =y, v=1,... n

Uber die Formel

(0)

0
g)w"ayn

(y )=Yo=c=(co,...,Cn1)

erhélt man daraus eine Anfangsbedingung fiir die DGL n-ter Ordnung, und umge-
kehrt.

Man benutzt gerne die Vektorschreibweise:

Definition

Sei G C R x R™ ein Gebiet und F : G — R" eine stetige Abbildung. Unter einer
Losung der Differentialgleichung

y =F(ty)
versteht man eine Abbildung ¢ : I — R"™ mit folgenden Eigenschaften:
1. I C R ist ein Intervall, und der Graph {(¢,¢(t)) : t € I} liegt in G.
2. o ist differenzierbar, und es ist ¢'(t) = F(t, ¢(t)) auf I.

Ist n = 1, so spricht man von einer gewdéhnlichen Differentialgleichung.

Ist ¢ eine Losung von y' = F(t,y) und ¢(ty) = yo, so sagt man, ¢ erfiillt die
Anfangsbedingung (ty,yo). Die Losung heifit maximal, wenn sie sich nicht zu
einer Losung mit gréfferem Definitionsbereich fortsetzen lésst.



4 2 Differentialgleichungen

1.2. Satz

Ist ¢ Losung der DGL y' = F(t,y) und F r-mal (stetig) differenzierbar, so ist
@ (r+1)-mal (stetig) differenzierbar.

BEWEIS: Definitionsgeméf ist ¢ einmal differenzierbar. Ist F stetig, so folgt aus
der Gleichung ¢'(t) = F(t, ¢(t)), dass ¢ sogar stetig differenzierbar ist.

Ist F differenzierbar, so folgt aus der selben Gleichung, dass ¢’ differenzierbar, also
o zweimal differenzierbar ist, u.s.w. "

Gewdhnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung lassen sich besonders gut veran-
schaulichen. Die durch die DGL ¢ = f(t,y) induzierte Zuordnung (t,y) — f(t,y) €
R liefert fiir jeden Punkt (¢,y) € G eine Richtung, beschrieben durch ihre Steigung
f(t,y). Zeichnet man an der Stelle (¢, y) einen kleinen Vektor mit der angegebenen
Richtung, so erhélt man ein ,, Richtungsfeld“ auf G.

Der Graph einer Losungsfunktion ist eine Kurve, die sich dem Richtungsfeld an-
schmiegt.

Es gilt also, eine Kurve zu finden, deren Tangente an jeder Stelle mit dem gegebenen
Richtungsfeld iibereinstimmt. Ist ¢ eine Losung der DGL, so bezeichnet man die
Kurve ®(t) := (t,¢(t)) als Integralkurve.

Wir untersuchen jetzt einige spezielle Typen von Differentialgleichungen.

Differentialgleichungen mit getrennten Variablen:

Unter einer Differentialgleichung mit getrennten Variablen versteht man eine Dif-
ferentialgleichung der Form

y = f(x)g(y),
wobei f: I — Rund g : J — R stetige Funktionen auf geeigneten Intervallen sind.
Wir wollen das Anfangswertproblem losen, d.h., wir suchen eine Funktion ¢ mit
(o) = yo und ¢'(x) = f(x) - g(p(x))-
1. Fall: Ist g(yo) = 0, so ist fiir jedes o € I die konstante Funktion ¢(z) = y, eine
Losung mit p(xg) = yo.



2.1 Beispiele und Methoden 5

2. Fall: Sei Jy C J ein offenes Intervall, auf dem ¢ keine Nullstellen hat, und
Yo € Jo. Ist @ eine Losung auf I mit p(z) = yo, so ist g(¢(x)) # 0 nahe xy und

Also ist

/x F(t)dt = / gf;((i))) dt = /y j(m) ﬁ du.

Sei nun F' eine Stammfunktion von f auf I und G eine Stammfunktion von 1/g auf
Jo. Dann ist F(z) — F(zg) = G(p(z)) — G(yo). AuBlerdem ist G'(x) = 1/g(x) # 0
fiir x € Jy, also G dort streng monoton. Damit ist G umkehrbar und

p(z) = G (F(x) = F(xo) + G(yo))-

Die Probe zeigt sofort, dass ¢ tatséchlich die DGL 16st.

: y(t) = yo (Nullstelle von g)

|

|

|
Jo /T
yo ........ | . |

e 1 y(t) = y1 (Nullstelle von g)

|
|
To [ :

Bemerkung: Die Physiker haben — wie immer — eine suggestive Schreibweise
dafiir:

W _ T Ay _ x)dx
T o) = L= )
d
- /@: f(z)dx
— Gly)=F(x)+c
= y=G(F(z)+c).

Damit y(xo) = o ist, muss man ¢ = G(yo) — F(zo) wihlen.

Als konkretes Beispiel nehmen wir die DGL ¢/ = xy.

Hier sind f(z) = z und ¢g(y) = y auf ganz R definiert. Als Stammfunktionen kénnen
wir

1
F(z) = 51:2 auf R
und

G(y) :==Iny| auf jedem Intervall J, das nicht die Null enthélt,
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nehmen. Dann ist

—e*  sonst,

G(z) = { e* falls J C Ry,

also

y(x) = GH(F(z)+c)
L,
= :I:eXp(ézp +¢)

1
= C- exp(imZ), mit C' € R.

Das schlieBt insbesondere die Losung y(z) = 0 mit ein. Liegt J in Ry, so muss
C > 0 gewéhlt werden, sonst C' < 0.

Als zweites Beispiel betrachten wir die DGL

y/ — iL‘yQ.

1 1
Hier ist f(x) = x, also F(x) = §x2, wie oben, sowie g(y) = y?, also G(y) = ——
Y

(auf jedem Intervall J, das nicht die Null enthilt). Nach dem obigen Verfahren
erhalten wir die Losungen

1 2

yc(x) - G_I(F(x) +C) B _x2/2 +c - _20+$2’

Hinzu kommt die konstante Losung y(z) = 0, die sich aus der einzigen Nullstelle
von ¢(y) ergibt.

Lineare Differentialgleichungen:

Eine allgemeine lineare DGL 1. Ordnung iiber einem Intervall I hat folgende Ge-
stalt:
v + a(x)y = r(x), mit stetigen Funktionen a,r : I — R.

Ist r(z) = 0, so spricht man vom homogenen Fall. Dann ist auf jeden Fall die
Funktion y(z) = 0 eine Losung. Suchen wir nach weiteren Losungen, so kénnen wir
voraussetzen, dass y(x) # 0 fiir alle x € I ist, und es gilt:

(Infy))/(z) = &

Ist A(x) eine Stammfunktion von a(x) iiber I, so ist

y(x) = c- e,

mit einer Integrationskonstanten ¢, die auch < 0 sein darf.
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Nun betrachten wir den inhomogenen Fall (r(z) # 0): Sind ¢4, ¢ zwei Losun-
gen, so ist
(01 = @2)'(t) + a(t) (pr(t) — 2(t)) = r(t) —r(t) =0,

also unterscheiden sich je zwei Losungen der inhomogenen Gleichung um eine
Losung der zugehorigen homogenen Gleichung. Die allgemeine Losung hat dem-
nach die Gestalt

o(t) = pp(t) +c- e,

mit einer , partikuléren Losung® ¢,(t) der inhomogenen Gleichung. Die miissen wir
noch finden.

Meistens findet man spezielle Losungen iiber einen geeigneten Ansatz. So geht man
auch hier vor. Wir benutzen die Methode der Variation der Konstanten.

Ansatz:  y,(z) =c(x)-e

Durch Differenzieren und Einsetzen in die DGL versucht man, Bedingungen fiir
¢(x) zu erhalten:

y;(lf) = (d(z) — c(z) - A'(x)) e Al) — (¢ (z) — c(z)a(x)) - o Al@)
Da y,(7) + a(z)y,(r) = r(x) sein soll, erhélt man die Bestimmungsgleichung:
d(x) - e = p(z),

und setzt daher

c(x) = /x r(t)et dt.

zo

Die Probe zeigt, dass y, tatséchlich die inhomogene DGL 16st.

Die allgemeine Losung hat somit die Gestalt

y(x) = yp(z) +c- e = (/ r(t)et® dt + ¢) - e AW,

Zo

Transformationen:

Sei G C R? ein Gebiet, F' : G — R stetig. Die DGL 3 = F(x,y) lisst sich
manchmal besser 16sen, wenn man sie transformiert.

Sei T': G — R xR ein Diffeomorphismus auf ein Gebiet D, mit T'(¢,y) = (t, f(t, Y))-
Die Integralkurven a(t) = (¢, ¢(t)) der urspriinglichen DGL werden auf Kurven

Toa(t) =Tt ¢(1) = (t,T(t,¢(1) = (t,4()) (+)

abgebildet, und wir versuchen, diese Kurven als Integralkurven einer neuen DGL
aufzufassen. Wie sieht diese DGL aus?
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Hat die transformierte DGL die Gestalt v' = F'(t,v), so muss gelten:

V(0= Fle.u(0)  wd v(0) = T(t, 0(0).
Dann ist _ _
Gt o0) + 5o 60060 = v/ (0) = Pt u(0)

und (wegen (*))

(t, () = T (t,9(t)), sowie ¢'(t) = F(t, (1)),
also _
]:;(t,v) = aa—f(Tl(t, v)) + 8—T(Tfl(t, v)) - F(T(t,v)).

Ein Anwendungsbeispiel ist die Bernoulli’sche DGL :

/

Y = a(x)y + b(z)y",

wobei a reell, # 0 und # 1 sein soll.

Wir verwenden die Transformation T'(t,y) := (¢,y' ™). Dann ist
oT oT
T ) = (40707, Tea) =0 wnd () = (- a)y

Weil F(t,y) = a(t)y+b(t)y* ist, folgt: Die transformierten Integralkurven gentigen

der DGL v = F(t,v), mit

orT

~ oT
Pt/ (=a)y ¢ a_y(t’ /A=)y . (g, 1/ (1=0))

F(t = —(t
(o) = S0t

(1 =)o/ (q(t)o 072 4 b(t)p™/ 1)

(1 —a)- (a(t)v+b(t)).
Die transformierte DGL v' = (1 — a) - (a(t)v + b(t)) ist linear und daher sicher
einfacher zu behandeln als die Ausgangsgleichung.
Ein Spezialfall ist die logistische Gleichung (oder Gleichung des beschrdink-
ten Wachstums)

y =ay —by?, mita,beR, undy >0

ist vom Bernoulli’schen Typ (mit o = 2). Bevor wir sie transformieren, noch ein
paar Anmerkungen:

Es ist ¥ = y(a — by). Ist ¢ eine Losung und 0 < ¢(t) < a/b, so ist a —b- ¢(t) > 0,
also ¢'(t) > 0. Der ,,Bestand® wichst! Ist dagegen ¢(t) > a/b, so ist ¢'(t) < 0 und
der Bestand nimmt ab.



Weiter ist ¢”(t) = ag'(t) — 2bp(t)¢'(t) = (a — 2bp(t))¢'(t). Ist also 0 < (t) <
a/(2b), so ist ¢'(t) > 0 und ¢"(t) > 0. Das ist der Bereich , beschleunigten Wachs-
tums*, der Graph beschreibt eine Linkskurve. Ist dagegen a/(2b) < ¢(t) < a/b,
so ist ¢”(t) < 0. Hier beschreibt der Graph eine Rechtskurve, das Wachstum wird
gebremst.

a/b

a/(2b)

Yo

Nun wenden wir unsere Transformation an. Suchen wir eine Losung von y' =
ay — by? zum Anfangswert (o, 10), so kénnen wir genauso gut eine Losung von
v' = —av + b suchen, zum Anfangswert (to,y;"'). Das ist eine inhomogene DGL
1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Eine partikuldre Losung ist die konstan-
te Funktion v,(t) = b/a, und die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen
Gleichung ist gegeben durch v.(t) :=c-e ™, c € R.

Die allgemeine Losung der Ausgangsgleichung ist dann gegeben durch

a

Ye(t) = (vp(t) + UC(t))_l = b+ ac-eat

Fiir alle diese Losungen gilt:

fiir t = oo.

a
ct T
y()—>b
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2.2 Existenz- und Eindeutigkeit von Losungen

Definition

Sei (tg,y0) € R x R™. Die Tonne mit Radius r und Ldnge 20 um (to,yo) ist die
Menge o
T .= [to — l, to + l] X BT(yQ)

Bemerkung: Ist G C R xR" ein Gebiet und F : G — R" eine stetige Abbildung,
so gibt es zu jeder Tonne 7' C G eine Zahl M > 0, so dass gilt: sup;||F(¢,y)|| < M.

Definition

Sei J C R ein Intervall. Eine stiickweise stetig differenzierbare Funktion ¢ : J —
R™ heiit eine e- Ndherungsldsung der auf G definierten DGL y’ = F(¢,y), falls
gilt:

1. (t,0(t) € G fiir t € J.
2. ||/ (t) = F(t,p(t))] <efirteJ.

In den Punkten, in denen ¢ nicht differenzierbar ist, soll die Ungleichung fiir die
beiden einseitigen Grenzwerte gelten.

Wir wollen solche Niaherungen konstruieren. Sei 7Tj) eine Tonne mit Radius r und
Lange 2l um (to,yo), auf der F definiert ist, sowie M := sup,||F|| > 0.

Die Tonne Ty heifit eine Sicherheitstonne (beziiglich F), falls M < r/l ist. Ist
dies nicht erfiillt, so setzen wir

o l falls M = 0,
7= min(l,r/M) falls M > 0.
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Dann ist ¢ < [, also T := [ty — 0,ty + 0] x B,(yo) C Ty, und im Falle M > 0
ist /o > M. Das bedeutet, dass T' eine Sicherheitstonne ist. Wir kénnen hier

voraussetzen, dass schon Ty diese Eigenschaften besitzt. Sei J := [to — [, o + ] und
B = B,(yo), also T =Ty = J x B.

Wir betrachten Zerlegungen 3 = (to, ..., tx) des Intervalls I := [to, to+!]. Bei fester
Zerlegung sei J; := [t;_1,t;], fir i = 1,..., N. Dann wird wie folgt ein Streckenzug
@ : I — B konstruiert:

Auf J; sei p(t) := yo+ (t—1to)F(to, yo). An der Stelle ¢y hat ¢ die richtige Steigung,
und auflerdem ist

lp(t) = yoll = [t = to| - [[F (to, yo)| <1- M <.
Der Graph von ¢ verldauft also iiber J; ganz in T' C G, und es ist ||¢(t1) — yol| <
[ty — to] - M.
Auf Jo ={t : t; <t <t} sei

p(t) == p(tr) + (t — 1) F(tr, (1)),
und so fahrt man fort. Der Streckenzug, der so entsteht, wird Fuler-Polygonzug
genannt. Er ist Graph einer stetigen und sogar stiickweise stetig differenzierbaren
Abbildung und verlduft ganz in T'. Ist ndmlich ||¢(t;-1) — yol| < |[ti1 — to] - M, so
gilt fir t € J;:
lp(t) = yoll = lle(ti-1) + (¢ = tim1) - F(ti1, p(ti-1)) = yol|

< iy —to| M+t —tiq| - M

= (t—ty) M < 1-M <,
insbesondere ist || (t;) — yol| < (t; — to) - M. In den Punkten (¢;,(;)) hat der
Polygonzug jeweils rechtsseitig die richtige Steigung.

RTL

W/ VNN

VR AR AR AN

i R
tn

TTVIVY NN

t

2.1. Existenzsatz fiir Ndherungslosungen

Sei F : G — R" stetig, (ty,y0) € G und T = J x B C G eine Sicherheitstonne
um (to,yo). Dann ezistiert zu jedem ¢ > 0 eine e-Niherungslosung ¢. : J — B
der DGL y' = F(t,y) mit p.(to) = yo.



12 2 Differentialgleichungen

BEwEIS: Ist € > 0 vorgegeben, so gibt es ein 6 > 0, so dass fiir alle (¢,x), (s,y) €
T gilt:

(%) Ist [t —s| <0 und ||x —y| <9, soist ||F(t,x) — F(s,y)|| <e,

denn die stetige Abbildung F ist auf der kompakten Tonne gleichméflig stetig.
Sei n = n(e) so groff gewihlt, dass 0 < {/n < min(d,d/M) ist, und

1 l ‘
ti=ty+7- - und y; :==y;1 + -~ F(tj-1,y;-1), j=1,...,n.
Durch
p.(to) =yo und . (t) :=y; + (t—t;))F(t;,y;) fir t; <t <t;;;und j >0
wird ein Euler’scher Polygonzug auf [t,to + (] definiert.
Behauptung: ¢, ist eine e-Ndherungslosung auf [tg, to + [].
Beweis dafiir: Fiir ¢t € [t;,tj41] ist |t — t;] < |[tj41 —t;] =1/n < und

le.(t) —yill = [t =t [[FE;,y;)l

l l 1)
< E'HF(ta‘an)H < E'M<M'M = 0.

Da ¢.(t) = F(t;,y;) fir t; <t <t;;; und ¢.(t;) =y; ist, folgt mit (*):
1eL(t) = F(t o () = 1F(t,y;) = F(t,y)ll <& auf [to, to +1].
Auf [ty — [, tp] argumentiert man analog. n

Wir wollen nun eine exakte Losung als Grenzwert einer Folge von immer besser
approximierenden Nédherungslosungen konstruieren. Dazu miissen wir einen Abste-
cher in die Theorie unendlich-dimensionaler Vektorrdume machen.

Ein normierter Vektorraum ist ein (reeller) Vektorraum E mit einer ,Norm*,
also einer Funktion N : ' — R, so dass gilt:

1. N(z) >0firallez € E,und (N(z) =0 <= z=0).
2. N(x +y) < N(z)+ N(y) fir x,y € E.

3. N(Ax) =|A| - N(z) fir x € E und X € R.

2.2. Beispiele
A. E:=R" N(x) = ||x]| :== /2 + -+ + 22 (euklidische Norm).
B. F:=R", N(x) = |x| := max;—;

n|zi| (Betrags- oder Supremumsnorm).

-----
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C. £ := %%a,b];R) der Raum der stetigen Funktionen auf [a,b], N(f) =
supy a, ][ f(£)].

D. E:=%"([a,b];R) und N(f) := [*|f(t)] dt.

E. E := M, ,(R). Hier bieten sich mehrere Normen an. Wie im R" hat man die
euklidische Norm ||. . .|| und die Maximumsnorm |[...|. Es gibt aber auch noch
die ,,Operatornorm*:

| Allop := sup{||A-x"|| : x € R" und ||x|| < 1}.
Man sieht sofort, dass fiir beliebige Vektoren v die Ungleichung
1AV < [[Allop - IV
gilt. Auerdem kann man zeigen: |[A| < ||Allop < [|A]-

Sei nun E ein normierter Vektorraum (mit Norm ||...||). Eine Folge (f,) konver-
giert in E gegen ein Element f, wenn gilt:

Ve >0 dng, so dass fiir n > ng gilt: || fr, — f| <e.
Die Folge (f,,) heiBt eine Cauchy-Folge, falls gilt:
Ve >0 dng, so dass fiir alle n,m > ng gilt: || f, — fu|| < €.

Dann gilt der

2.3. Satz
Wenn (f,) in E konvergiert, dann ist (f,) eine Cauchy-Folge.

BEWEIS:  Sei € > 0 vorgegeben. Man kann ein ng finden, so dass || f, — f|| < ¢/2
fiir n > ng ist. Dann gilt fiir n,m > ng:

3

225.

1o = Fll < W = £+ 1F = Funll < 5+

Definition

E heiit vollstdindig oder ein Banachraum, falls in F jede Cauchyfolge kon-
vergiert.

2.4. Beispiele

A. Alle endlich-dimensionalen normierten R-Vektorrdume sind vollsténdig.
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B. Sei E := ¢°([a,b;R) und ||f|| := supa,b]| f(t)|. Gegeben sei eine Cauchy-
folge in E. Dann ist fiir jedes = € I := [a, b] auch ( fn(x)) eine Cauchyfolge.
Weil R vollstandig ist, konvergiert (f,,) punktweise auf I gegen eine Funktion

£l

Sei nun € > 0 vorgegeben. Weil (f,,) eine Cauchyfolge in E ist, gibt es ein ny,
so dass || f, — fim|| < € fiir n,m > ng ist. Dann ist auch

|fu(z) = fin(2)| < € fiir n,m > ny und alle x € 1.

Wir halten ein n > ng fest und lassen m gegen Unendlich gehen. Dann

erhalten wir:
|fulz) — f(z)] < ¢ fiir alle z € 1.

Weil das fiir alle n > nq gilt, konvergiert die Funktionenfolge (f,,) gleichméBig
auf I gegen f. Und weil alle f,, stetig sind, ist auch die Grenzfunktion f stetig.
Das bedeutet, dass f in E liegt und dass zu jedem ¢ > 0 ein ng existiert, so
dass || f, — f]| < e fur n > ny ist. Also ist E vollsténdig.

Man kann dieses Ergebnis verallgemeinern. Ist K C R™ kompakt, so ist auch
der Raum der stetigen Abbildungen von K nach R™ vollstandig.

Man kann auch unendliche Reihen in Banachrdumen betrachten. Ist (f,,) eine Folge

in einem Banachraum F, so konvergiert die unendliche Reihe Z fn gegen ein Ele-

n=1

N
ment [ € F, wenn die Folge der Partialsummen Sy := Z fn gegen f konvergiert.

n=1

Die Reihe Z fn konvergiert normal (oder absolut), falls ZH fnll in R konver-

n=1 n=1
N+k
giert. Weil Sy1x — Sy = Z fn ist, folgt: Ist die Reihe normal konvergent, so ist
n=N+1

(Sn) eine Cauchyfolge in E. Da E vollstandig ist, konvergiert die Reihe in E.

Definition

Sei G C R x R" ein Gebiet. Eine stetige Abbildung F : G — R” geniigt auf G
einer Lipschitz- Bedingung mit Lipschitz-Konstante £ > 0, falls gilt:

|F(t,x1) — F(t,x2)|| < k- ||x1 — X2, fiir alle Punkte (¢,%;1), (¢,%x3) € G.

F geniigt lokal der Lipschitz-Bedingung, falls es zu jedem (tg,xo) € G eine Um-
gebung U = U(tg,x9) C G gibt, so dass F auf U einer Lipschitz-Bedingung
genigt.
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2.5. Satz

Ist ¥ = F(t,xq,...,2,) auf G stetig und nach den Variablen xq,...,x, stetig
partiell differenzierbar, so geniigt ¥ auf jeder Tonne T C G einer Lipschitz-
Bedingung.

BEWEIS: Sei T'= I x B C G eine beliebige Tonne. Die partiellen Ableitungen
F., (t,x) sind auf T stetig und damit beschrinkt, etwa durch A > 0. Halt man
t € I fest und definiert man f; : B — R" durch f;(x) := F(¢,x), so ist f; (total)
stetig differenzierbar, und es gilt:

IDE(x) ()| = [|Jg, () - b || < (175, () llop - 1Bl < 176 ()| - ]| < 70+ M - ||
Sind x1,%y € B, so setze man ¢(s) := ft(xl + sh) fir 0 <s<1undh:=x,—x.
Die Kettenregel ergibt dann (fiir alle t):

[F(t,x2) = F(t,x1)|| = [le(1) - ||/ s) ds||
1
::H/‘Dﬂ@y+ﬂﬂmﬁkn§7wﬂ4ﬂk2—xm.
0

Das ist die gesuchte Lipschitz-Bedingung. "

Gentigt die rechte Seite einer DGL einer Lipschitz-Bedingung, so kann man die
Existenz und Eindeutigkeit von Losungen zeigen. Dafiir sind aber noch ein paar
Vorbereitungen notig.

2.6. Lemma von Gronwall
Seitg <ty <00, g: [to,t1) = R stetig, « > 0 und 5 > 0. Ist

osmﬂ§a+ﬁ/EhMT fiir t € [to, 11),

50 18t
g(t) < a- P firt e [to, t).

BEwEIS:  Sei G(t) == a+ 6/ 7)dr. Dann ist G(tg) = o und G'(t) = PBg(t) <

BG(t), also (In G)'(t) < B. Daraus folgt, dass In G(t) — St monoton fillt, Fiir t > ¢,
ist dann
In G(t) — ﬁt S In G(to) — ﬁto =Ina— ﬂto

und
g(t) < G(t) < aePlt=t),
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2.7. Fundamentale Abschitzung

Sei G C R™! ein Gebiet und F : G — R"™ eine stetige Abbildung, die auf der
Tonne T := Jx B einer Lipschitzbedingung mit Lipschitzkonstante k gentigt. Uber
dem Intervall J sei @, eine e-Ndiherungslosung und s eine 0-Ndiherungslosung
der Differentialgleichung y' = F(t,y). Dann ist

_ ) _
I0.(8) = @5l < [l (t0) = pslto)] - -0l 4 2 ekl 1)

fir allet € J.

BEWEIS: Sei

t

Ad(tt0) = 0.(0) ~ e.(t) - | Flug.(w)du= |

to to

L (w) = F(u,p.(w))] du
Weil ||L(t) — F(t, .(1))| < € ist, folgt:
[A<(t,t0)[| < elt —tof, und analog [|As(t,to)[| < 0]t — tol.
Dann ist || AL (¢, to) — As(t, to)|| < (e +9) - |t — to] und
lp(t) = p5(D)]l =

= ||905(t0)_905(t0)+Ae(t7t0)—Aé(t>t0)+/ (F(u, . (u) = F(u, p5(u))) du]

to

< l(to) — @5(to) | + (€ + 9)|E — to| + H/t (F(u, (1) — F(u, p5(u))) dull.

Nun setzen wir w(t) = [|¢.(t) — @s(t)||. Fir ¢t > to und n := € + J haben wir
gezeigt:

w(t) < wl(ty) +n(t—to) +k~/tw(u) du

to

¢
_ , Ui
= w(ty) +k /to [w(u) + k] du.
Setzen wir g(t) := w(t) +n/k, so ist g(t) < g(ty) + k - ftto g(u) du, und das Lemma
von Gronwall ergibt:

w(t) + % =g(t) < g(to)ek(t—to) _ (w(to) + %) . ghlt—to)

also
o) < () 40 5 L0 )

Damit ist der Satz fiir ¢ > ty bewiesen. Ist ¢t < tj, so ersetze man oben iiberall ¢
durch —t und ty durch —ty. Dann kann der Beweis analog gefiihrt werden. "
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Bemerkung: Sind ¢, und ¢; zwei Naherungslosungen mit ¢_(tg) = ¢;(to), so
gilt die Abschétzung:

ek‘t—to‘ -1

le.(t) = @5(B)]| < (e +0) - ————

2.8. Folgerung 1

Sind — unter den obigen Voraussetzungen — ¢y, 4, : J — B zwei (exakte) Lisun-
gen der DGLy' = F(t,y) mit Anfangsbedingungen o, (to) = y1 und ¢,(ty) = y2,
50 st

le1(t) = @a ()| < llyr — yall - ¥V fiir ¢ € J.

Dabei ist k die Lipschitz-Konstante.

BEWEIS: Setze in der fundamentalen Abschétzung ¢ = 0. .

2.9. Folgerung 2

Sind — unter den obigen Voraussetzungen — @y, @, : J — B zwei (exakte) Losun-
gen der DGL y' = F(t,y) mit Anfangsbedingungen ¢, (to) = @4(to) = yo, so ist
@, (t) = @y(t) fiir allet € J. Die Lisung ist also bei gegebener Anfangsbedingung
ewndeutig bestimmdt.

2.10. Lemma

Sei G C RxR" ein Gebiet, F : G — R" eine stetige Abbildung und T = J x B C
G eine Sicherheitstonne mit Radius r und Lange 21 um (ty, yo) fir F. Eine stetige
Funktion ¢ : J — R" ist genau dann eine stetig differenzierbare Lisung der DGL
y' =F(t,y) mit p(ty) = yo, wenn firt € J gilt:

p(t) =yo+ /tF(u,go(u)) du.

to

BEWEIS:  Sei ¢ : J — R"” eine stetige Funktion.

a) Ist ¢ stetig differenzierbar, ¢'(t) = F(t, (t)) und ¢(ty) = yo, so ist

[ F ) du= 0lt) - o) = 910 30

to

t
b) Sei umgekehrt ¢ (t) = yo +/ F(u, ¢(u)) du. Dann ist offensichtlich ¢(ty) = yo,
t
o stetig differenzierbar und <p’(2) =F(t,¢(t)), also ¢ eine Losung der DGL. =
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2.11. Lokaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz

F : G — R" sei stetig und erfille auf der Sicherheitstonne T'=J x B C G um
(to,yo) eine Lipschitzbedingung mit Lipschitzkonstante k.

Dann existiert auf J genau eine exakte Losung @ der Differentialgleichung y' =
F(t,y) mit ¢(to) = yo.

BeEwEIs:  Auf J existiert zu jedem e > 0 eine e-Naherungslosung ¢, mit ¢_(ty) =
Yo. Sei nun (g,) eine monoton fallende Nullfolge und ¢, : J — B jeweils eine
e,-Néaherungslosung mit ¢, (ty) = yo.

Aus der fundamentalen Abschitzung folgt:

e, (t) =@, (D < (v + ) - K,

wobei K > 0 eine obere Schranke von (eFt=*ol — 1) /k auf J ist. Also ist (¢,) eine
Cauchyfolge im Banachraum der stetigen Funktionen ¢ : J — R". Sie konvergiert
dann gleichmifBig gegen eine stetige Funktion ¢, : J — R"™.

Alle ¢, verlaufen innerhalb der Tonne 7', und da diese abgeschlossen ist, verlauft
auch ¢, innerhalb 7', und natiirlich ist auch ¢ (tg) = yo.

Da ||, (t) — F(t, ¢, (t))] < e, fir alle v gilt, folgt:

leut) =0~ [ Flug,)dull = | [ (elln) =P, ) dul

to

S Ey - |t — t0|.
Liasst man v gegen Unendlich laufen, so erhélt man die Gleichung
t
eolt) =yo-+ [ Flupyfu) du
to

Das bedeutet, dass ¢, eine Losung der DGL ist. Die Eindeutigkeit wurde schon
mit Folgerung 2 erledigt. "

2.12. Erweiterter Existenzsatz

F : G — R" sei stetig und erfiille lokal die Lipschitzbedingung. Dann gibt es um
jeden Punkt (to,yo) € G eine Sicherheitstonne T'=J x B C G, so dass gilt:

1. F erfillt auf T eine Lipschitzbedingung mit Lipschitzkonstante k.

2. Zu jedem 'y € B existiert auf J genau eine exakte Losung @ der Differen-
tialgleichung y' = F(t,y) mit ¢(ty) =y.
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BEWEIS:  Sei Ty = Jy X By C G eine Sicherheitstonne um (o, yo) mit Radius
und Léange 2ly. Ist M := supy, ||F||, so ist M < ro/ly. Ist nun r := r/2, 1 := ly/2
und 7' := J X B = [tog — I, 19 + 1] X B.(yo), so ist T wieder eine Sicherheitstonne,
denn es ist r/l = (r9/2)/(lo/2) = ro/lo > M.

Ist y € B, so ist Ty := J x B,(y) eine Sicherheitstonne um (to,y), die ganz in T;
enthalten ist. Ist ndmlich [[u —y| < r, soist [|[u—yo| < |lu—y| + [y — yol <
2r = ry, und auflerdem ist r/l > M.

Nach dem lokalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz gibt es iiber J genau eine
Losung ¢ mit ¢(ty) =y. .

2.13. Lemma

Unter den obigen Voraussetzungen gilt: Ist @ : [to, t1] — R™ Léosung der DGL, so
gibt es ein ty >ty und eine Losung @ : [to,t2) — R™ mit @y, 4, = -

BEwWEIS: Nach dem lokalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz gibt es ein € > 0
und eine eindeutig bestimmte Losung ) : (t1 —e,t1 + &) — R” mit 1(t1) = ¢(t1).
AuBerdem ist '(t1) = F(t1,4(t1)) = F(t1, (t1)) = ¢'(t).

Also ist @ : [to, t1 + ) — R"™ mit

(t) L QO(t) fiir tO S 13 S t17
Tl () firt <t<t+e.

stetig differenzierbar und damit eine Losung iiber [tg, 1 + €). .

2.14. Globaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz

Betrachtet werde die DGL y' = F(t,y), F sei stetig und erfille lokal die Lip-
schitzbedingung. Dann gibt es zu vorgegebener Anfangsbedingung (to,yo) € G
Zahlen t_,t, € R mit t_ < ty < t, und eine Losung @ : (t_,t.) — R™ mit
folgenden Eigenschaften:

1. ¢(to) = yo.
2. «p ldsst sich auf kein griofferes Intervall fortsetzen.
3. Istp: (t_,t,) — R"™ eine weitere Losung mit ¢ (tg) = yo, So ist p = 1.

4. Die Integralkurve ®(t) := (t,¢(t)) lduft in G ,von Rand zu Rand“: Zu
jeder kompakten Teilmenge K C G mit (to,yo) € K gibt es Zahlen ty,1s
mit

T <ty <top <ty <ty,

so dass ®((t_,t1)) C G\ K und ®((t2,t4)) C G\ K ist.
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BEWEIS:  (1)+(2): Wir beschrinken uns auf die Konstruktion von ¢, die von ¢_
kann dann analog durchgefithrt werden. Es sei

ey :=sup{e >0 : 3 Losung ¢, : [to,to + c] — R" mit ¢_(ty) = yo}

und
t+ = to + €+.

Ist nun ¢ € [to, ¢, ), so gibt es ein € mit t — tg < & < ™, und wir setzen

olt) = p.(0).

Diese Definition ist wegen der globalen Eindeutigkeit unabhéngig vom gewéahlten
g, und ¢ ist deshalb auch eine Losung der DGL. Nach Konstruktion von e, lésst
sich ¢ nicht iiber ¢, hinaus zu einer erweiterten Losung fortsetzen.

(3): Sei 1) eine weitere Losung mit ¢ (ty) = yo. Nach dem lokalen Eindeutigkeitssatz
gibt es ein € > 0, so dass @(t) = (1) fiir tg <t < to+ ¢ ist. Ist p = 1 auf ganz
[to, ), so ist nichts mehr zu zeigen. Andernfalls sei

= inf{t € [t, £2) : @(t) £ (D).

Dann ist ¢y < t* < t;, und es muss @(t*) = ¥ (t*) sein, denn die Menge aller ¢
mit (t) # P(t) ist offen. Wegen der lokalen Eindeutigkeit wire dann aber auch
noch in der Ndhe von t* die Gleichheit von ¢(¢) und ¥ (t) gegeben. Das ist ein
Widerspruch zur Definition von t*.

(4): Der Beweis der letzten Aussage ist etwas komplizierter.

Sei ®(t) = (t,p(t)) fur to < t < t, die zugehorige Integralkurve. Wenn die
Behauptung falsch wére, gibe es eine kompakte Menge K C G und eine monoton
wachsende und gegen t, konvergente Folge (t,), so dass ®(t,) € K fir v € N
gilt. Wir nehmen an, das sei der Fall. Da K kompakt ist, muss dann die Folge (¢,)
beschrénkt sein, also £, endlich. AuBerdem muss es eine Teilfolge (¢,,) geben, so
dass ®(t,,) gegen ein Element (t,,y.) € K (und damit in G) konvergiert. Zur
Vereinfachung der Schreibweise nehmen wir an, dass schon die Folge (®(t,)) gegen
(ty,y+) konvergiert.

Sei Ty = [t —eo,t4 +e0] X By, (y4) eine Tonne, die noch ganz in G liegt. Dabei seien
ro und €q so klein gewéhlt, dass F auf Tj einer Lipschitzbedingung mit Konstante
k < 1/(2¢¢) geniigt (durch Verkleinern von ¢ ist das immer erreichbar). Weiter sei

. /€0 To To
M = F = —, — d = —
s;lopH |, e m1n(2,2M) und 7 5
sowie T} die Tonne mit Radius 7 und Lénge 2¢ um (¢, ,y. ). Fiir einen beliebigen
Punkt (t,y) € T} ist die Tonne T" = T'(t,y) mit Radius r und Lénge 2¢ um (¢,y)
eine in Ty enthaltene Sicherheitstonne, denn es ist

L = max(22, M), also sup|[F|| < sup||F| = M <
g o T To

M |3
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Ty 1o

AuBlerdem erfiillt F' auch auf T" die Lipschitzbedingung mit der Konstanten k. Wir
konnen das auf 7, := T(t,,¢(t,)) anwenden, denn fiir geniigend grofies v liegt
(t,e(t,)) in Ty. Dann ist (t,,y) in T, enthalten. Nach dem lokalen Existenz-
und Eindeutigkeitssatz gibt es genau eine Losung 4 : [t, — e, t, + ¢] = B,(¢(t,))
mit 1(t,) = @(4).

Offensichtlich wird ¢ durch 1 fortgesetzt, und zwar iiber ¢, hinaus. Das ist ein
Widerspruch! -

Wir wollen noch zeigen, dass die Losungen stetig von den Anfangswerten abhéngen.
Das erfordert als Vorbereitung eine genauere Untersuchung des Stetigkeitsbegriffs.

Definition

Sei I ein beliebiges Intervall und U C R” offen. Eine Funktion F : I x U — R”
heifit bei ug gleichmdfiig in t € I stetig in u € U, falls gilt: Zu jedem € > 0
gibt es ein & > 0, so dass fir u € U mit [J[u—ug| < d und alle ¢t € I die
Ungleichung ||F(t,u) — F(t,up)|| < ¢ folgt.

2.15. Lemma
Sei I ein beliebiges Intervall und U C R™ offen.

IstF : I xU — R" stetig int € I und gleichmdf$ig in t stetig inu € U, so ist F
eine stetige Funktion von (t,u) € I x U.

BEWEIS:  Sei (tp,ug) € I x U und € > 0 vorgegeben. Nach Voraussetzung exis-
tieren 0; > 0 und &9 > 0, so dass gilt: Ist [t — to] < J; und |ju — up|| < Ja, so ist
|F(t,u9) — F(to,uo)|| < &/2 und ||F(t,u) — F(t,ug)|| < ¢/2 fur alle t € 1.

Fiir (¢,u) € (to — d1,to + 91) X Bs,(ug) ist dann

[F(t,u) = F(to, )| <
<

[F(t,u) — F(t,uo)|| + [[F(t, uo) — F(to, uo)|

+- =c

e
2

DO ™

Das zeigt die Stetigkeit von F in (¢, uy). .
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Wir kehren zuriick zur Differentialgleichung y’ = F(t,y) iitber G C R x R". Es sei
J =[to —l,to + 1] und A C R" offen, so dass J x A in G liegt, F auf J x A eine
k-Lipschitzbedingung erfiillt und zu jedem u € A auf J eine Losung ¢, der DGL
mit ¢, (tg) = u existiert. Die fundamentale Abschitzung liefert dann fiir u,v € A:

oy (t) — @y ()] < [lu— v]| - eklt=tol,

Sei ®(t,u) := ¢, (t). Dann nennt man ® den lokalen Fluss der DGL.
Ist eFlt=tol < K auf J, so folgt:

|®(t,u) — @, V)| < K-|lu—v| firteJundu,ve A
Das bedeutet, dass ® auf J x A eine K-Lipschitzbedingung erfiillt.

2.16. Satz

Unter den obigen Voraussetzungen ist ® auf J x A stetig.

BEwEeIs:  Fiir jedes u € A ist die Abbildung ¢ — ®(¢,u) als Losung der DGL
stetig.

Sei ugp € A beliebig, aber fest gewéhlt, sowie ein ¢ > 0 vorgegeben. Ist 0 < 0 < ¢/ K,
so gilt fiir alle t € J und alle u € A mit ||lu — ug|| < 4:

|®(t,u) — ®(t,ug)|| < K- |lu—ug|| < K0 <e.

Damit ist ® gleichméfig in ¢ stetig in ug. Weil das fiir jedes ug gilt, folgt aus dem
Lemma, dass ® auf J x A stetig ist. .



