2.6 Der Satz von Fubini

Unser Ziel ist der Beweis des folgenden Ergebnisses.

6.1. Satz von Fubini

Sei f: R"™™™ — R integrierbar. Dann gibt es eine Nullmenge N C R™, so dass
qilt:

1. Fir alley € R™\ N ist die Funktion x — f(x,y) tber R" integrierbar.

2. Ist F: R™ — R definiert durch

e fRn f(X7Y) d,un(x) fiiT’y € Rm\N
Fly) = { 0 sonst,

so ist F' (iiber R™) integrierbar, und es gilt:

| o) = [ ) dinen

Man schreibt die letzte Gleichung gerne in der Form

/an f(X,¥) dpnym(x,y) = /m ( . f(x,y) dun(x)) i (y).

Dabei kann auf der rechten Seite auch zuerst nach y und dann nach x integriert
werden. Das bedeutet, dass die Berechnung eines Integrals immer auf die Berech-
nung von iterierten 1-dimensionalen Integralen zuriickgefiihrt werden kann.

Allgemein sei fiir eine integrierbare Funktion f : R*™™ — R und y € R™ die
Funktion fy : R” — R definiert durch f,(x) := f(x,y).

Wir sagen, f erfillt den Satz von Fubina, falls gilt:
1. Fiir fast alle y ist fy integrierbar.

2. Die fast iiberall definierte Funktion F' : R™ — R mit F(y) := [ fy du, ist
integrierbar.

3. Esist [ Fdum= [ fdunim.

Die Idee fiir den Beweis des Satzes von Fubini ist nun ziemlich einfach. Wir begin-
nen mit der charakteristischen Funktion eines Quaders und erweitern Schritt fiir
Schritt die Menge der Funktionen, fiir die Fubini gilt, {iber Treppenfunktionen und
Funktionen der Klasse £t bis hin zu den integrierbaren Funktionen.

Dazu sind allerdings einige Vorarbeiten erforderlich. Wir beginnen mit dem ein-
fachsten Fall, dem Satz von Fubini fiir Quader.
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6.2. Der Satz von Fubini fiir Quader
Ist @ C R™™™ ein Quader, so erfillt xo den Satz von Fubini.

BEwEIS:  Wir benutzen Quader @)1 C R" und @2 C R™ mit @ = @)1 X (). Dann
ist xo(X,¥) = x0,(X) - X,(¥). Fiir jedes feste y € R™ ist die Funktion

| xo, fallsy €@,
(Xa)y = { 0 sonst.

und auch F(y) := / (XQ)y(x) dpn, = vol,(Q1) - X, (y) integrierbar, und es gilt:

n

/m F(Y) dplr, = VOln(Ql) ) /m XQ2<Y) dpl, = VOln(Ql) 'VOlm(QQ)
- VOln-‘rm(Q) = / XQ d:“n—f—m

Rn+m

6.3. Lemma

Sei N C R! eine Nullmenge. Dann gibt es eine Folge (P;) von offenen Quadern,
so dass gilt:

1. Ist x € N, so gibt es zu jedem j € N ein m = m(j) > j mit x € P,,.

2. Es st Zvoln(Pj) < 1.

j=1

BEWEIS: Zu jedem k € N gibt es eine Folge (QF);en von offenen Quadern mit
o0 o0 1
N C UQf und Zvoln(Qf) <o
i=1 i=1

Das System aller QF, (k,i) € N x N, ist abziihlbar. Wir wihlen eine bijektive
Abbildung ¢ : N x N — N und setzen (k(j),i(5)) := ¢ '(j) und P; := Qf((j)) fiir
jeN,

Sei x € N und 5 € N. Sei ky € N so gewahlt, dass keiner der Quader Qfo mit 7 € N

zu {Py, ..., P;} gehort. Das ist moglich, weil bei der Wahl von kg nur die endlich
vielen Indizes k(1),...,k(j) ausgeschlossen sind.

Dann gibt es ein ig € N, so dass x in Qfg liegt. Sei m := ¢(ko,ip). Dann ist m > j
und x € P,,.
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Zu jedem J € N gibt es Zahlen p, ¢ € N, so dass {¢1(1),...,¢ *(J)} in der Menge
{(k,7) : k <pundi < q} enthalten ist. Dann gilt:

J p q
S vol(P) < 30 vol (QF)
j=1 k=1 i=1

< Zivoln(Qf) = p 2—1k < 1.

k=1 =1 k=1

Lasst man J gegen Unendlich gehen, so bleibt im Grenzwert die Ungleichung er-
halten. "

Ein wichtiges Hilfsmittel sind die so genannten ,,Schnitte*.

Ist M C R™™ und y € R™, so wird der Schnitt M, C R" definiert als die Menge
My, ={xeR": (x,y) € M}.

Rm

RTL

Ist zB. M = M' x M" C R" x R™, so ist

M' fallsy € M”,
My _{ & sonst.

6.4. Schnitte von Nullmengen

Sei M C R™™ eine Nullmenge. Dann ist fiir fast alle y € R™ auch der Schnitt
My, ={xeR" : (x,y) € M} eine Nullmenge im R".

BEWEIS: Nach dem obigen Lemma gibt es eine Folge von Quadern P; € R™*™,
so dass gilt:

1. Esist Zvoln+m(]3j) <1

J=1

2. Zu jedem x € M gibt es eine unendliche Teilfolge (j,),eny von N, so dass x in
allen Quadern P;, liegt.
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Jeder Quader P; besitzt eine Zerlegung P; = P;x P;. Dann sei Fj := vol,(P}) “XPy-

Weil 37 [ Fjdpm = 32, volyim(P;) < 1ist, folgt aus dem Satz von Beppo Levi,
dass die Funktionenreihe ) ; Iy auf dem R™ fast iiberall gegen eine integrierbare
Funktion F' konvergiert.

Sei nun yy € R™ ein beliebiger Punkt, und fiir j € N sei g; : R® — R definiert
durch g;(x) := xp,(X,y0). Dann ist

[ 9yt =[x 02.30) dia () = ol (P) - xry (v0) = Fy 50

Wenn also » 77, Fj(yo) konvergiert (und das gilt fiir fast alle yy), so konvergiert
auch 3%, [ g; dpn(x), und aus dem Satz von Beppo Levi folgt, dass >°°7, g;(x)
fiir fast alle x konvergiert.

Zu jedem Punkt (x,yo) € M gibt es eine unendliche Teilfolge von Quadern P;, mit
(x,¥0) € P, also g;,(x) = 1. Das bedeutet, dass die Reihe > 7%, g;(x) divergiert.
Da dies hochstens auf einer Nullmenge passieren darf, muss

My, ={x: (x,y0) € M}
eine Nullmenge sein. Und das gilt fiir fast alle yy. .

Wir fithren jetzt den BEWEIS des Satzes von Fubini in mehreren Schritten aus:

Schritt 1 (Linearkombinationen):

Sind f,g : R™™ — R zwei integrierbare Funktionen, fiir die der Satz von Fubini
gilt, und ist r € R, so gilt der Satz von Fubini auch fiir f 4+ g und r - f.

Der Beweis ist eine simple Uberpriifung der drei Bedingungen. Er folgt aus der
Tatsache, dass (f + g)y = fy + gy und (rf)y = r - fy fiir jedes y gilt.
Schritt 2 (fast iiberall gleiche Funktionen):

Sei g : R™™ — R eine integrierbare Funktion, fiir die der Satz von Fubini gilt. Ist
f = g fast iiberall, so ist auch f integrierbar, und es gibt eine Nullmenge N, so
dass f = g aulerhalb von N gilt.

Fiir fast alle y € R™ ist Ny eine Nullmenge im R” und f, = g, aulerhalb Ny. Also
ist fiir fast alle y auch fy, und F(y) := [ fy dp, = [ gy dp,, integrierbar, und

Also erfiillt auch f den Satz von Fubini.

Schritt 3 (Treppenfunktionen):
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Sei g eine Treppenfunktion auf dem R"*™. Dann gibt es endlich viele Quader
Q1,...,Q, C R"™™ und Zahlen c4,...,c,, so dass fast iiberall gilt:

9= CoXa,:
o=1

Nach dem Satz von Fubini fiir Quader erfiillt jede Funktion xg, den Satz von
Fubini, und nach Schritt 1 und 2 gilt das auch fiir g.

Schritt 4 (Funktionen aus .£"):

Sei h € Z* und (g,) eine Folge von Treppenfunktionen auf R die fast iiberall
(also auflerhalb einer Nullmenge N) monoton wachsend gegen h konvergiert, so
dass die Folge der Integrale iiber die g, beschrinkt bleibt. Fiir fast alle y € R™
ist Ny eine Nullmenge, und fiir solche y konvergiert (g, ), monoton wachsend auf

R™\ Ny gegen h,.

Nach dem Satz von Fubini fiir Treppenfunktionen ist (g, )y und g,(y) := [(g.)y dpin
integrierbar und [ 9, (y) dptm = [ 9,(X,y) dftntm. Diese Integrale bleiben nach Vor-
aussetzung beschrankt, und auBerdem bilden die g, eine fast iiberall monoton wach-
sende Folge. Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz konvergieren die g,
fast iiberall auf R™ gegen eine integrierbare Funktion g, und es ist

/ﬂw@ng&/%MMMzﬂg/w&JMMWz/wawwm

Fiir fast alle y kann man aber den Satz von der monotonen Konvergenz auch auf
die Folge ((g,)y) anwenden und erhilt, dass die Grenzfunktion h, integrierbar und
[ hy dp, = lim,, oo [(90)y dpis, ist. Also ist

H(y) = [ hydu, = lim 5, (5) = 5(5)

integrierbar und

‘/mww%—/mwmw—/wawmw

Also erfiillt h den Satz von Fubini.

Schritt 5 (integrierbare Funktionen):

Ist f integrierbar auf dem R"*™, so gibt es Funktionen g,h € £ mit f = g — h.
Nach Schritt 1 und 4 gilt dann der Satz von Fubini fiir f.

Die Formeln mit der umgekehrten Reihenfolge der Integrationen folgen analog.
Damit ist alles gezeigt. "

Leider ist der Satz von Fubini nur anwendbar, wenn man weif}, dass f integrierbar
ist. Da ist der folgende Satz eine wertvolle Ergénzung:
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6.5. Satz von Tonelli

Sei f messbar. Existiert ///|f(x1, oy Xy dey ... dxy, (mit irgend einer

Integrationsreihenfolge), so ist f integrierbar.

Bewers: Fir k € N sel Q := [—k,k]” und g; := k - xg,. Die Folge der Funk-
tionen fi := min(gg, |f|) ist monoton wachsend und konvergiert gegen |f|. Mit f
ist auch | f| messbar und daher jede der Funktionen f; messbar. Da f (als einzel-
ne Funktion) auBerdem durch g, L-beschrinkt ist, ist fj sogar integrierbar. Nach

Fubini gilt:
0 < /fkdun = //.../fk(xl,...,a:n)dxl...dxn
///|f(:1:1,,a:n)|dx1dxn,

wobei die letzte Ungleichung nach Voraussetzung erfiillt ist. Der Satz von der mono-
tonen Konvergenz liefert nun, dass |f| integrierbar ist, und wegen der Messbarkeit
von f ist dann auch f integrierbar. .

IN

6.6. Prinzip von Cavalieri

Sei M C R™™ eine endlich-messbare Menge. Dann ist ju,(My) < oo fir fast
alle y, und es gilt:

(M) = / (M) dpin(y).

m

BEwEIS:  Wir wenden den Satz von Fubini auf f = y;; an. Fiir fast alle y € R™
ist danach die Funktion

X = xu(X,y) = XMy (x)

integrierbar, die Funktion fj; : R™ — R mit

Furly) = fn(My) falls M, endlich-messbar,
M) = 0 sonst.

ist ebenfalls integrierbar, und es gilt:

/ :un<MY) d,um = e fM(Y) dlum = /R . XM<X7 Y) dﬂner = Mner(M)
[ ]

Es war die Entdeckung von Bonaventura Cavalieri (1598 - 1647), dass die folgen-
den Figuren das gleiche Volumen besitzen und der Ubergang zu immer diinneren
Schichten schlieBlich zu der Aussage des Satzes von Cavalieri fiihrt.
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6.7. Folgerung

Es seien My C R™, My C R™ und M := My x M. Ist M messbar und jiy (M) >
0, so sind auch My und My messbar und es ist pipym(M) = pn(My) - pm(Ms).

BEWEIS: Ist M messbar, so ist M N Q fiir jeden abgeschlossenen Quader ) =
Q' x Q" C R® x R™ endlich messbar. Nach Cavalieri ist dann fiir fast alle y der
Schnitt

;o B | Min@ firye Man@Q”
M@ =@ = (rnQ), = { M09
endlich-messbar. Dann muss M, eine Nullmenge oder M; messbar sein.

Waire also eine der beiden Mengen M, Ms nicht messbar, so miisste die andere
eine Nullmenge sein. Aber dann wére auch M eine Nullmenge, im Gegensatz zur
Voraussetzung. Wir konnen daher annehmen, dass die beiden Mengen M; und M,
messbar und keine Nullmengen sind.

Ist M beschrinkt und damit endlich-messbar, so ist xj; und damit nach (dem
Beweis des Satzes von) Cavalieri auch die Funktion

fM = Mn(Ml) " XM,

integrierbar, und es gilt:

i (M) = / £y ) diim(y) = (M) - / 300 () it (9) = jn(M1) - pim(Ma).

Ist M unbeschréankt, so betrachtet man die endlich-messbaren Mengen M N (@), mit
Q, = [—v,v]"™™ und ldsst v gegen Unendlich gehen. .

6.8. Beispiel

Sei B C R" eine kompakte Menge und h > 0. Dann nennt man die Menge
C:={((1=Xx,Ah) : x € Bund 0 < X < 1} den Kegel iiber B mit der
Spitze in (0, h).
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R

B

C' ist kompakt und damit messbar. Fiir ¢ € [0, h] ist auch

Ct:{ye]R":(y,t)eC}:{(l—%):xEB}:(l—%)-B

messbar. Nach Cavalieri ist dann

vol,11(C) = /Ovoln(C’t)dt = /0 voln((l—ﬁ).B)dt
h

= VOln(B)-/O (1—E)"dt

= vol(B): () [ et (o)== 1-t/n)

= vol,(B) - (—h)-/1 x"dx
1 1

0 n+1

l.nJrl

'n+1

= vol,(B)-h

-vol,(B) - h.
Im R3 ergibt das die aus der Elementargeometrie bekannte Formel

1
vol(C) = 3 Grundflache - Hohe.

Ist f:R" — R eine nicht-negative Funktion, so ist die Ordinatenmenge von f
gegeben durch

M7= {(x,t) e R"™ : 0<t < f(x)}.

R

M

R’I’L
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6.9. Satz
Sei f messbar (bzw. integrierbar). Dann ist M/ messbar (bzw. endlich-messbar)

wnd s (1) = [ £ dpn

BEwEIS: 1) Wir zeigen zunéchst: Ist f messbar, so ist auch

(x,t) — f(x)—t

messbar. Da (x,t) — ¢ stetig ist, reicht es zu zeigen, dass die Funktion F' : (x,t) —
f(x) messbar ist. Da jede messbare Funktion Grenzwert einer Folge von integrier-
baren Funktionen ist, kann man annehmen, dass f integrierbar ist.

Ist f eine Treppenfunktion, so ist F' zwar keine Treppenfunktion, kann aber durch
eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen approximiert werden (indem
man aufiserhalb von [t| > v alles = 0 setzt). und liegt somit in Z7.

Ist f € £ Grenzwert einer monoton wachsenden Folge (h,) von Treppenfunktio-
nen, so ist

F(x,t) = f(x) = lim h,(x) = lim H,(x,t),

wobei H,(x,t) = h,(x) in £ liegt. Auch in diesem Fall folgt, dass F' € Z7 ist

Ist f =¢g—hmit gh € X, soist F = G — H, wobei G(x,t) = g(x) und
H(x,t) = h(x) Elemente von .£* sind. Also ist auch F integrierbar.

2) Mit f ist also F(x,t) = f(x) — t messbar, und damit auch die Menge M :=
{(x,t) : F(x,t) > 0}. Daraus folgt, dass M/ = M N (R" x [0,00)) messbar ist,
und nach Cavalieri ist

) = [ () () = [ 70x)dn

n

denn es ist (M7), ={t eR : (x,t) € M/} = [0, f(x)). .
Der schon aus der Riemann’schen Integrationstheorie bekannte Begriff des Nor-

malbereichs kann in der Lebesgue-Theorie verallgemeinert werden. Unter einem
Normalbereich iiber dem R” verstehen wir jetzt eine Menge der Gestalt

N(As,9) = {(x,t) eR™ : x € Aund p(x) <t < ¥(x)}

mit einer messbaren Menge A C R™ und integrierbaren Funktionen ¢,1 : A — R
mit ¢(x) < (x) fiir x € A.
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N(A;0,9)

/\_

/_/

6

A

Ein Normalbereich ist messbar: Die Mengen M, = {(x,?) :

RTL

t < Y(x)}, M, =

{(x,t) : t > ¢(x)} und A x R sind offensichtlich messbar, und daher auch N =

M, N M,N (A xR).

Ist f: N — R integrierbar (also eigentlich die triviale Fortsetzung von f), so folgt

mit dem Satz von Fubini sofort:

/N o SO s = / ( /

P(x)

(*)

F(x,1) dt) ditr, .




