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Aufgabe 1. Für a, b ∈ R sei fa,b : R → R de�niert durch fa,b(x) = ax + b. Zeige, daÿ G = {fa,b |
a 6= 0, b beliebig} eine Untergruppe von S(R) ist. Ist G kommutativ?

Aufgabe 2. Sei
√

2 die positive reelle Zahl x mit x2 = 2. Sei Q(
√

2) := {a + b
√

2 | a, b ∈ Q} ⊂ R.
Zeige:

(i)
√

2 /∈ Q

(ii) a + b
√

2 = c + d
√

2 mit a, b, c, d ∈ Q gilt genau dann, wenn a = c und b = d.

(iii) Q(
√

2) ist ein Unterkörper von R.

Aufgabe 3. Sei M eine beliebige Menge, R = P (M) die Potenzmenge.

(i) De�niere Addition und Multiplikation auf R durch:

X + Y := X ∪ Y und X · Y = X ∩ Y.

Zeige, daÿ nur für M = ∅ eine Null und eine Eins existieren, so daÿ R ein Ring wird.

(ii) De�niere nun Addition und Multiplikation auf R durch:

X + Y := (X ∪ Y ) \ (X ∩ Y ) und X · Y = X ∩ Y

Zeige, daÿ es jetzt stets eine Null und eine Eins gibt, so daÿ R ein kommutativer Ring ist. Zeige,

daÿ R genau dann ein Körper ist, wenn ]M = 1 ist.

Tip: Es genügt die Ringaxiome jeweils anhand von Venn-Diagrammen (Ostereier) sinnvoll zu veran-

schaulichen.

Aufgabe 4. Sei M eine beliebige Menge und 2M := {f : M → {0, 1}} die Menge der Abbildungen

von M in die 2-elementige Menge {0, 1}.
(i) Zeige, daÿ die Abbildung Φ : 2M → P (M) mit Φ(f) = f−1(0) bijektiv ist.

(ii) Sei M endlich mit n Elementen. Zeige, daÿ P (M) genau 2n Elemente hat.

(iii) Wieder sei M endlich mit n Elementen. Sei

N = {(B,C)|B,C ⊆M,B ∩ C = ∅}.

Dann hat N genau 3n Elemente.


