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Für die Aufgaben 1 und 2 sei eine halbeinfache Lie-Algebra g über einem
Körper K mit Cartan-Unteralgebra h fixiert.

Eine Basis von h∗ sei durch Π := {α1, .., αl} ⊆ Φ gegeben.

Aufgabe 1. (6 Punkte) Zeigen Sie, dass für α =
∑l

i=1 λiαi ∈ Φ bereits
λi ∈ Q gilt.

Aufgabe 2. (6 Punkte) Es sei η : h → h∗ durch η(h)(x) := κg(h, x)
definiert.

Definieren wir außerdem tα := η−1(α), dann gilt κg(tα, h) = α(h) für alle
h ∈ h und wir erhalten eine Abbildung

( , ) : h∗ × h∗ → K; (α, β) 7→ (α,β) := κg(tα, tβ).

Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

a) Für alle α, β ∈ Φ gilt (α, β) ∈ Q.

b) Für EQ := 〈Φ〉Q ⊆ h∗ ist die induzierte Form

( , ) : EQ × EQ → Q

positiv definit, das heißt (ϕ, ϕ) > 0 für alle ϕ =
∑l

i=1 λiαi ∈ EQ.

Aufgabe 3. (6 Punkte) Es sei Φ ein Wurzelsystem und es seien α, β ∈ Φ
zwei Wurzeln, die einen Winkel von 30 Grad einschließen.

Zeigen Sie, dass α und β ein Wurzelsystem vom Typ G2 (~) aufspannen
(das heißt der Schnitt von Φ mit dem Spann von α und β ergibt dieses
Wurzelsystem).

Aufgabe 4. (6 Punkte) Berechnen Sie die Längen aller Wurzelfäden im
Wurzelsystem G2 (~).

(~) Ein Bild des Wurzelsystems G2 findet sich in J. Humphreys, ”Introduc-
tion to Lie Algebras and Representation Theory”, Seite 44.


