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(7.1) Aufgabe: SLo-Darstellungen.
Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper.
a) Man zeige: Die Gruppe SL, wird erzeugt von
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b) Fiir d € Ny betrachte man die homogene Komponente K[V], der Koordina-
tenalgebra des natiirlichen SLo-Moduls V. Man gebe darstellende Matrizen der
Operation der obigen Erzeuger von SLe auf K[V],, beziiglich der natiirlichen
K-Basis aus Monomen, an.

¢) Man zeige: Ist char(K) = 0 oder d < char(K), so ist K[V]4 ein einfacher
SLa-Modul. Was passiert im Falle 0 < char(K) < d?

d) Man zeige: Ist char(K) = 0, so bilden die SLe-Moduln K[V]4, fiir d € Ny, ein
Reprisentantensystem der einfachen SLy-Moduln.

(7.2) Aufgabe: Irreduzible GL,-Darstellungen.

Es sei n € N. Man zeige:

a) Fiir k € Z ist det’: GL,, = G,,: g — det(g)" eine algebraische Darstellung.
Wie schrinkt det® auf SL,, ein?

b) Die natiirliche Darstellung von GL,, bzw. SL,, ist irreduzibel.

c) Jede irreduzible Darstellung von GL,, schrinkt irreduzibel auf SL,, ein, und
man bekommt jede irreduzible Darstellung von SL,, auf diese Weise.

(7.3) Aufgabe: Lemma von Schur.
Es sei G := (A, B) < GL4(R) die Quaternionengruppe, wobei

0 0 10 0 10 0
0 0 01 100 0
A=11 0 oo W B=1y g0 1
0 -1 00 0 01 0

a) Man zeige: Es ist |G| = 8 (also ist G eine algebraische Gruppe), und der
R-Vektorraum V := R* wird in natiirlicher Weise zu einem einfachen G-Modul.
b) Es sei H C R*** die von {4, B} erzeugte R-Unteralgebra. Man gebe eine
R-Basis von H an, und zeige, daft H ein nicht-kommutativer Schiefkérper ist.
c) Es sei C := Endg(V) C R**%. Man gebe eine R-Basis von C an, und zeige,
dak C ein nicht-kommutativer Schiefkdrper ist. Man bestimme H N C C R**4,
Sind H und C als R-Algebren isomorph?



(7.4) Aufgabe: Halbeinfache Moduln.
Es sei G eine affine algebraische Gruppe.

a) Es sei V ein G-Modul. Man zeige die Aquivalenz der folgenden Aussagen:
i) V ist halbeinfach.

ii) V ist Summe einfacher G-Untermoduln.

iii) Jeder G-Untermodul von V hat ein G-invariantes Komplement.

b) Es sei V ein halbeinfacher G-Modul. Man zeige: Jeder G-Untermodul und
jeder G-Faktormodul von V ist halbeinfach, ebenso ist V'V halbeinfach.



