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(6.1) Aufgabe: GLn-Invarianten.
a) Man betrachte den Polynomring K[X1, . . . , Xn] über dem Körper K, wo-
bei n ∈ N0. Für i ∈ {1, . . . , n} seien εi ∈ K[X1, . . . , Xn] das i-te elementar-

symmetrische Polynom in {X1, . . . , Xn}, und σi :=
∑n
j=1X

i
j ∈ K[X1, . . . , Xn]

die i-te Potenzsumme. Man zeige die Newton-Identitäten

σi +

i−1∑
j=1

(−1)jεjσi−j = (−1)i+1iεi.

b) Daraus folgere man: Ist char(K) = 0 oder char(K) > n, so gilt für die von

den elementar-symmetrische Polynomen bzw. den Potenzsummen erzeugten K-
Unteralgebren K[ε1, . . . , εn] = K[σ1, . . . , σn] ⊆ K[X1, . . . , Xn].
c) Nun sei K algebraisch abgeschlossen mit char(K) = 0 oder char(K) > n. Man

betrachte die Konjugationsoperation von G := GLn aufM := Kn×n. Man zeige:

Jede G-invariante reguläre Funktion auf M ist ein Polynom in {τ1, . . . , τn},
wobei τi :M→ K : A 7→ tr(Ai).

(6.2) Aufgabe: Zentralisatoren nilpotenter Matrizen.
Es seien K ein algebraisch abgeschlossener Körper,M := Kn×n für n ∈ N0, und

für A ∈M sei CM(A) := {C ∈M;AC = CA}.
a) Es sei Jn ∈ N[n] ein Jordan-Block. Man zeige: Es gilt dimK(CM(Jn)) = n.
b) Nun sei λ = [λ1, . . . , λl] ` n, wobei λl > 0. Für eine nilpotente Matrix

A ∈ Nλ zeige man, daÿ dimK(CM(A)) = n+2 ·
∑l
i=1(i−1)λi gilt. Dies benutze

man, um dim(CGLn
(A)) zu bestimmen.

(6.3) Aufgabe: Dominanzordnung.
Es sei P (n) die Menge aller Partitionen von n ∈ N0.

a) Man sagt, die Partition λ = [λ1, . . . , λn] ` n dominiere die Partition µ =

[µ1, . . . , µn] ` n, falls
∑k
i=1 µi ≤

∑k
i=1 λi für alle k ∈ {1, . . . , n} gilt. Man zeige,

daÿ die so gegebene Relation E eine partielle Ordnung auf P (n) ist. Man gebe

ihr jeweiliges Hasse-Diagramm für n ≤ 7 an.

b) Man schreibt µ l λ, falls aus µ C ν E λ bereits ν = λ folgt. Man zeige: Es

gilt genau dann µl λ, wenn

λ = [µ1, . . . , µr−1, µr + 1, µr+1, . . . , µs−1, µs − 1, µs+1, . . . , µn],

wobei 1 ≤ r < s ≤ n mit µs > µs+1 und µr−1 > µr, falls r > 1, und so daÿ

entweder s = r + 1, oder s > r + 1 und µr = µs.



c) Für λ = [λ1, . . . , λn] ` n sei λ′i := |{j ∈ N;λj ≥ i}| ∈ N0 für i ∈ N. Man

zeige: Es ist λ′ := [λ′1, . . . , λ
′
n] ` n; sie heiÿt die zu λ konjugierte Partition.

Auÿerdem zeige man, daÿ λ′′ = λ gilt. Wie kann man die Konjugation von

Partitionen mittels Ferrers-Diagrammen beschreiben?

d) Alternativ kann man λ′ auch mittels Vielfachheiten durch λ′ = [na
′
n , . . . , 1a

′
1 ]

beschreiben. Man zeige: Es gilt a′i = λi − λi+1 für i ∈ {1, . . . , n}.
e) Man zeige: Es gilt genau dann µE λ, wenn λ′ E µ′.


