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(4.1) Aufgabe: Aquivalenz von (2 x 2)-Matrizen.

Es seien K ein algebraisch abgeschlossener Korper und G := GL,.

a) Man zeige: Die Gruppe G operiert regulér durch Konjugation auf V := K22,
Zwei Matrizen in V heifien &quivalent, wenn sie in der gleichen G-Bahn liegen.
b) Man zeige: Die Abbildung ¢: V — K2: A+ [tr(A), det(a)] ist ein surjektiver
G-invarianter Morphismus. (Also ist ¢ konstant auf G-Bahnen.)

c) Es sei A := V(X% —4Y) C K2 Man zeige: Fiir z € K? \ A besteht ¢~1(2)
aus einer G-Bahn; fiir z € A besteht ¢~!(z) aus zwei G-Bahnen. Man gebe
Reprisentanten und die Dimension der Bahnen an. Wie lautet die <-Relation?
d) Es sei Vy := {A € V;tr(4) = 0}. Man beschreibe die Fasern der Einschrin-
kung von ¢ auf Vj algebraisch und geometrisch.

(4.2) Aufgabe: Aquivalenz von (3 x 3)-Matrizen.

Es seien K ein algebraisch abgeschlossener Korper und G := GLs.

a) Man zeige: Die Gruppe G operiert regulér durch Konjugation auf der Varietét
Vo = {A € K¥3;tr(A) = 0}.

b) Man zeige: Durch ¢: Vo — K2: A — [aB + ay + B7v,a87], wobei a, 3,7 €
K die Eigenwerte von A sind, wird ein surjektiver G-invarianter Morphismus
definiert. (Also ist ¢ konstant auf G-Bahnen.)

c) Es sei A := V(4X3 + 27Y?) C K2 Man zeige: Fiir z € K? \ A besteht
¢~ 1(z) aus einer G-Bahn; fiir 2 € A\ {0} besteht ¢ ~1(2) aus zwei G-Bahnen;
fiir 2 = 0 besteht ¢ ~!(2) aus drei G-Bahnen. Man gebe Repriisentanten und die
Dimension der Bahnen an. Wie lautet die <-Relation?

(4.3) Aufgabe: Operation auf Varietiiten.

a) Es seien G eine affine algebraische Gruppe, V eine G-Varietdt und = € V.
Man zeige: x(G°) C 2G ist offen und abgeschlossen.

b) Fiir die Operation von G auf sich durch Rechtsmultiplikation p zeige man:
K[G] ist Vereinigung endlich-erzeugter p*(G)-invarianter K-Teilrdume.

¢) Man betrachte zudem die Operation von G auf sich durch Linksmultiplika-
tion . Es sei F' < K[G] ein endlich-erzeugter K-Teilraum. Man zeige: Es gibt
einen endlich-erzeugten (A*(G) x p*(G))-invarianten K-Teilraum von K[G], der
F umfaft.

(4.4) Aufgabe: Linearisierung linearer Gruppen.
Es seien K ein algebraisch abgeschlossener Korper, sowie G := GL,,, fiir n € N,
und K[G] = K[X11, ..., Xnnldet die Koordinatenalgebra von G.



a) Man betrachte die Operation von G auf sich durch Rechtsmultiplikation p und
durch Linksmultiplikation A\. Man bestimme den kleinsten p*(G)-invarianten K-
Teilraum V von K[G], der X;; enthilt, sowie die analogen Teilrdume U fiir
A (G), und W fiir A*(G) x p*(G).

b) Man wihle natiirliche K-Basen dieser Teilrdume, und gebe die Koordinaten-
funktionen der zugehoérigen Matrixdarstellungen von G bzw. A(G) := {[g,9] €
G x G;g € G} als Ausdriicke in den Koordinatenfunktionen von G an. Wie
hangen die Matrizen fiir V, U und W miteinander zusammen?



