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(2.1) Aufgabe: Geometrische Grofien.

Man betrachte weiter die Euklidische Ebene R2. Man bestimme analog zu Auf-
gabe (1.3) Systeme von Bestimmungsstiicken sowie die R-Algebren A9 und RY
fiir i) die Punkte in R? und ii) die Strecken in R?.

(2.2) Aufgabe: Affine algebraische Gruppen.

a) Es seien G und G’ affine algebraische Gruppen. Man zeige: Das direkte Pro-
dukt G x G’ ist ebenfalls eine affine algebraische Gruppe.

b) Es seien H < G eine abgeschlossene Untergruppe mit Einbettung ¢: H — G.
Man zeige, dafs H in natiirlicher Weise eine affine algebraische Gruppe ist, so
dafs ¢ ein Homomorphismus algebraischer Gruppen wird.

(2.3) Aufgabe: Automorphismen algebraischer Gruppen.

Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper. Man zeige:

a) Die Abbildungen G, — G,: = — ax, fiir a € K*, sind die einzigen Automor-
phismen der additiven Gruppe G, = G,(K) als algebraische Gruppe.

b) Die Abbildungen id: G,, = G,,: ¢ — z und ¢: G, = Gy z — 2! sind
die einzigen Automorphismen der multiplikativen Gruppe G,, = G,,(K) als
algebraische Gruppe.

¢) Die Guppen G, und G,, sind als algebraische Gruppent nicht isomorph.

(2.4) Aufgabe: Determinantenpolynom.
Es seien K ein Korper, n € N und det,, € R := K[X11, X12,...,Xnn] das n-te
Determinantenpolynom. Man zeige: Fiir a € K ist det,, —a € R irreduzibel.

(2.5) Aufgabe: Lineare algebraische Gruppen.

Es seien K ein algebraisch abgeschlossener Korper, und n € N. Man zeige, daf
die folgenden Gruppen lineare algebraische Gruppen sind, und bestimme jeweils
ihre affine Koordinatenalgebra und ihre Dimension. Welche sind irreduzibel?
a) Z, :={a-E, € GL,;0 # o € K} und T,, := {[a;;] € GLy;a;; = 0 fiir i #
j}. Man zeige: Es gilt Z,, = Z(GL,,), sowie Z, = G,, und T,, = (G,,)" als
algebraische Gruppen.

b) U, := {[aij] S (G]Ln;aij =0 fir 7 > 7, Qi = 1} und B, := {[Cbij] € G]Ln;aij =
0 fiir ¢ > j}. Man zeige: Es gilt B,, = NgL, (U,,), und schreibe B,, als abstraktes
semidirektes Produkt.



c) Die Gruppen W,, < GL, der Permutationsmatrizen und N,, < GL,, der
monomialen Matrizen. Man zeige: Es gilt N,, = Ng, (T, ), und schreibe N,, als
abstraktes semidirektes Produkt.

d) Jede endliche Gruppe kann als lineare algebraische Gruppe aufgefafit werden.



