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(12.1) Aufgabe: Quadratische Formen.

Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper mit char(K) # 2, und fiir n € N
seien V := K[X7,..., X, ]2 die Menge der n-dren quadratischen Formen iiber K,
sowie K[V] die zugehdrige Koordinatenalgebra und A € K[V] die Diskriminante.
a) Man zeige: Die Teilmenge U := V' \ A71(0) ist eine affine SL,-Varietéit mit
Koordinatenalgebra K[U] = K[V]a sowie Invariantenalgebra K[| = K[A]a,
und A: U — (K\ {0}) ist ein geometrischer Quotient. Man bestimme die Di-
mension der SL,-Bahnen in ¢/ und zugehdorige Isotropiegruppen.

b) Nun betrachte man V unter GL,,-Operation. Man bestimme die zugehorigen
Bahnen und die <-Relation. AuRerdem zeige man, daR K[V]®» = K gilt, und
bestimme den zugehorigen Quotienten. Ist er geometrisch?

(12.2) Aufgabe: Matrixiquivalenz.

Es seien K ein algebraisch abgeschlossener Kérper und M := K"*™ fiir n € N,
mit der durch Konjugation gegebenen GL,-Operation; dann ist K[M]®» =
Kle, ..., €], mit den ‘elementar-symmetrischen’ Funktionen ¢; € K[M];, und
€: M — K" sei der zugehorige Quotient.

a) Man zeige, daR K[M]%t» = K[M]CE» gilt; also ist € auch der SL,-Quotient.
Ist € als solcher geometrisch?

b) Nun sei A: M — K: A — disc(xa) die Diskriminantenfunktion, wobei
xa das charakteristische Polynom von A und disc die iibliche Diskriminante
seien. Man zeige: Es ist A eine GL,-invariante reguldre Abbildung, also ist
A € K[M|®Ln. Fiir n < 2 schreibe man A als Polynom in {ej,...,€,}; siehe
auch Aufgaben (4.1) und (4.2).

¢) Man zeige, dak die Teilmenge S := M\ A71(0) eine affine GL,,-Varietit ist,
die aus (gewissen) diagonalisierbaren Matrizen besteht. Aufierdem zeige man,
da K[S] = K[M]a und K[S]®F" = K[ey,...,en]a gelten. Man gebe den zu-
gehorigen Quotienten an, und zeige, dakl er geometrisch ist. Man bestimme die
Dimension der GL,-Bahnen in S und zugehorige Isotropiegruppen.

(12.3) Aufgabe: Vektorinvarianten.
Es seien K ein algebraisch abgeschlossener Korper mit char(K) # 2, und G :=
(9) = Cy, die via g — [0

1 é auf V := K2 operiere. Man betrachte W := V& V.

a) Es sei K[W] = K[V] QK K[V] = K[Xth,Yl,YYQ], wobei X1,2 und YLQ
die Koordinatenfunktionen auf dem linken bzw. rechten Summanden sind. Wie
operiert G auf K[V] und K[W]? Welche Bahnen hat G auf V und W?



b) Es seien e; = X7 + Xo und ex = X7 X, sowie f; = Y7 + Y5 und fo = Y7Yo,
und auflerdem g¢o := X Y7 + XoY5 sowie hy := X Y5 + XoY;. Man zeige, daf
K[V]G = K[el, 62] und K[W]G = K[@l, €9, fl, fQ, g2, hQ] gelten.

c) Es sei P := K[V]¢ ®@g K[V]¢ C K[W]Y. Man zeige, dak K[W]% = P[ds] C
K[W] ist, wobei da := go — ho ein normiertes irreduzibles rein-quadratisches
Polynom ¢ € P[T] erfiillt. Daraus folgere man, dak P C K[W]% eine Noether-
Normalisierung ist, und daf K[W]“ ein freier P-Modul vom Rang 2 ist.

d) Man zeige, daf der (geometrische) Quotient W/G eine Hyperfliche in K® ist,
die einen natiirlichen Epimorphismus auf K* hat, dessen Fasern aus hochstens
zwei Punkten bestehen.



